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Resumen

Existen sistemas mecéanicos que pueden ser descritos por una serie de
coordenadas independientes entre si, como es el caso de los manipula-
dores seriales. Sin embargo, existen también mecanismos en los cuales
sus coordenadas no son independientes (atin en el caso de contar con
la cantidad minima necesaria de ellas) y por lo tanto existen relaciones
entre las mismas (restricciones). Si p es el vector de coordenadas usado
para describir la configuracién de un sistema; es decir, para especificar
de manera completa la ubicacién de cada punto en el sistema mecénico,
entonces una restriccién holonémica del mismo es una expresién de
la forma a(p) = 0. Una restriccién no holonémica de primer orden es
una expresiéon de la forma B(p, p) = 0 que no es integrable (i.e., no es
posible escribir f como la derivada temporal de una funcién a(p)), y
una restriccién no holonémica de segundo orden es una expresién de
la forma y(p, P, p) = 0 que tampoco es integrable. De estos tipos de
restricciones sélo las holonémicas reducen la dimensién del espacio de
configuracién; las restricciones no holonémicas de primer orden son res-
tricciones en la velocidad instantdnea, y se presentan principalmente en
robots moviles con ruedas; las restricciones no holonémicas de segundo
orden restringen la aceleracién instantanea (o la variacién de la cantidad
de movimiento) y se presentan en robots méviles acuaticos, vehiculos
espaciales y manipuladores subactuados. El objetivo principal de este
trabajo de tesis es estudiar sistemas no holonémicos en general, desde el
punto de vista de su modelado, planificacién de movimiento y control
automatico.

Abstract

There are mechanical systems that can be described by a series of
coordinates which are independent between them, as it is the case of
serial manipulators. However, there are also mechanisms in which their
coordinates are not independent (even in the case of having the minimum
necessary amount of them) and therefore there are relationships between
them (restrictions). If p is the vector of coordinates used to describe the
configuration of a system; i.e., to fully specify the location of each point
in the system, then a holonomic constraint is an expression of the form
a(p) = 0. A first order non-holonomic constraint is an expression of
the form f(p, p) = 0 that can not be integrated (i.e., it is not possible to
write f as the time derivative of a function a(p)), and a second order
non-holonomic constraint is an expression of the form y(p,p,p) = 0
that is also not integrable. Among these types of constraints, only the
holonomic ones reduce the dimension of the configuration space; non-
holonomic first order constraints are constraints on instantaneous velocity,
and they occur mainly in wheeled mobile robots; second-order non-
holonomic constraints restrict instantaneous acceleration (or variation
in momentum) and occur in underwater mobile robots, space vehicles,
and under-actuated manipulators. The main objective of this thesis work
study non-holonomic systems in general, from the point of view of its
modeling, movement planification and automatic control.
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Introduccion

1.1. Conceptos basicos

Espacio de configuracién y coordenadas generalizadas

Se le llama configuraciéon de un sistema mecéanico a la ubicacién en el
espacio fisico de todos los elementos del sistema en un instante de tiempo
dado. Y se le llama espacio de configuracion al conjunto formado por todas
las configuraciones posibles que puede tomar el sistema en cualquier
tiempo.

Para describir la configuracién de un sistema generalmente se emplea un
conjunto de pardmetros que determinan de manera tinica la ubicacién
de todos los puntos del mismo. Para referirse a estos pardmetros, en
la literatura relacionada se emplea el término coordenadas generalizadas;
el adjetivo “generalizadas” se usa para resaltar el hecho de que estas
coordenadas representan pardmetros que describen la configuracién del
sistema y no coordenadas en el sentido tradicional, que dan la ubicacion
de un punto en el espacio fisico.

Debe notarse entonces que el espacio de configuracién proporciona una
manera de visualizar un sistema mecanico como si fuera un punto en un
espacio de dimensién mayor. Ademds, una trayectoria (es decir, una curva
parametrizada en funcién de tiempo) en el espacio de configuracién de
un sistema mecénico describe el movimiento de tal sistema en el espacio
fisico.

Considérese ahora el caso de un sistema que es descrito por m coordena-
das generalizadas, las cuales se denotan como p1, p2, ..., pm; entonces
es posible definir un vector de coordenadas generalizadas p, tal que

p=[p1 p2 - pu] €R”

donde R™ describe el espacio de configuracién del sistema y, por lo tanto,
cada elemento del mismo corresponde a una configuracién especifica.

Para un mismo sistema es posible emplear diferentes conjuntos de coorde-
nadas generalizadas (incluso con un nimero diferente de coordenadas).
Y, en general, dados dos conjuntos de coordenadas generalizadas que
describen el mismo sistema, debe ser posible expresar un conjunto en
términos del otro (o, lo que es lo mismo, definir una transformacién de
coordenadas generalizadas).

Ademds, para describir la configuracién de un sistema, es comtin emplear
conjuntos de coordenadas generalizadas en las que cada coordenada es
independiente de las otras. De hecho, algunos autores afirman que las
coordenadas generalizadas deben ser independientes por definicién. Sin
embargo, en este trabajo se tomaré el enfoque de [1], quien habla de coor-
denadas generalizadas independientes (o minimas) y coordenadas generalizadas
dependientes (redundantes, o no minimas).




2 1 Introduccion

1: En matematicas, un isomorfismo es un
mapeo que conserva la estructura entre
dos estructuras del mismo tipo que se

puede revertir mediante un mapeo inverso.

Por lo tanto dos estructuras matematicas
son isomorficas si existe un isomorfismo
entre ellas.

Y debe notarse que, siempre que se emplee un conjunto de coordenadas ge-
neralizadas dependientes, existirdn relaciones matematicas (comtnmente
llamadas restricciones de configuracion) que establecen esa dependencia
entre tales coordenadas.

Asf, un sistema formado por N particulas independientes (libres) en el
espacio fisico requiere m = 3N coordenadas generalizadas para describir
una configuracién especifica, y el espacio de configuracién de tal sistema
serd R3N. No obstante, si las particulas no se mueven libremente en todo
el espacio, o bien, existen relaciones entre ellas (que puedan ser descritas
como expresiones matematicas entre sus coordenadas generalizadas),
entonces el espacio de configuracién se reduce también.

Por ejemplo, una particula que estd restringida a moverse en el plano
definido por la ecuacién x = y tendria como espacio de configuracioén el
siguiente conjunto

“x y Z]T€R3:x—y=0};

pero debe notarse que al ser un plano, este conjunto representa un
subespacio de R* que es de dimensién 2.

Un subconjunto de un espacio euclidiano R™ que se puede considerar,
al menos localmente, como isomérficol a un espacio euclidiano R", con
n < m, se dice que es una variedad (en inglés “manifold”) de dimensién
n en R™ (y se emplea la notacién M" C R™). Y cuando el espacio de
configuracién de un sistema es una variedad, se habla de una variedad
de configuracién. Asi, en el ejemplo anterior se tiene una variedad de
configuracién de dimensién 2 en R>.

Ahorabien, si se toma la derivada con respecto al tiempo de la coordenada
generalizada p; (con i = 1,2,...,m) se obtiene la correspondiente
velocidad generalizada, denotada por p;; asimismo, la segunda derivada
de p; dala aceleracién generalizada p;. De este modo se puede definir el
vector de velocidades generalizadas

p:[pl P2 pm]TeTpMnCRm

donde T,M" es el espacio tangente del punto p en M", que es también
una variedad de dimension n. Asimismo, el vector de aceleraciones
generalizadas es

S, LT o m
p=[p P2 - pu] €THTM") CR™.

Cuasi-velocidades

Las velocidades de los puntos de un sistema para cierta configuracién y
cierto instante de tiempo pueden ser especificados ya sea por las velocida-
des generalizadas o, de forma maés general, por las llamadas caracteristicas
cinemiticas o cuasi-velocidades (que son una cierta combinacién lineal
de las velocidades generalizadas) [2]. Un ejemplo de cuasi-velocidades
usadas comtinmente seria la proyeccién de la velocidad angular de un
cuerpo rigido a sus principales ejes de inercia utilizando angulos de



Euler y sus derivadas, es decir:

p =sen(0)sen(¢p)y + cos(p)0, (1.1)
q =sen(9)cos((p)1[} - sen(go)@,
r =cos(0)y) + .

En este caso, las cuasi-velocidades p, g y r se distinguen de las velocidades
generalizadas ¢, 1 y 0 por el hecho de que no son la derivada con respecto
al tiempo de ninguna de las coordenadas generalizadas (¢, ¢ y 0). En
forma general las cuasi-velocidades pueden ser escritas como

vi = fi(p, p); (1.2)

para el caso en el que las cuasi-velocidades de la forma (1.2) son integra-
bles, las coordenadas generalizadas que determinan la configuracién del
sistema pueden ser encontradas simplemente integrando v; con respecto
al tiempo. Por otro lado, si las cuasi-velocidades no son integrables, se

utilizan las cantidades ,
e =/ vidt, (1.3)
0

que tienen un cierto parecido a las coordenadas generalizadas, pero ya
no son funcién de la configuracién del sistema. Las cantidades 7t; son
conocidas como cuasi-coordenadas [2].

Grados de libertad y restricciones cinematicas

La definicién més comtn sobre el ntimero de grados de libertad (o, por
simplicidad, g.d.l.) de un sistema mecanico es el nimero de pardmetros
independientes que determinan su configuracién. Y como las coordenadas
generalizadas son justamente las que describen tal configuracién, el nt-
mero de grados de libertad es también el ntimero minimo de coordenadas
generalizadas que se requieren en el sistema.

En el parrafo anterior, es importante resaltar el hecho de que se trata
del minimo ntimero de coordenadas generalizadas, ya que, como se
explic6 anteriormente, es posible emplear un conjunto de coordenadas
generalizadas que sea no minimo; en tal caso, el sistema tendria més
coordenadas generalizadas que grados de libertad.

Sea n el nimero de grados de libertad de un sistema y m el ndmero de
coordenadas generalizadas empleadas para describir su configuracién.
Sim > n entonces deben existir r = m — n restricciones de configura-
cién. Dicho de otra manera, el nimero de grados de libertad se puede
obtener simplemente restando el niimero de coordenadas generalizadas
(dependientes) que se empleen menos el nliimero de restricciones de
configuracion entre ellas.

Es importante recalcar que lo anterior es valido tinicamente para el caso
de sistemas holonémicos, donde un movimiento arbitrario del sistema
puede ser representado en el espacio de configuracion por cierta curva, y
viceversa. Sin embargo, esto no es una regla general para el caso de siste-
mas no holonémicos; en estos sistemas, sélo ciertas curvas en el espacio
de configuracién corresponden a movimientos del sistema compatibles
con las restricciones. Esto es debido a que ahora los diferenciales de las

1.1 Conceptos bisicos

3
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1 Introduccion

coordenadas generalizadas que definen los desplazamientos deberan
satisfacer ciertas restricciones no holonémicas. En relacién con el pro-
blema de eliminar las reacciones de restricciones ideales (el principal
problema en la obtencién de ecuaciones de movimiento de sistemas
mecanicos) es comun aplicar el concepto de desplazamientos virtuales. Las
variaciones virtuales de las coordenadas generalizadas son variaciones
de las coordenadas que deben satisfacer las restricciones no holonémicas.
Desplazamientos del sistema que corresponden a las variaciones vir-
tuales de las coordenadas generalizadas son llamados desplazamientos
virtuales. De acuerdo a esto, los desplazamientos virtuales de un sistema
pueden considerarse como el posible desplazamiento de un sistema que
tiene las mismas restricciones homogéneas independientes del tiempo
que el sistema original en un instante de tiempo dado.

De esta manera, en general, el nimero de desplazamientos virtuales
linealmente independientes de un sistema corresponde con su nimero
de grados de libertad [2]. En el caso de los sistemas holonémicos es
el niimero de coordenadas generalizadas minimas. Pero éste no es el
caso para sistemas no holonémicos, en el cual el niimero de grados de
libertad es el nlimero de coordenadas generalizadas menos el nimero
de restricciones no holonémicas.

El ntiimero de grados de libertad es una caracteristica de un sistema
mecdnico y es independiente de las coordenadas utilizadas para describir
su configuracién. En otras palabras, a pesar de que se puede seleccionar
el niimero y tipo de coordenadas generalizadas en més de una manera,
el valor n = m — r es invariante.

Debe notarse que si el sistema mecanico bajo estudio queda caracterizado
por p particulas moviéndose en un espacio de dimensién d, entonces el
namero de coordenadas generalizadas seria m = dp y, en caso de existir r
restricciones de configuracién, el nimero de grados de libertad quedarfa:

n=dp-r. (1.4)

Las restricciones de configuracién se conocen también como restricciones
holonémicas y un sistema que posee este tipo de restricciones se denomina
sistema holonémico. En general, una restriccién holonémica entre las m
coordenadas generalizadas del vector p es una ecuacién de la forma
a(p) =0,ysip € R™ es el vector de coordenadas de configuracién de
un sistema holonémico de n grados de libertad, entonces las r = m —n
restricciones holonémicas se pueden agrupar en un vector de restricciones
holonémicas de la forma

ap) = [a1(p) axp) -+ arp)] =0€R. (L5)

Y debe notarse que si se deriva (1.5) con respecto al tiempo pueden
obtenerse también restricciones que involucran a las velocidades y acele-
raciones generalizadas:

a(p,p) = 0,
a(p, p, p) 0.

Pero es importante mencionar que también hay sistemas que no tienen
restricciones en el espacio de configuracién (M"), pero si en el espacio



de las velocidades (T, M") o incluso en el espacio de las aceleraciones
(T;(T,M™)). Tales restricciones se conocen como restricciones no holonémi-
cas y los sistemas que las poseen son sistemas no holonémicos.

Existen en general dos tipos de restricciones no holonémicas. Una restric-
cién no holonémica de primer orden es aquella que se puede expresar en la
forma

ﬁ(p’ P) =0, (1.6)

pero no es posible integrar (1.6) para obtener una restriccién que dependa
s6lo de p (o, en otras palabras, no es posible escribir f(p, p) como la
derivada temporal de una funcién a(p)). Asimismo, una restriccién no
holonémica de segundo orden es una expresién de la forma

y(p,p,p) =0 (17)

que no es integrable (no es posible escribir y(p, p, p) como la derivada
temporal de una funcion (p, p)).

Definicién 1.1.1 Un sistema mecdnico es no holonémico si éste tiene restric-
ciones no holonémicas [2].

Cuerpos rigidos y postura

Un cuerpo rigido es, por definicién, un objeto fisico con la caracteristica
de que si se toman dos puntos dentro del mismo, la distancia entre ellos
se mantiene constante en todo momento. En otras palabras, un cuerpo
rigido es un objeto sélido no deformable. Y aunque se trata de una
idealizacion, este concepto resulta ser muy ttil en el estudio de mecénica
de sélidos.

Sean P; y P; dos puntos cualesquiera pertenecientes a un cuerpo rigido,
con coordenadas (x;, yi, zi) y (X}, yj, zj), respectivamente, respecto a un
mismo marco de referencia, y sea d;; la distancia entre esos dos puntos;
es decir,

dij = \/(xj —xi)?+ (yj — yi)* + (zj - zi)%, (1.8)

entonces, aunque el cuerpo se encuentre en movimiento, al ser rigido se
debe cumplir siempre que d;; es constante.

£ A

En este documento se denomina postura (en inglés “pose”) ala combinacion
de la posicién y orientacién de un cuerpo rigido en el espacio. Se tiene
entonces que, en general, para un cuerpo rigido que se mueve en un
espacio de dimensioén d, el espacio de configuraciéon de la postura es de
dimensién 2 6 1o que es lo mismo, se requieren 24 ¢ d 1. para
7 0,109 , q 7 &dLp
determinar la postura de un cuerpo rigido. De éstos, d g.d.1. determinan

la posicién y los restantes @ g.d.l. dan la orientacién del cuerpo.

1.2. Fundamentos de robdtica

En general, un robot es un mecanismo automatico, controlado, repro-
gramable y capaz de posicionar y orientar piezas, ttiles o dispositivos

1.2 Fundamentos de robética
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Figura 1.1: Diagrama de bloques de un
sistema de control de robots.

especiales, siguiendo trayectorias definidas por el usuario, para la ejecu-
cién de diversas tareas. Su unidad de control incluye un dispositivo de
memoria y, ocasionalmente, de percepcion del entorno. Normalmente su
uso consiste en realizar una tarea de manera ciclica, adaptdndose a otra
sin cambios permanentes en su estructura [3].

La Figura 1.1 presenta el diagrama esquematico de un sistema de control
de robots.

Planificador i{ Controlador HActuadores > Planta
P

Sensores

Y

Generalmente existe un planificador de tareas quien se encarga de definir
la tarea deseada y encomendada al robot. La salida del planificador (p4
en la Figura) se usa como referencia deseada en el controlador, cuya
funcién es generar una sefial de control u que garantice que el robot se
mueva manteniendo la salida real del robot p lo mds cercana posible a la
referencia pg.

Pero es interesante notar que los bloques de la Figura 1.1 representan
también los cuatro aspectos que son de interés cuando se trabaja con
robots en general:

= Modelado: El conocimiento de todos los pardmetros fisicos del
robot y de las relaciones entre ellos. Los modelos matematicos
(cinemadtico y dindmico) se extraen de las leyes fisicas que rigen
el movimiento del robot. La cinemadtica es importante puesto
que relaciona las coordenadas articulares con las coordenadas de
postura del elemento de interés, asi como sus derivadas respecto
al tiempo. La dindmica, por otro lado, toma en cuenta las masas y
fuerzas que producen un movimiento dado.

= Planificacion de tareas: Es el proceso de especificar las diferentes
tareas para el robot, ya sea en coordenadas articulares o en coordena-
das de postura. Esto puede involucrar desde el disefio y aplicacién
de trayectorias simples a lo largo de rutas precalculadas (lo que se
denomina planificacién de trayectorias) hasta el empleo de complejos
algoritmos computacionales que toman decisiones en tiempo real
durante la ejecucién de una tarea.

= Control: Contiene los elementos que permiten asegurar el cum-
plimiento de las tareas especificadas, a pesar de la existencia de
perturbaciones o dindmicas no modeladas. De acuerdo al tipo de
variables usadas en el lazo de control se pueden tener controladores
en espacio articular o en espacio de postura. Los algoritmos de
control de robots pueden ser ejecutados ya sea a bajo nivel (por
ejemplo, en controladores electrénicos en los manejadores de los
actuadores) o a través de sofisticados programas de alto nivel en
una computadora personal.

= [mplementacion: Consiste en aplicacién y validacién de los aspectos
anteriores (que generalmente suponen condiciones ideales) en
un robot real, considerando situaciones de caracter practico que
se presentan principalmente en los sensores y actuadores. Aqui



se pueden incluir los efectos de la discretizacién debida al uso
de sistemas digitales, la estimacién de estados a partir de las
mediciones de los sensores, las no linealidades intrinsecas como
la friccién en las articulaciones, y el modo de operacién de los
actuadores, que determina el tipo de sefales que se deben emplear
como sefiales de control.

1.3. Sistemas no holondmicos

Generalidades

De acuerdo con [4], se pueden considerar tres causas que originan la
caracteristica de no holonomia entre los sistemas mecanicos:

1. El contacto rodante entre dos cuerpos sin deslizamiento.
2. La conservacién del momento angular de ciertos mecanismos.
3. Mecanismos robéticos bajo una operacién de control especial.

Algunas ejemplos que se presentan debido a la primera causa son:

= Robots méviles con ruedas y vehiculos donde el contacto rodante
toma lugar entre las ruedas y una superficie. Ademas, éste es el
ejemplo mds comun de sistemas no holonémicos (Figura 1.2).

» Manipulacién diestra con manos robéticas multidedos, donde la
restriccién se presenta en el contacto rodante de la punta de los
dedos con los objetos.

La segunda situacién, en la que las restricciones no holonémicas entran
en juego, es cuando en el movimiento de un sistema mecénico que
presenta ciertas propiedades de simetria existen cantidades conservadas.
Si estas cantidades conservadas, por ejemplo el momento angular, no son
integrables, puede ser interpretada como una restriccion no holonémica.
La conservacién del momento angular produce una restriccion diferencial
que es no integrable.

Sistemas que caen en esta segunda clase son los sistemas multicuerpo
que estan flotando libremente, i.e., sin tener una base fija, por ejemplo:

= Robots manipuladores montados en estructuras espaciales.

= Robots brincadores, o un mecanismo que pueda imitar las manio-
bras de un gimnasta o un clavadista (en fase de vuelo).

= Satélites con ruedas de reaccién para la estabilizacién de su postura
(orientacion).

Finalmente, la tercer causa de comportamiento no holonémico es la ope-
racién de un controlador, en particular adoptada en algunas estructuras
robéticas. Como ejemplos se pueden mencionar:

= Robots redundantes bajo un control de cinemaética inversa particu-
lar.

» Sistemas robéticos subacuaticos y embarcaciones donde la propul-
sién hacia adelante se permite s6lo en la direccién de orientacién.

= Robots manipuladores subactuados.

1.3 Sistemas no holonémicos 7

Figura 1.2: Robot mévil con ruedas SEE-
KUR de la Empresa MobileRobots.
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Figura 1.3: Ejemplo simple de un sistema
no holonémico: Rueda girando sin derrape
en una superficie plana.

X\

Figura 1.4: Heinrich Hertz, fisico aleman
del siglo XIX, fue el primero en utilizar
el término no holonémico, para referirse a
estos fenémenos.

El criterio para la verificacién de no holonomia (o no integrabilidad)
de restricciones puede ser obtenido utilizando el teorema de Frobenius
[5]. Ademas, es importante notar que en el caso de la primera causa
(rodamiento de dos cuerpos) las restricciones no holonémicas deben
ser consideradas a priori cuando se desea calcular las ecuaciones de
movimiento, a diferencia de las razones 2 y 3 donde las restricciones
surgen como resultado de las ecuaciones de movimiento o del controlador
a implementar.

Breve historia del estudio de sistemas no holonémicos

Es importante resaltar la importancia del estudio de sistemas no holoné-
micos; con este fin, en los siguientes parrafos se hace un resumen sobre
sistemas no holonémicos publicado en [6] y [7], sobre la obtencién de
ecuaciones de movimiento (Modelado), y sobre los trabajos publicados
en [8] y [9] respecto al control de este tipo de sistemas.

Ecuaciones de movimiento

Los primeros estudios sobre el tema empezaron con varias versiones del
problema de un cuerpo rigido rodando sin derrape sobre una superficie
plana (Figura 1.3). La publicacién més antigua que aborda el tema es de
Euler [10]. Entre los primeros trabajos donde se obtuvieron las ecuaciones
de movimiento de un cuerpo rigido sobre un plano fue el realizado
por G. Slesser [11]; quien utiliz6 los principios generales de dindmica y
una eliminacién explicita de las restricciones en las fuerzas de reaccién.
Posteriormente, en 1872, Ferres [12] mostré explicitamente que las ecua-
ciones de movimiento de un sistema con restricciones diferenciales no se
podian representar utilizando las ecuaciones de Lagrange, al menos no
en forma general, siendo éste uno de los primeros trabajos en notar que
las herramientas conocidas de la mecénica clédsica tenian problemas al
ser usadas en sistemas no holonémicos.

Sin embargo, fue hasta 1894 cuando se comprendié de forma general
la imposibilidad de aplicar las ecuaciones de Lagrange y los principios
variacionales a sistemas no holonémicos debido al trabajo de H. Hertz [13]
(Figura 1.4). En dicho trabajo, Hertz menciona que el principio de Hamil-
ton no puede ser utilizado en sistemas no holonémicos; o, propiamente
dicho, la aplicacién del principio de Hamilton, que matematicamente
es posible, da resultados que son fisicamente falsos. Las observaciones
de Hertz fueron estudiadas y desarrolladas por H. Poincare [14], quien
obtuvo como resultados una prueba elemental de no holonomicidad de
restricciones en el problema de una esfera rodando en un plano y noté
que el principio de Hamilton (principio de minima accién) no puede ser
aplicado a sistemas no holonémicos.

Otros trabajos de gran importancia en el siglo XIX fueron los publicados
por Lindelof, P. Appel y C. Neumann [15-17]. Lindelof utiliz6 las ecua-
ciones de Lagrange para obtener las ecuaciones de movimiento de un
sistema no holonémico, sustituyendo las restricciones no holonémicas
en la energia cinética, dicho procedimiento fue erréneo. Debido a este
resultado, el trabajo de P. Appel, quien se bas6 en los resultados obtenidos
por Lindelof, fue erréneo también. Por otra parte, C. Neumann cometié



un error al aplicar el principio de Hamilton a sistemas no holonémicos,
el cual corrigié él mismo en un trabajo posterior [18]. Otros trabajos que
contienen errores similares fueron publicados por E. Crescini [19], G.
Schouten [20], P. Molenbrock [21] y L. Boltzmann [22].

Los errores cometidos crearon en esa época un impetu por corregirlos,
lo que provocé un mayor desarrollo en el estudio de sistemas no ho-
lonémicos. Uno de las consecuencias més relevantes de dichos errores
fueron los estudios de S. A. Chaplygin (1897) [23]; quien después de
revisar el error de Lindelof a detalle logré obtener una forma correcta
de las ecuaciones de movimiento y examiné en detalle el movimiento
de un cuerpo giratorio (en particular el movimiento de un disco) en un
plano. Ademas, Chaplygin fue el primero en obtener la forma general
de las ecuaciones de movimiento de sistemas no holonémicos en la
cual multiplicadores indeterminados se eliminan y los términos de no
holonomicidad son sefialados explicitamente.

Adicional al trabajo de Chaplygin, aportes importantes a la obtencién de
las ecuaciones de movimiento utilizando multiplicadores indeterminados,
o cuasi-velocidades en la forma general, fueron obtenidos por Hamel
[24]. Un hecho importante a notar en el trabajo de Hamel fue la aplicacién
de la teoria de Lie que utiliz6 para la obtencién de las ecuaciones de
movimiento. Algunas formas de ecuaciones, que difieren en el método
de eliminacién de multiplicadores, fueron obtenidos por V. Volterra [25]
y P. V. Voronets [26], quienes a diferencia de Hamel no utilizaron el
formalismo de la teorfa de Lie; por G. Maggi [27] y I. Tzénoff [28], cuyos
métodos son utilizados ocasionalmente dependiendo del problema en
consideracién.

Posteriormente, en su libro [29], Hamel compar6 varias formas de las
ecuaciones de movimiento de Voronets, Tzénoff y Volterra, probando
que todas podian ser obtenidas utilizando su aproximacién general. Por
otro lado, Voronets debe ser reconocido por aplicar las consideraciones
de mecanica de sistemas no holonémicos a sistemas hamiltonianos. Esto
hizo posible un avance considerable en cuestiones de reduccién de un
sistema de 71 cuerpos en un plano y en encontrar soluciones parciales al
mismo problema [30].

Alrededor de 1913 un nuevo periodo en el estudio de la mecanica de
sistemas no holonémicos empezé con los principios geométricos. Algunos
de los trabajos mas importantes en esta nueva era son los publicados por
J. A. Schouten [31], G. Vranceanu [32], E. Cartan [33] y V. Vagner [34].
Sin embargo, hay que hacer notar que hasta la fecha no se ha encontrado
aplicacion para los métodos de geometria no holonémica en la mecédnica
de sistemas no holonémicos [6]. A pesar de esto, es importante notar que
el estudio del uso de herramientas geométricas para el analisis de sistemas
no holonémicos ayudé a desarrollar herramientas importantes que son
utilizadas en otras dreas, entre éstas el Teorema de Chow—RashevskiiZ
(el cual es de gran importancia en el area de control).

Como consecuencia del gran namero de estudios que se hicieron durante
este periodo, se destaca el inicio del estudio del problema de la dindmica
de vehiculos con ruedas; por ejemplo, estdn los trabajos de B. Stiicker,
[35, 36], quien consider6 dos modelos de un vehiculo motorizado con el
eje trasero fijo. Una caracteristica especial de estos trabajos es el andlisis
de reacciones y la utilizacién de las ecuaciones de Hamel. Un anélisis

1.3 Sistemas no holonémicos 9

2: En geometria sub-riemanniana, el Teo-
rema de Rashevsky-Chow afirma que dos
puntos cualesquiera de una variedad sub-
riemanniana conexa, junto con una dis-
tribucién generada a partir de corchetes,
estan conectados por un camino horizon-
tal dentro de la variedad.
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3: En algunos casos, incluso es posible
encontrar afirmaciones sin sustento res-
pecto a las propiedades de los sistemas no
holonémicos.

de estabilidad de un vehiculo simple de dos ruedas fue realizado por I.
Rocard en su libro [37], en donde encontr6 que el movimiento rectilineo
presenta inestabilidad asintética (lo cual es una caracteristica de los
sistemas no holonémicos). Estudios recientes sobre el estudio de la
dindmica de vehiculos con ruedas fueron iniciados principalmente por
el desarrollo de la robética [38, 39].

La siguiente etapa en el desarrollo de teorias de sistemas no holonémicos
esta fuertemente relacionada al libro publicado por Yu. I. Neimark y N. A.
Fufaev en 1967 [2], dicho desarrollo fue iniciado con diversas aplicaciones
a mecanica de sistemas no holonémicos. Dicho libro, ademas del anélisis
de problemas elementales, da una idea general sobre nuevas &reas
de investigacion y aumenta el cuestionamiento acerca de equilibrios
especificos de sistemas no holonémicos.

Algunas aportaciones importantes que deben ser mencionadas son
también las ecuaciones de Kane [40], el cual presenta una metodologia
propia para encontrar las ecuaciones de movimiento para sistemas no
holonémicos; dicho trabajo se aplicé al drea de robética en su trabajo
posterior [41], y una interpretacién geométrica del mismo fue publicada
en M. Lesser [42]. Ademds, multiples estudios mostraron la relacién entre
las ecuaciones de Kane, las ecuaciones de Maggi y las ecuaciones de Gibbs-
Appel [43-46]. En cuanto a los métodos de Euler-Lagrange y Hamilton
para sistemas mecénicos con restricciones no holonémicas pfaffianas,
el estudio se ha centrado en la eliminacién de los multiplicadores de
Lagrange; los trabajos de Van der Schaft [47], Duindam [48] y Ghorbel [49]
proponen la eliminacién de los multiplicadores utilizando una matriz
que sea el espacio nulo de la matriz de restricciones.

1.4. Objetivos

Una de las principales motivaciones para realizar el presente trabajo, es
que no es muy poco comuin encontrar documentos en los cuales no queda
definido de manera clara o correcta lo que es un sistema no holonémico
o las implicaciones que pueden llegar a existir al trabajar con este tipo
de sistemas® . Esto se debe principalmente a que al menos en el 4rea de
robética y control, los primeros mecanismos con los cuales se empieza
a aprender esta teorfa son sistemas holonémicos (los cuales pueden
ser vistos particular de los sistemas no holonémicos), especificamente
los robots manipuladores seriales. Debido a esto, cuando se empieza a
trabajar con sistemas no holonémicos se llegan cometen errores, como
los que llegaron a cometer los investigadores a finales del siglo XIX, al
momento de tratar de aplicar las herramientas de sistemas holonémicos
en sistemas no holonémicos. Por lo tanto, el fin del presente trabajo de tesis
es resolver algunas de las incégnitas y desarrollar un documento, donde
puedan ser consultadas generalidades sobre sistemas no holonémicos.

Mediante este proyecto de tesis doctoral se pretende, en primer lu-
gar, adquirir conocimiento en temas relacionados con el modelado, la
planificacién de movimiento y el control automatico de sistemas no
holonémicos (SNH), entre los cuales se encuentran no sélo los robots
méviles con ruedas (SNH de primer orden) sino también algunos tipos de



robots manipuladores redundantes y subactuados, asf como sistemas que
presentan ciertas propiedades de simetria (SNH de segundo orden).

Ademas, se busca la validacién experimental de los modelos obtenidos,
asi como la implementacién de los diferentes algoritmos de planificacion
y control desarrollados para algunos sistemas no holonémicos reales. Para
esto se consideran algunos prototipos que ya se encuentran a nuestra
disposicién en el Laboratorio de Mecatrénica y Control del Instituto
Tecnoldgico de la Laguna.

Por lo tanto, los objetivos especificos de la tesis son los siguientes:

1. Estudiar los fundamentos teéricos del modelado (cinematico y
dindmico) de sistemas no holonémicos en general.

2. Revisar, y en su caso proponer, algoritmos que se puedan imple-
mentar en sistemas no holonémicos para resolver los problemas
de planificacién y control.

3. Obtener y validar el modelo, incluyendo aspectos como el modo
de operacién de los actuadores y la friccién, de algunos sistemas
no holonémicos reales.

4. Evaluar experimentalmente algoritmos de control en sistemas no
holonémicos.

1.4 Objetivos
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2.1. Formas diferenciales

En geometria diferencial y célculo tensorial, una forma diferencial es una
aproximacién al calculo multivariable, el cual es independiente de las
coordenadas [50]. Las formas diferenciales proveen una aproximacion
unificada para definir integrales sobre curvas, superficies, volimenes
y variedades de dimensién ma4s alta. Por ejemplo, la expresion f(x)dx
del célculo de una variable es una 1-forma, y puede ser integrada en un
intervalo [, b] en el dominio de f

/ﬂb f(x)dx.

De manera similar, la expresion f(x, y,z)dx Ady + g(x,y,z)dx A dz +
g(x,y,z)dy A dz es una 2-forma que tiene una integral de superficie
sobre una superficie orientada.

/ (fx,y,z)dx Ady + g(x,y,z)dx Adz + g(x,y,z)dy Adz).

El simbolo A denota el producto exterior, o producto cufia, de dos formas
diferenciales. Igualmente, una 3-forma f(x, y, z)dx A dy A dz representa
un elemento de volumen que puede ser integrado sobre una regién de
espacio. En general una p-forma es un objeto matematico que puede ser
integrado sobre conjuntos p-dimensionales.

El algebra de formas diferenciales se organiza de una manera que refleja
naturalmente la orientacién del dominio de integracién. Ademas, existe
la operacién d en formas diferenciales conocida como la derivada exterior.
Esta operacion extiende la derivada de una funcién, y esta directamente
relacionada con la divergencia y la curvatura de un campo vectorial de
una manera que hace que el teorema fundamental del calculo, el teorema
de la divergencia, el teorema de Green y el teorema de Stoke sean casos
especiales del mismo resultado general.

Algunas de las formas diferenciales vistas desde el punto de calculo son
las siguientes [51]:

- 0-Forma: Una funcién escalar f en el célculo convencional es una
0-forma del célculo exterior.

- 1-Forma: En célculo vectorial, el gradiente de una funcién escalar f
es un vector, pero la definicién mds precisa y general del gradiente
es la diferencial 1-forma del célculo exterior, es decir

1 —
a)gradf - df

- 2-Forma: El rotacional de un vector v puede ser remplazado por
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una 2-forma del célculo exterior:

2

wrotv

— g1
=dw,,

el cual estd dado por la derivada exterior d de la 1-forma w)

correspondiente al vector v.

Operaciones y propiedades de las formas diferenciales
Algunas de las operaciones y propiedades de las formas diferenciales
[50] son:

Sean w y m dos 1-formas definidas como
w=f(x)dx m=g(x)dx
la suma de estas dos 1-formas estd dada por.

w+1m=(f(x)+ g(x))dx

y el resultado es una 1-forma también. La multiplicacién de una 1-forma
w por cualquier funcién g(x) esta definida como:

gw = gf(x)dx.

Sin embargo, cuando el producto de dos 1-formas w, 7 es considerado,
se utiliza el producto exterior (o producto cufia) de w y 7, que se denota
como

AT,

el cual cumple con las siguientes propiedades:

- Asociatividad: (AAB)AC =AA(BAC).
- Anticonmutatividad: Si A es una p-forma y B es una gq-forma
entonces:
AAB=(-1)"B A A.

- Distributividad: (A+B)AC=AAC+BAC.
- Ademas, el producto de una p-forma consigo misma es 0, i.e.
ANA=0

Por tdltimo, sea @ una p-forma dada como
@ =c(x)dxy A--- Ndxp

donde el termino c(x) es un mapeo de clase C!, entonces es posible
obtener la derivada exterior de @, denotada d@ con la siguiente férmula

do =dc ANdxy A=+ Adxy. (2.1)

Ademas, la derivada exterior tiene las siguientes propiedades:

- Teorema (2.5.1) [50]: la operacién d aplicada dos veces es igual a 0
dldw)=0

- La derivada exterior de una p-forma da como resultado una (p +1)-
forma.



Para més detalle sobre formas diferenciales y otras herramientas intere-
santes de la geometria diferencial consulte [52-54] .

2.2. Integrabilidad

Es importante recordar que la palabra holonomia se refiere a la integra-
bilidad, por lo tanto, verificar la integrabilidad de ciertas ecuaciones o
grupo de ecuaciones es de suma importancia cuando se busca clasificar
o identificar sistemas holonémicos o no holonémicos. Con este fin, es
posible utilizar las diferentes formas del teorema de Frobenius, el cual se
explica a detalle a continuacién.

Teorema de Frobenius

Al mencionar el teorema de Frobenius, uno piensa en su forma mas
general, la cual establece que dado un conjunto de campos vectoriales
suaves X1, ..., X4 en una variedad J es posible definir una distribucién
A, esto es, un espacio generado por el conjunto de campos vectoriales, la
cual estd dada por:

A =span{x1,..., x4}, (2.2)

ademas la distribucion (2.2) serd involutiva si para cualquier par de
campos vectoriales x;, xx con valores en A, el producto de Lie [x]-, xi] es
también un campo vectorial con valores en A.

Teorema 2.2.1 La distribucion (2.2) es integrable siy s6lo si ésta es involutiva
[55].

Desafortunadamente, este resultado esta en términos de campos vecto-
riales en A, no en términos de restricciones de la forma (1.6) y (1.7) por lo
que esta herramienta no es la adecuada para verificar la integrabilidad
de las restricciones de primero y segundo orden.

Una alternativa cuando se busca verificar la integrabilidad de ecuaciones
escalares, es decir

Blp,p)=w(p)p=0€R, (2.3)

es utilizar herramientas de geometria diferencial, como las formas di-
ferenciales, para aplicar las pruebas de integrabilidad a este tipo de
ecuaciones.

Teorema de Frobenius para restricciones de primer orden

Existe una caracterizacién del teorema de Frobenius cuando se cuenta
con restricciones escalares de la forma (2.3) con tres o mas variables [56].
Por lo tanto, suponiendo que se tiene una restriccién lineal cinematica
definida como:

Blp.p) = w(p)p = > wilp)pi =0 (24)

i=1

2.2 Integrabilidad
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1: Donde My (p), Cu(p, p) y gu(p) son un
arreglo de matrices y vectores que con-
tienen ecuaciones del modelo de la parte
subactuada del sistema.

El teorema de Frobenius para este tipo de ecuaciones estd dado por:

Teorema 2.2.2 La restriccion de primer orden (2.4) es holonémica si y sélo
si, para cualesquiera i, j, k € [1,n] donde1 <i < j < k < n, se tiene que
Aijk = 0, con:

dpi  Ipj
2.5)

dw; ; dw;i :
Aijk:a),'(8wk— w])+a)]‘(aa)l aC‘)k)+wk( @i awl)

Ipj - Ipx I Ipi

Dicho método resulta de gran utilidad, debido a que los sistemas con
los que se trabaja en este documento tienen tres o més variables y por lo
tanto se puede utilizar esta forma del Teorema de Frobenius en dichos
sistemas.

Teorema de Frobenius para restricciones de segundo orden

Primero, para aplicar el teorema es necesario convertir el conjunto de
restricciones de segundo orden (2.6) a las 1-formas (2.7) correspondien-
tes.

En la literatura han sido propuestos diversos métodos para verificar la
integrabilidad de restricciones en los sistema diferenciales, uno de los més
importantes es el propuesto por [56], pero dicho método no es practico
cuando se cuenta con restricciones de segundo orden (restricciones que
aparecen en la dindmica de sistemas subactuados). Debido a esto, se
han propuesto diversos métodos para verificar la integrabilidad de este
tipo de restricciones, dos de los trabajos més conocidos son [57, 58]. Una
limitante con la que cuentan estos trabajos es la falta de consideraciones
practicas (si se consideran elementos como la friccién no es posible
aplicar el método) y que las condiciones propuestas en ambos trabajos
son dependientes del modelo. Por lo tanto, a pesar de que las condiciones
de estos trabajos son consideradas como necesarias y suficientes, son
unicamente suficientes [59].

En [60] se propone una estrategia menos utilizada del teorema de
Frobenius, en la cual se utilizan las formas diferenciales para estudiar la
integrabilidad. Para poder aplicar el teorema, resulta de gran importancia
poder escribir las ecuaciones del modelo dindmico en forma diferencial.

Considere un sistema mecanico subactuado con m coordenadas generali-
zadas y n entradas de control. Ademads, en un sistema subactuado, las
ecuaciones donde no se tiene entrada de control pueden verse como una
serie de restricciones de segundo orden que tienen la forma:

M. (p)p + Culp, p) + 8u(p) = 0 € R¥ (2.6)

donde p € R™, M,(p) € RU"™xm C, (p,p) € RIMXm v ¢ (p) €
RO"=m 1 El primer paso para convertir dichas ecuaciones de restriccién
en forma diferencial es transformarlas en la forma normal de control, es



decir en ecuaciones diferenciales de primer orden. Sea x = [x1 x2]” y

X1 P1 Xm+1 P1
X2 P2 Xm+2 P2 .
Xm Pm X2m pm

Entonces dxq = xpdt, My (x1)dx2+C,,(x)dt+ g, (x1)dt = 0 € R™, donde

Muy+1,1 Mpy12 - Mpyim
My+21 Mp422 oo Myuyom
Mu(xl) = . . . . 7
| 1 My2 oo Mpm
Cn+1,1 Cn+12 -+ Cu+lm In+1
Cn+21 Cn+22 -+ Cut2m In+2
Cu(x) = . . . . 7 gll(xl) = .
| Cm,1 Cm2 -+ Cmm Im
Ahora definase
w1 = dxl,
Wy = dxp,

Wma1 = X1 = X dt

Wom = dxm - Xdet

W41 =My 411X 41 + 0+ Mgy, mdXom + Cpp1dt + .0

+ Cpg1,mdt + gur1dt

W3m—n =mm,1dxm+1 + o+ mm,mdem + leldt +...
+ Cp,mdt + g dt (2.7)

Con esto, una secuencia de 3m — n formas diferenciales han sido de-
sarrolladas, donde w1, w», ..., w, forman la base para las 1-formas
diferenciales y ademds se tiene un sistema de m— formas diferenciales
dadas por wom+1, Wam+2, - -+, W3m—n-

El teorema de Frobenius para formas diferenciales [60]? es

Teorema 2.2.3 El sistema (2.6) es integrable si y sélo si la forma diferencial
se desvanece idénticamente de la siguiente manera:

dw; N w1 AN W2 A A w3 =0 2n+1<i<3n-m),
(2.8)

2.2 Integrabilidad 17

2: O [50] para su aplicacién general.






Clasificacion de Sistemas No
Holonomicos

3.1. Tipos de Sistemas No Holonémicos

Los sistemas no holonémicos pueden ser clasificados dependiendo del
tipo de restricciones con las que cuentan, es decir hasta que punto es
posible integrar dichas restricciones. Para identificar el nivel de integra-
bilidad de una restriccién, se utiliza el teorema de Frobenius presentado
en el capitulo anterior, una vez identificada el tipo de restriccién con la
que cuenta el sistema es posible clasificar dicho sistema.

Sistemas no holonémicos de primer orden

Los sistemas no holonémicos de primer orden son aquellos que cuen-
tan con restricciones del tipo (1.6), i.e., restricciones que no pueden
ser integradas para quedar definidas tinicamente por las coordenadas
generalizadas.

Los ejemplos més comunes de sistemas de este tipo son los mecanismos
donde existen superficies en contacto que deben girar sin deslizamiento,
por ejemplo mecanismos con ruedas. En este tipo de sistemas las res-
tricciones deben de ser consideradas antes de iniciar con el proceso de
modelado. Es importante notar que deben utilizarse herramientas mas
generales para el modelado de este tipo de sistemas, debido a que las
herramientas para sistemas holonémicos no pueden ser utilizadas en
este tipo de sistemas.

Otro tipo de sistemas no holonémicos de primer orden son aquellos
cuyas restricciones aparecen en funcién de las aceleraciones y como
consecuencia del cdlculo del modelo dindmico de dicho sistema. En este
tipo de sistemas, las restricciones tinicamente pueden ser integradas una
vez, por lo que no se puede encontrar la restriccién en funcién de las
coordenadas generalizadas y se tiene una restriccién del tipo (1.6). Un
ejemplo de este tipo de sistemas son los sistemas con propiedades de
conservacién del momento angular, como el sistema giroscépico.

Por dltimo, otro tipo de sistemas no holonémicos de primer orden que
existe en el 4rea de control, se presenta cuando al sistema a controlar se le
aplica cierto esquema de control cinematico que hace que las ecuaciones
del sistema tengan la forma

g = G(q)u.

En el caso que dichas ecuaciones no puedan ser integradas, i.e., no
cumplan con el teorema de Frobenius, se tiene un sistema no holonémico
de primer orden. Ademas, en general este tipo de sistemas no cumplen
con el teorema de Brockett por lo que no pueden utilizarse técnicas de
control clasico.
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Figura 3.1: Segway RMP-100 del labora-
torio de Mecatrénica y Control del TecN-
M/ITL.

sF---2

>

EO X 0

Figura 3.2: Diagrama del robot Segway
RMP-100

Sistemas no holonémicos de segundo orden

En este tipo de sistemas las restricciones aparecen en funcién de las ace-
leraciones generalizadas y estas no pueden ser integradas. Los ejemplos
maés comunes de este tipo de sistemas son algunos casos de sistemas
subactuados, principalmente los que no cuentan con vector de gravedad.
En la mayoria de los casos, se pueden utilizar herramientas de control de
sistemas subactuados; aunque algunos casos de este tipo de sistemas ha
llamado la atencién de algunos investigadores pues es posible aplicar
herramientas de geometria diferencial para el control de sistemas no
holonémicos [61]

3.2. Clasificacién de sistemas del laboratorio
de Mecatrdénica y Control del Instituto
Tecnoldgico de la Laguna

Con el fin de clasificar algunos mecanismos del laboratorio de Mecatréni-
ca y Control del Departamento de Estudios de Posgrado e Investigaciéon
del Tecnolégico Nacional de México / I.T. La laguna, dependiendo
del tipo de restricciones que tienen, se aplicardn las herramientas de
integrabilidad explicadas en la Seccién 2.2.

Sistemas No holondmicos de Primer Orden
Restriccién en la plataforma Segway RMP-100

El Segway RMP-100 (Figura 3.1) es un robot interesante ya que no sélo es
un robot mévil con ruedas, sino que también es un sistema subactuado;
este tipo de sistemas son conocidos en la literatura como péndulo invertido
sobre dos ruedas. En el caso de este robot, las restricciones interesantes
surgen debido a las dos ruedas con las que cuenta el sistema. En la
tesis [62] se detalla la metodologfa utilizada para obtener el modelo
dindmico de ésta plataforma, asi como las restricciones que deben de ser
consideradas debido a las ruedas. Con el fin de clasificar este sistema,
se considera la restriccién con las que cuenta el mévil diferencial de no
deslizamiento lateral de las ruedas. Dicha restriccién estd dada por la
siguiente ecuacion:

—sen(6)x + cos(0)y + 00 = 0. (3.1)

Ademds, si para este analisis se considera quep = [x y 60]T (Figura
3.2), donde x y y son las coordenadas del robot y O es la orientacién del
marco del robot respecto a un marco fijo , de (3.1) es posible definir

w1 = —sen(0)
wy = —cos(6)

w3:—0
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y ahora, utilizando (2.5), es posible probar si la restriccién es integrable
o no, i.e.

iy = sene) (20 - AHO) ) (A0(E) 20
A1z = —sen(0) (sen(0)) + cos(0) (—cos(6))

Aqpz = —sen(0)? — cos(6)>

Apz=-1%#0 (3.2)

Por lo tanto, de acuerdo a la teorfa previamente vista, la restriccién es
no integrable y por lo tanto no holonémica. Ademds, como se tiene una
restriccién no holonémica en funcién de las velocidades generalizadas p,
la restriccién es de primer orden, por lo que el Segway RMP-100 es un
sistema no holonémico de primer orden.

Giroscopio de Quanser

De acuerdo al modelo dindmico del giroscopio, obtenido en la tesis
de maestria [63], debido a la conservacién del momento angular, el
giroscopio de Quanser (Figura 3.3) estd sujeto a dos restricciones dadas
por:

Lyqr — Ixsen(‘h)% =0 (3.3)
—Lsen(q2)q1 + (J2 + Jisen(q2)%) g3 = 0 (3.4)

donde el vector de coordenadas generalizadas puede ser definido como
p=I[q1 g2 g3]7, con g; como el dngulo de orientacién del i—ésimo
cuerpo del giroscopio. Por lo tanto, con el fin de clasificar este sistema, es
necesario comprobar si estas restricciones son no holonémicas o no, es
decir si son integrables; para esto se comprueba la condicién dada en (2.5)
para cada una de las restricciones. En lo que concierne a la restriccién
(3.3), se tiene que

I, {71 + 0 é]z —Ixsen(qz) 173 =0
~——

w1 w2 w3
entonces
d(=Iysen(q2)) 8(0)) (9(0) 3(1x))
Apy= | ——————— - —=| -1, —_— -
123 o0 I3 sen(q2) I 902
A1z = Iy(—Ixcos(q2)) = —I,zccos(qz) 0 (3.5)

Por lo tanto, la restriccién (3.3) no se puede integrar, i.e., es no holonémi-
ca.

Ahora, para la restriccién (3.4), se tiene que

—Iisen(g2) g1+ 0 go+ (]2 + hsen(LIz)z) 43=0
| — — N—— ———
@)

w1 w3

Figura 3.3: Plataforma Giroscépica de
Quanser.
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Eslabén 2

Eslabén 1

Figura 3.4: Diagrama de un robot subac-
tuado serial de 2 g.d.l. en un plano hori-
zontal.

asi que Ajjx queda definida como:

A1z = (J2 + Jisen(q2)?) (c?(l%;(qz))) — Iysen(q2) (

Anzs = —Lysen(q2)(2]1sen(q2)) + (J2 + isen(q2)*) (Ircos(q2))

Atz = =2J1Ixsen(q2)* + J2lxcos(q2) + J1Ixsen(q2)*cos(q2)

Ans = Jilysen(q2)*(cos(q2) — 2) + JaLxcos(q2)

Az #0 (3.6)

9 (J2 + Jisen(q2)?)
an

Por lo tanto, la restriccién (3.4) tampoco se puede integrar, i.e., es no
holonémica. Debido a que las dos restricciones con las que cuenta el
giroscopio son no holonémicas, es posible clasificar al sistema como
un mecanismo no holonémico. Es importante notar que, aunque las
restricciones aparecen hasta que se calcula el modelo dindmico del
sistema, las restricciones con las que cuenta el giroscopio tinicamente
dependen de las coordenadas generalizadas y sus velocidades, por lo
tanto se tienen restricciones no holonémicas de primer orden por lo
que el giroscopio de Quanser es un sistema no holonémico de primer
orden.

Sistemas No holonémicos de Segundo Orden
Robot subactuado serial de 2 g.d.1 en un plano horizontal

De acuerdo con [57], un mecanismo subactuado en un plano horizontal
estd sujeto a una restriccién no holonémica cuando su segundo eslabén
es subactuado. La ecuacién de restriccién esta dada por:

marijy + myijs + (425247) = 0 (3.7)
N—————
€1

donde 41 y g2 son las coordenadas generalizadas, (ver Figura 3.4)
my = a3 + ayCy, myp = a3z, C; = cos(q2), So = sen(q2) y a1, a2,4a3
son constantes relacionadas con los pardmetros del robot. Ahora, para
revisar la integrabilidad de nuestra restriccién, es necesario primero con-
vertir nuestra ecuacién de segundo grado en una 1-forma. Con este fin,

setienequex; =[x1 xl" =[q1 @l yxo=[x xl'=[p 41"y
la 1-forma diferencial queda dada por:

w1 = dxq

wy = dxy

w3 = dxy — x3dt

wy = dxy — xadt

ws = My1dxs + Moydxy + c1dt (3.8)

Ahora, es necesario obtener la derivada exterior de (3.8), la cual estd dada
por

dws = d(my1) A dxs + d(mp) A dxy + d(c1) A dt (3.9)
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Por lo tanto, para determinar si la restriccién (3.7) es no holonémica, se
utiliza la condicién dada en (2.8), i.e., se calcula si el producto exterior
entre las ecuaciones (3.8) y (3.9) es cero. Para esto primero se obtienen
las derivadas necesarias:

_ d(as + a,Cs) d(as + a,Cs)
d(m21) = (93(1 dxq + ax2 dxy
d(ma1) = —aS; dx,

———
d(sz) = _8(03) dx; + a(u?))de
9x1 39(?2
d(mx) =0
d(a2Syx? d(aSyx?
d(c) = (a2 2x3)dx1 + (a2 2x3)dx2
axl 8x2
d(Cl) = LIQCQX?Z) dX2 (3.10)
——

c

Una vez obtenidas las derivadas necesarias es posible calcular el producto
exterior de (3.8) y (3.9) de la siguiente manera:

dws A ws = (llde Adxz +cdxy A dt) A (11’121dX3 + moodxy + Cldt)

0
=adx; A My1dxs + adxy A dxz A mpydxy
+adxy A dxs A crdt + cdxy A dt A moydxs

0
+cdxy A dt A mopdxy +W

=amoydxs A dxs A dxg + (acy — cmypr)dxy A dxs A dt
— CMpdxs A dxy A dt
dws A ws 0 (3.1)

De acuerdo al resultado de (3.11), la restriccién es no integrable, por
lo que la restriccién es no holonémica. Ademads, dicho resultado es
consistente con los resultados obtenidos por [57]. Por lo tanto, un robot
subactuado de 2 g.d.l. en un plano horizontal, cuyo segundo eslabén es
el subactuado, es un sistema no holonémico de segundo orden, debido
a que su restriccion (3.7) involucra, las coordenadas generalizadas asi
como las velocidades y las aceleraciones generalizadas.

Pendubot

El pendubot (Figura 3.5) es un robot de 2 grados de libertad rotacionales,
de las cuales la segunda articulacién es subactuada. De acuerdo con el
modelo dindmico del motor [64], un pendubot esté sujeto a una restriccién
de segundo orden dada por:

(62 + 93C2)ﬁ1 + 92@]'2 + 6352@% + 95gC1+2 =0 (3.12)

Figura 3.5: Pendubot del laboratorio de
Para obtener la 1-forma de dicha restriccién, primero se define que Mecatrénica y Control del L.T. de la Lagu-

x1=[x1 )" =g ql'yx=[xs xi]" =[§1 42]". Por lo tanto, e
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la forma diferencial queda dada por:

w1 = dx;
wy = dxy
w3 = dxq — x3dt
Wy = dxy — xudt

w5 = (92 + 93C2) dX3 + O, dxs+ (935296; + 95gC1+2) dt (3.13)
S———— S~
ai a2 az

donde 0;,coni =1,2,...,5, son pardmetros relacionados con el robot.
Ademéds, para continuar con el procedimiento, es necesario obtener la
derivada exterior de (3.13), la cual esta dada por

dws = d(0y + 03C3) Adxs + d(0,) A dxy + d(9352X§ + 65gC1+2) Adt
(3.14)

Entonces, para determinar si la restricciéon (3.7) es no holonémica, se
utiliza la condicién (2.8), i.e., se calcula el producto exterior entre las
ecuaciones (3.13) y (3.14). Con este fin, primero se deben de obtener las
derivadas necesarias, las cuales estan dadas por

(02 + 93C2)dx1 N (02 + 63C2)dx2
dx1 x>

= —9352 dX2
N———
a

d(0>) d(02)
Jxq dxy + Jx3

d(ez + 93C2) =

d(6,) = dx,

=0
8(93529(% + 95gC1+2)
dx1
8x1
9(0352x3 + 058 C142)
+ dX2
8x2

= —95g51+2 dxy + 93C2x§ dxy — 95g51+2 dxs
— e ——— —_———
C1 Co C3

d(035,x3 + 05¢C142) =

(3.15)
entonces la derivada exterior de (3.13) queda dada por:
dws = adxy A dxs + crdxy A dt + (co — ¢3)dxy A dt.

Con esto ahora es posible calcular el producto exterior entre (3.13) y
(3.14), el cual queda dado por

dws A ws =(adxy A dxs + c1dxy Adt + (ca — c3)dxy A dt)
A (ardxs + ardxy + azdt)
=adx, A dxz A ardxy + adx, A dxz A azdt
+ c1dxy A dt A ajdxs
+c1dxy A dt A axdxg + (c2 — ¢3)dxy A dE A ardxs
+ (c2 = ¢3)dxy A df A azdxy
dws A ws #0 (3.16)
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De (3.16) es posible concluir que la restriccion (3.12) es no integrable y por
lo tanto el pendubot se puede clasificar como un sistema no holonémico
de segundo orden, debido a que la restriccién estd en funcién de las
coordenadas generalizadas, sus velocidades y sus aceleraciones. Ademas,
el resultado obtenido es consistente con el que se presenta en [65].






Modelado Dinamico de Sistemas
Mecdanicos con Restricciones No
Holon6micas

4.1. Introducciéon

En este capitulo se explicaran algunas metodologias para el modelado
de sistemas con restricciones no holonémicas. Es importante notar que,
al menos desde el punto de vista de modelado, los sistemas con restric-
ciones holonémicas pueden ser vistos como un caso particular de los
sistemas con restricciones no holonémicas; por lo que las metodologias
de modelado para sistemas no holonémicos son una herramienta mas
general para el modelado de sistemas restringidos y por lo tanto, también
pueden ser aplicadas en sistemas holonémicos e incluso en sistemas
cuyas coordenadas generalizadas son independientes.

Por otro lado, es importante recordar que se estara trabajando con
sistemas mecanicos cuya configuracién es descrita por una serie de
m coordenadas generalizadas (o coordenadas no minimas) las cuales
pueden ser agrupadas en un vector de coordenadas generalizadas

p=lp1 p2 - pu| €R”, (41)

pudiendo estar sujetos a una serie de r restricciones cinemaéticas (holoné-
micas o no holonémicas). Cuando se utilizan coordenadas independientes
(coordenadas generalizadas minimas), es comiin agruparlas en un vector
de coordenadas minimas dado por:

g=[n q - qn]TelR”. 4.2)

Por lo tanto, el ntiimero de grados de libertad n del sistema, estara
dado por el ntimero de coordenadas generalizadas menos el ntimero de
restricciones n = m — r. Ademads, utilizando nuevamente el enfoque de
[1], es posible definir dos tipos de modelos dindmicos:

» Modelos Dindmicos Minimos: En los cuales el ntimero de ecua-
ciones es igual al nimero de grados de libertad.

= Modelos Dindmicos No Minimos: En los cuales el ntiimero de
ecuaciones es igual al ntimero de coordenadas generalizadas.

Lagrangiano de un sistema

La funcién lagrangiana, o simplemente lagrangiano, es una de las herra-
mientas de apoyo para la obtencién del modelo dindmico de sistemas
mecanicos mds utilizada en formulaciones de modelo dindmico. Para
encontrar el lagrangiano de un sistema mecénico con N cuerpos y des-
crito por una serie de m coordenadas generalizadas p € R™, primero
es necesario encontrar la energia cinética X;(p, p) v la energia potencial
Ui(p) de cada i—ésimo cuerpo (coni = 1,2, ..., N). Dichas relaciones
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estdn dadas por [66]:

%i(p,p') = % [miviTvi + wl.TIia)i] ,
Ui(p) = —mip! go,

donde m; e I; son, respectivamente, la masa y el tensor de momentos
de inercia respecto al marco X; calculado en el centro de masa de cada
cuerpo; v; y w; son los vectores de velocidad lineal y angular del i—ésimo
cuerpo, respectivamente, p; es el vector de posicién del i—ésimo cuerpo
y 8o es el vector de gravedad; todos los vectores deben estar expresados
con respecto a un marco de referencia fijo Xy. Ademas, es importante
notar que el vector de velocidad v; debe de ser la derivada temporal del
vector de posicién p;, i.e.,

dpi
v = W

Por otro lado, para el caso de la velocidad angular, ésta puede ser
calculada con diferentes técnicas, dependiendo de qué herramientas se
utilicen para representar la orientacion. Algunas de las herramientas mas
comunes para representar la orientacién de un cuerpo rigido son [67]:

= Angulos de Euler.
= Matrices de Rotacién.
s Cuaterniones.

Una vez obtenidas las energias cinética y potencial de cada cuerpo, es
posible calcular la funcién lagrangiana £(p, p), la cual estd dada por
la suma de la energfa cinética total menos la energia potencial total, es
decir,

Z(p,p)=H(p,p) — Ulp) (4.3)
donde
N N
K(p,p) = D Filp,p),  Ulp) =D Uilp).
=1 1=1

4.2. Metodologias para modelado de sistemas
mecanicos con restricciones no
holondmicas

Los primeros métodos a discutir son los llamados clasicos, que también
son los més utilizados en la literatura y estdn basados en los trabajos
de Newton, Euler y Lagrange. En un principio estos métodos fueron
utilizados para el modelado de sistemas sin restricciones pero con
la ayuda de los multiplicadores de Lagrange fue posible obtener el
modelo de sistemas con diversos tipos de restricciones (holonémicas y
no holonémicas).
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Ecuaciones de Euler-Lagrange + matriz de proyecciéon

El primer paso para obtener el modelo dindmico de un sistema mecéanico
con restricciones, es obtener el lagrangiano (4.3) de dicho sistema. Una
vez calculado el lagrangiano, es necesario obtener las llamadas ecuaciones
de Euler-Lagrange del primer tipo, las cuales estdn dadas por

d [0Z(p,p)| IZ(p,p) _ T m
E{ e }_ o =y D)2 e R (4.4)

donde D(p) € R™™ es la matriz de restricciones pfaffianas y A €
R" el vector de multiplicadores de Lagrange, los cuales en conjunto
aseguran el cumplimento de las restricciones del sistema [68]. La matriz
de restricciones pfaffianas cumple con

D(p)p=0€eR’ (4.5)

Es importante notar que, las restricciones en (4.5) pueden ser la derivadas
de restricciones holonémicas (1.5), restricciones no holonémicas (1.6), o
la combinacién de ambas' . Por otro lado, la ecuacién (4.4) puede ser
reescrita como

M(p)p + C(p, p)p + 8(p) = 7, + D(p)'A € R" (4.6)

donde las dimensiones de las matrices y vectores son? : M(p) € R™*",

C(p,p) € R™™, ¢(p) e R", y 1, € R™.

Noétese que, al aplicar (4.6), se obtiene un conjunto de m ecuaciones
dependientes acopladas entre si por las restricciones y los multiplicadores
de Lagrange, donde el vector de fuerzas generalizadas 7, estan asociadas
al vector de coordenadas generalizadas p, i.e., las ecuaciones (4.6) nos
dan como resultado un modelo no minimo y para poder ser utilizadas
necesitamos de las ecuaciones (4.5). Para obtener un modelo de mayor
utilidad en el drea de control, en donde es conveniente trabajar con un
modelo en el cual el vector de fuerzas generalizadas esté asociado al vector
de coordenadas minimas (4.2), que en general serdn las coordenadas
directamente actuadas, se busca obtener un modelo minimo.

Con este fin, en [49] se propone utilizar una matriz especial, A(p) € R™*",

para eliminar los multiplicadores de Lagrange y reducir el nimero de
ecuaciones, dicha matriz cumple con la siguiente propiedad

D(p)A(p) = O € R™. (47)

Ademads, dicha matriz nos da la relacion entre el vector de velocidades
generalizadas no minimas y el vector de velocidades generalizadas
minimas, i.e.

p=Alp)g (4.8)

En el caso de sistemas holonémicos, es posible calcular la matriz A(p)
en (4.8) si se conoce la relacién® p = f(g), tnicamente derivando dicha
relacién. Ahora, utilizando tal matriz A(p) y su derivada temporal, es
posible reducir el sistema (4.6) a un nuevo sistema dado por

M, (p)g + Cr(p,p)g + 8(p) =74 € R" (4.9)
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1: Es importante notar que, en el caso de
contar con restricciones no lineales en las
velocidades, no es posible aplicar estd me-
todologia.

2: Donde M(p) es conocida como la ma-
triz de inercias, C(p, p) es la matriz de
fuerzas centrifugas y de Coriolis, g(p) es
el vector de fuerzas debidas a la gravedad
y Tp es el vector de fuerzas generalizadas,
del modelo no minimo.

3: Es importante notar que, en general, la
existencia de dicha relacién no es trivial y
el calculo analitico de la misma puede ser
una tarea complicada.
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4: Donde ahora M;(p), C;(p,p), g (p) ¥y
T, son las matrices y vectores del modelo
minimo.

donde

M,(p) = A(p)" M(p)A(p)
Cr(p,p) = Alp)" Clp, p)A(p) + Alp)" M(p)Ap, p)
g (p) = Alp) g (p)
Tr = A(P)TTp

y las dimensiones de las matrices y vectores son* : M,(p) € R™",
Cr(p,p) e R™", g.(p) € R", y 7, € R".

Las ecuaciones de Udwadia-Kalaba

Las ecuaciones de Udwadia-Kalaba (U-K) son unas de las metodologias
mas recientes para la obtencién del el modelo dinamico de sistemas con
restricciones [69-71]. Esta metodologia calcula las fuerzas producidas en
el sistema debido a las restricciones, para de esta forma poderlas incluir en
el modelo dindmico, pero sin el uso de multiplicadores de Lagrange como
en las ecuaciones de Euler-Lagrange + matriz de proyeccién. Con el fin
de utilizar las ecuaciones de Udwadia-Kalaba, considere un sistema cuyo
comportamiento puede ser descrito por un conjunto de m coordenadas
generalizadas p € R™ y un conjunto de n coordenadas independientes
q € R". Ahora, primero es necesario obtener el modelo dindmico del
sistema libre, i.e., ignorando las restricciones, las ecuaciones de dicho
sistema pueden ser escritas como:

M(p)p = f € R™. (4.10)

Estas ecuaciones pueden obtenerse de (4.6), o cualquier otra metodologia
para sistemas sin restricciones como por ejemplo las ecuaciones de
Newton-Euler, considerando D(p)TA = 0y f = 1, — C(p, p)p — g(p).
Ahora, considere que el sistema estd sujeto a una serie de r restricciones
cinematicas, las cuales pueden ser una combinacién de restricciones
holonémicas (1.5) y /o restricciones no holonémicas (1.6), como en el caso
de (4.5); una vez identificadas las restricciones, es necesario calcular la
derivada temporal de dichas restricciones para llevarlas a la forma

D(p,p)p = b(p,p) (411)

donde D(p,p) € R™™ y b(p,p) € R" son la matriz y el vector de
restricciones, respectivamente. Es importante notar que, debido a la
forma que tienen las restricciones utilizadas (4.11), es posible incluir
restricciones de velocidad incluso aunque no sean lineales (restricciones
no pfaffianas). Estas restricciones implican ciertas fuerzas de reaccién f,
las cuales ahora deberdn ser consideradas en las ecuaciones dindmicas
del sistema. El modelo dindmico del sistema utilizando las ecuaciones
de Udwadia-Kalaba estan dadas por

M(p)p = f + f. € R"™; (412)

de donde ya se conoce M(p) y f, por lo tanto, el problema se reduce a en-
contrar las fuerzas de reaccién f;, las cuales aseguran que las restricciones
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(4.11) se cumplan. Dichas fuerzas de reaccién estdn dadas por
+
f: =M(p)'/2 (DM(p)2) (b - Da) € R" (413)

donde a = M(p)~'f. Nétese que X'/? denota la raiz cuadrada de la
matriz X € R"™" y X* la inversa generalizada de Moore-Penrose de la
matriz X; es decir X* = (XTX)"'XT cuandom > n o X* = XT(XXT)"!
cuando m < n.

Finalmente, las ecuaciones (4.12) pueden ser reescritas como

M(p)p +Clp,p)p + g(p) = Tp+
M(p)'? (Dz\/I(p)—1/2)+ (b - Da) € R™. (4.14)

Es importante notar que el modelo obtenido con (4.14) es un modelo no
minimo.

Ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas

La siguiente formulacién es una combinacién de dos formulaciones,
donde la mayor parte del trabajo estd basado en las ecuaciones generalizadas
de Poincaré-Chetaev [72] o las ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev
(P-C-R) [9], pero utilizando ademas las ecuaciones de Hammel-Novoselov
[9] para calcular cierta parte de las ecuaciones. Estas ecuaciones toman
ventaja del uso de las llamadas cuasi-velocidades. Con esta formulacién,
es posible calcular el modelo dindmico de sistemas mecanicos sujetos a un
conjunto de r = rj, + 1y, restricciones, las cuales pueden ser un conjunto
de ry, restricciones holonémicas y /o 1, restricciones no holonémicas,
las cuales pueden ser llevadas a la forma pfaffiana (4.5) (restricciones
lineales en la velocidad)® . Por lo tanto, primero es necesario agrupar las
restricciones del sistema en un arreglo de restricciones, i.e.,

Vg = fﬁ(p, p)=0eR". (4.15)

Después, se elije un conjunto de 1 velocidades arbitrarias® , las cuales
también pueden ser agrupadas de la siguiente forma

vy = fi(p,p) € R". (4.16)

Es importante notar que las fuerzas calculadas utilizando esta formu-
lacién, serdn referidas al conjunto de n velocidades arbitrarias elegidas
y por lo tanto esto debera ser considerado también cuando se elijan
dichas velocidades arbitrarias. Ahora, es posible agrupar el conjunto
de velocidades arbitrarias (4.16) y las restricciones del sistema (4.15),
obteniendo un arreglo de cuasi- velocidades del sistema v, es decir

v="Fflp,p) = [ZZ} e R™. (4.17)

Ahora, si se consideran tinicamente relaciones lineales entre las velocida-
des arbitrarias elegidas y restricciones no holonémicas lineales, la relacién
entre las cuasi-velocidades y las velocidades generalizadas puede ser
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5: Aunque las ecuaciones de P-C-R tam-
bién pueden incluir restricciones no linea-
les, dichas restricciones no se consideran
en el presente trabajo.

6: Generalmente se eligen las velocidades
independientes ¢, pero estas velocidades
arbitrarias puede ser cualquier combina-
cién de las velocidades generalizadas.
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7: Es importante notar que el uso de las
ecuaciones de P-C-R (4.22), nos da direc-
tamente un modelo dindmico minimo.

8: Laecuacion (4.24) es inicamente vélida
para cuasi-velocidades lineales, debido a
que las restricciones no holonémicas no
lineales no son consideradas dentro de
este trabajo.

reescrita como

v=S5(p)p, (418)

donde S(p) € R™ ™ Esimportante notar que, eligiendo cuidadosamente
el conjunto de velocidades arbitrarias (4.16) y el vector de velocidades
generalizadas, es posible asegurar que S(p) sea no singular; por lo
tanto es posible definir las velocidades generalizadas en funcién de las
cuasi-velocidades, i.e.,

p=T(p)v, (419)
donde T(p) = S(p)~L.

En seguida, considerando que previamente se ha obtenido la funcién
lagrangiana del sistema (4.3), es necesario hacer un cambio de variable
utilizando (4.19) con el fin de obtener una nueva funcién lagrangiana
expresada en funcién de las coordenadas generalizadas y de las cuasi-
velocidades, i.e.,

Z(p,v) =F(p,v) - Ulp). (4.20)

Finalmente, con esta funcién lagrangiana es posible calcular las ecua-
ciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev [72], de la siguiente manera

d (dZ(p,v) - 7 0L(p, V) _ AT n.
4 (8_% Alp) o = v+ Ay € R 420
o en forma compacta
M, (p)vg + Cylp, v)vy + &u(p) = Vi + Ty, € R". (4.22)

donde M,(p) € R™", C,(p,v) € R™", g,(p) € R" y 7, € R" son la
matriz de inercias, la matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis, el vector
de fuerzas debidas a la gravedad y el vector de fuerzas generalizadas,
respectivamente, de nuestro sistema en cuasi-velocidades y v, es el
vector de las restricciones 7 . En (4.22) la matriz A(p) esta definida como

A(p) = [Q_p} € R™Xn, (4.23)
vy,

es importante notar que dicha matriz es igual a (4.8), de las ecuaciones
de Euler-Lagrange, si las velocidades independientes del sistema se
eligen como velocidades arbitrarias, i.e., si v, = ¢ entonces A(p) = A(p).
Por otro lado, para calcular el vector de restricciones v, es necesario
utilizar los coeficientes de estructura de las relaciones entre nuestras
velocidades generalizadas y las velocidades arbitrarias, i.e., (4.18) y (4.19),
dichos coeficientes de estructura son calculados utilizando la siguiente
relaciéon

L2} Ty 0T i, 424
3p. £ ) 0 1s i) (4.24)

1,2,...,n, j=1,2,...,m,

donde S(; ) ¥ Tis,p) son los elementos renglén a y columna b de las
matrices (4.18) y (4.19), respectivamente 8 . Ademas, los coeficientes de
estructura satisfacen la siguiente relacion E(j k) = —E(j,ijk- A su vez, los
coeficientes de estructura calculados en (4.24) son los elementos renglén,
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columna de la i—ésima matriz E(. ), de un conjunto de n matrices,
donde E;(p) € R™". Con estas matrices, es posible calcular el vector de
restricciones, el cual queda dado por

TET 92(p,v)
voEl =5~
TpT 92(p,v)
veE, =5y
Vup = ] e R". (4.25)
T T 0% (p0)
viEn =5,
Adicionalmente, con el fin de simplificar el cdlculo del modelo dindmico,
y de acuerdo con [9] (quienes se basan en las ecuaciones de Hamel-
Novoselov (H-N)), es posible calcular el vector de restricciones v, de las
ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev (4.21) usando una matriz
W(p, v) en lugar de los coeficientes de estructura (4.24) originalmente
propuestos por Rumyantsev. Dicha matriz estd dada por

W(p,v) = (—— - _p) A(p) € R™", (4.26)

Y porlo tanto, el vector de restricciones v, puede ser calculado utilizando
la siguiente relacién

9%(p,v)

(4.27)
Con lo que es posible obtener una versién modificada de las ecuaciones
de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev, la cual queda como

Z(p,v)

. d n
M, (p)v, +Ci(p, v)vy + & (p) = W(p, v)l 3y +1y, € R". (4.28)

Estas ultimas ecuaciones, serdn las utilizadas maés adelante, en la seccién
correspondiente a la aplicacién de metodologias de modelado. Finalmen-
te, una vez utilizadas las ecuaciones (4.22) o (4.28), las cuasi-velocidades
debido a las restricciones (4.15) deben considerarse nulas con el fin de
simplificar el modelo ? .
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9: En general, el modelo minimo (4.28) es
equivalente al modelo minimo (4.9) y es
posible llegar de uno a otro utilizando las
relaciones (4.18) y (4.19).






Aspectos Sobre la Planificacion y
Control de Movimientos de
Sistemas No Holonémicos

5.1. Estudio sobre planificacién de sistemas no
holonémicos

Introduccidén

El contenido de esta seccion estd basado principalmente en el trabajo de
F. Jean [73].

Debido a que se aborda el disefio de algoritmos, en general no se trabajara
en una variedad si no en un subconjunto abierto de R™. Por lo tanto,
se considera un sistema no holonémico descrito por un conjunto de
coordenadas generalizadas x = [x1,X2,...,x,] € R™. Ademds, las
ecuaciones cinemaéticas del sistema no holonémico tienen la forma

X=XxueQ (5.1)

donde u € R" es el vector de sefiales de control, y X(x) € R™ " el
mapeo entre las entradas de control y las velocidades generalizadas y
QcR™

En sistemas no holonémicos, el problema de planificacion de movimientos
trata sobre el disefio de una ley de control que lleve un sistema de un
estado inicial x( a cierto estado final x; [73]. En sistemas no holonémicos,
este problema puede ser resuelto de manera exacta para cierta clase de
sistemas, y en especifico para sistemas nilpotentes; en otro caso, se busca
una solucién aproximada, esto es, para dado algoritmo cuyas entradas
son los puntos inicial y final (x9, x4) y una tolerancia e > 0, se calcula una
ley de control u, la cual dirija el sistema de xg a un punto suficientemente
cercano, menor a la tolerancia e, a x,4.

Definicién 1. El problema de planificacién de movimientos para (5.1) esta
definido asf: para cada par de puntos inicial y final, (xg, x7) € QX Q, se
encuentra una ley de control u(.) € L}([0, T], R") (es decir una funcién
en un espacio L! con valores en el tiempo entre 0y T en R™) con T > 0 de
tal forma de que la trayectoria de (5.1) empezando en xg en ¢ = 0 alcance
xgent =T, es decir,

y(T;x0,u) = x4

donde y es la trayectoria del sistema. Ademads, se supone que € es conexo
y que (5.1) satisface la condicién de Chow.

Definicién 2. Se dice que el sistema (5.1) (o los campos vectoriales
X1, Xa, ..., Xy) satisfacen la condicion de Chow si
Lie(Xl,Xz,...,Xn)(x) :TqM, Vx € Q,

Esta propiedad también es conocida como la condicién de rango del
dlgebra de Lie (LARC por sus siglas en inglés) en teoria de control.
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Entonces la existencia de una solucién al problema de planificacién de
movimientos es garantizada por el Teorema de Chow-Rashevsky.

Teorema Chow-Rashevsky: Si () es conexa y (5.1) satisface la condicién
de Chow, entonces dos puntos cualesquiera en () pueden ser unidos por
una trayectoria de (5.1).

Ademais, es importante mencionar que la presencia de restricciones de
estado adicionales no afectan la existencia de soluciones, siempre y
cuando el espacio admisible siga siendo conexo. Esto es importante para
aplicaciones en el 4rea de robética, ya que permite saber si nuestro sistema
con condiciones iniciales xg puede ser llevado a un estado deseado x4
utilizando una ley de control u . Definase el modelo de un sistema
como (5.1) y cuyo espacio de configuracién es Q). Cuando el robot se
mueve entre obstaculos, se representa el espacio de configuracién en
el cual existen colisiones como un subconjunto cerrado dado O de Q.
Si el conjunto libre de colisiones Q\O permanece conexo, el problema
de planificaciéon de movimientos en ese conjunto tiene solucién, lo que
significa que es posible dirigir el robot de una configuracién a otra
evadiendo los obstaculos. En este caso, el problema de planificacién de
movimientos es dividido en dos pasos [74]:

= Se encuentra una curva en el espacio libre O\ O que conecte xg con
x4 (en general esta curva no es una trayectoria del sistema (5.1));

= Posteriormente, se aproxima la curva por una trayectoria lo sufi-
cientemente cercana y admisible de (5.1) que ademads esté contenida
en el espacio libre.

El primer paso es independiente del sistema de control, solo depende de
la topologia de Q) y de los obstaculos. Es un problema de algoritmos de
geometria bien entendido y modelado [75, 76]. El segundo paso puede
ser considerado como un problema de planificacién de movimientos sin
restricciones de estado, siempre que se use un método de planificaciéon
de movimientos con un buen comportamiento local.

Definicién 3. Se dice que un sistema (5.1) es nilpotente si los campos
vectoriales X;, Xo, . .., X;; generan un dlgebra de Lie nilpotente. Definase
g como un algebra de Lie, entonces g es nilpotente si la serie central
descendente termina haciéndose cero para algin m € N

[Xll [XZI [ M [Xm—1/ Xﬂl] e ]]] = O
VXi1,Xp,..., X, €q.

El sistema (5.1) es nilpotentizable si es equivalente por retroalimentacién
a un sistema nilpotente. Los sistemas nilpotentizables son la clase més
amplia de sistemas no holonémicos para los cuales la solucién exacta
al problema de planificacién de movimientos es conocida. Sin embargo
la mayoria de los sistemas no holonémicos son no nilpotentes y no
nilpotentizables.

Dado un campo vectorial con elementos (X, . . ., Xy), se define la longi-
tud de un producto de Lie de manera recursiva como

Z(Xi)=1 i=1,...,m
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I([A, B]) = I(A) + I(B),

donde A y B son a su vez productos de Lie. Esta funcién de longitud
induce una ordenacién parcial en un conjunto de productos de Lie.
Un algebra de Lie es nilpotente si existe un entero r tal que todos los
productos de Lie de longitud superior a r son cero. r se llama grado de
nilpotencia.

Algoritmos para sistemas nilpotentes

Sistemas encadenados.

Para entender el uso de sefiales senoidales de control, primero se consi-
deraré el caso particular de un sistema encadenado, el cual es un sistema
no holonémico en R" y tiene la siguiente forma,

5(1 = U

5(2 = Uy

X3 = XoUq (5.2)
X4 = X3Uy

J'Cm = Xm-1U1.

De forma equivalente, ¥ = u3 Xj(x) + 12 X»(x), dicho sistema es nilpoten-
te.

La estructura de (5.2) sugiere controlar el sistema un componente después
del otro. El punto crucial de esta estrategia de control es asegurar que si
un componente X se encuentra en movimiento durante un periodo [0,T],
entonces ninguno de los componentes x; con i < k deberd moverse, esto
es x;(0) = x;(T). El uso de controles senoidales con frecuencias enteras
es adecuado para este tipo de estrategias debido a sus propiedades:

2n
/ sen(wt)dt =0 Vw eZ (5.3)
0
27 :
0 e’z 0,
/ cos(wt)dt = S% @ yo# (5.4)
0 1 si w=0.

Considere entonces un control dado por u(t) = [u3(t), ua(t)]”, t € [0,27],
de la forma

u1(t) = asen(wqt), uy(t) = beos(wyt). (5.5)

Debido a la estructura de (5.2), para cada i > 3 la dindmica de X; es una
combinacién lineal de las sefiales de control donde las frecuencias son

w;y + Nw1, donde Ne€Z,N|<i-2 (5.6)

Supoéngase que se quiere mover el elemento x; a un valor deseado sin
mover los elementos x;, para cada i < k. Las relaciones (5.3) y (5.4)
implican que se deberd elegir w; y w, de forma de que el término de
coseno deberd tener frecuencia nula (i.e. término constante) aparezca
en la dindmica del elemento X;. Ademds, ningtin componente x; con
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1: Aparentemente cuandon <50r =2,
de acuerdo a [73].
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i < k deber4 tener esta condicién, para asegurar que x;(0) = x;(2m). Por
ejemplo, una eleccién simple que garantiza las dos propiedades es elegir
w=lywr=k-2.

El argumento anterior se traduce en un algoritmo completo (Algoritmo 1)
que da una solucién exacta al problema de planificacién de movimientos
para el sistema (5.2).

Algoritmo 1 Método de direccién para sistemas encadenados.
1: mover x; y x; a su posicién final (en linea recta por ejemplo);
2: para cada k > 1 mover xy, de su valor presente x¢ a su valor
final x4 utilizando

u(t) = (asen(t), beos(kt)), t €[0,2n]
donde se debe verificar que los pardmetros a y b cumplan con

k
Xi— Xo = (’1}(#271

Entradas polinomiales.
Supéngase que un sistema nilpotente £ = 37| X;(x) es polinomial y se
encuentra en forma triangular, es decir,

5(]' = Zuiﬁj(xl,...,x]-_l), ] = 1,...,171,
i
donde cada funcién fi; es polinomial. Los sistemas encadenados y
sistemas en forma canénica satisfacen esta suposicion.

Esta estructura permite calcular facilmente las trayectorias: dada una
funcién de control u(t), las coordenadas x;(t) pueden ser calculadas
integrando una tras otra. Se eligen las sefiales de control como funciones
polinomiales parametrizadas, por ejemplo,

N
wi(t) = > autt, i=1,...,n, (5.7)
k=0

con los parametros a = (a10, ..., 410, ---, 41N, - - -, AnN) € RN+ don-
de N es un entero suficientemente grande. Con este controlador cada
coordenada x ]-(t) es una funcién polinomial de ¢, del parametro 4, y de
los valores iniciales x;(0), ..., x;(0).

Por lo tanto, con el fin de obtener un control de la forma (5.7) que dirija
al sistema de una configuracién inicial xp a una configuracién final x4, es
necesario resolver el sistema algebraico

Pj(a,x0) —x;(T) =0 j=1,...,m,

donde la incégnita son los pardmetros a € RN+l Desafortunadamente,
el tamarfio y el grado del sistema algebraico se incrementa exponencial-
mente con respecto a la dimensién n y al grado de nilpotencia r, y no
existe un método general y eficiente para resolverlo. Sin embargo este

método puede ser Gtil cuando 1 o ¥ son pequefios’ .

Control constante a tramos.

Considérese un sistema nilpotente de paso r sobre R” definido por el
campo vectorial analitico (X3, ..., Xj;). Se fija un punto inicial xy € R"
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y una vecindad abierta U de este punto. Sea x; el punto objetivo y
§ = g(x4), con q = [x,y,z]", dada una funcién de control u, se denota
como S*(t) al flujo de los campos vectoriales dependientes del tiempo
2. u;iX;. El principio de este método es producir de manera separada y
secuencial, parai =1,...,7 funciones de control u' definidas de [0, T
tal que SY(T) sea igual a exp(g;Xy;) con j > i. Es posible lograr esto
utilizando la férmula de Campbell-Hausdorff [77].

También es posible producir un control a tramos tal que S¥(T) sea
exactamente igual a exp(q; XJ,) utilizando el método propuesto en [78].

Algoritmos para sistemas no nilpotentes

Cuando el sistema no holonémico no es nilpotentizable, se buscan
soluciones aproximadas al problema de planificacién de movimientos
en lugar de soluciones exactas. En este documento se presentan dos
aproximaciones para este tipo de sistemas.

Direccién por aproximacién.

Dado un punto inicial xy y un punto x4, se resuelve primero el problema
de planificacién de movimientos para una aproximacion nilpotente de
(5.1) en x4, mediante el uso de uno de los métodos descritos anteriormente;
enseguida se aplica la sefial de control u# a (5.1) e itera el procedimiento
desde el punto actual. Utilizando y(t; p, u), con t € [0, T], para denotar
la trayectoria de la aproximacién nilpotente asociada con el control u y
empezando en el punto p, una versién local de este algoritmo se presenta
a continuacién, donde d es una distancia subriemanniana asociada al
sistema (5.1) y e es un ntimero constante real positivo.

Algoritmo 2 Algoritmo de direccién local.

Se requiere: xg, x4, €.

k:=0;

Xk = X0

Mientras d(x*, x;) > e Hacer
Calcular u* tal que x4 = y(T; Kk, uky;
Set x**1 = y(T; k¥, ub);

ki=k+1;

El bucle "Mientras”, en el Algoritmo 2 define un mapeo AppSteer :
(2%, xq) — y(T; xk, u%), el cual converge de forma local debido a que
AppSteer es localmente contractivo con respecto a la distancia d, i.e, for
x4 € Qexiste e(x4) > 0y c(xg) € (0,1) tal que

d(x4, AppSteer(x, x7)) < c(xq)d(x4, x) (5.8)

parax € Qy d(xg, x) < e(xg).

Suponga ahora que se tiene un mapeo contractivo localmente uniforme
AppSteer en un conjunto compacto conexo K C ), i.e. que existe € > 0
y ¢k € (0,1) tal que

d(x4, AppSteer(x, x4)) < cxd(x4, x) (5.9)

para x,x; € Ky d(x4,x) < €k. En este caso el Algoritmo 2 puede ser
transformado en uno global (en K), por ejemplo, utilizando la siguiente
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idea. Se elije un camino I' C K que conecte xg a x4 y se elige una secuencia

finita de objetivos intermedios {xg = Xy, xf, R x? = xd} enl, tal que

d(x? ,x%) < ex/2,i=0,...,]. Entonces, queda claro que la aplicacién
iterativa del mapeo contractivo localmente uniforme AppSteer desde el
estado presente hasta el siguiente subobjetivo produce una secuencia x'
que converge a x,.

Para convertir la idea anterior a un algoritmo practicamente eficiente,
dos inconvenientes deben de ser resueltos satisfactoriamente:

- construir un mapeo AppSteer que sea contractivo localmente uni-
forme.

- disefiar un algoritmo globalmente convergente que no use explici-
tamente la distancia critica €; el conocimiento de este tiltimo no
estd disponible en la practica.

Metodo de direccién local.

Ahora el objetivo es disefiar un mapeo AppSteer que sea contractivo
localmente uniforme, de tal forma que el Algoritmo 2 sea localmente
convergente. El primer paso es la construcciéon de una aproximacién
continua nilpotente, lo que a su vez requiere de la construccién de un
sistema variable continuo de coordenadas privilegiadas.

‘ Construccién de la aproximacién nilpotente of ‘

Sean x = (x1,...,Xy,) las coordenadas canénicas en R", para cada punto
p € Q, se construye una aproximacién nilpotente sl(p) de (X1, ..., Xi)
de la siguiente manera.

(i) Setoma {Xj : I; € %'}
(ii) Se calcula un cambio de coordenadas afin x — y = (y1, ..., yn) tal
que las nuevas coordenadas cumplan con dy; = Xy, (p),j = 1,...,n.

(iii) Construir unsistema de coordenadas privilegiadas Z=(Zi,...,7)
utilizando la siguiente formula iterativa, paraj =1,...,n

wj—

Z he(ya, - -, Yj-1) (5.10)

donde, parak =2,...,wj-1,

i y i

he(y, -,y = D) X a] N Loyi- th)b =07 l =
la|=k,w(a)<w; Oé] -1t

(5.11)

con|al=a;+ -+ ay.

(iv) Parai =1,...,m, se calcula la expansién de Taylor de X;(Z) en
0, y se expresa cada campo vectorial como una suma de campos
vectoriales que son homogéneos con respecto al grado de peso,
definido por la secuencia (wj)jzl,...,n

Xi(2)=x""@)+x%¢@) + ...,

y se utiliza X;k)(i) para denotar la suma de todos los términos del
grado de peso igual a k
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(v) Se definen los campos vectoriales XF, ..., )A(,’fl € Q como }A(f =
Z % Xi(_l) parai=1,...,m.Y el conjunto sd(p) = (X!, ..., Xh).

(vi) Paraj =1,...,n seidentifican los polinomios homogéneos W; de
grado de peso igual a w; tal que, en el sistema de coordenadas
privilegiadas z = (z1, . .., z,), definido por

Z]'ZZ]'+‘I’j(Zl,...,Z]'_1),j21,...,71

la familia (p) = (Xf, ..., X7 est4 en la forma canénica.
(vii) Se define ®(p, -) como el mapeo x — z.

Las salidas de este algoritmo son los mapeos @ y 9, que son respectiva-
mente un sistema variante continuo de coordenadas privilegiadas y una
aproximacién continua nilpotente de (Xy, . .., Xy ) sobre Q.

Una vez que se ha elegido la aproximacién nilpotente, se debe elegir una
forma de controlarla.

Definicién 3. Una ley de direccién para 9 es un mapeo, el cual, para cada
par (x, p) € T asocia un control u € L([0, T], R™); de aqui en adelante
llamada control de direccién, tal que la trayectoria y(-; x, #) del sistema
aproximado,

m
i = > uiXl (x), (5.12)
i=1

definido de [0, T], y satisface y(T; x, u) = p. En otras palabras, u(-) dirige
al sistema (5.12) de x a p.

Una forma de disefiar un mapeo Appsteer contractivo uniformemente
local es extendiendo el método de control constante a tramos para el caso
en el cual el sistema es no nilpotente. La dificultad en este caso es que
el algebra de Lie(Xj, ..., X;;) no es de dimensidn finita, lo que implica
que:

(i) Elprocedimiento para construir controladores constantes a tramos
no es finito.

(if) La expresion en el método estd compuesta por un ntimero infinito
de términos.

El proceso de aproximacién consiste en mantener tinicamente los factores
generados por los corchetes de un orden no mayor a r en estas férmulas.

5.2. Revision de la Literatura Sobre Control de
Sistemas No Holonémicos

El contenido de esta seccién estd basado en los trabajos [8] y [9].

Introduccién.

A pesar de que los sistemas no holonémicos han sido estudiados en
mecdnica cldsica por més de 150 afios, no fue sino hasta alrededor de 1980
cuando el estudio de problemas de control de este tipo de sistemas atrajo la
atencion de los investigadores. Los SNH utilizan herramientas del control
de sistemas no lineales; dichos sistemas no pueden ser transformados en
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2: Un ejemplo comtin son los robots mé-
viles con ruedas omnidireccionales, los
cuales si bien son no holonémicos, en ge-
neral las ecuaciones de la forma (5.13) son
integrables y cumplen con el Teorema de
Brockett.
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una forma lineal, por lo tanto no es posible utilizar la teorfa clasica de
control lineal en ellos. Ejemplos de sistemas de control no holonémicos
han sido estudiados principalmente en el area de la manipulacién de
robots, robos méviles, vehiculos con ruedas y robética espacial. Ejemplos
especificos de este tipo de sistemas incluyen el filo de un cuchillo que
se desliza sobre un plano [79, 80] , el estudio de ruedas girando en un
plano [81] y esferas rodando en un plano sin derrape ([82-84]). Respecto
al estudio de control de robots méviles y vehiculos con ruedas, se ha
hecho una mayor investigacién, y resultados de estos trabajo se pueden
encontrar en [85-91], mientras que trabajos de control de sistemas no
holonémicos en la manipulacién robética son descritos en [84, 92, 93].
Otros ejemplos de sistemas de control no holonémicos se dan cuando el
mecanismo presenta algunas propiedades de simetria, uno de los casos
mas estudiados es cuando hay un momento angular, es decir, que alguna
funcién del momento angular se conserva. Algunos ejemplos de este tipo
de sistemas son los vehiculos espaciales de miiltiples cuerpos actuados
[94-96] y los vehiculos espaciales simétricos subactuados [97-99].

Sistemas de control no holonémicos pueden también surgir también
como un resultado de la imposicién de restricciones en el disefio del
controlador; es decir, cuando se desea elegir un controlador en el cual
ciertas restricciones en el movimiento son impuestas. Si dichas restric-
ciones impuestas son no integrables entonces se obtiene un sistema no
holonémico [100].

Propiedades de equilibrios en el control de Sistemas No
Holonémicos.

Desde el punto de vista de control, los sistemas no holonémicos de
interés no son solamente aquellos que cumplen con la Definicién 1.1.1,
sino que ademas tienen ciertas propiedades adicionales que se mencionan
a continuacién. Con este fin, supéngase nuevamente que se tiene un
sistema no holonémico cuyas ecuaciones estan dadas por:

x = X(x)u (5.13)

donde, el sistema (5.13) ademas cumple con las siguientes propiedades:

= Esno integrable de acuerdo al Teorema 2.2.1.
= No cumple con el Teorema de Brockett [101].

Ademads, es importante notar que no todos los sistemas no holonémicos
presentan estas propiedades y que éstas dependen del sistema en si y del

modelo que se esté utilizando para representar a dicho sistema? .

Para el sistema (5.13), suponiendo que no existe una ley de control
(u = 0), existe una variedad (manifold) de equilibrios que contiene al
origen, y cada equilibrio es no-hiperbélico, es decir, la linealizacién de
la dindmica en un equilibrio siempre tiene eigenvalores igual a cero. En
otras palabras, ningtin controlador de sistemas no holonémicos tiene un
equilibrio aislado y por lo tanto ningtn equilibrio puede ser estabilizado
asintoticamente de forma local. Por lo tanto, las herramientas de control
lineal no pueden ser utilizadas ni siquiera de forma local. La condiciones
necesarias para la existencia de una ley de control suave, independiente
del tiempo y que dependa de los estados estan dadas por el Teorema
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de Brockett [101]. Debido a esto existen algunas alternativas para el
control de este tipo de sistemas, las mas importantes se mencionan a
continuacion.

Control discontinuo invariante en el tiempo.

Este tipo de controladores pueden ser clasificados en controladores
continuos por partes y controladores por modos deslizantes. En [102],
Sussman demostro la existencia de leyes de control continuo por partes
para un tipo de sistema no lineal controlable, en [103] se present6 una
férmula para la obtencién de una ley de control basada en funciones
de Lyapunov y en [104] se muestran ejemplos de controladores para
sistemas especificos. En cuanto al disefio de controladores por modos
deslizantes, dos de los primeros trabajos se encuentran [105] y [106] en
sistemas no holonémicos especificos, por lo que una metodologia general
para la aplicacion general a sistemas no holonémicos atin no se encuentra
disponible. Es conocido que el “chattering” en los controladores por
modos deslizantes es un fenémeno no deseable, por lo que en [107] se
propone una funcién suavizante para el disefio de un controlador por
modos deslizantes aplicado a un robot mévil. Es importante mencionar
que el control de la cinematica de sistemas no holonémicos, utilizando
controladores discontinuos, puede ser dificil de implementar, por lo que
el uso de controladores discontinuos es mayor cuando se controla la
dindmica del sistema.

Control variante en el tiempo.

El uso de controladores variantes en el tiempo se originé del trabajo de
Samson en robots méviles [91] y [108]. En [109-111] se usaron métodos
del promedio de funciones tipo saturacién para la construcciéon de
leyes de control para sistemas en forma encadenada [112]. Un método
general es el conocido como método de Pomet, [113, 114], que genera
una ley de control periddica y suave. La mayor desventaja que presenta
este tipo de controladores es que las velocidades de convergencia son
necesariamente no exponenciales [109]. La mayoria de los controladores
de este tipo han sido orientados al 4rea de robética mévil [91, 108, 111,
115] aunque también existen trabajos en donde se disefian controladores
para vehiculos espaciales [99, 116, 117].

Control hibrido.

Estas metodologfas combinan caracteristicas de control continuo en el
tiempo con caracteristicas de eventos discretos o de tiempo discreto. Con-
troladores que combinan tiempo con eventos discretos fueron propuestos
por Bloch [79] y Kolmanovsky [118, 119] para la clase de sistemas no
holonémicos de Chaplygin, dicha aproximacién fue utilizada por Krish-
nan [97], [120] para la estabilizacién en altitud de vehiculos espaciales.
Por otro lado, controladores hibridos, que combinan caracteristicas de
tiempo continuo y de tiempo discreto, han sido desarrollados por un ma-
yor nimero de investigadores, Sordalen [121] desarroll6 un controlador
para la estabilizacién de sistemas no holonémicos cinemaéticos en forma
encadenada y Canudas de Wit [122] extendi6 el trabajo a la dindmica.
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Sontag [123, 124] propuso controladores aplicables a una mayor clase de
sistemas cinematicos. En [89] se da una introduccién al control hibrido de
robots méviles. Finalmente, es importante recalcar que la planificaciéon y
el control en méviles puede verse como una misma tarea.

Control de sistemas No Holonémicos especificos.
Control de sistemas giroscépicos.

El sistema giroscopico es un mecanismo con restricciones no holonémicas
debido a sus propiedades de simetria y conservacién del momento
angular. En [125, 126] se explica desde el modelo dindmico hasta algunos
controladores aplicados a este sistema. La gran mayoria de los estudios
mads recientes, sobre este tipo de sistemas, se centra en controladores
que sirven para el control de orientacién en mecanismos espaciales, en
donde se utilizan diferentes configuraciones para giroscopios con uno o
dos cardanes [127-131]. Otro tipo de configuracién utilizada y estudiada,
se da cuando se juntan mas de un mecanismo y se hacen arreglos de
giroscopios agrupados [132-136]. Por ltimo, y tal vez mads interesante,
existen algunos trabajos recientes con mecanismos giroscépicos con
estructura similar a la del giroscopio de Quanser (mejor conocido como
control moment gyroscope (CMG) por sus siglas en inglés). En [137], los
autores proponen un controlador no lineal para un CMG para lidiar con
la pérdida de controlabilidad debido a la restriccién no holonémica con
la que cuenta el mecanismo, ademés de compensar la friccién del sistema
y hacer el analisis de estabilidad del controlador propuesto. En [138], se
propone un controlador de seguimiento de velocidad angular novedoso
para el sistema con doble cardan, basado en un observador de estado en
cascada extendido, el cual es robusto a perturbaciones, como dindmicas
no modeladas e incertidumbres en el modelo. Por otro lado, [139] evalta
diversos algoritmos de control aplicados al CMG con un solo cardan y,
[140] propone un algoritmo simple para evitar singularidades.

Control de sistemas no holonémicos subactuados.

Por otro, lado el nimero de articulos sobre manipuladores subactuados
no holonémicos es muy reducido. Los primeros trabajos fueron iniciados
por el investigador italiano G. Oriolo [57, 141, 142], pero no logré el
impacto esperado, ya que fuera de su grupo de colaboradores es dificil
encontrar publicaciones relacionadas, salvo la publicada por H. Arai et al
[143], y no fue hasta anos recientes que P. Xiong et al volvieron a realizar
estudios sobre manipuladores subactuados, ddndole un enfoque hacia el
drea de sistemas no holonémicos de segundo orden [144].

Finalmente, es importante notar que, aunque existen ciertos sistemas
subactuados que pueden ser clasificados como no holonémicos, para
sistemas mecanicos no holonémicos subactauados la no holonomia de
ciertas ecuaciones no da propiedades interesantes al sistema y por lo tanto
dichos sistemas pueden ser controlados con la amplia teoria conocida
disefiada para sistemas subactuados.



Aplicaciéon de Metodologias de
Modelado

6.1. Introducciéon

Con el fin de mostrar una comparacién de los métodos de modelado estu-
diados en el Capitulo 4, en este capitulo se utilizan dichas metodologias
para calcular las ecuaciones del modelo dindmico de diversos sistemas
mecénicos, los métodos a utilizar son:

» Ecuaciones de Euler-Lagrange + matriz de proyeccién [49].

d (02(p,p)| IZ(p,p) _ T m
E{ 2% }— 2 =1, +D(p) AR (6.1)

= Ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas [145] y

[]

d (9%(p,v)
dt vy

) - A(p)T%’;’w = v + Alp)T1, €R"; (6.2)

= Ecuaciones de Udwadia-Kalaba [71]
M(p)p = f + f. e R™. (6.3)
Mientras que los mecanismos a modelar son:

= Robot serial de 2 g.d.1 (mecanismo con coordenadas independien-
tes).

= Mecanismo de 5 barras (mecanismo con restricciones holonémicas).

= Robot mévil diferencial (mecanismo con restricciones no holoné-
micas)

Ademads, debido a que los modelos obtenidos son dificiles de comparar
de forma analitica, se realizaron simulaciones en Simulink /MatLab de
cada modelo obtenido para comparar el comportamiento de los mismos
y mostrar su equivalencia.

6.2. Modelado de un sistema con coordenadas
generalizadas minimas: Robot CICESE

Como primer ejemplo de aplicacién, se modelard un sistema en el cual es
posible describir su configuracién utilizando tinicamente coordenadas
minimas, y por lo tanto, podrfan ser considerados como sistemas sin
restricciones. El ejemplo mas comun de este tipo de sistemas son los
robots manipuladores seriales en los cuales, eligiendo las coordenadas
articulares como las coordenadas generalizadas, las coordenadas que
describen la configuracién del sistema son independientes! .

1: Las restricciones holonémicas entre las
coordenadas de un robot manipulador se-
rial, surgen cuando se utilizan coordena-
das operacionales, i.e., cuando se utilizan
las coordenadas espaciales x, y, z para
describir la configuracién de los elemen-
tos el robot.

Figura 6.1: Robot CICESE del laboratorio
de Mecatrénica y Control del ITL.
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Eslabén 1
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Figura 6.2: Diagrama del robot CICESE
(Esquema cedido por el M.C. Sergio Lépez
Hernandez)

Tabla 6.1: Parametros del robot CICESE.

Descripcién del sistema

El sistema a modelar es un robot manipulador serial planar de dos grados
de libertad, con articulaciones rotacionales, conocido como robot CICESE
(Figura 6.1), el cual se encuentra en el laboratorio de Mecatrénica y Control
dela Divisién de Estudios de Posgrado e Investigaciéon (DEPI) del Instituto
Tecnolégico de la Laguna (ITL). Como se explicé previamente, en el caso
de robots manipuladores seriales se pueden elegir diversos conjuntos de
coordenadas generalizadas, pero para que éstas sean independientes una
de la otra, se deben elegir los angulos de cada uno de los eslabones como
coordenadas minimas (coordenadas articulares), i.e., q1 y 42 (ver Figura
6.2). Por lo tanto, el vector de coordenadas generalizadas, las cuales son
minimas, estd dado por

g=p=[n q] R’

Ademas, el lagrangiano del sistema esta dado por [146]:

-2 -2
%(q,q) =% (I + I + Brma + 12 my + 12 mp) + % (L + 12 my)

+ D142 + gmy [I, cos (g1 + g2) + 11 cos (g1)]
+ l?zmquqz + lllCZT’I/lztﬁ Ccos (qz) + ll lCZMquqZ Ccos (Q2)
+ gl my cos (q1) . (6.4)

Finalmente, los parametros del robot pueden ser identificados en la
Figura 6.2 y los valores numéricos en la Tabla 6.1

Pardmetro Descripcién Valor
I longitud del eslabén 1 0.26[m]
I longitud del eslabén 2 0.26[m]
I, distancia al centro de masa del eslabén 1 0.0983[m]
I, distancia al centro de masa del eslabén 2 0.0229[m]
my masa del eslabén 1 6.5225[Kg]
My masa del eslabén 2 2.0458[Kg]
I momento de inercia del eslabén 1 0.1213 [Kg m?]
I momento de inercia del eslabén 2 0.0116[Kg m?]
g aceleracién de la gravedad 9.81[m/s?]

Aplicacién de las metodologias
Ecuaciones de E-L y matriz de proyeccién

En el caso de las ecuaciones de Euler-Lagrange + proyeccion, debido a que
se han elegido coordenadas independientes, la matriz de restricciones es
nula, i.e.,, D(p) = O y por lo tanto no es necesario calcular la matriz de
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proyeccién A(p). Por lo tanto, las ecuaciones (6.1) pueden ser reescritas

como: . .
d [92(q,9)| _9%(q,9) _
dt aq aq

7, € R" (6.5)

Finalmente, utilizando (6.5) y el lagrangiano (6.4), las ecuaciones dina-
micas del sistema estan dadas por:

M(q)ij +C(q,4)q + g(q) = 74 € R? (6.6)
donde
_|mu map . |c11 c12 _ &1
M(q) - [m21 mzz} ’ C(q,q) a [C21 sz] ’ g(q) a [gz]

y los elementos son:

my = maly? + 2my cos (q2) hile, + myle,® + male, + I + I

M1 = My = mleZ2 + lymy cos (g2) le, + In

Moy = mleZZ +1

c11 = —lile,magosen(qz)

c12 = —hlopmasen(q2)(41 + §2)

co1 = lile,masen(q2)g

c» =0
g1 = gmy (Ie,sen(qr + g2) + lisen(qr)) + gle,misen(qa)
Qo = gle,masen(q1 + q2)

Es importante notar que, debido a que se eligieron coordenadas indepen-
dientes para modelar el sistema, el modelo dindmico obtenido (6.6) es
un modelo minimo.

Ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas

Para el modelado con cuasi-velocidades, las velocidades arbitrarias
elegidas son las velocidades generalizadas, i.e.,

. . 1T
Vg = (41 4]
y no existen cuasi-velocidades debido a las restricciones, i.e.,
vg =0,

por lo tanto, se tiene que las matrices auxiliares (4.18) y (4.19) son la
identidad, ie., S(p) = [ y T(p) = I. Ademds, debido a esto, el vector
de restricciones también es cero, v, = 0. Finalmente, la relaciéon entre
las coordenadas minimas y las generalizadas estd dada por una matriz
identidad A(p) = I. Por lo tanto, las ecuaciones para un sistema mecénico
con cuasi-velocidades, modelado con coordenadas minimas, estdn dadas

por:

i(‘ﬂ(f’”))_ag(”"’) 7, cR" (67)
—z, R, .

dt vy ap

47
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2: Ademds, con esto se ejemplifica que
las ecuaciones de E-L para sistemas sin
restricciones son un caso particular de las
ecuaciones de P-C-R.

3: Sistemas modelados con coordenadas
minimas.

Finalmente, utilizando (6.7), se obtiene el modelo dindmico minimo del
robot CICESE, el cual estd dado por:

Mv(P)V + CV(P’ v)v + gv(p) =T € R? (6.8)
donde
_ M1 mi2 _ |11 C12 &1
M,(q) = [m21 mzz], Culp,v) = oo 622], gv(q) = [gz]

y los elementos son:

mi = mzl12 + 2my cos (5]2) lllcz + 1mq lclz + H’lzl,;22 +hL+1
2
mip = mpy = male,” + lymy cos (q2) le, + Iz

2
Moy = mQZCZ +1

c11 = —lil,masen(g2)va

c12 = —hlcamasen(qz)(v1 + v2)
c21 = hil,masen(qa)ve

c»n =0

g1 = gmy (Ie,sen(qr + q2) + Lisen(qg1)) + gle,misen(qq)
§2 = gle,masen(q1 + q2)

Es importante notar que, cuando se eligen las velocidades minimas como
las cuasi-velocidades independientes, i.e. v; = 4, es posible transformar

el modelo minimo (6.8) en (6.6) y viceversa 2,

Ecuaciones de Udwadia-Kalaba

En el caso de las ecuaciones de Udwadia-Kalaba, es importante recordar
que dichas ecuaciones son una metodologia para encontrar las fuerzas
de reaccién debido a las restricciones en un sistema. Asi, debido a que se
model§ el sistema con coordenadas minimas, no hay restricciones, por lo
que las ecuaciones de Udwadia-Kalaba no son necesarias. Si se quisieran
utilizar estas ecuaciones, es posible notar que las matrices de restriccién
son igual a cero, i.e., D(p) = O y por lo tanto, las fuerzas de reaccién
debido a las restricciones también son iguales a cero f.(p, p) = 0. Por lo
tanto, de (6.3) el modelo estarfa dado por

M(p)p = f € R%.

Pero para llegar a estas ecuaciones se utiliza (6.6), con lo que se ejemplifica
que las ecuaciones de Udwadia-Kalaba no son requeridas en sistemas

sin restricciones® .

Comparacién de resultados

En este caso, debido a que las ecuaciones de Udwadia-Kalaba no se
utilizan, se comparardn tinicamente los modelos dindmicos obtenidos
con las ecuaciones de Euler-Lagrange + proyeccién (E-L) (6.6) y con
las ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas (Qv) (6.8).
Ademds, en esta simulacién no se aplicaron fuerzas externas, i.e.,, T =



6.3 Modelado de un sistema con restricciones holonémicas: Mecanismo de 5 49

barras

[0,0]7, y Gnicamente se dejé que el vector de gravedad moviera los
eslabones del robot. En la Figura 6.3 es posible observar cémo la respuesta
en simulacién, para una misma entrada y mismas condiciones iniciales,
es la misma para los dos modelos obtenidos. Por lo tanto, es posible
concluir que ambos modelos obtenidos son equivalentes.

0.5

¢ [rad]

-0.5 i

0 5 10 15 20 25 30
Tiempo [s]

@2 [rad)

-60 !
0 5 10 15 20 25 30

Tiempo [s]

6.3. Modelado de un sistema con restricciones
holonémicas: Mecanismo de 5 barras

Descripcién del sistema

Como ejemplo de aplicacién para un sistema con restricciones holoné-
micas, se tomard un sistema paralelo, en particular, un mecanismo de 5
barras (ver Figura 6.4), el cual se encuentra en el laboratorio de Mecatré-
nica y Control de la DEPI del ITL. Este sistema cuenta con 2 coordenadas
actuadas y dos subactuadas, las cuales pueden ser agrupadas en un
vector de coordenadas generalizadas y dicho vector estd dado por

o=l g2 P B2l' e R™,

Por otro lado, el vector de coordenadas minimas (las cuales son las
coordenadas actuadas), estd dado por

g=[n g7 e R"2

Figura 6.3: Evolucién temporal de las coor-
denadas articulares del robot CICESE.
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“

Figura 6.4: Diagrama del mecanismo de 5
barras.

Tabla 6.2: Parametros del mecanismo de
5 barras.

Ademas, en este caso el lagrangiano del sistema [147], estd dado por:

-2
N -
g(p,p) 231 (11 +L+ l%mz + lflml + lfzmz) + 12‘311/]1

52

2 2
A P2
2 2
+ ‘leC42ﬂ”Z4t.]2 + ﬁzl3lC47’l’l4f]2C(‘32) + lllCZI’I’lz

(12 + 1327112) +

+ l3lC4Wl4l7§C(l;2) + B1111C2m2q1C(ﬁ1).

q -
+ 72 (Is + Is + 3my + 12 mz + 12, ms) + Lifodo

(I + lf4m4) + B1lcz2m2f]1

Q%C(ﬁl)
(6.9)

Los pardmetros del robot pueden ser identificados en la Figura 6.4 y los
valores numéricos en la Tabla 6.2. Por ultimo, debido a que se tienen
m = 4 coordenadas no minimas y s6lo n = 2 coordenadas minimas,
esto implica que se deberdn considerar r = m — n = 2 restricciones de
configuracién (holonémicas). Dichas restricciones estdn dadas por:

11Cqy) + 12Cqy4p1) — 13C(g,) — 1aCrgpp) — 2o

) 1S (g1) + 12S(guep1) = 135(g0) = 1S g+ ©10
Pardametro Descripcién Valor
mq masa del eslabén 1 0.126[Kg]
My masa del eslabén 2 0.085[Kg]
ms masa del eslabén 3 0.121[Kg]
my masa del eslabén 4 0.063[Kg]
I longitud del eslabén 1 0.127[m]
I longitud del eslabén 2 0.127[m]
I3 longitud del eslabon 3 0.127[m]
Iy longitud del eslabén 4 0.127[m]
I, distancia al centro de masa del eslabén 1 0.047[m]
I, distancia al centro de masa del eslabén 2 0.069[m]
I, distancia al centro de masa del eslabén 3 0.045[m]
I, distancia al centro de masa del eslabén 4 0.062[m]
I momento de inercia del eslabén 1 0.0.017O[Kgm2]
I momento de inercia del eslabén 2 0.0.000l[Kng]
I3 momento de inercia del eslabén 3 0.0.0140[Kgm2]
Iy momento de inercia del eslabén 4 0.0.0001[Kgm2]

Aplicacién de las metodologias

Ecuaciones de Euler-Lagrange + matriz de proyeccién

En el caso de las ecuaciones de Euler-Lagrange + proyeccién, de (6.10)
es posible calcular la matriz pfaffiana de restricciones, la cual queda

definida como

ZBa(p): d11 d12 d13 d14
p dyy dy dy dul’

D(p)

(6.11)
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barras
donde
di1 = —(1S(g,) + 12S(g1+p1) i3 = ~1aS(g,+p).
d12 = 135(g,) + 1S (gp4p2)/ 4 = LaS(ga o)
d21 = [Cgy) + 12Cigy4p:) 4 = ~hCiguep)
dy = —(l3C(q2) + l4c(‘72+ﬁ2))’ day = —14C(q2+'g2)-

Ademads, para este sistema y los vectores de coordenadas elegidos, la
matriz de proyeccién A(p), con la que se eliminard a la matriz (6.11), estd
dada por:

1 0
0 1
A(P) — lls(ﬁﬂz)_lzs(qﬁ) _ S p,) , (6.12)
125(g) 125(g)
LS, _ 135(391)~145(qp)
145(%) 145(11/;)

confg, =qg2+P2—q1, g = q1+P1—q2Y qp = 91— g2+ f1 — P2; observe
que S(g,) # 0.

Entonces utilizando (6.1), es posible calcular el modelo no minimo del
sistema, el cual estd dado por

M(p)p+Clp,p)p =1, + D(p)'A € R (6.13)

Finalmente, es posible obtener el modelo minimo del sistema, el cual
queda dado por

M, (p)i + Cr(p,p)g + & (p) = 74 € R (6.14)

donde los elementos de (6.14) son calculados utilizando (4.9), la matriz
de proyeccién (6.12) y el modelo no minimo (6.13)* .

Ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas

Para el modelado con cuasi-velocidades del mecanismo de 5 barras, se
eligen las velocidades de las coordenadas actuadas como las velocidades
arbitrarias, i.e.,

ve=I[g1 421" (6.15)

y de (6.11), es posible calcular las cuasi-velocidades debidas a las restric-
ciones, las cuales estdn dadas por

vg = D(p)p. (6.16)

De las ecuaciones (6.15) y (6.16), la relacién entre las velocidades genera-
lizadas no minimas y las cuasi-velocidades estd dada por

v =5(p)p. (6.17)

51

4: Los elementos de las matrices (6.13)
pueden ser consultados en el el Apéndice
B.
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5: Ademas, substituyendo los valores de
las cuasi-velocidades nulas, i.e.,

vg=0=[vs w]" =[0 o],

es posible simplificar las ecuaciones del
modelo (6.19).

6: Los elementos de dicha matriz estan
dados en el apéndice (ecuacién (B.1)).

7: Con el fin de calcular dicha matriz, se
utiliza la funcién sqrtm(X) de MatLab.

Ademas, en este caso S(p) es no singular, por lo que,

p=T(wv (6.18)

donde T(p) = S(p)~!, y cuyos elementos estan definidos en (B.4). Ademés,
de (4.23) es posible calcular la matriz auxiliar, la cual queda definida en
(B.5). En el caso del mecanismo de 5 barras, la matriz (4.26) es una matriz
nula, i.e. W(p, v) = O, por lo que el vector de restricciones (4.27) es nulo,
ie.,

Vun =0

Finalmente, con esta informacién es posible aplicar las ecuaciones de
Poincare-Chetaev-Rumyantsev modificadas (6.2), con lo que se obtiene
un modelo minimo, el cual estd dado por > :

M,(p)vg + Cy(p, v)vy = 1y, € R (6.19)

Ecuaciones de Udwadia-Kalaba

Para el caso de las ecuaciones de Udwadia-Kalaba se utiliza el modelo
sin restricciones de (6.13), con D(p)T)\ = 0, esto con el fin de obtener
las informacién del sistema independiente antes de calcular las fuerzas
de reaccidn. Posteriormente, es necesario encontrar las restricciones del
sistema a partir de (6.10), dichas restricciones estdn dadas por

D(p)p = b (6.20)

donde D(p) esta definida por (6.11) y b en (B.9). Ahora, con el fin de
obtener las fuerzas de reaccién, se utiliza la matriz de inercias del sistema
sin restricciones, la cual esta definida en (B.1). Por lo tanto, las fuerzas de
reaccién debidas a las restricciones estdn dadas por

fo = M) (DEM(p)?) (b -Dip)a) e R (621

donde a = M(p)_l(’l'p — C(p, p)p). Ahora, de (6.13) se obtiene la matriz

de inercias del sistema sin considerar las restricciones, la cual estd dada
6

por

myp 0 myz O

|0 myp 0 my
Mlq) = mz1 0 mzg 0
0 myp 0 my

(6.22)

Notese que (6.22) es una matriz no diagonal, y por lo tanto, el calculo de
la raiz cuadrada de dicha matriz no es una tarea trivial 7 . Ademas, la
complejidad de la matriz resultante M(q)"/? se eleva.

Finalmente, una vez que se han calculado las fuerzas de reaccién, es
posible considerarlas en el sistema sin restricciones con el fin de obtener
el modelo completo. En este caso, el modelo completo del sistema queda
dado por:

M(p)p = f + fo € RE. (6.23)
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barras

donde (6.23) es un modelo no minimo. Es importante notar que en este
caso el vector de fuerzas de reaccion f; se calcula de forma numeérica a
partir de las otras matrices, esto debido a que el modelo analitico resulta
ser demasiado complejo.

Comparacién de resultados

Ahora, con el fin de poder comparar los modelos obtenidos, se simula
la respuesta de estos modelos obtenidos en Simulink/Matlab. Para este
experimento las condiciones iniciales de los tres modelos fueron las
mismas. Ademds, la entrada al sistema corresponde a valores aleatorios
obtenidos usando la funcién Uniform Random Number (Los parametros
de 71 son: minimo = -0.00003, maximo = 0.00003, semilla =0 y tiempo de
muestreo 0.1. Mientras que los pardmetros de 7, son: minimo = -0.00008,
maximo =0.00008, semilla =3 y tiempo de muestreo 0.1). En la Figura 6.5
es posible observar cémo cada conjunto de ecuaciones tiene el mismo
comportamiento para la entrada propuesta, sin importar que se tengan
diferentes ntimeros de ecuaciones en los modelos. Por dltimo, la Tabla
6.3 muestra una comparacion de los tiempos requeridos por los modelos
minimos y los no minimos para completar cada simulacién en particular 8
. Note que los modelos minimos tienen un tiempo de simulacién menor.

Tiempo [s]

(a) Articulaciones actuadas

200 T T T T T

150 | -

50 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo [s]

(b) Articulaciones no actuadas

53

Tabla 6.3: Tabla de comparacién.

Modelo | T.S. [s] ‘
Minimo 0.2771
No minimo | 0.3780

T.S.= Tiempo requerido para
realizar la simulacién.

8: La computadora usada tiene un proce-
sador Ryzen 5 3600, 3.59 GHz y 32 GB de
memoria RAM.

Figura 6.5: Comportamiento de las articu-
laciones.
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Figura 6.6: Diagrama de la plataforma
Segway RMP-100 sin péndulo.

>
Xo
Figura 6.7: Diagrama del robot Segway
RMP-100.

Tabla 6.4: Parametros del robot Segway
RMP-100.

6.4. Modelado de un sistema con restricciones
no holonémicas: Segway RMP-100

Descripcién del sistema

Por dltimo, como ejemplo de aplicacién para el modelado de un sistema
con restricciones no holonémicas, se considera un robot moévil con
ruedas diferencial, en particular se elige el robot Segway RMP-100, pero
ignorando la base pendular con la que cuenta (ver Figura 6.6, i.e., del
modelo completo de la plataforma se considera a = 0). Dicho robot se
encuentra en el laboratorio de Mecatrénica y Control de la DEPI del ITL.
Para este sistema, el vector de coordenadas generalizadas no minimas
esta dado por

p=lx y 6 ¢ ¢ eR", (6.24)

donde x, y, 0 dan la postura del marco X,, unido al robot en un plano
horizontal, relativo a un marco inercial Xy. Ademas, ¢; y ¢, son los
dngulos de rotacién, alrededor del eje Y;, de la rueda izquierda y la
rueda derecha respectivamente. Por otro lado, el vector de coordenadas
generalizadas minimas es elegido como

q=1[p ¢ eR™2 (6.25)
Para este sistema, la funcién lagrangiana estd dado por [148]:
. Iwy P2 2 42 22 2
Zlp.p)=—" (<Pl +¢r ) + Ly, 0% + iy (X% + §7)
o 1,62
- % (22 + 92) + 1,2y, 0% + 2 (6.26)

Los parametros del robot pueden ser identificados en la Figura 6.7 y los
valores numéricos de dichos pardmetros asi como su descripcién en la
Tabla 6.4.

Parametro Descripcién Valor
Iy distancia media entre ruedas 1 0.234[m]
r radio de las ruedas 0.2[m]
my masa de la base del robot 3 26.4818[Kg]
My masa de las ruedas 4 2.35[Kg]
Ip, m.i. de la base respecto al ejez  0.615[Kgm?]
Iy, m.i. de la rueda respecto al eje x  0.127[Kgm?]
L, m.i. de la rueda respecto al eje y  0.127[Kgm?]

m.i.= momento de inercia.

Por dltimo, es importante notar que debido a que se tienen m = 5 coorde-
nadas generalizadas no minimas y s6lo n = 2 coordenadas generalizadas
minimas, se deben de considerar » = m — n = 3 restricciones restriccio-
nes entre ellas. En este caso, las restricciones son no holonémicas y, de
acuerdo con [149], las tres restricciones bajo las que estd el sistema tienen
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la forma D(p)p = 0, donde la matriz de restricciones estd dada por

-Sg Cg O 0 0
D(p): CQ S@ lb 0 =r{, (6.27)
Co S¢ -l -r 0

donde Cy = cos(0) y Sg = sen(6).

Aplicacién de las metodologias
Ecuaciones de Euler-Lagrange + matriz de proyecciéon

Para el caso de las ecuaciones de Euler-Lagrange + proyeccién, la matriz
de restricciones (6.27) ya estd en forma pfaffiana por lo que no es necesario
hacer ninguna modificacién. Utilizando (6.1) se puede obtener el modelo
no minimo, el cual tiene la siguiente forma:

M(p)p = 1, + D(p)A € R®, (6.28)
con
2 my + my 0 0 0 0
0 2my + my 0 0 0
M(p) = 0 0 2my > + 1. +2L,, 0 0 [,

0 0 0 Ly, 0
0 0 0 0 Iy,

(6.29)

donde, la matriz de inercias M(p) es constante y por lo tanto no existe la
matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis ? .

Ahora, con el fin de eliminar los multiplicadores de Lagrange y reducir
el sistema no minimo (6.28) a uno minimo, es necesario obtener la
matriz de proyeccién A(p). En este caso, dicha matriz puede ser obtenida
calculando el modelo cinemético de configuracién del robot mévil con
ruedas [149]. Por lo tanto, la matriz de proyeccién para el sistema es

rmen(0)  rsen(©)
Ap)=| — 4 (6.30)
1 0
0 1

Finalmente, con la matriz de proyeccién (6.30) es posible eliminar las
restricciones en el modelo no minimo (6.28) para obtener el modelo
minimo, el cual estd dado por:

M, (p)ij = 14 € R?, (6.31)

donde los elementos de (6.31) son calculados utilizando (4.9) 1 .

55

9: Ademds, la matriz M(p) de (6.28) es
diagonal por lo que el célculo de la raiz
cuadrada, necesaria para las ecuaciones
de U-K, se facilita.

10: Ademés, dicha matriz puede ser en-
contrada en el Apéndice B.2
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11: Esto con el fin de simplificar el célculo
de la inversa de la matriz en (6.35)

Ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas

Para aplicar estas ecuaciones en el Segway RMP-100, como velocidades
arbitrarias, se eligen las velocidades de las coordenadas actuadas ( la
derivada temporal de las coordenadas minimas (6.25)), i.e.,

ve=1Ig1 41" (6.32)

y utilizando directamente (6.27), es posible calcular las cuasi-velocidades
debidas a las restricciones, las cuales estdn dadas por

vg = D(p)p. (6.33)

Ahora, con el fin de facilitar los cdlculos subsecuentes, se reacomoda
el vector de coordenadas generalizadas! , el cual ahora queda definido
como

p=[¢r ¢ x y 0] eR™, (6.34)

Entonces, de (6.32), (6.33) y el nuevo vector de coordenadas generalizadas
(6.34), la relacién entre cuasi-velocidades y las velocidades generalizadas
estd dada por,

v =S(p)p (6.35)

y, debido a que (B.11) es no singular, es posible obtener la relacién inversa,
ie.,

p=Tpw, (6.36)

donde los componentes de las matrices en (6.35) y (6.36) pueden ser
encontrados en el apéndice en las ecuaciones (B.11) y (B.12). Por otro lado,
la matriz auxiliar (4.23) estd dada por

1 0

0 1

rcos(0)  rcos(0)

Alp) = (6.37)

2 2
7 sin(0) 7 sin(60)
—
I
21 21

y la matriz de restricciones W(p, v) estd definida en (B.13), la cual es
utilizada para calcular el vector v,, el cual estd dado por:

(6.38)

4
—r?(vi+nitp) 2nty +my)(v3)
41,

r2(vi+nup) (2 +myp)(v3)
Vuh |: }

Ahora, utilizando (6.36) para hacer un cambio de variable en el lagran-
giano del sistema (6.27), es posible aplicar las ecuaciones de Poincaré-
Chetaev-Rumyantsev modificadas (6.2), con lo que se obtiene el modelo
dindmico del sistema:

M,(p)Vg + Vup = Ty, € R? (6.39)
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Finalmente, substituyendo los valores de las cuasi-velocidades nulas,
ie.,
vg=0=[vz v4 vs]T=[0 0 0]"

en (6.39), se llega al modelo simplificado

M, (p)Vg + Vun = Ty, € R2.

donde los elementos de la matriz M,(p) se pueden consultar en el
Apéndice B.2.

Ecuaciones de Udwadia-Kalaba

Por ltimo, para utilizar las ecuaciones de movimiento Udwadia-Kalaba,
primero es necesario obtener las ecuaciones de restriccion, las cuales
estdn dadas por D(p)p = b, donde D(p) esté definida en (6.27) y el vector
b esta definido por.

-0 (% cos (0) + 7 sin (0))
b=|-6 (17 cos (6) — % sin(0))| . (6.40)
-0 (17 cos () — % sin (0))

Es importante notar que el vector de coordenadas generalizadas esta dado
por (6.24). A continuacién, del modelo no minimo obtenido previamente
(6.28), se obtienen las ecuaciones del sistema sin restriccién, i.e. D(p) = O
(donde la matriz nula O € R"™™). Ahora, de la matriz (6.29), la cual en

este caso es diagonal 12 'se obtiene su raiz cuadrada la cual esta dada
por:
V2my + my 0 0 0 0
0 V2my, + my 0 0 0
M(p)'/* = 0 \/2mwlb2 +1, +2L,, 0 0

0 0 0 Iwy
(6.4

0
0 0 0 Vo, 0
0
1)

Una vez calculada estd matriz, es posible obtener las fuerzas de reaccién
debidas a las restricciones f, las cuales estdn dadas por

fo = M2 (DEM(P)?) (b -Dip)a) RS (642

donde nuevamente (X)* es la inversa generalizada de Moore-Penrose de
una matriz X. Finalmente, utilizando (6.42) es posible obtener el modelo
no minimo del sistema, el cual esta dado por

M)p=f+feR’, (6.43)

donde f = M(p)~'7,.

57

12: Para el célculo de la raiz cuadrada
de una matriz diagonal, sélo es necesario
sacar la raiz cuadrada de cada uno de sus
elementos.
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Figura 6.8: Comportamiento de las veloci-
dades independientes.

Tabla 6.5: Tabla de comparacién.

Modelo | TS. [s] |

Minimo 0.2198
No minimo 0.7907

T.S.= Tiempo requerido para
realizar la simulacién.

Comparacién de resultados

Nuevamente, con el fin de poder comparar los modelos obtenidos con
las tres metodologfias, se simula la respuesta de estos modelos utilizando
Simulink /Matlab. Para este experimento las condiciones iniciales de los
tres modelos fueron las mismas, y las entradas de control son sefiales
sinodales con diferentes amplitudes. En la Figura 6.8 es posible observar
cémo cada conjunto de ecuaciones tiene el mismo comportamiento para
la entrada propuesta, sin importar que se tengan diferentes nimeros
de ecuaciones en los modelos. Por tultimo, la Tabla 6.3 muestra una
comparacién de los tiempos requeridos por los modelos minimos y los
no minimos para completar cada simulacién en particular. Note que los
modelos minimos tienen un tiempo de simulacién menor.
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Conclusion

7.1. Notas sobre el modelado de sistemas
mecanicos con restricciones no
holondémicas.

El presente trabajo ha tratado ampliamente el estudio sobre el modelado
de sistemas con restricciones no holonémicas. Por lo tanto, en esta
seccién se detallan algunas conclusiones importantes al respecto; dando
énfasis en las ventajas y desventajas de cada una de las metodologias
abordadas.

Uso de las ecuaciones de Euler-Lagrange + matriz de
proyeccién

Para el uso de estd metodologia, algunas de las consideraciones maés
importantes son:

= Debido a que es una de las metodologias mas conocidas y aplicadas
para el modelado de sistemas sin restricciones, resulta mas sencillo
aprender unos pasos extras para modelar sistemas con restricciones
que aprender nuevas metodologias.

» Como es posible apreciar en esta seccién, con esta metodologia es
posible obtener los dos tipos de modelos considerados en esta tesis,
lo cual puede ser ventajoso en ciertas situaciones.

= Una desventaja importante es que, al menos en los trabajos estudia-
dos, no existe una metodologia general para encontrar la relacién
(4.8). Aunque dicha relacién puede ser encontrada en los siguientes
dos casos:

e Cuando se tienen sistemas holonémicos, es posible encontrar
dicha relacién si se conoce p = f(g) (aunque esta tltima
puede resultar muy dificil de calcular de forma analitica).

e Cuando el sistemas bajo estudio es un robot mévil con ruedas,
si se eligen las coordenadas generalizadas minimas y no
minimas apropiadamente, dicha relacién estd dada por el
modelo cinemético de configuracién [150].

= Otra desventaja que presenta esta metodologia es, que sélo es
posible considerar restricciones pfaffianas, y aunque no se consi-
deraron restricciones no lineales en el presente trabajo de tesis, es
deseable conocer herramientas que funcionen en un mayor niimero
de sistemas.

» Por ultimo, una ventaja importante de esta metodologia es, que es
posible obtener dos modelos: el modelo minimo y no minimo. Lo
cual en situaciones particulares podria ser de utilidad.

Sibien esta metodologfa es la més limitada (debido al tipo de restricciones
que puede considerar), existe una gran variedad de sistemas mecénicos,
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utilizados en el 4rea de robética y control, los cuales cumplen con las
caracterfsticas necesarias para poder utilizarla, por lo cual sigue siendo
una herramienta importante.

Uso de las ecuaciones de Udwadia-Kalaba

Para el uso de esta metodologia, algunas de las consideraciones maés
importantes son:

= No es propiamente una metodologia de modelado, si no una
metodologia para encontrar las fuerzas producidas debido a las
restricciones con las que cuenta el sistema. Debido a esto, es
importante remarcar que es necesario conocer previamente alguna
otra metodologia de modelado para sistemas sin restricciones.

= Debido a lo anterior, no es posible aplicar esta herramienta a
sistemas no restringidos (lo que limita el nimero de sistemas en la
cual se puede aplicar).

= Una de las ventajas mds importantes es que, debido a la forma en
la que se consideran las restricciones (4.11), se pueden considerar
restricciones no lineales en las velocidades.

= Para su aplicacién no es necesario elegir coordenadas minimas, por
lo que tampoco es necesario calcular las relaciones entre éstas y las
coordenadas no minimas.

= Por otro lado, una de las desventajas importantes, es que el modelo
dindmico obtenido es no minimo, lo cual podria ser no deseado
en algunos casos, y la relacién entre este modelo no minimo y
un posible modelo minimo no es conocida. Y aunque existen
metodologias de control que utilizan estas ecuaciones como [151]
y [152], por citar algunas, es mads comun disefiar controladores
considerando tinicamente las fuerzas aplicadas a las variables de
interés, i.e., usando el modelo dindmico minimo del sistema.

= Para aplicar esta metodologia es necesario primero conocer otra
metodologia de modelado de sistemas sin restricciones.

= En general, los modelos no minimos requieren de un costo compu-
tacional mayor para su simulacién.

= Por ltimo, es importante notar que la desventaja mas notoria del
uso de estas ecuaciones surge de la necesidad de calcular la raiz
cuadrada de la matriz de inercia (una tarea que puede llegar a ser
muy complicada cuando la matriz es no diagonal [153]). En el caso
de sistemas con matrices de inercia no diagonales, las expresiones
de los elementos en M (p)l/ 2 aumentan considerablemente en
tamafio, complicando asi los célculos analiticos restantes y su uso
para el disefio de controladores.

En los diversos trabajos publicados sobre esta metodologia, sugieren que
la misma es la metodologia con més ventajas para obtener el modelo
dindmico de sistemas con restricciones, y aunque esto es cierto, debido
la forma en la que se incluyen las restricciones existen sistemas en los
que resulta poco atractivo aplicar estd metodologia (una vez més, debido
al calculo de la raiz cuadrada de la matriz de inercias) y por lo tanto se
reduce la ventaja de usar estas ecuaciones.



Ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas

Algunas de las ventajas més importantes al utilizar este método son:

= El calculo del modelo minimo es directo y sin la necesidad de
calcular otro modelo previamente

» El uso de cuasi-velocidades nos permite obtener modelos en los
cuales el vector de fuerzas puede ser referido a una combinacién
de velocidades generalizadas, en lugar de sélo a las velocidades
minimas.

= El uso de la matriz W(p, v), permite ignorar el calculo de los
coeficientes de estructura. Célculo que puede tener un alto costo
computacional.

» Esta metodologia nos da directamente una forma de conocer la
relacién entre las velocidades generalizadas no minimas y las cuasi-
velocidades (en donde las velocidades generalizadas minimas
pueden ser un caso particular de cuasi-velocidades).

Por otro lado, las desventajas son las siguientes:

» Dependiendo de las cuasi-velocidades elegidas, los modelos mi-
nimos calculados con estd metodologia pueden llegar a ser maés
complejos que los obtenidos con las ecuaciones de Euler-Lagrange
+ proyeccion.

» Laeleccion de velocidades generalizadas y cuasi-velocidades puede
ser una tarea no trivial, la cual requiere de cierta experiencia para
utilizar la mejor combinacién de estas velocidades.

» Debido alo anterior, la eleccién de diferentes arreglos de las mismas
velocidades generalizadas minimas y cuasi-velocidades pueden
complicar los célculos requeridos para aplicar estd metodologia ! .

» Una de las desventajas notorias es que, debido al uso de cuasi-
velocidades (principalmente a las cuasi-velocidades debido a las
restricciones), la ecuacién del lagrangiano del sistema es mas
grande que el que se utiliza en las ecuaciones de E-L, y por lo
tanto, se complican los calculos analiticos necesarios, aunque no
tan considerablemente como en las ecuaciones de U-K cuando se
tienen matrices no diagonales.

Es importante notar que en estas ecuaciones, debido a como se calcula
el vector v, se elimina la desventaja de calcular los coeficientes de
estructura y por lo tanto, las ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev
modificadas resultan en una metodologia general y mas balanceada?®
para la obtencién de modelos dindmicos de sistemas con restricciones.

7.2. Aportaciones del trabajo

= Se propuso el uso de herramientas matemaéticas para verificar la
integrabilidad de restricciones, con lo cual es posible saber si las
mismas son holonémicas o no holonémicas, y esto a su vez nos
permite clasificar diversos sistemas.

= Las herramientas previamente mencionadas se aplicaron con el
fin de clasificar las restricciones de ciertos sistemas con los que
se cuenta en el laboratorio de Mecatrénica y Control del Instituto
Tecnolégico de la Laguna.

7.2 Aportaciones del trabajo 61

1: Esto debido a que la matriz S(p) y su
inversa dependen del orden en el que se
acomodan dichas velocidades.

2: En relacion a las ventajas y desventajas
que presenta.
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Se realiz6 un estudio de nuevas metodologias para el modelado
de sistemas con restricciones holonémicas y no holonémicas (las
ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas y las
ecuaciones de Udwadia-Kalaba), las cuales ademds fueron apli-
cadas a diversos sistemas mecanicos con los que se cuenta en el
laboratorio de Mecatrénica y Control.

Ademas, en el presente trabajo se incluye una revision critica de
diversos trabajos sobre planificacién y control de una clase de
sistemas no holonémicos.

Se continuo el estudio general en la plataforma Segway RMP-100,
logrando con esto la correccion de diversos errores que existian
en el modelo matemaético. Ademés, se realiz6 la propuesta de un
controlador de regulacion para las tres coordenadas independientes
con las que cuenta esta plataforma y los resultados obtenidos
permitieron publicar el primer articulo en revista de este trabajo
de tesis sobre la misma plataforma.

Por ultimo, a continuacién se presentan los trabajos publicados como
resultado del trabajo de la presente tesis:

7.3.

A. Delgado, R. Campa y E. Bugarin.” Avance en el Modelado de un
Robot Movil Diferencial con Base Pendular". Congreso Méxicano de
Robética (ComRob 2018), Septiembre 2018, Ensenada B.C.

A. Delgado-Spindola, R. Campa y E. Bugarin. “Aplicacién de las
Ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev al Modelado Dindmico de
Mecanismo Robéticos". VII Congreso Internacional de Robética y
Computacién, Mayo 2020, La Paz, B.C.S.

A. Delgado-Spindola, R. Campa, E. Bugarin y L. Soto. “Design and
Real-Time Implementation of a nonlinear regulation controller for the
RMP-100 Segway TWIP". Mechatronics 79 (2021): 102668.
A.Delgado-Spindola, V. Santibafiez, E. Bugarin y ].A. Rojas-Quintero
”"Comparison of three methodologies for the modelling of mechanical systems
with constrains from the control systems point of view". 9th International
Conference on Systems and Control (ICSC’2021), Noviembre 2021,
Caen, Francia.

Trabajo Futuro

Estudio de estructuras simplécticas en sistemas no holonémicos.
Estudio de la aplicacién de los simbolos de los Christoffel para
el célculo de la matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis, para
sistemas con restricciones no holonémicas.

Mejora del modelo de la plataforma Segway RMP-100 (identifica-
cién de los pardmetros del controlador interno de velocidad).
Publicacién de los resultados obtenidos sobre modelado, en una
revista indexada.

Comparacién de las metodologias estudiadas para el disefio de
controladores en robética.

Publicacién de un articulo sobre modelado y disefio de controlado-
res utilizando diversas metodologfas.



Modelado de la Plataforma
RMP-100

A.l. Mejoras al modelo de la plataforma
RMP-100

Dentro de los objetivos de la tesis, se plante6 la obtencién del modelo
dindmico de los sistemas robéticos con los que se desea trabajar. Uno
de estos sistemas es el Segway RMP-100, el cual también puede ser
considerado como un robot mévil tipo diferencial si se desmontan la
placa superior y los paneles laterales (ver Figura A.4 ). No obstante, el
centro de masa de un robot mévil diferencial debe de encontrarse a lo
largo del eje que conecta ambas ruedas, pero en el caso del prototipo
mencionado, el centro de masa no se encuentra sobre ese eje. Esto hace
que el robot mévil cuente con una pequena masa pendular, la cual
produce que la dindmica del robot mévil sea diferente a la usual. Con tal
de contar con un modelo dindmico més exacto, tanto de la plataforma
completa como del robot mévil diferencial con masa pendular, se realizé
lo siguiente:

» Se determiné con mayor exactitud la ubicacién del centro de masa
de la base del robot.

= Se cre6 un modelo de Simulink para poder realizar la comparacién
de resultados experimentales con las simulaciones; en este modelo
se separé el controlador de la planta y se tomé en cuenta la
discretizacién de las sefiales de control.

= Se corrigi6é un error en el modelo (ver Figura A.3) donde los pares
estaban referidos contra la vertical (74), en lugar de estar respecto
alabase (1y).

Ademas, se decidié modificar el vector de variables minimas. Una de
las ventajas de utilizar este nuevo modelo es que se logra reducir el
ndmero de operaciones a realizar en la simulacién de los controladores;
en la Figura A.1 se muestra el esquema de simulacién que se tiene que
construir para utilizar el vector de variables minimas anterior, el cual
estd dado por

g=[x, 0 al’.

Uno de los principales inconvenientes de este esquema es que se requiere
del uso de matrices que transformen las velocidades o pares del robot
a los de las ruedas y viceversa, esto con el fin de poder implementar
el control interno de velocidad y para incorporar las fricciones de cada
rueda al modelo

Para reducir el uso de estas matrices se elige un nuevo vector de variables
minimas, el cual sera definido como

g=1¢, ¢ al
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Figura A.1: Esquema de simulacién ante-
rior.

Figura A.2: Esquema de simulacién nue-
vo.

Figura A.3: Medicién de las velocidades.
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donde las nuevas variables minimas estan dadas por:

[Zg:] ) [1 —%%} m : (A1)
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En la Figura A.2 se muestra el nuevo esquema utilizado para las simu-
laciones utilizando el nuevo vector de variables minimas. Una de las
principales ventajas de utilizar estas nuevas variables es que se elimina
el uso excesivo de las matrices de transformacién, esto debido a que la
mayor parte de las ecuaciones estdn en funcién de las mismas variables.
Ademas, con el uso de estds variables el vector de variables no minimas
se conforma por el vector de variables de postura y el vector de variables
minimas, es decir:

o=t =1v v 0 6 é aff

Durante el andlisis de los datos entregados por la plataforma, se encontréd
un error que tiene que ver con la forma con la que se miden las velocidades
de cada rueda. Esto, debido a que en el modelo las velocidades de giro
de cada rueda (¢, y ;) se mide, con respecto al eje Zo del marco inercial
Ty, pero los sensores de la plataforma miden otras velocidades (i, y U),
las cuales son medidas con respecto al eje Z,, del marco del péndulo %,.
En la Figura A.3 se puede apreciar respecto a que eje son medidas cada
una de las velocidades importantes del robot. Por lo tanto, la velocidad
de cada rueda respecto a la vertical (d)i) estd dada por

Gi = d +

donde d es la medicién de la velocidad de giro del péndulo y la ¢; es la
medicién de la velocidad de las ruedas a partir de los encoders.
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Tomando en cuenta la Figura A.4, es posible considerar al péndulo
invertido sobre dos ruedas (PIR) como un sistema mecéanico con tres
cuerpos rigidos: el péndulo p y las ruedas izquierda y derecha, w; y
wy, respectivamente. Note que el marco Ly(Xo, Yo, Zo) es un marco fijo
en el mundo (el marco inercial); el marco L,(X,,Y;, Z,) esta fijo en la
distancia media a lo largo del eje de las ruedas, con el eje X, apuntando
en la direccién de avance y el plano X, — Y, siempre paralelo al plano
Xo —Yo; y el marco X (X,, Yy, Zp) esta fijo al centro de masa del péndulo
donde el dngulo a da la rotacién relativa entre los marcos ¥, y X,
alrededor del eje Y;, i.e., la inclinacién del péndulo; ademds nétese que
@1y ¢; son el desplazamiento angular de las ruedas izquierda y derecha,
respectivamente, alrededor del eje Y;.

Por otro lado, considerando la Figura A.5, las coordenadas x, y y 0
indican la posicién y orientacién relativa del marco X, respecto a el
marcoXy.

Entonces, para calcular el modelo dindmico se utiliza la metodologia
propuesta en [154]; de tal manera que el vector de coordenadas generali-

zadas estd dado por p = [ x y 0 a ¢ ¢ ]T € R™=% y el vector

de coordenadas minimas por g = [ x, 0 «a ]T € R"=3, donde x, es
la distancia recorrida por el robot a lo largo de X,. Esta metodologia
conduce al siguiente modelo del sistema, que estd sujetoaar =m —n
restricciones

M(p)p +Clp, p)p + 8(p) = 7p + A(p)" A € R™ (A2)

donde M(p) € R™ ™ es una matriz definida positiva conocida como la
matriz deinercias, C(p, p) € R™*" eslamatriz de fuerzas centrifugasy de
Coriolis, g(p) € R™ es el vector de fuerzas debidas a la gravedad, 7, € R™
es el vector de fuerzas aplicadas, A(p) € R™™ es conocida como la matriz
de restricciones pfaffianas y A € R™ es la matriz de multiplicadores de
Lagrange. A(p) y A pueden ser eliminados, reduciendo el sistema, con el
uso de la siguiente propiedad A(p)R(p) = 0, donde p = R(p)g. Para el
PIR bajo estudio, esta dada por

Co S 0 O % % Xy
. L L o
0 0O 01 0 O a

Finalmente, multiplicando (A.2) por R(p)T, se obtienen las ecuaciones
reducidas, las cuales estdn dadas por

M;(p)g + Ci(p,0)q + g (p) = Tr, (A.3)
donde la matriz de inercias es

mru 0 mrls
Mr (p) = 0 mrzz 0
My 0 My

Zo

0

Figura A.4: Diagrama del Segway RMP-
100.

2o

Figura A.5: Diagrama del Segway RMP-
100 vista superior.



66

A Modelado de la Plataforma RMP-100

con

1
My = T_Z(Ily + Ly) +my +my +m,
My, = myly,Cy
2 2 2, L7
Myy, = Iiz + Iz + Iz + L (my + my ) + (mplp - I,,z) S+ 3 (Iry +Iy)

_ 2
Myyy = m,,lp + Ipy.

La matriz de Coriolis reducida est4 dada por

0 0 —Crt
Crlp,p)=| 0 cd 16
0 —019 0

concy = (mplf, —1,2)CaSa y €2 = mply Sy
El vector de gravedad reducido esta dado por
T
gp)=[0 0 —gmpl,Sa | .

Ademas,
7 (p) = [ F., 19 0 ].T

Un mayor detalle de cémo se calcula (A.3) puede ser encontrado en
[155].

Ahora, suponiendo que ambas ruedas son idénticas, es posible definir
Iwy = Ily = Iry, Iy, =1, =1I,, y my = m; = m,. Y por lo tanto, utilizando
las siguientes constantes

T, + M2 2Ly, + 1, +2mpl? +2L1,
p=2| e="l T el
myr2 mplﬁ
I I
y =1+, L (A.4)
mplp mplp

se puede rescribir el modelo no lineal (A.3) como

Fy, =myl, [% (B+1)%, + Cod — Spd®

o =myly [ (855 + €) 6 +26C, S0 (A5)
1 .
0 = Cay + yii = 0CaSa6? - lﬁsa. (A.6)
p P

Este modelo es el utilizado en [156].



Componentes de los Modelos
Obtenidos

En la presente seccién se incluyen los componentes de los modelos
obtenidos en la Seccién 6.

B.1. Mecanismo de 5 Barras

Euler-Lagrange + proyeccion

Las matrices del modelo no minimo (6.13) estan dadas por

miq 0 mis3 0
Moo 0

0
M(p) = mi 0 mz 0 (B
0 0 my
con
o :mzllz + 2m2 cos (ﬁl) lllcz + mllc12 + m21C22 + I] + IZ/
3 =myle,? + iy cos (B1) Lo, + I,
My =mals® + 2my cos (B2) Lale, + male,? + male,2 + 15 + 1o,
Moy =migle,® + lmy cos (B) le, + Ia,
ms3 =m2lC22 + 12,
My =7’l’l4lc42 + 14'
C11 0 C13 0
o |0 2 0 cu
Clp,p) = st 0 0 0 (8.2
0 C42 0 0
con

c11 = —ﬂ1l1lczm2 sin(B1),

13 = —lile,masin (B1) (B + d1)
¢ = —Palsle,mysin (B)

o4 = —l3le,mysin (B2) (B2 + §2) ,
c31 = hile,magisin(B1),

cap = Ile,mygosin(B2) .
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Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificado

Para el caso de el modelado con cuasi-velocidades, las matrices auxiliares
estdn dadas por:

1 0 0 0
5= 0 1 0 0
B —125 (91) - Z1S (th) Z4S (92) + 135 (qZ) —le (91) 145 (92)
I,C (91) +1C (ql) -1,C (92) - l3C ({h) IL,C (91) -14C (92)

(B.3)
La matriz inversa es de (B.3) est4 dada por:
1 0 0 0
0 1 0 0
T =1 ta-hS(2-q12) ) _C+g2) _S(Bo+qn) | (B4
ns(fy S CErq  SEit)
th th th th
y la matriz auxiliar por
1 0
- 0 1
A= ta-hS@a-qi2) _LS() (B.5)
115(%11) _ fb+]35(té11+qlfz)
th th

donde 92 = ﬁz + 42, 61 = ‘31 + q1, ta = le (ﬁl —52 + lh—z) y th =
145 (B1 — B2 + q1—2) son variables auxiliares. Ademds, en este caso la
matriz auxiliar para las restricciones es igual a 0.

Wp,p) =0, (B.6)
donde O es una matriz nula.

Por ultimo, las matrices minimas del modelo obtenido, utilizando las
ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas, estdn dadas

por:

(B7)

mp) = e

miz M2

con

famin =hb21* + L1212 + Li*L? — [1*1,*C (6;)
+ 1212 1% my + 2L Py + P12 my + 212, P my
— Ly 1*C (2B1) — L2 12C (282 — 241 +2q2)
— %121 myC (61)
— 1?11, *mi C (01) = 12 Dalg* 1y my
— 12171, 2 myC (2B1) — L2141, *maC (2B — 2q1 + 242)
+ 112 lg* 1, myC (1) = I*lals®1e,myC (2B1)
+ 12l 1, maC (22 — 241 +2q2),

tp
Emn :214122(:911 + 212142Cé12
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= 2131,°C (q1-2) + 2141, *mrCy, |
+20°1e,>myCy,, — 214°1¢,*myC (q1-2)
= 21%1e,>m4C (q1-2) + Lols*le,maC,,
= Bl myCq, — Blale,msCa,
+ L2 1yle,myCoq, + bl le,moC (q1-2)
+ L2yl maC (q1-2) — Llg*1e;maC (2B1-2 + G1-2)
— 12 14le,msC (2B1-2 + q1-2) — 2114*C (q1-2),
femp =Lls*1? + Ll 1 + L 1s* — 1% 12C (61)
+ L2121 my + 212 P my + B2 2 ms + B2, 2wy
— L13*1,°C (2B2) — L*12C (21 +2q1-2)
- L15%1*maC (61) = L*14%1e,*msC (01)
— 132141, myC (2B2) — L* 13210, *msC (2B1 + 2q1-2)
+ 1?1321l msC (1) — 12 15%14l,maC (2B2)

+ 12213214ZC4M4C (Zﬁl + 2q1_2) - 12213214lc4ﬂ14,

_ |11 C12
<:v<p,v)—[c21 sz], (B8)

donde los elementos de dicha matriz pueden ser calculados utilizando
las siguientes ecuaciones:
gien =2Ll1’L*v1 S5, — 61’1,
- 6D11°1%v1 S, — 211 %1% S,
= 6L11°1%11S (B2 — q1-2) + 2111211 S (B1 — 4B + 491-2)
+61201°1%v1S (B1) + 2111 ° 1% v1 S,
- 20411712 13v2S (21 + B2) + 4lali* 1% 13128 (2B1 — B2 + 2q1-2)
- 21311%15%13v5S g, — 214112153 14v1 S (41 — 282 + 241-2)
+ 21211212143V1594 = 6111231, 2mav1S (B2 — q1-2)
= 611> 1)1, *myv1Sg, — 611° 1431, > myv1 S,
= 21°14°1e, *mavi S, + 2% 1% 1e, *mavi S,
+ 211314310, %mav1 S (B — 4B2 + 4q1-2) — 2121121 143v1S (2B1)
+ 414112131401 S (2B1) + 4121121143 v1 S (2B2 — 241 + 2q2)
- 213112 15° 141 S (22 — 241 +242) + 4111 Lh14* v S,
+4DL 121313, S g+ 2L 21314 v) S,
+ 214112 15313v28 (2B1 = B2) + 61131431, 2mov1 S (B1)
= 8L 11° L 14*v1S (B2 — g1-2) — 4111713143 v2S (B1 + 91-2)
- 2L 1% 314 S g, — 4Ll Lhly*v1 S,
— 41311 %1214 S, — 41411512 141 S,
+ 21121513158 (51 éﬁq) — 2L 11213153v2S (1 — 4B + 3q1-2)
+211°15% 16, 2mavi S, + 814113121401 S (B1)

+ 414112123131/25 (‘32) + 214[12123131/25 (ﬁz -2q1 + Zqz)
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— 21121521431, mpv1 S (4B1 — 2B2 + 241-2)

+ 4112153131, > mgvaS (2B1 — B2 + 291-2)

- 2112153131, *mgva S, + 2112 L lg 1o, *myvi S,

= 211212141y movi Sg, — 21121 1ale, *myv1 S (41 — 2B2 + 2q1-2)

— 2112151431, > myv1 S (2B1) + 61121521431, mav1 S (2B1)

+ 411213141, > mgv1 S (2B1) + 4112114316, 2 mavi S (22 — 241 +2q2)
— 6112114 1e,mpv1 S (2B — 241 +2q2) — 211° L1y e, mavy S,

+ 21131431, myv1 S — 2112153 1yle, > mav1 S (2B — 241 +242)

= 21° o143 Lo, myv1 S (B1 — 4Pa + 4q1-2) + 4l ° Lo la?le, > myvi S,

= 211° 1521421, mav1 S, + 4112131471, *mava Sy

+ 211213151, mavaSg, + 4111 L1314 v2S (B2)

+ 4l 112 1314%v2S (Ba — 2q1 + 2q2) + 211213 131, 2 myv2 S (2B1 — B2)
— 4l 112 11314%v2S (281 + B2) + 41211213152 v2S (281 — P2 + 2G1-2)
+ 211311431, mov1 S (B1) — 811310141, > mpvi S (B2 — G1-2)

+ 20113121421, mpv1S (B2 — q1-2) — 41213143 1c, > mav2 S (B1 + q1-2)
- 211213141, *mavaSg,, — 411° 11471, mavi S,

= 21° 1521421y myvi S, + 211° 17147 ey movi S,

+ 21121314316, 2ma v (ﬁléﬁq) — 4221l P Sy,

= 411° 15214l e, *mgvi S, — 211713151, mpvaS (B1 — 4B + 341-2)

+ 414112157 314v2S 5, + 41411 %1% 314v2S g,

+ 8113121l 2mgv1 S (B1) + 412123 131, 2 mgva S (B2)

+ 2112153131, 2 mava S (Ba — 2q1 + 242) — 414112152 1314v2S (B1 + q1-2)
- 41311212 314v2S 5, — 2112 15° 131, 2 myva S (2B1 + B2)

+ 41121131421, 2 mava S (B2) + 4112 Lal314% 1, 2 mava S (B2 — 21 +242)
= 211215213147 1e, myv2S (B2 — 2q1 + 2q2) + 21 * Lo l314% 1, mpva S,

— 41121131421, 2 mova S (2B1 + Ba) + 2112152 131421, myva S (2B1 + B2)
+ 4112131421, " myvaS (281 — P + 291-2) — 21 1a*I31a> e, mava S,
202D l3153 e mavaSg,, — 212l 13 le,mavaS (51 éﬁq)

+ 21121131431, mava S (B1 — 4B2 + 3q1-2) + 4l * 12 1alal e, *mava Sy,
+ 411212 3141, myvy S, + 21 1?3142 e, mava S (2B1 — B2)

— 411212 3lale, > mavaS (B + q1-2) — 411° 12 3lale, > mava S,

=21312%135 (B2 + q1-2) — 21412>13S (2B1 + B2 + 91-2)

+4112°13S (B2 — q1-2) — 22 1al4>S (2B1-2 + q1-2) + 412 13S,
+4Dl3147S 5 — 21315148 (2612 + q1-2)

—2D)1314>S (B1 — 4B2 + 2q1-2) — 41131435 (B1) — 2L 14°S 5,
+4DhlS 5 — 21131438 (B1 + 2q1-2) + 4la’14Sg
—21315°14S 5 +2D13143S (B1 — 2B2) + 2215143S (B1 +2B2)
+2I015143S (2B1-2 + 3q1-2) + 21412°13S (2B1 — P2 + 391-2)
+2Dh147S 5 — 2141135 (481 — P2 + 3q1-2)

+ 214[23145 (2B1—2 +391-2) — 2[4123145 (4[31 éﬁq)
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— 4L L1438 (g1-2) — 41125 14S (q1-2) — 21231316, 2 m4S (2B1 + o + q1-2)
—8L4l2°1314S (B1) + 41a12*1514S (B1 — 2B2) + 411213145 (B1 +2B2)
+4L 1131475 (281 = B2 + 3q1-2) + 22 l31e,*maS (B2 + 41-2)

+ 413131, 2myS (B2 — q1-2) — 2D214%1c,*m2 S (2B1-2 + 91-2)
+31%131,m2S (2P1-2 + q1-2) + 41314710, *ma S,
+41°131¢,2mySg, — 21315710, *myS (B1 — 4B +241-2)
—21531410,%myS (2B1-2 + G1-2) + 3122142 1e,m4S (2B1-2 + G1-2)

— 4L b1314%S 2By + o + q1-2) — 4131431, > maS (1)

= 2L15°1e,*maSg, + 3122143 oS,

+4bl4%1, maSg , — 31%14% 1, maSg

= 21315°1e,*mpS (B1 +2q1-2) + 4lo>Lale,*ma S |

= 315°14% 1, mySg, — 215°14le,*mySg

+31°121,my S5, +8D21a1314%S (B2 — 41-2)

+ 21314316, 2mpS (B1 — 2B2) + 21314°31c,2maS (B1 + 282)
+2Do1431,%mpS (2B1-2 + 3q1-2) — 21431, m2S (2B1-2 + 391-2)
+2L14°1e,*maSg, — b?1sle,maSg,

— 12131, mpS (451 éﬁq) + 2053131, 2m4S (281 — Pa +391-2)

— 1?1431, maS (4B1-2 + 3q1-2) — 2123 131c,>maS (41 — P2 + 391-2)
+ 2153141, myS (2B1-2 + 3q1-2) — 123142 1e,m4S (2B1-2 + 391-2)

- 212314ZC4ZM4S (4,315,611) + 123142154”145@15

+ 131,21, msS (451%) — 1313210, m4S (4B1-2 + 3q1-2)

— 4D14%1c,%maS (q1-2) + 3121431, mpS (q1-2) — 412°1ale,*maS (91-2)

+ 31051421, m4S (q1-2) — 812213141, >myS (B1) + 4122131410, 2 m4S (B1 — 282)
+ 4102131410, 2myS (B1 + 2B2) + 412131421, >mpS (281 — B2 + 3q1-2)

— 2152131421, mpS (2B1 — P2 + 3q1-2) — 2122131421, m2S (481 — B2 + 3q1-2)
— 4131431, ma S, + 211314 1e,my S (B1 — 4B2 + 2q1-2)

— 451314210, > mpS (2B1 + P2 + q1-2) + 2122131421, m2 S (2B1 + B2 + G1-2)

— 45131431, maS (B1) + 2lal3143 1,12 S (B1 + 2G1-2)

+8la1314%1,2maS (B2 — q1-2) + 222131421, m2S (B2 + q1-2)

— 41521314210, m3S (o — q1-2) + 2lal3143 1, m2S (B1 — 2B2)
+2D1314° 1, ma S (B1 + 2B2) + 412° 131471, ma S,

83c1 =241 %213 13v1S (2B1 + B2) + 2Ll 152132 S (B1 — 2B2)
+ 2111 13%15%v2S (B1 + 2B2) — 41411 °1531311S (2B1 — B2 +2q1-2)
+ 2141121313118 (4B1 — B2 +2q1-2) + 2141112313225 (21 — B2 + 341-2)
- 2131112° 1572 S (4B1 — B2 + 3q1-2) — 4l * 114 v1 S
- 212112131431/15@8 = 2I4h *15%v2S (2B1 + B2 + 91-2)
- 241 % 1% 1311 S (2B1 — B2) + 4111713147 v1S (B1 + 41-2)
+ 212 1315%11 S (013) + 213l 12515128 (B2 + g1-2)

+ 41411 1% 15228 (B2 — q1-2) + 414113 13%v2S (21 — B2 + q1-2)
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+4LLIPv,Sg, - 2121155 S (51 éﬁq)

— 2L 1115%153v2S (B1 — 42 + 2q1-2) + 21112 1315°11 S (B1 — 4B2 + 3q1-2)

— 4L 115%157 v, S (B1) — 414112131301 S (B2) — 2111 13714V S (B1 +241-2)
— 2141121531311 S (B2 — 291 + 2q2) — 4112153131, 2 mavi S (281 — B2 + 291-2)
+ 21121531310, > magv1 S (481 — P2 + 2q1-2) — 2141113 1314v1S (2B1-2 + 391-2)
= 2111531521, > mavaS (4B1 — B2 + 3q1-2) — 2D 11151314311 S (2B1-2 + 391-2)
+ 2011 al314%v1 S + 211 131, *mavaS (281 — 2 +341-2)

— 2L 1313141 S (4;31 éﬁq) + 4L 1 L 1321,202S (261 — B2 + G1-2)

ALl 2121 S s, - 412 1hP sl S (ﬁ1 éﬁq)

+ 4D 11 11314%v1S (q1-2) + 4lah 1% 13141 S (91-2) — 411 % 13141, mavi S
— 2112131510, *myvi S, — 21111571, *mavaS (2B1 + B2 + q1-2)

— 8L 112 11314%v1S (B2) — 41411 1% 13%14v2S (B1)

— 4111152152141 S (B1 +2q1-2) — 21121531310, 2 mgv1 S (2B1 — B2)
+4l112 1 1314%v1S (2B1 + P2) + 41411 b2 1321412 S (B1 + 2B2)

+ 4112131431, 2mpv1 S (B1 + q1-2) + 2112131431, ma11 S (O13)

+ 21131521, 2mava S (B2 + q1-2) + 41131521, 2 mavaS (B2 — G1-2)

+ 41111571, *mgvaS (2B — B2 + q1-2) + 4L 132 14% 1, myvy S

— 2121314310, 2myv1 S (51 éﬁq) — 211321431, 2mavaS (B — 4B2 + 2q1-2)

+ 2112131431, mpv1 S (B1 — 4B2 + 3q1-2) + 21211 113143 v1S (2B1-2 + g1-2)
+ 2L 1% 13141 S (2B1-2 + q1-2) — 41l 13714 v2S (2B1 + B2 + g1-2)

- 41411217 I3l S, — 411l lsl%v1S (281 — B2)

— 4h1321%1c,*mavaS (B1) — 4l 21 131, *mavi S (B2)

— 21411321431, > mpvpS (B1 + 2q1-2) — 21121531310, mgv1 S (Ba — 241 + 242)
- 2D hibl31s%v1 S5, +4hLh b3l vi S )

+4l3111° 3141 S, — 2L 1l Sy

+ 4L 1152128 (B2 + q1-2) + 4111 1132147128 (B2 — G1-2)

+ 814112152 1314v1S (B1 + q1-2) + 2111321431, 2 mav2 S (B1 — 2B2)

+ 211132131, mpva S (B1 + 2B2) + 2112153 131, 2mav1 S (281 + B2)

+ 211215313141, mgvi S (21 + B2) — 2l Lo 131431, 2 mov1 S (2B1-2 + 391-2)

+ L2315 e, mpvi S (2B1-2 + 391-2) — Ll 1314 e, movi S

+ 211131431, mavi S + 4213 1314le, mav1 S (281 — Po +2q1-2)

— 1121531430 11 S (451 éﬁq) — 211215313141, ma1 S (461 — B + 2q1-2)
+ 1102131431, mav1 S (4B1-2 + 3q1-2) — 211125 13141c, 2 m411 S (2B1-2 + 391-2)
+ 1123131421, mg 1 S (2B1-2 + 3q1—2) — 2111251321yl mgv2 S (281 — B2 + 3q1-2)
— 2115315141, 2 g S (4519‘;3,,) + 11142 e mgvi S,

+ 113131421 mgvn (451 éﬁq) + 201153132141, m4vaS (461 — B2 + 3q1-2)
+ 1113131421, mgv1 S (4B1—2 + 3q1-2) — 2111521321421, mgvaS (B1 — 4B2 + 291-2)
+ 411152152 41, *mavaSg, + 411 1 13% 147 e, myvaS (281 — B2 + 41-2)

+ 202214l maviS ($10pq ) - 4l 22 lalale,2mavi S (16

+ 214212 13147 1, ma1 S (B1 — 4B2 + 301-2) + 4l 13143 10,2 mav1 S (91-2)



= 31213143 1e,mov1 S (q1-2) + 4l > I3lale, *mavi S (q1-2)

— 311113147 1e,mav1 S (91-2) — 8L *Lal3l4 e, *mav1 S (B2)

— 411113214l *mavyS (B1) — 411 12° 137 Lale, *myvaS (B1 + 2q1-2)

+ 21112132142 1 myva S (B1 + 2q1-2) — 211153132141, mgvnS (281 + B2 + q1-2)
— 211215313141, mgvi S (21 — B2) + 4112 Ial3l4% 1, > mpve S (281 + B2)

+ 4111213214l 2 mgvo S (B1 + 2B2) + 2111021521421, mav2 S (B1 — 2B2)

— 211152132142 1 g v S (B1 + 2B2) + 211103132141, myv2S (B2 + q1-2)

+ 201131431, >mav1 S (2B1-2 + q1-2) — 3112% 13143 1, mpv1 S (2B1-2 + G1-2)
+ 21113 131410, 2 mgvi S (2B1-2 + q1-2) — Bl1 123131421, mgv1 S (2B1-2 + G1-2)
— 4l 131421, > myvaS (2B1 + Pa + q1-2) — 411 %127 3lle,*mavi S,

— 41212 131471, myv1 S + 21?3142 e, mavi S,

— 41121131421, 2 mov1 S (2B1 — Ba) — 4112123 13141, my11 S (B2)

— 2115131410, *mavi S+ 3111* 13141, mvi S

+ 411131410, *mavi S, — 311 1o* 13151, mave S

+41115° 13141, *myv1 S | — 3111p°1314%1e, myv1 Sg,

—21115% 13141, *mav1 S, + 311> 131471, mgv1 S

+ 211215313141, mgvi S (B2 — 241 +2q2) + 4111321421, 2 movaS (B2 + q1-2)
+ 41152142 e, mpva S (B2 — q1-2) + 8117122 1314lc, > mav1 S (B1 + G1-2)

— 412 1% 131421y mag1 S (B1 + q1-2) + 211212 3142 1e,ma S (O13)

~E3¢20 =61312°13%v2S (B2) — 2131231332 S (261 + B2 +241-2)

—611331,3v2S (B1 + q1-2) + 61415313325 (281 — B2 +241-2)

- 21415°15%v2S (41 — Pa + 4q91-2) + 61215157, S 5

+2D15° 13028 (B1 + 282 + q1-2) — 2113715 v2S (B1 — 4B2 + 71-2)
+4D115°15% v, S (21 — P2 + 2q1-2) + 2L 1321431, S

— 21415313214v2S (4B1 — 2B + 4q1-2) — 61331431, 2mav2S (B1 + q1-2)

— 21531331, 2myva S (2B1 + P2 + 2q1-2) + 412121321432 S (2B2)

- 21412° 1371428 (2B2) — 2111321432 S (2B1 + 2q1-2)

+41315° 1371428 (2B1 +2q12) + 41?157 1412 S,

+ 4141521331402 S (B1 + 2B + q1-2) + 61231331, 2m4 v S (B2)

— 8141521331412 S (B1 + q1-2) + 6121510, 2 mg 12 S (281 — B2 + 291-2)

— 21531331, 2myvaS (4B1 — P2 + 4q1-2) — 412121331422 S (2B1 + Bo +2G1-2)
+613°1310,2mava S+ 2153141, *mpvaS (B1 + 2B + q1-2)

= 21331431c,2mav2S (B1 — 4B2 + q1-2) + 8121213214212 S (B2)

+4115% 1421, > myvaS (21 — P +241-2) + 21321431, *mava S

+ 213132141, mgva Sy, — 200> 13%14le, *mavyS (481 — 2B +441-2)

+ 21531521421, mgv2 S (4B1 — 2B2 + 4q1-2) + 411321431, 2 mova S (2B2)

— 2153152141, > mgv2 S (2B2) + 612° 13214210, mg 12 S (2B2)

— 210132131, >myva S (2B1 + 2q1-2) + 41251321410, > mav2S (281 + 2q1-2)

— 61231321421, mgv2S (2B1 +2q1-2) — 2123133141, mgv2S (2B1 + 2 +2q1-2)

+ 412213314lc4zm41/25§w + 4122133141542m41/25 (B1+2B2+q1-2)

B.1 Mecanismo de 5 Barras
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+ 2152153147 ¢, mgvaSg,  — 215°15°14% e, myva S (B1 + 22 + 41-2)

= 21521531421, mgv2S (B1 — 4B2 + q1-2) + 212133 1yl m4 v S (B2)

— 8122133141, *mavaS (B1 + q1-2) + 212153 142 1e,mav2S (B1 + G1-2)

— 21531531410, myvaS (2B1 — Ba + 2q1-2) + 2123133141, mav2 S (4B1 — P2 + 441-2)
— 415133121, myvyS (281 + P2 + 2q1-2) + 8l213314% 1, 2mava S (B2) -

Ademas, se utilizan las siguientes variables auxiliares para simplificar las

ecuaciones:
q1-2 = 4q1 — 492,
B1-2 =1 — P2,

& =-— (123143 (C (4B1-2 +4q1-2) — 4C (61) + 3)) ’
G = (123143 (C (4B1-2 +4q1-2) —4C (61) + 3)) ,

_ (123143 (C (4ﬁ1 _ 4,32 + 4q1_2) —4C (2ﬁ1 - Zﬁz + 2[]1_2) + 3)) ’

== (112 8 -1),

F=— (2122142 (cos (61) — 1)) ,

fe = - (12152 (C (61) - 1)),

él 2612 +2q1-2,

éz =2b1 -by + q1-2,

03 =4B1 — B2 + q1-2,

04 =21 — 4B2 +4q1 — 442,

Os = B1 +2B2 — 241 + 242,

06 = 21 + B2 — q1-2,

é7 = ﬁl - Zﬁz + 2[]172,

Os = 1 +262 — q1-2,

69 = 461 — B2 +2q1-2,

010 = p1 = 2B2 + 12,

011 = 2B1 + q1-2,

012 = 2P2 — q1-2,

613 = P1—q1-2,

014 = 261 —4p2 + 2412,

é15 =2B1 —4B2 + 3412

- o
= W
| | I 1l

Udwadia-Kalaba

Finalmente, para el caso de las ecuaciones de Udwadia-Kalaba, falta definir el
vector de las ecuaciones de restriccién , i.e, de D(p)p = b, dicho vector estd dado
por estd dado

b=[b b" (B.9)

y los elementos de b son

b(1) =41 (q1 (Iz cos (B1 + 1) + 11 cos (91)) + f1l2 cos (B1 + q1))



— 42 (42 (Ig cos (B2 + q2) + I3 cos (q2)) + Pals cos (B2 + 42))
+p1 (P12 cos (B1 + q1) + 241 cos (B1 + q1))
— B2 (B2lacos (B2 + q2) + laga cos (B2 + q2))

b(2) =41 (41 (I sin (B1 + 1) + [1 sin (q1)) + 112 sin (B1 + 1))
— 42 (42 (Igsin (B2 + q2) + I3 sin (42)) + Bala sin (B2 + 42))
+B1 (Brlzsin (B1 + q1) + 241 sin (B1 + q1))
— B2 (Balasin (B2 + 42) + laga sin (B2 + 42)) -

B.2. Robot moévil diferencial

Euler-Lagrange + proyeccién

La matriz de inercias minima del sistema est4 dada por:

_ | Mryy My
Mrlp) = [mrlz m?zz] (310

y sus elementos estan dados por

4ly, 1% + Ip, 12 + 20y 1% + 4l myr? + Iy>myr?
My =——

4lb2 ’
r2 (—mblbz + Ibz + Zwa)
My, =— ,
e 4lb2
4ly, 1> + Ip, ) 4l myr? + Iy2myr?
Mpyy = e .
b

Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificado

Las matrices faltantes de la aplicacién de estas ecuaciones en el robot mévil
diferencial son:

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
S=[0 0 -sin(B) cos(O) 0 (B.11)
r 0 —cos(B) —sin(0) I
0 r —cos(0) —sin(6) -l
y su inversa es
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
T= |50 O g -D O gy
7 sin(6) r 51121(9) cos (9) _ sm2(6) _sin(0)
—_r I 0 1 _i
21 21, 21 2l

B.2 Robot mévil diferencial
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0 0

0 0
7sin(0)(p; cos(0)—0sin(0)) 7 sin(0)(¢p; cos(0)—-O sin(0))

N . 2 (B.13)
r cos(0)(¢p; cos(6)—0sin(6)) 7 cos(0)(¢p; cos(0)—0 sin(6))

2
r cos(0)(¢; cos(0)-0sin(0))  rcos(0)(¢; coﬁ(@)—@ sin(0))
2 2

La matriz de inercias minima del sistema estd dada por:

— mVll mVlZ
My(p) = [mm mm] (B.14)

y sus elementos estan dados por

_4lwy th +Ip, r2 + 2l r2 + 4lb2mwr2 + lbzmbrz

M = 41,2 ,
r2 (—mble +1, + Zwa)

e T aly? '

_ :4Iwylb2 + Ibzr2 + 20y, 12 + Al 2mer? + lbzmbrz.

41;72

Ecuaciones de Udwadia-Kalaba

Para el caso de las ecuaciones de Udwadia-Kalaba falta definir el vector de las
ecuaciones de restriccion , i.e, de D(p)p = b de las restricciones (6.27), dicho
vector estd dado por estd dado

—6 (xcos(0) + ysen(0))
b=|6 (yycos(0) — xsen(0)) (B.15)
0 (7cos(0) — xsen(6))
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