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“Analisis y evaluaciéon de diferentes formulaciones para
modelado dinamico de mecanismos robéticos”
por: Jaqueline I. Bernal Franco

Resumen

Para describir la configuracion de un mecanismo robético de n grados de libertad,
generalmente se emplean un conjunto de m coordenadas generalizadas que puede ser
minimo (m = n) o no minimo (m > n); en el Ultimo caso deben existir ciertas ecua-
ciones (mejor conocidas como restricciones) que relacionan las coordenadas generaliza-
das unicamente (restricciones holonémicas) o también con sus derivadas (restricciones
no holonémicas). Una vez definidas las coordenadas generalizadas para un mecanismo
robético, es posible obtener: (a) su modelo cinematico, el cual establece la relacién
entre tales coordenadas y la postura (posicién y orientacién) de algin elemento de in-
terés en el mecanismo, ademdas de (b) su modelo dindmico, que establece la relacién
entre las coordenadas generalizadas y las fuerzas y/o momentos externos aplicados al
mecanismo para llevar a cabo su movimiento. Desde el siglo XVII hasta la actualidad
han surgido diversas formulaciones para modelado dindmico de sistemas mecanicos. En
este trabajo de tesis, después de presentar los fundamentos del modelado cinemaético y
dinamico, se realiza un andlisis de las cuatro principales formulaciones encontradas en
la literatura: Newton-Euler, Euler-Lagrange, Hamilton y Kane. Estas cuatro formula-
ciones se utilizan en esta tesis para obtener el modelo dinamico de algunos mecanismos
simples que presentan diferentes tipos de restricciones, y se hace un estudio compara-
tivo. Adicionalmente, en el marco de este trabajo se llevé a cabo la obtencion de los
modelos cinematico y dindmico de un robot paralelo del tipo denominado 6-3-PUS,
que es comercialmente conocido como Hexapod; se implementaron en tiempo real dos
controladores para este robot, uno de ellos empleando el modelo cinematico y el otro
el modelo dinamico; los resultados experimentales fueron satisfactorios, lograndose asi
la validacién de los modelos obtenidos.
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“Analysis and Evaluation of Different Formulations for the
Dynamics Modeling of Robotic Mechanisms”
by: Jaqueline I. Bernal Franco

Abstract

To describe the configuration of a robotic mechanism with n degrees of freedom, we
generally use a set of m generalized coordinates that can be minimal (m = n) or non-
minimal (m > n); in the latter case there must be certain equations (better known as
constraints) that relate the generalized coordinates only (holonomic constraints) or also
with their derivatives (non-holonomic constraints). Once the generalized coordinates
for a robotic mechanisms are defined, it is possible to obtain: (a) its kinematics model,
which establishes the relationship between such coordinates and the pose (position and
orientation) of some element of interest in the mechanism, in addition to (b) its dynam-
ics model, which establishes the relationship between the generalized coordinates and
the external forces and/or moments applied to the mechanism to produce its motion.
From the 17th century to the present, several formulations have arisen for obtaining
the dynamics model of mechanical systems. In this thesis work, after presenting the
theoretical foundations of kinematics and dynamics modeling, we perform an analysis
of the four main formulations for dynamics modeling found in the literature: those of
Newton-Euler, Euler-Lagrange, Hamilton and Kane. These formulations are employed
in this thesis for obtaining the dynamics model of some simple mechanisms that present
different types of constraints, and a comparative study is performed. Additionally, in
the framework of this thesis, we obtain the kinematics and dynamics models of a par-
allel robot of the type called 6-3-PUS, which is commercially known as Hexapod; two
controllers were implemented in real time for this robot, one of them using the kinemat-
ics model and the other the dynamics model; the experimental results were satisfactory,
thus achieving the validation of the obtained models.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Conceptos basicos de mecanica

La mecanica es la rama de la fisica que estudia el movimiento y el equilibrio de los
cuerpos, asi como de las fuerzas que los producen. Un sistema mecanico es aquél
formado por cualquier conjunto de elementos, que pueden tener movimiento o no, pero
que interactian entre si a través de fuerzas (de contacto, gravitacionales, inerciales,
etc.).

Existen diferentes tipos de sistemas mecanicos, desde el mas simple, que seria una
particula de masa puntual, hasta complejos sistemas de cuerpos sélidos (rigidos o fle-
xibles) en contacto. Los conceptos dados a continuacién aplican a sistemas mecénicos
en general. La mayor parte de los conceptos bésicos presentados en ésta seccién fueron
tomados de (Soto, 2014).

1.1.1 Espacios de configuracion y coordenadas generalizadas

En este documento se define el espacio fisico como el espacio tridimensional que contiene
cualquier objeto material sobre el cual se aplican las leyes de la fisica clasica (y que se
denominard aqui como un objeto fisico). En su sentido mas amplio, este espacio fisico
abarcaria entonces el universo entero. Sin embargo, en mecénica clasica es comin aislar
los cuerpos bajo anélisis, reduciendo asi el espacio fisico de interés.

Para fines de analisis, el espacio fisico se modela mediante el espacio euclidiano de
dimensién tres, denotado por E3. Cabe recordar que un espacio euclidiano (un concepto
puramente matematico) es un espacio vectorial sobre los reales con una estructura
geométrica adicional, que le permite manejar tanto vectores como puntos.

Las coordenadas de un punto en un espacio euclidiano son independientes. Y en el
caso del espacio fisico esto se logra empleando el sistema de coordenadas cartesianas



(x,y, z) y su correspondiente marco de coordenadas ortogonal como marco de referencia.
Tal marco, denotado aqui como (XY, Z), tiene su origen en el punto O y sus ejes
X,Y y Z quedan determinados por los vectores unitarios &, ¥, v 2 € R3, indicando la
direccién en la que crecen las coordenadas x, y y z, respectivamente. Las coordenadas
de un punto en el espacio fisico, medidas con respecto a este marco de referencia, se
denominan aqui como coordenadas fisicas, y tienen unidades de longitud.

De acuerdo con lo anterior, un punto en el espacio fisico E? que tiene asociadas
las coordenadas fisicas (x,y, z), con respecto al marco Xo(X,Y, Z), se puede describir
también por medio de un vector de posicion r € R3 tal que

r=xx+yy+ 22

o, en forma compacta, como
X
T
p=|y|l=[z y 2
z

Por otra parte, se le llama configuracion de un sistema mecanico a la ubicacién en
el espacio fisico de todos los elementos del sistema en un instante de tiempo dado. Y
se le llama espacio de configuracion al conjunto formado por todas las configuraciones
posibles que puede tomar el sistema en cualquier tiempo.

Ahora bien, generalmente para describir la configuracién de un sistema se emplea
un conjunto de variables que determinan de manera unica la posicion de todos los
puntos del mismo. Si tales variables, digamos m en total, se agrupan en un vector
p € R™ entonces el espacio euclidiano R™ daria una representacion adecuada del
espacio de configuracién del sistema y cada elemento del mismo corresponderia a una
configuracion especifica.

Considérense los siguientes dos ejemplos:

Ejemplo 1 (Una particula libre) La configuracion de una sola particula puntual
queda determinada completamente por las tres coordenadas cartesianas (r,y,z) que
dan la posicion de la particula en el espacio fisico. FEl espacio de configuracion de
tal particula seria entonces todo el espacio R® y el vector [:E Y Z}T € R3 seria un
elemento de ese espacio.

Ejemplo 2 (Dos particulas libres) El sistema mecdnico estd ahora compuesto no
por una sino por dos particulas puntuales independientes, una con coordenadas (x1,y1, 21)
y la otra con coordenadas (2,2, z2) Tespecto al mismo marco de referencia. El espacio
de configuracion en este caso seria R3xR? = RS y el vector [:Bl Y1 21 T2 Yo 22:|T €
RS pudiera corresponder a un elemento de ese espacio (aunque también podria serlo el
vector [:Bl To Y1 Y2 21 22:|T € RY).



En general, un sistema formado por N particulas independientes (libres) en el es-
pacio fisico requiere 3N variables, y el espacio de configuracién de tal sistema serd
R3N. No obstante, si las particulas no se mueven libremente en todo el espacio, o bien,
existen relaciones entre ellas (que puedan ser descritas como expresiones mateméaticas
entre sus parametros) que reducen el nimero de parametros independientes, entonces
el espacio de configuracién se reduce también.

Ejemplo 3 (Una particula en el plano = = y) Considérese ahora el caso de una
particula que ya no se mueve libremente en tres dimensiones, sino que se ve forzada a
moverse en el plano definido por la ecuacion x = y en coordenadas cartesianas o, lo
que es lo mismo, por

x—y=0. (1.1)

En otras palabras, tal particula debe pertenecer siempre al conjunto dado por
P:{[:B y Z}TeRgzz—yzo} (1.2)

Notese que la ecuacion (1.1) establece una relacion de dependencia entre las va-
riables x e y, de modo que para describir la configuracion de esta particula ya no es
necesario especificar las tres coordenadas cartesianas sino sélo x y z (o bieny y z), ya
que usando (1.1) siempre serd posible obtener la coordenada faltante. Asi mismo, el
espacio de configuracion ya no es R3 sino sdlo el subconjunto de éste dado por (1.2),
que ademds resulta ser un subespacio vectorial isomdrfico al plano euclidiano R%. Efec-
tivamente, si se define un marco coordenado Lo(X',Y', Z') con el mismo origen O que
Yo(X,Y, Z) pero orientado de tal manera que el vector unitario &' pertenezca al plano
x =1y, entonces un elemento de tal espacio de configuracion podria ser descrito usando
solo las coordenadas ' (en la direccion del vector ') y z.

Un subconjunto de un espacio euclidiano R™ que se puede considerar, al menos
localmente, como isomérfico (con la misma estructura) a un espacio euclidiano R™, con
n < m, se dice que es una variedad de dimensién n en R™ (ver seccién 2.6). Asi, en
el dltimo caso estudiado se hablaria de una variedad de configuracion (que se denota
como M™ C R™).

El término coordenadas generalizadas se refiere a las variables que describen la con-
figuracién de un sistema con respecto a alguna configuracion de referencia. El adjetivo
“generalizadas” se usa para resaltar el hecho de que estas coordenadas representan
variables que describen la configuracién del sistema y no coordenadas en el sentido
tradicional, que dan la ubicacién de un punto en el espacio fisico.

Si se tienen m coordenadas generalizadas en un sistema, también es posible agrupar
tales coordenadas para formar un vector (especificamente, lo que se conoce como un
vector de coordenadas) pero perteneciente al espacio euclidiano R™. Asi, para fines de



este trabajo, definase el conjunto de m coordenadas generalizadas como {p1, p2, .. ., pm},
de manera que tales coordenadas se pueden agrupar en el vector

p=1[p p2 - pn]" ER™

En este sentido, las coordenadas generalizadas si determinan la ubicacion de un
punto pero no en el espacio fisico, sino en el espacio de configuracion, definido por R™.

Debe notarse entonces que el espacio de configuracién proporciona una manera de
visualizar el estado de un sistema mecanico como si fuera un punto en un espacio
de dimensién mayor. Ademds, una trayectoria (es decir, una curva parametrizada en
funcién de tiempo) en el espacio de configuracién de un sistema mecanico, describe el
movimiento de tal sistema en el espacio fisico.

Cuando se trata de un sistema de N particulas libres (como en los ejemplos 1 y
2) es comun emplear como coordenadas generalizadas las m = 3N coordenadas fisicas
asociadas (tres por cada una de las N particulas). Sin embargo, en ciertos casos puede
resultar mas ventajoso utilizar un conjunto de variables diferente al de las coordenadas
fisicas para describir el movimiento del sistema. Pero aunque asi sea, debe ser posible
obtener las coordenadas fisicas de cada una de las particulas a partir de las coordenadas
generalizadas empleadas. Por ejemplo si el sistema de N particulas libres es descrito
por el vector p € R™, entonces debe ser posible expresar las 3N coordenadas fisicas en
funcién de ese vector, es decir:

v =x1(p), y1=w(p), 21 =2(p), z2=22(p), ..., z2nv =2n(p)

Y aunque no siempre es facil encontrar las expresiones analiticas, también es posible
expresar el vector p en funcion de las coordenadas fisicas:

P = p($1>y1>zl>I2>"'>ZN)

Para un mismo sistema es posible emplear diferentes conjuntos de coordenadas
generalizadas. Y, en general, dados dos conjuntos de coordenadas generalizadas que
describien el mismo sistema, debe ser posible expresar un conjunto en términos del otro
(0, lo que es lo mismo, definir una transformacién de coordenadas generalizadas).

Por otra parte, se dice que un conjunto de coordenadas generalizadas es com-
pleto si los valores de las coordenadas correspondientes a una configuracion arbitraria
geométricamente posible son suficientes para definir la ubicacién exacta de todas las
partes del sistema (Chung, 2004).

En el caso del ejemplo 2, el conjunto {z1,x2,y1, ya, 22} seria un conjunto de coor-
denadas generalizadas incompleto, ya que con el mismo, no seria posible determinar la
ubicacion exacta de una de las dos particulas.
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Figura 1.1: Posibles coordenadas generalizadas para una varilla en el plano: (a)
(za,y4,0); (b) (x5,y5,); (¢) (za,ya, xp).(Soto, 2014).

Por otra parte, si un conjunto de coordenadas generalizadas no determina una tnica
configuracion, sino un nimero finito de configuraciones (que comparten los mismos
valores de las coordenadas) entonces se tiene un conjunto de coordenadas generalizadas
ambiguas.

Ejemplo 4 (Varilla rigida con movimiento en 2D) Considérese el caso de una va-
rilla rigida que se puede mover unicamente en el plano XY. Suponga que los extremos
de la varilla, de longitud L, quedan determinados por los puntos A y B, con coordenadas
(xa,ya) v (xp,yB), respectivamente (ver figura 1.1).

Debe resultar claro que para conocer completamente la configuracion de la varilla
basta con especificar las dos coordenadas de un extremo y el dngulo de inclinacion de
la varilla; en otras palabras, se pueden seleccionar como variables generalizadas a x 4,
ya y al dngulo 6, tal como se muestra en la figura 1.1(a).

En la figura 1.1(b) se muestra cémo es posible utilizar también un conjunto diferente
de coordenadas generalizadas para describir la configuracion del mismo sistema. En este
caso se seleccionaron las coordenadas xg, yg y el dngulo ¢ mostrado. Y notese que la
transformacion del conjunto de coordenadas de la figura 1.1(a) a la figura 1.1(b) estd
dada por:

xp=x4+ Lcos(0), yp=ya+ Lsen(0), ¢ =0+ g

Otra posible eleccion de coordenadas generalizadas para el mismo sistema seria la que
se muestra en la figura 1.1(c), en donde se ha seleccionado a xa, ya y rp. Sin embargo,
como se aprecia en la misma figura, esta seleccion de coordenadas generalizadas es
ambigua, puesto que es posible encontrar dos posibles configuraciones diferentes con los
mismos valores de x4, ya y xp. De hecho, es posible comprobar que la coordenada yg
debe satisfacer:

yp = ya £ /L — (x5 — 74)?

Para describir la configuracion de un sistema, es comin emplear conjuntos de co-



(X5, )3)

Figura 1.2: Mecanismo planar de dos eslabones.(Soto, 2014).

ordenadas generalizadas en las que cada coordenada es independiente de las otras. De
hecho, algunos autores afirman que las coordenadas generalizadas deben ser indepen-
dientes por definicién. Sin embargo, en este trabajo se tomard el enfoque de (Baruh,
1999), quien habla de coordenadas generalizadas independientes (o minimas) y coorde-
nadas generalizadas dependientes (redundantes, o no minimas).

Como una manera de distinguir a las coordenadas generalizadas minimas, en este
documento se les designard como ¢; (en vez de p;), con i = 1,2,...,n, donde n es el
numero de coordenadas generalizadas independientes; asi mismo, g € R™ sera el vector
de coordenadas generalizadas minimas.

Y debe notarse que, siempre que se emplee un conjunto de coordenadas generaliza-
das dependientes (p;), existiran relaciones matematicas (cominmente llamadas restric-
ciones de configuracion) que establecen esa dependencia entre tales coordenadas.

Ejemplo 5 (Mecanismo planar de dos eslabones) Considérese ahora el caso del
mecanismo de dos eslabones que se muestra en la figura 1.2, cuyo movimiento se realiza
en el plano X-Y . El primer eslabon, de longitud Ly, tiene un extremo fijo al punto O
(el origen del marco de coordenadas) y el otro extremo (punto B) rota con respecto a O;
el sequndo eslabon, de longitud Lo tiene un extremo unido al punto B y el otro extremo
(punto P) rota con respecto a B.

Debe resultar claro que la configuracion de tal mecanismo puede ser descrita fdcil-
mente empleando los angulos 01 y 02 que se muestran en la figura. Esta seria entonces
una conveniente seleccion de coordenadas generalizadas. Otra opcion seria emplear
como coordenadas generalizadas las coordenadas cartesianas del punto P, es decir xp y
yp, pero en este caso se tendrian coordenadas generalizadas ambiguas, ya que para una
misma posicion de P se tienen dos posibles configuraciones del mecanismo, tal como se
muestra en la figura 1.35.



Primera configuracion

Segunda configuracion

Figura 1.3: Dos configuraciones posibles para la misma posicién del punto P.(Soto,
2014).

Una tercera opcion seria emplear como coordenadas generalizadas las coordenadas
cartesianas de los puntos B y P, es decir xp, yg, xp y yp. Notese que en este caso
ya no se tiene ninguna ambigiedad, pero tal conjunto de coordenadas es redundante,
puesto que se tienen las siguientes relaciones entre las coordenadas seleccionadas:

sh+yp =131, vy (xp—ap)*+ (yp—ys)® = L3

Ahora bien, la razén de cambio de una coordenada generalizada p; (coni=1,2,...,
m) respecto al tiempo es llamada velocidad generalizada y es denotada por p;. Y el
espacio de dimensién 2m generado por las coordenadas generalizadas y las velocidades
generalizadas de un sistema mecénico es llamado el espacio de estados del sistema.

Un término también relevante en modelado de robots es el concepto de cuasi-
velocidad, que en general es una funcién que depende de p y p, pero cuya integral
no tiene necesariamente un significado fisico. Un ejemplo clasico de cuasi-velocidad es
la llamada velocidad angular.

Hasta ahora es posible concluir lo siguiente (Baruh, 1999):

1. Las coordenadas generalizadas, sean independientes o no, no constituyen un con-
junto unico. Esto en realidad es una gran ventaja y da mucha flexibilidad.

2. Se debe tener cuidado al seleccionar las coordenadas generalizadas, especialmente
coordenadas generalizadas independientes, para evitar redundancias y ambigiie-
dades. Una mala eleccién de las coordenadas generalizadas puede hacer que la
formulacion y la solucion del problema sean innecesariamente dificiles.
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Figura 1.4: Diagrama de un péndulo esférico.(Soto, 2014).

1.1.2 Restricciones cinematicas y grados de libertad

El nimero de grados de libertad (o, por simplicidad, gdl) de un sistema mecénico es
el nimero de variables independientes que determinan su configuraciéon. Como las
coordenadas generalizadas son justamente las que describen tal configuracion, el niimero
de grados de libertad es también el nimero minimo de coordenadas generalizadas que
se requieren para describir el sistema.

Sea n el nimero de grados de libertad de un sistema y m el nimero de coordenadas
generalizadas empleadas para describir su configuracion. Si m > n entonces deben exis-
tir r = m —n restricciones de configuraciéon. Dicho de otra manera, el nimero de grados
de libertad se puede obtener simplemente restando el nimero de coordenadas generali-
zadas (dependientes) que se empleen menos el nimero de restricciones de configuracién
entre ellas.

El nimero de grados de libertad es una caracteristica propia de un sistema mecanico,
y es independiente de las coordenadas utilizadas para describir su configuraciéon. En
otras palabras, a pesar de que se puede seleccionar el nimero y tipo de coordenadas
generalizadas en mas de una manera, el valor n = m — r es invariante.

Ejemplo 6 (Péndulo esférico) Considérese el péndulo esférico mostrado en la figura
1.4, y supongase en principio que la longitud L puede cambiar.

La configuracion del péndulo puede entonces ser descrita empleando como coorde-
nadas generalizadas, ya sea las coordenadas cartesianas x, y y z, o bien L, 0 y ¢ (lo que
seria equivalente a utilizar coordenadas esféricas). Estos dos conjuntos de coordenadas



estan matemdticamente relacionados por

x = Lcos(0)sen(¢)
y = Lsen(0)sen(¢)
z = —Lcos(¢)

y es claro que el niumero de grados de libertad es tres.

Ahora supongase que la longitud del péndulo es constante. En tal caso ya no tendria
sentido emplear L como coordenada generalizada; 6 y ¢ serian suficientes. Pero si se
emplean las coordenadas cartesianas, entonces, dado que el nimero de grados de libertad
se reduce a dos, existe una restriccion de configuracion, dada por

2? + % + 22 = L* = constante
que muestra que tales coordenadas (r, y y z) no son independientes.

Debe notarse que si el sistema mecéanico bajo estudio queda caracterizado por p
particulas moviéndose en un espacio de dimensién d, entonces el nimero de coordenadas
generalizadas serfa m = dp y, en caso de existir r restricciones de configuracién, el
numero de grados de libertad quedaria:

n=dp—r. (1.3)

Para terminar esta seccién, cabe mencionar que las restricciones de configuracion
(que reducen el espacio de configuracién de un sistema mecanico) son unicamente aque-
llas que se establecen entre los elementos del vector de coordenadas generalizadas no
minimas y que pueden ser igualadas a cero (es decir, si 7;(p) es una restricciéon de
configuracion entonces debe ser posible escribir v;(p) = 0).

Asi, las r restricciones de configuracién (o restricciones holonémicas) de un sistema
mecanico pueden ser agrupadas en un vector:

¥(p)=0€R". (1.4)

Por otro lado, en algunos sistemas mecdanicos las restricciones que se presentan involu-
cran también las velocidades generalizadas, es decir, tienen la forma general:

Y (p,p) =0€R (1.5)

la cual no puede ser integrada para obtener una restriccién de la forma (1.4). En este
caso se dice que se tienen restricciones no holonémicas de primer orden, las cuales
no reducen el espacio de configuraciéon (ni el nimero de gdl) pero si el espacio de
las velocidades generalizadas instantdneas. En otras palabras, aunque un robot con
restricciones no holonémicas puede moverse a cualquier postura dentro de su espacio



de configuracion, ese movimiento no lo puede realizar de manera instantanea, sin violar
las restricciones no holonémicas.

Un caso particular de restricciones no holonémicas de primer orden son las restric-
ciones pfaffianas, las cuales poseen la forma:

Y (p,p) = Alp)p +b(p) = 0.

Finalmente, algunos sistemas mecéanicos presentan restricciones que involucran tam-
bién a las aceleraciones generalizadas, es decir, tienen la forma:

¥'(p,p,p) =0 R’

pero tales restricciones no pueden ser integradas para obtener la forma (1.5), se habla
entonces de restricciones no holonémicas de segundo orden.

1.1.3 Cuerpos rigidos

Un cuerpo rigido es, por definicién, un objeto fisico con la caracteristica de que si se
toman dos puntos dentro del mismo, la distancia entre ellos se mantiene constante en
todo momento. En otras palabras, un cuerpo rigido es un objeto sélido no deformable.
Aunque se trata de una idealizacién, este concepto resulta ser muy 1til en el estudio de
mecanica de solidos.

Sean P, v P; dos puntos cualesquiera pertenecientes a un cuerpo rigido, con coorde-
J )
nadas (z;, i, 2i) v (%}, Y, 2;), respectivamente, respecto a un mismo marco de referencia,
y sea d;; la distancia entre esos dos puntos, es decir,

dij = \/(Ij —xi)? + (Y —vi)* + (5 — 2)% (1.6)

entonces, aunque el cuerpo se encuentre en movimiento, al ser rigido se debe cumplir
siempre que d;; es constante.

Ahora bien, es claro que un punto que se mueve libremente en el espacio (3D)
tiene 3 gdl, y si el punto estd restringido a moverse en un plano (2D) tiene sélo 2 gdl
(considerando, sin pérdida de generalidad, que el plano del movimiento es el z = 0,
entonces esa restriccion es la que reduce la dimensién del espacio de configuracion y
sélo se requieren las coordenadas = y y del punto para localizarlo). No obstante, un
cuerpo rigido que se mueve ya sea en 3D 6 2D tiene un nimero mayor de grados de
libertad que un punto. El siguiente analisis permite establecer ese nimero.
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Figura 1.5: Cuerpos rigidos en 2D (Soto, 2014): (a) con 2 puntos; (b) con 3 puntos; (c)
con 11 puntos.

Analisis de los grados de libertad de un cuerpo rigido en 2D

Considérese el caso de un cuerpo rigido que idealmente se mueve en un plano (2D).
Suponga que ese cuerpo estd constituido unicamente por dos puntos, P, y P, (ver
figura 1.5(a)); la distancia entre estos puntos, denotada por dj,, estaria dada por la
expresiéon (1.6) y serfa una restriccién en el sistema. Empleando la formula (1.3) con
d=2,p=2yr=1se concluye que este cuerpo rigido elemental tiene tres grados de
libertad. Este sistema es similar al descrito en el ejemplo 4, es decir, se pueden usar
dos coordenadas para localizar uno de los dos puntos y luego un angulo medido con
respecto a alguna referencia previamente definida, para localizar el segundo punto con
respecto al primero.

Suponga ahora que se agrega un tercer punto (Pj) al sistema (ver figura 1.5(b)).
Para que el cuerpo siga siendo rigido es necesario agregar ademas dos restricciones de
rigidez (las que hacen que dy3 y doz sean constantes). Al aplicar de nuevo la férmula
(1.3), ahora con p = 3 y r = 3, se observa que el numero de grados de libertad se
sigue manteniendo igual a tres. Esto se puede hacer extensivo a cualquier nimero de
puntos, ya que por cada punto que se agregue, con tal de mantener la rigidez del cuerpo
serd necesario agregar dos restricciones (por ejemplo, en la figura 1.5(c) se muestra un
cuerpo rigido con 11 puntos, que también tiene 3 gdl).

De lo anterior se concluye que cualquier cuerpo rigido (asi sea uno formado por un
ndmero infinito de puntos, es decir, un cuerpo rigido continuo) requiere tres grados
de libertad para determinar su configuracion, ya que definiendo la posiciéon de uno de
sus puntos (por ejemplo el centro de masa), y la inclinacién de la recta que une este
punto con cualquier otro punto del cuerpo previamente seleccionado, es posible localizar
cualquier punto del cuerpo rigido.

El andlisis anterior se puede extender a cuerpos que se mueven en 3D, como se
explica a continuacion.



Figura 1.6: Cuerpos rigidos en 3D: (a) con 2 puntos; (b) con 3 puntos; (¢) con 6 puntos.
(Soto, 2014).

Analisis de los grados de libertad de un cuerpo rigido en 3D

Supongase el caso de un cuerpo rigido formado por dos puntos, P, y P, pero donde
cada uno de estos tiene tres coordenadas (ver figura 1.6(a)) La aplicacién de la férmula
(1.3) se hace ahora con d =3, p =2y r =1, lo que lleva a que este sistema tiene 5 gdl
Y es facil verificar que esto es correcto, ya que tres de esas coordenadas independientes
dan la posicion de un punto, y una vez localizado éste, se requieren sélo dos angulos
para localizar el segundo punto con respecto al primero (estos dngulos corresponden
a dos de las coordenadas esféricas, ya que la tercera, el radio, corresponde a di y es
constante).

Al agregar un tercer punto (Ps), manteniendo la rigidez del cuerpo, se deben agregar
también dos restricciones (vedse la figura 1.6(b)). El resultado de aplicar la férmula
(1.3) en este caso da 6 gdl, los cuales corresponden a las cinco coordenadas requeridas
para localizar los dos primero puntos (e.g. P, y P,, como se explic en el parrafo
anterior) més un tercer dngulo, el cual permite definir la posicién del tercer punto, o
dicho de otra manera, la inclinacion del triangulo P;-P3;-P, con respecto al eje que une
los dos primeros puntos, respecto a alguna referencia previamente establecida.

Notese que al agregar nuevos puntos al cuerpo, con tal de mantener la rigidez de
éste, hay que asegurar que la distancia de cada nuevo punto a tres puntos cualesquiera
diferentes del cuerpo se mantenga constante; en otras palabras, por cada nuevo punto se
agregan tres restricciones de rigidez. En la figura 1.6(c) se muestra un cuerpo rigido con
6 puntos y 12 restricciones, por lo que se siguen manteniendo los 6 grados de libertad.

Se concluye entonces que, en el caso del movimiento en 3D, un cuerpo rigido requiere
de 6 gdl para determinar su configuracion. Basta con seleccionar tres puntos cualquiera
dentro del cuerpo: la posicién de uno de esos puntos (generalmente se selecciona el
centro de masa) da la posicién del cuerpo, mientras que para definir la orientacién se
requieren tres angulos, dos para localizar el segundo punto con respecto al primero y
uno mas para localizar el tercer punto con respecto a la linea que une los dos primeros



puntos.

Postura de un cuerpo rigido

A lo largo de este documento se denominard como postura (en inglés “pose”) a la
combinacién de la posicién y orientacién de un cuerpo rigido en el espacio.

Sea r € R? el vector de posicién de un cuerpo rigido que se mueve en un espacio
fisico de dimensién d (es decir, d = 2 si el movimiento es el plano y d = 3 si es el espacio
tridimensional). De acuerdo al anélisis anterior, es posible demostrar que la orietacién
de tal; cuerpo pertenece a una variedad de dimensién § = d(dz_ 1), la cual se denotara
aqui simplemente como M?®. Si 1) es en el elemento de esa variedad de orientacién
entonces se escribe ¥ € M? C R® donde s es el niimero de pardmetros usados para

describir la orientacién. Y si r y @ se agrupan en un vector & de manera que:

Ez{;]ERdxM‘;CRd” (1.7)

donde & es un elemento de la variedad que da la postura del cuerpo rigido, cuya di-
mension es:

d+5:d+d(d2—1) _ d(d;—l)

Se dice entonces que, en general, la dimensién del espacio de configuracion de la

L s . St d(d+1
postura de un cuerpo rigido que se mueve en un espacio fisico de dimensioén d, es %

1.2 Fundamentos de robodtica

Después de revisar algunos conceptos bésicos de mecénica, en esta seccion se muestra
su aplicacion al modelado de sistemas robéticos. Para esto, considérese que, en general,
un robot es un mecanismo automaético, controlado, reprogramable y capaz de posicionar
y orientar piezas, utiles o dispositivos especiales, siguiendo trayectorias definidas por el
usuario, para la ejecucién de diversas tareas. Su unidad de control incluye un dispositivo
de memoria y, ocasionalmente, de percepcién del entorno. Normalmente los robots
se emplean para realizar una tarea de manera ciclica, pudiéndose adaptar a otra sin
cambios permanentes en su estructura (Barrientos et al.,1997).

1.2.1 Componentes de un robot

Los robots se clasifican en dos grandes categorias:



e Robots manipuladores. Un robot manipulador se puede definir de manera sim-
ple como una estructura mecénica (o mecanismo) formado por un conjunto de
cuerpos rigidos (comunmente denominados eslabones) unidos por medio de arti-
culaciones que dan movimiento a la estructura. Ademads un manipulador gene-
ralmente cuenta con un eslabén fijo, conocido como la base, y un eslabén cuyo
movimiento es el que se desea controlar, el cual es denominado elemento final u
organo terminal.

e Robots mdviles. Un robot movil es un vehiculo que generalmente cuenta con
un sistema de propulsion auténoma y su movimiento es programado por medio
de control automatico ya sea en el mismo robot (control a bordo) o a distancia,
desde una computadora fija (control remoto). Dependiendo del medio en el cual se
desplazan, los robots méviles pueden clasificarse en: terrestres, aéreos, acudticos
y espaciales.

Los robots manipuladores son, por mucho, los més usados en la industria, al grado
b ) )
de que el término robot industrial se ha vuelto un sinénimo de robot manipulador.

Se le llama cadena cinemdtica a una sucesion de eslabones y articulaciones a través
de una estructura mecanica. Si un manipulador presenta sélo una cadena cineméatica
desde la base hasta el 6rgano terminal (es decir, tiene una cadena cinemdtica abierta)
entonces se tiene un robot manipulador serie (o serial). Por otro lado, si un manipulador
presenta més de un camino desde la base hasta el érgano terminal (es decir, tiene una
cadena cinemdtica cerrada) entonces se tiene un robot manipulador paralelo.

Pero ademas de la estructura mecéanica los robots manipuladores cuentan con:

e Actuadores que ponen en movimiento al manipulador por medio de las articula-
ciones; los motores empleados son tipicamente eléctricos e hidraulicos, y ocasio-
nalmente neumaticos.

e Sensores que miden el estado del manipulador (sensores propioceptivos) y, de ser
necesario, el estado de su entorno (sensores exteroceptivos).

e Un sistema de control (computadora) que permite controlar y supervisar el mo-
vimiento del manipulador.

Los robots méviles se consideran formados por los mismos elementos basicos (es-
tructura mecdnica, actuadores, sensores y sistemas de control) que los manipuladores.
Y, de hecho, aunque tienen diferencias estructurales y funcionales, los robots mani-
puladores y moviles tienen también caracteristicas en comin. Por ejemplo, en ambos
casos se busca controlar la postura de algin elemento de interés del mecanismo, pero
mientras que en los manipuladores ese elemento es el 6rgano terminal, en los robots
moviles es el robot movil en si.

Al trabajar con robots también son importantes los siguientes conceptos:



e Se dice que un robot es completamente actuado si el nimero de actuadores inde-
pendientes que posee es igual al nimero de grados de libertad del robot. Adema&s
un robot subactuado es aquel que tiene menos actuadores independientes que gra-
dos de libertad, y un robot sobreactuado es el que tiene mas actuadores indepen-
dientes que grados de libertad.

e Un robot es redundante si tiene mas grados de libertad que los que requiere para
realizar una tarea asignada. De este modo, si la tarea es controlar la postura
del elemento de interés, entonces el robot sera redundante si posee mas de 6 gdl,
en el caso de movimiento en 3D (6 3 gdl, si el robot es planar). Un robot no
redundante es el que tiene exactamente el nimero de gdl requeridos para la tarea
a realizar.

1.2.2 Articulaciones y movilidad

Un mecanismo robdtico esta compuesto por un conjunto de cuerpos rigidos que estan
conectados entre si. Si entre dos cuerpos rigidos adyacentes existe movimiento relativo
entonces se presenta lo que se conoce como un par cinemdtico (en inglés “kinematic
pair”).

Para fines de anélisis es posible considerar que uno de los cuerpos rigidos que cons-
tituye un par cinemético es fijo, mientras que el otro es mévil. Se presentan entonces
dos casos:

e Un par cinemdtico inferior (“lower kinematic pair”) es aquel en el que el contacto
entre los dos cuerpos adyacentes se da sobre una superfice, de manera que todos los
puntos en la superficie de contacto tienen siempre el mismo movimiento relativo
entre ellos.

e Un par cinemdtico superior (“higher kinematic pair”) es aquel en el que el contacto
entre los dos cuerpos adyacentes se da solo sobre un punto o una linea de contacto.

La figura 1.7 muestra algunos ejemplos de articulaciones que constituyen pares
cinematicos inferiores; éstas se encuentran principalmente en robots manipuladores.
Por otro lado, ejemplos de pares cinematicos superiores son los engranes y las levas, asi
como el contacto que tiene una rueda o una esfera rodando sobre una superficie.

En la figura 1.7 se indica el nimero de gdl de cada tipo de articulacién. El niimero de
grados de libertad de una articulacion indica el nimero de movimientos independientes
(libres) que se permiten entre los dos eslabones que une tal articulacién.

Debe notarse ademds que las articulaciones rotacional (tipo R) y prismética (tipo
P) tienen sélo un gdl (un movimiento de rotacién y traslacién, respectivamente) y
se consideran articulaciones basicas pues casi todos los demaés tipos de articulaciones
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Figura 1.7: Algunos tipos de articulaciones y sus grados de libertad.(Soto, 2014).

(excepto la helicoidal) se pueden obtener a partir de ellas; por ejemplo, una articulacién
cilindrica puede verse como la combinacién de una articulacién tipo P y una tipo R, y
una articulacion esférica combina tres articulaciones tipo R.

Cabe mencionar que para modelar un robot generalmente se seleccionan como co-
ordenadas generalizadas las variables que describen el movimiento en las articulaciones
del robot. En tal caso se dice que se emplean coordenadas articulares.

La mouwilidad de un robot indica la libertad de movimiento que éste posee. En el
caso de robots que poseen unicamente articulaciones con pares cinematicos inferiores el
anélisis de movilidad depende tinicamente de las restricciones cineméticas que imponen
todas las articulaciones.

Considérese un sistema formado por n cuerpos rigidos que se mueven en un espacio
fisico de dimensién d. Si cada cuerpo se moviera de manera independiente, el nimero
de grados de libertad de movimiento (o grados de movilidad) seria %, de acuerdo al
ultimo parrafo de la seccion 1.1.3, pero por cada articulacién que se agregue al sistema
(es decir, por cada acoplamiento que se haga entre dos cuerpos rigidos) el nimero de
grados de movilidad se reduce en un valor igual a @ — [, donde [ es el nimero
de grados de libertad que posee la articulacién que se agrega (asi, por ejemplo, en un
mecanismo que se mueve en 3D, una articulacién rotacional agrega cinco restricciones

holonémicas)

Lo anterior lleva a la siguiente expresion, conocida como férmula de Griibler, para
obtener el nimero de grados de movilidad W de mecanismos articulados (McCarthy,



Figura 1.8: Mecanismo planar de un grado de movilidad.

2011):

= A, S [HED ) :@m—m;zi. (1.8)

En la féormula anterior, n es el nimero de eslabones mdéviles, j es el nimero total
de articulaciones, [; es el nimero de grados de libertad de la articulacién i (para i =
1,2,...,7) v d es la dimensién del espacio en el que se mueve el mecanismo. Si algin
cuerpo rigido se mantiene inmévil (fijo), es obvio que éste no aporta movilidad.

Ejemplo 7 (Mecanismo planar de dos grados de libertad) El mecanismo planar
de la figura 1.8 se mueve en el plano, por lo que d = 2, tiene tres eslabones moviles

n=31yj =4, ya que existen cuatro articulaciones; debido a que todas las articulacio-

nes son rotacionales, l; = 1, para i = 1,2,3,4. Sustituyendo los valores anteriores en

(1.8), se obtiene que el nimero de grados de movilidad del mecanismo es 1.

Debe notarse también que un robot movil, aunque puede poseer articulaciones y
partes con movimiento relativo al robot en si, siempre habrd mas eslabones (méviles
todos) que articulaciones, y de acuerdo a la féormula (1.8), siempre tendrd al menos
@ grados de movilidad. Aunque esto pareciera indicar que el control de la postura
de un robot maévil es mas sencillo que el de un manipulador, en la practica no es asi, sino
lo contrario, esto se debe a que la distribucién de los actuadores en este tipo de robots

normalmente produce un movimiento que esta sujeto a restricciones no holonémicas.

1.2.3 Clasificacion de robots segun sus restricciones

Tal como se explicd en la seccion anterior, las articulaciones que unen los eslabones
en un mecanismo robdtico imponen restricciones al movimiento de éstos. Asi que, a
excepcion del caso ideal de un tnico cuerpo rigido que se mueve en el espacio, todos
los robots presentan restricciones. No obtante, si para describir el movimiento de un
mecanismo se emplea un conjunto minimo de coordenadas (y velocidades) generalizadas
entonces se puede considerar que el modelo de tal mecanismo no incluye restricciones
de ningun tipo en sus coordenadas. Se presentan entonces tres posibles casos:



Figura 1.9: Ejemplos de mecanismos con restricciones holonémicas (Soto, 2014).

Robots sin restricciones

En estos robots el nimero de coordenadas generalizadas (empleadas para modelar el
mecanismo) es igual al nimero de gdl del mecanismo, n, y ademas, g € R" y ¢ € R" son
empleadas como vectores de coordenadas y velocidades generalizadas, respectivamente.

Esta seleccién de coordenadas y velocidades generalizadas se realiza normalmente
en robots manipuladores seriales, donde cominmente se emplean las coordenadas ar-
ticulares para modelar el mecanismo del robot.

Robots con restricciones holonémicas

Como ya se ha explicado, en general si un mecanismo de n gdl es descrito por medio de
m > n coordenadas generalizadas, deben de existir » = m —n restricciones holonémicas
de la forma:

Y(p) =0 € R™™.

Como generalmente en los robots manipuladores se emplean las variables articulares
como coordenadas generalizadas, se considera que un robot con restricciones holonémicas
es aquel que tiene mas articulaciones que grados de libertad, tal como ocurre en un ma-
nipulador que tenga cadenas cinematicas cerradas. Ejemplos tipicos son entonces los
manipuladores paralelos y los robots con patas cuando al menos dos de ellas estdan en
contacto con el piso (Mistry & Righetti, 2012). En la figura 1.9 se muestran algunos
ejemplos de estos tipos de robots.



Robot con ruedas Mano multidedos

Figura 1.10: Mecanismos que presentan no holonomia debido a la primera causa.(Soto,
2014).

Robots con restricciones no holonémicas

Se pueden considerar tres causas que motivan el empleo de velocidades generalizadas no
minimas, sujetas a restricciones no holonémicas, en el modelado de sistemas mecanicos:

1. El contanto rodante entre dos cuerpos sin deslizamiento
2. La conservacion del momento angular de ciertos mecanismos y

3. Mecanismos robéticos bajo una operacion de control especial

Algunas ejemplos que se presentan debido a la primera causa son (ver figura 1.10):

e Robots moviles con ruedas y vehiculos donde el contacto rodante toma lugar entre
las ruedas y la tierra

e Manipulaciéon diestra con manos robdticas multidedos, donde la restriccién se
presenta en el contacto rodante de la punta de los dedos con los objetos.

La segunda causa de la presencia de restricciones holondmicas es cuando en el
movimiento de un sistema mecanico que presenta ciertas propiedades de simetria exis-
ten cantidades conservadas. Si estas cantidades conservadas, por ejemplo el momento
angular, no son integrables, estas cantidades pueden ser interpretadas como una res-
triccion no holonémica. La conservacién del momento angular produce una restriccion
diferencial que es no integrable.

Sistemas que caen en esta segunda clase son los sistemas multicuerpo que estan
flotando libremente, i.e., sin tener una base fija, por ejemplo (ver figura 1.11):



Robot espacial Robot saltarin

Figura 1.11: Mecanismos que presentan no holonomia debido a la segunda causa.(Soto,
2014).

e Robots manipuladores montados en estructuras espaciales.

e Robots brincadores, o un mecanismo que puedan imitar las maniobras de un
gimnasta o un clavadista (en fase de vuelo).

e Satélites con ruedas de reaccién para la estabilizacion de su orientacion.

Finalmente, la tercera causa de comportamiento no holonémico es la operacion de
un controlador en particular adoptada en algunas estructuras robdticas. Como ejemplos
ilustrativos se pueden mencionar (ver figura 1.12)

e Robots redundantes bajo un control de cinematica inversa particular.

e Sistemas robdticos subacuaticos y embarcaciones donde la propulsion hacia ade-
lante se permite solo en la direccién de senalamiento.

e Robots manipuladores subactuados.

Cabe mencionar que las dos primeras causas llevan a mecanismos con restricciones
no holonémicas de primer orden, mientras que la tercera causa produce restricciones
holonémicas de segundo orden.

1.3 Modelado de mecanismos roboticos

Un modelo es una representacién matematica de un sistema fisico, bioldgico, etc. Los
modelos permiten razonar sobre un sistema y hacer predicciones acerca del compor-
tamiento de éste. El modelo que se elija depende de las preguntas que se desean
responder, asi, puede haber varios modelos de un solo sistema, con diferentes niveles
de fidelidad en funcién de los fenémenos de interés (Astrom, 2008).

En el caso de sistemas mecanicos, dos tipos de modelos son de interés:
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Figura 1.12: Mecanismos que presentan no holonomia debido a la tercera causa (Soto,
2014).

e El modelo cinemdtico que atiende a la descripcion del movimiento del mecanismo
sin considerar las causas que lo producen. Existe el modelo cinematico de postura,
el modelo cinematico de velocidad y el modelo cinematico de aceleracién.

e El modelo dinamico si atiende a las causas que producen el movimiento de un
mecanismo.

A continuacion se describen con mayor detalle el modelo cinemético de postura, el
modelo cinematico de velocidad y el modelo dinamico, los cuales son de relevancia para
este trabajo de tesis.

1.3.1 Modelo cinematico de postura

El modelo cinemdtico de postura es el modelo que da la relaciéon entre las coordenadas
generalizadas p € R™ empleadas para describir la configuracion del mecanismo, y
las coordenadas empleadas para describir la postura del cuerpo rigido que se desea
controlar, las cuales pueden ser descritas por £, tal como en (1.7).

Es 1til mencionar que en un robot serial el cuerpo rigido de interés es el tltimo
eslabon, en el caso de un robot paralelo el cuerpo rigido de importancia es la plataforma,
y en un robot mévil es la base del robot.

Al modelo cinemaético que permite obtener, dadas las coordenadas generalizadas



(p € R™), las coordenadas de postura (£ € R3 x M3), se le llama modelo cinemdtico
directo de postura (MCDP) y se representa asi:

§=h(p).

Por otro lado, cuando el modelo cinematico permite obtener, dadas las coordenadas de
postura, las coordenadas generalizadas, el modelo es conocido como modelo cinemdtico
inverso de postura (MCIP) y se representa as:

p=h"'(£).

1.3.2 Modelo cinematico de velocidad

El modelo que da la relacion entre la primera derivada de las coordenadas generalizadas
p € R™ vy los vectores de velocidad lineal v € R? y angular w € R? del cuerpo rigido
de interés del robot, es conocido como modelo cinemdtico de velocidad.

Para obtener v y w a partir de p se emplea la siguiente expresion conocida como:
modelo cinemdtico directo de velocidad (MCDV):

[ v } = Ja(p)p (1.9)

donde Jg(p) € R5*™ es conocido como el jacobiano geométrico del robot (Sciavicco

& Siciliano, 2000). La matriz columna [ o7 w? }T define el estado de velocidad (o
“twist”, en inglés) del cuerpo.

Mientras que para obtener p a partir de v y w se emplea el modelo cinemdtico
inverso de velocidad (MCIV) dado por:

w

. v
p=%@ﬂ }-
donde J%(p) es la pseudoinversa derecha de Ja(p). Por otro lado, es titil reescribir la
ecuacién (1.9) como:
w Jo(p)

donde J,(p), Jo(p) € R3>*" son las matrices correspondientes a la contribucién de las
velocidades generalizadas p a las velocidades lineal y angular, respectivamente.

Por otra parte, considerando el vector de coordenadas de postura [ rT T }T €
R3 x M3, se tiene que la derivada del vector de posicién r € R3 es justamente la



velocidad lineal: P 5
r r
V== op p=J(p)p e

Y en el caso de 1 € M? C R?, se tiene

- d 0
b= = S = pp e R

con Jy(p) € R*™. De esta manera es posible escribir

¢ p Jp(p)} : :
=5 = =J 1.10
€ L/)] {Jw(P) P A(P)P ( )
donde J4(p) € RGT*™ puede calcularse a partir de:
_ 0h(p)
JA(p) - ap )

el cual para fines de esta tesis serd llamado jacobiano analitico del manipulador (Sci-
avicco & Siciliano, 2000). Dada una parametrizacién de la orientacién 4, es posible
encontrar una relacion lineal entre los vectores w y ¥. Es decir

w = Ty(p)h (L11)

donde Ty, € R*** es una matriz de transformaciéon que depende de la parametrizaciéon
de la orientacién empleada. Combinando (1.10) y (1.11), es posible escribir

m = Tu(p) LZZ] =Tu(p)Ja(p)p (1.12)

w

donde o
I
T — [3] [3,8] :| c RGX(3+S),
a(p) {0[3,3] Ty(p)

e I € R es la matriz identidad y Op ;) € R™ una matriz nula. Esta notacién serd
empleada en el resto del documento.

En el capitulo 3 (seccién 3.2), se menciona a detalle como calcular Ty (p) para
diversas parametrizaciones de la orientacién.

1.3.3 Modelado dinamico

El modelo dindmico es el conjunto de expresiones matematicas que establecen la relacién
del vector de coordenadas generalizadas p € R™, su primera derivada p € R™ y su
segunda derivada p € R™, con el vector de fuerzas generalizadas externas 7, € R™,



aplicadas al robot para llevar a cabo su movimiento.

Al igual que en cinemética, existen dos casos:

e El modelo dinamico directo (MDD) se enfoca en encontrar el movimiento resul-
tante del robot expresado en términos de p, p y p ante la aplicacion de las fuerzas
generalizadas externas 7.

e El modelo dindmico inverso (MDI) permite encontrar las fuerzas generalizadas 7,
requeridas para lograr un movimiento deseado del robot (que puede ser expresado
mediante p y sus derivadas).

Considérese un robot descrito por el vector de coordenadas generalizadas p € R™.
Si 7, € R™ representa el vector de fuerzas generalizadas aplicadas al robot, es decir:

Tp:[Tl Ty o Tm }TE]Rm,

donde 7; es la fuerza generalizada aplicada en la direccién de crecimiento de p;, entonces
el modelo dindmico directo es una funcién p : R™ — R3™ tal que

mientras que el modelo dinamico inverso seria:

T =p" (p, P, P).

Existen diferentes formulaciones para el modelado dinamico de mecanismos roboti-
cos, pero en todas ellas generalmente se requiere conocer las coordenadas de postura
y los vectores de velocidad lineal y angular de un marco coordenado, colocado en el
centro de masa (c.d.m) de cada eslabén que constituye el mecanismo.

Supoéngase que un mecanismo esta formado por b cuerpos rigidos, si al centro de
masa (c.d.m.) del cuerpo [ (con | = 1,2,....b) se le asocia un marco coordenado >,
entonces la postura del cuerpo [, con respecto al marco fijo ¥y, esta dada por:

P

donde el subindice [ indica que la postura (posicién y orientacién) es la del marco ¥
con respecto Y.

£ = { b } e R (1.13)

Ademas, los vectores de velocidad lineal y angular del marco Y;, con respecto al
marco Y, son v; € R3 y w; € R?, y éstos pueden ser obtenidos a partir de las derivadas
del vector de posiciéon p; y la parametrizacion de la orientacion 1, que se esté utilizando,



CcO1mao:

{ vl } = Je,(p)p € RS, (1.14)

Cabe mencionar que cuando se emplea un conjunto de coordenadas p y p inde-
pendientes, entonces m = n y el modelo dinamico es conocido como modelo dinamico
minimo del robot. Cabe resaltar que cualquier modelo dindmico no minimo puede ser
reducido a un modelo dindmico minimo, como se explicara a detalle en el capitulo 4 de
esta tesis.

Por otro lado, una representacién del modelo dindmico minimo de un robot, comun-
mente empleada en teoria de control es la siguiente:

M(q)g+C(q,q)q+g(q) =7,

donde q,q,q € R" representan los vectores de coordenadas articulares, su primera y
segunda derivada, respectivamente; 7, € R" es el vector de fuerzas externas aplicadas
a los actuadores en las articulaciones; M(q) € R™" es llamada matriz de inercias,
C(q,q) € R™" es la matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis, g(q) € R" es el vector
de fuerzas gravitacionales.

1.4 Formulaciones para modelado

En su acepcién mas general, una formulacion es simplemente el proceso de poner juntos
varios componentes en una relacién o estructura, de acuerdo con una férmula.

Este trabajo de tesis se enfoca al estudio de diferentes formulaciones para obtener el
modelo dinamico de robots. Para obtener el modelo dindmico de un robot se requiere
conocer primero el modelo cinematico, asi que en esta seccién se define lo que es:

e Una formulacién para la transformacion de coordenadas g — p.
e Una formulacion para modelado cinemaético.

e Una formulacién para modelado dindmico.

En los capitulos 3 y 4, se daran mas detalles sobre las diferentes formulaciones para
modelado cinematico y dindmico, respectivamente.

1.4.1 Formulaciones para la transformacion de coordenadas
q—p

Tanto el modelo cinematico como el modelo dinamico de un robot se pueden obtener en
términos del vector p € R™ de coordenadas generalizadas no minimas. Sin embargo,



generalmente se prefiere emplear modelos minimos, los cuales emplean un conjunto
minimo de coordenadas generalizadas (es decir, ¢ € R™ en vez de p € R™). Asi que es
necesario establecer claramente la relacion entre los vectores q y p.

Lo més sencillo es definir las coordenadas generalizadas minimas a partir de un
conjunto dado de coordenadas generalizadas no minimas. Esto se hace mediante la
funciéon o : R™ — R, tal que:

g =alp) (1.15)

La transformacion inversa estaria dada por:

p=a'(q)=a(q) (1.16)

con o : R"” — R™; sin embargo, esta funcién puede no estar bien definida (por ejemplo,
puede ser que una misma g dé varias posibles p) o incluso puede que no sea posible
expresarla en forma analitica (esto ocurre, por ejemplo, en el caso de los robots parale-
los), aunque el teorema de la funcién implicita asegura que si debe existir, al menos en
forma local (para una vecindad de cualquier g € R™ ).

Si o(q) se conoce, entonces debe ser posible derivarla con respcto al tiempo para
obtener:

p=A(q)q (1.17)
donde
A(q) = 8‘(’951") e R™xn (1.18)

se denomina aqui como matriz de proyeccion y es un elemento esencial para poder
aplicar el método de proyeccion, que permite reducir un modelo no minimo en uno
minimo.

En caso de que la funcién o (q) no sea conocida de manera explicita, debe emplearse
algin método indirecto para obtener la matriz A(q). Esto se explica en la seccién 3.3.

En resumen, los pasos para obtener la transformacién de coordenadas minimas a no
minimas (g — p) dada por (1.16) y (1.17) son:

1. Determinar si se conoce o es posible determinar la funcién p = o(q), o su inversa
q=o(p).

2. Identificar el vector de r = m — n restricciones vy(p, p) = 0 € R"; si se tienen sélo
restricciones holonémicas, entonces «(p) = 0.

3. Si se conoce la funcién o (p), entonces la matriz A(q) estd dada simplemente por
(1.18); si no, es necesario utilizar algin método indirecto (ver seccién 3.3) para
obtener A(q), a partir de las funciones a(p) y v(p) (6 v(p, p)).

El bloque inferior del diagrama de la figura (1.13) describe precisamente los pasos
anteriores.
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Figura 1.13: Diagrama representativo de una formulacién para modelado cinemético

1.4.2 Formulaciones para modelado cinematico

Para fines de esta tesis, una formulacion para modelado cinemadtico es una serie de pasos
que deben seguirse para obtener el modelo cinemético directo de posicion (MCDP), y
el modelo cinemético directo de velocidad (MCDV) de un robot.

Los pasos a seguir para obtener el modelo cinematico de un robot en general son
los siguientes:

1. Definir el vector de coordenadas generalizadas p a emplear, asi como su primera
derivada p, el marco fijo de la base del robot, y los parametros cinematicos
(geométricos) del robot (longitudes y angulos constantes necesarios para definir
la postura de los eslabones).

2. Seleccionar una parametrizacién (representacion matematica) para la postura del
elemento de interés &, y expresar esa postura en términos de las coordenadas
generalizadas &(p) (es decir, determinar el MCDP).

3. A partir del MCDP, obtener la velocidad lineal y angular del elemento de interés
empleando las ecuaciones correspondientes a la parametrizacién de la postura
seleccionada; en otras palabras, obtener el MCDV (ver seccién 3.1.2).

4. En caso de que las coordenadas generalizadas seleccionadas en el paso 1 sean
minimas, el proceso termina. En caso de que se hayan seleccionado coordenadas
no minimas, entonces, realizar la transformacién de coordenadas correspondiente
para obtener el MCDP y el MCDV empleando coordenadas minimas (método de
proyeccién); para ello se usan la funcién o(q) y la matriz A(q) descritas en la
seccién anterior.

La figura (1.13) ilustra todo el proceso para obtener el modelo cinemético directo de
postura y de velocidad. El método de proyeccion en este caso consiste simplemente en
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Figura 1.14: Diagrama de una formulacion dindmica cuya cinemética de cada eslabon
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sustituir p = o(q) y p = A(q)q en las expresiones del MCDP y el MCDV que emplean
coordenadas no minimas.

1.4.3 Formulaciones para modelado dinamico

En esta tesis, una formulacion para modelado dindmico es una serie de pasos que
tienen que seguirse para obtener el modelo dindmico inverso de un sistema mecanico.
Basicamente podemos encontrar dos tipos de formulaciones:

e Formulaciones con cinemdtica no minima: En este tipo de formulaciones se re-
quiere que para cada eslabon [ del robot el vector de coordenadas de postura
&, v los vectores de velocidad lineal v; y velocidad angular w; estén expresa-
dos en términos de coordenadas generalizadas no minimas. Una vez que se ob-
tiene el modelo dinamico empleando coordenadas no minimas, entonces se aplica
el método de proyeccion para reducir el sistema y obtener el modelo dindmico
minimo (véase figura (1.14)). Ejemplos de estas formulaciones son la formulacién
de Newton, Euler-Lagrange y Hamilton (ver seccién 4.4).

e Formulaciones con cinemdtica minima: En este tipo de formulacion es necesario
que el vector de coordenadas de postura, asi como los vectores de velocidad lineal
y angular de cada eslabén (es decir, &, v; y w;) estén expresados en términos
de coordenadas minimas para aplicar las ecuaciones de movimiento correspon-
dientes a la formulacién. Cuando es dificil de describir la cinématica empleando
coordenadas minimas, se emplea el método de proyeccién (véase figura (1.15)).
Un ejemplo de este tipo de formulaciones es la formulacién de Kane (ver seccién
4.4).
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Figura 1.15: Diagrama de una formulaciéon dindmica cuya cinemaética de cada eslabon
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Los pasos generales en las formulaciones para modelado dindmico de mecanismos
robdticos son los siguientes:

1. Obtener el vector de postura &;(p), asi como los vectores de velocidad lineal v(p) y
velocidad angular w(p) usando las expresiones correspondientes ((1.13) y (1.14)).

2. Aplicar las ecuaciones de movimiento dadas por la formulacién de modelo dindmico
elegida (ver capitulo 4).

3. En caso de que la formulacién empleada sea con cinematica no minima, y se desee
obtener el modelo minimo del robot, aplicar el método de proyeccién, empleando

a(q) y Alq).

En el capitulo 4 se explican a detalle cuatro formulaciones para modelado dinamico:
Newton-Euler, Euler-Lagrange, Hamilton y Kane; de estas formulaciones, las tres pri-
meras emplean la cinematica no minima de cada eslabén, mientras que el método de
Kane emplea la cinematica minima de cada eslabon.

1.5 Motivacion para el tema

1.5.1 Raices histdricas sobre modelado dinamico

El elemento mas simple estudiado por la mecédnica es una particula libre, siendo ésta un
cuerpo dotado de masa del que se hace abstraccion del tamano y de la forma, pudiéndose
considerar como un punto. Este concepto fue introducido por Isaac Newton en 1686,



en su obra: “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica” (Newton, 2017); en este
trabajo Newton dio a conocer sus tres leyes de la mecanica, las cuales aplico tinicamente
a particulas. Newton empled coordenadas cartesianas para modelar las particulas.

Transcurriendo un poco més de 50 anos, el matematico suizo Leonhard Euler publico
el primero de sus dos principios aplicados a mecanica de cuerpos rigidos, ahora conocidos
como leyes de Euler. Estos principios fueron deducidos de las leyes de Newton, para
un sistema compuesto de un conjunto de n particulas cuyas posiciones relativas no
cambian, es aqui donde naci6 el concepto de cuerpo rigido. Para ese tiempo, Euler se
aventuré a modelar cuerpos rigidos restringidos, para lo cual ya empleaba el concepto
de fuerzas de reaccién (Schiehlen, 2007). Las ecuaciones obtenidas son conocidas en
dindamica de sistemas multicuerpo como ecuaciones de Newton-Euler.

Un sistema de cuerpos restringidos fue considerado en 1743 por D’Alembert en
su “Traité de Dynamique”. D’Alembert logré deducir las ecuaciones de la dindmica
empleando métodos de estética, a partir del hecho de que si las fuerzas inerciales (dadas
por m2l) son sumadas a las fuerzas activas (incluyendo las fuerzas de reaccién de las

restricciones), tal sistema estd en equilibrio (McGill et al., 1991b).

Posteriormente, Lagrange combiné la idea de D’Alembert y el principio de trabajo
virtual empleado por Galileo en 1655 (McGill et al., 1991a), para obtener el principio de
D’Alembert-Lagrange, el cual establece que la suma del trabajo de las fuerzas activas
e inerciales en todo desplazamiento virtual es cero. Como resultado, Lagrange obtuvo
un conjunto de ecuaciones diferenciales de segundo orden.

En 1788, Lagrange establecié un analisis sistematico para sistemas con restricciones;
la aplicacién del cédlculo variacional a la energia cinética y potencial total del sistema,
considerando la restricciones cinematicas, resulté en las ecuaciones de Lagrange de
primera y segunda clase. Las ecuaciones de Lagrange de primera clase representan un
conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales (DAEs por sus siglas en inglés) en términos
de coordenadas generalizadas no minimas, mientras que las de segunda clase conducen
a un conjunto minimo de ecuaciones diferenciales ordinarias (ODEs, por sus siglas
en inglés) en términos de coordenadas generalizadas minimas. Notese que Lagrange ya
utilizaba el concepto de coordenadas generalizadas para modelar los sistemas mecanicos.

Fue en el ano de 1833 cuando Hamilton formuld, a partir de las ecuaciones de
movimiento de Lagrange (1788), un conjunto de ecuaciones de movimiento de primer
orden, las cuales permiten derivar principios de conservacion que son mas dificiles de
obtener a partir de otros enfoques (Ginsberg, 2008). También Hamilton empleé coor-
denadas generalizadas.

El primer uso de cuasi-velocidades para describir la dinamica, es atribuido a Heun,
Hamel y Appell. El resultado derivé en las ecuaciones de Gibbs-Appell, las cuales se
basan en el principio de Gauss, y datan del comienzo del siglo XX. El inconveniente
de las ecuaciones de Gibbs-Appell, es que es necesario el calculo de una funcién escalar
que depende de las aceleraciones lineales y angulares, la cual debe ser diferenciada, lo



que hace que el enfoque sea dificil de aplicar (Papastavridis, 1998; Baruh, 1999).

Otro enfoque que emplea el uso de cuasi-velocidades, para derivar las ecuaciones de
movimiento, son las ecuaciones de Kane (Kane & Levinson, 1985), sin embargo, en este
enfoque Kane llama a las cuasi-velocidades, velocidades generalizadas, lo que resulta
confuso. Una formulacion més reciente que hace uso de las cuasi velocidades, son las
ecuaciones de Boltzman-Hamel, también conocidas como ecuaciones de Lagrange con
cuasi-velocidades (Meirovitch, 1970).

En 1992, Udwadia y Kalaba propusieron una nueva formulacién basada en la se-
gunda ley de Newton (Udwadia & Kalaba, 1992). Esta formulacién, de igual modo
que la mecénica lagrangiana, hace distincién entre las fuerzas externas aplicadas y las
fuerzas internas de restricciéon, pero sin el uso de multiplicadores de Lagrange. La for-
mulacion de Udwadia y Kalaba toma en cuenta incluso las fuerzas que no obedecen el
principio de D’Alembert. Esta formulacién también emplea coordenadas generalizadas.

Como se aprecia en este recuento histérico, ain en los dltimos 200 anos (después de
las formulaciones clasicas de Euler, Lagrange y Hamilton), se ha llevado a cabo intenso
trabajo en la descripcién de la dindmica del movimiento restringido. La escuela rusa de
mecanica analitica también ha estado muy activa en esta area. En 1968, un mondgrafo
ruso en la materia listé més de 500 publicaciones (recientes en esos momentos) sobre el
tema (Neimark & Fufaev, 1972). En fin, los avances en materia de modelado dinamico
continuan, pero ahora el estudio ya no sélo es en cuerpos rigidos, sino también en
cuerpos flexibles y elasticos.

1.5.2 Estado del arte sobre evaluacion de formulaciones de la
dinamica

En la actualidad las formulaciones para modelado dindmico mas empleadas son las for-
mulaciones de Newton-Euler (N-E), Euler Lagrange (E-L), Hamilton y Kane. A lo largo
de los anos, diversos estudios que intentan evaluar las formulaciones més empleadas han
sido realizados.

En 1980, Kane y Levinson (Kane & Levinson, 2012) relizaron una comparacién
cualitativa entre el método de Newton-Euler, Fuler-Lagrange, Kane, Boltzmann-Hamel,
Gibbs-Appell y Hamilton, el estudio se fundamenté en el modelo dinamico de una nave
espacial.

Hollerbach (Hollerbach, 1980) desarrollé una forma recursiva de la formulacién La-
grangiana y compar6 este método con el formalismo de Newton-Euler (N-E), tomando
en cuenta las complejidades computacionales. Turney et al. (Turney et al., 1981) com-
pararon la complejidad computacional de las formulaciones de Lagrange, Lagrange
recursivo y N-E, considerando el nimero de eslabones en un brazo.

En (Baruh, 2000), Baruh clasificé las formulaciones en dos partes: las basadas en



principios variacionales vectoriales y las basadas en principios variacionales escalares.
El estudio comparativo realizado fue cualitativo y tomé en cuenta la formulacion de
Euler-Lagrange, Kane, Gibbs-Appell, Maggi y Boltzman-Hamel.

Featherstone ha llevado a cabo estudios detallados en la minimizacion computacional
de las ecuaciones dinamicas, mostrando como el costo de calcular la matriz de inercias
varia con la topologia del mecanismo (Featherstone & Orin, 2000; Featherstone, 1983;
Featherstone, 1999; Featherstone, 2005). Toz y Kucuk (Toz & Kucuk, 2011) reali-
zaron un estudio en el que analizaron 16 diferentes manipuladores de tres grados de
libertad empleando las formulaciones de N-E, E-L, y Hamilton, el costo computacional
de estas ecuaciones dinamicas fueron comparados en términos de las propiedades de las
articulaciones, las formulaciones y la geometria del espacio de trabajo del manipulador.

Sandino et al., en (Sandino et al., 2013) muestran un andlisis comparativo cuantita-
tivo de las formualciones de N-E, E-L. y Hamilton para el modelado de un helicéptero.
En este estudio se compard el tiempo necesario para generar el modelo dindmico, pero
también el tiempo necesario para ejecutar el cédigo.

En resumen, las evaluaciones reportadas en la literatura en las tltimas décadas sobre
las diversas formulaciones para obtener el modelo dinamico de robots son basicamente
comparaciones cualitativas; en algunos estudios se muestran las relaciones entre las
formulaciones, y se selecciona una de las formulaciones como la ideal para modelar
un mecanismo tomando en cuenta lo “complicado” que parecen ser las ecuaciones de
movimiento obtenidas.

Por otro lado, los estudios comparativos cuantitativos encontrados en la literatura,
se basan en el nimero de operaciones realizadas para obtener el modelo dindmico de un
robot en especial (comtinmente con estructura serial), y suelen descartar a las formula-
ciones como la de Euler-Lagrange por poseer en su estructura derivadas parciales; sin
embargo, en nuestros dias, con los avances tecnologicos, el obtener derivadas parciales
ya no es un problema, por lo que la formulacién de Euler-Lagrange (entre otras que
emplean derivadas parciales) puede ser comparada con las ecuaciones de Newton-Euler
también desde el punto de vista de eficiencia computacional.

1.5.3 Trabajos previos sobre modelado dindmico

En lo que se refiere al modelado dinamico, los investigadores de la linea de Mecatronica y
Control de la Division de Estudios de Posgrado e Investigacion del Instituto Tecnolégico
de la Laguna (ITLag), se han tenido que enfrentar a los retos de modelado de los
siguientes tipos de robots: seriales, redundantes, subactuados, paralelos, méviles con
ruedas, moviles aéreos, bipedos y humanoides.

Los primeros trabajos sobre modelado de robots fueron acerca de robots seriales,
asi que los primeros retos enfrentados fueron: el empleo de la formulacion de Newton-
Euler y de Euler-Lagrange para la obtencién del modelo dindmico (Kelly & Santibédnez,



2003; Ramirez, 2008; Soto, 2009), la utilizacién de software especializado para obtener
el modelo dindmico de robots con varios grados de libertad (Salinas, 2011; Sanchez-
Mazuca, 2014), y el estudio de pardmetros base para la obtencién de modelos mas
sencillos, con la finalidad de llevar a cabo la identificacion paramétrica y control de
estos robots (Sanchez-Mazuca, 2014). Los robots seriales estudiados han sido: las dos
versiones del robot Salviati, el robot CICESE de 2 gdl (réplica del que se encuentra en
ese centro de investigacion), un robot planar de 3 gdl y el robot Mitsubishi PA10-7CE
de Tgdl

Por otro lado, los avances en teoria de control motivaron el empleo de mecanismos
subactuados, y la necesidad de estudiar su modelo dinamico, como puede observarse en
los trabajos referentes a los sistemas: carro péndulo (Garcia, 2006), levitador magnético
(Ollervides et al., 2007)), péndulo invertido esférico (Alvarez, 2006), giroscopio (Oronoz,
2013), y pendubot (Sédnchez-Mazuca, 2014), entre otros, los cuales se encuentran en el
laboratorio de Mecatrénica y Control.

Motivados por la precision, rigidez y velocidad de respuesta que presentan los robots
de cadena cerrada, respecto a los robots seriales, el estudio de robots paralelos surgié en
el ITLag. Los trabajos sobre modelado dindmico de robots con cadena cerrada hasta el
2014 fueron referentes al robot paralelo 3BRRR (Reveles, 2011) y al llamado mecanismo
de cinco barras, tal como puede observarse en (Alvarado, 2010). En estos trabajo uno de
los problemas principales a resolver fue la identificacién de las singularidades dadas por
el modelo cinemético. Respecto al modelo dindmico, diversos vectores de coordenadas
generalizadas minimas y no minimas fueron empleados, asi como las formulaciones de
Euler-Lagrange y Newton-Euler.

Otros robots estudiados en los que se han aplicado diversas técnicas de control y
cuyo modelo dindamico ha sido 1til para llevar a cabo la simulaciéon e implementacion
de los controladores, son los robots méviles con ruedas y aéreos, en donde uno de los
retos de modelado enfrentados ha sido el tratamiento de restricciones no holonémicas.
Todos los trabajos de modelado realizados hasta el 2013 en el ITLag, respecto a robots
moviles, han sido desarrollados empleando la formulacién de Euler-Lagrange. Dentro
de los robots méviles con ruedas, cuya dinamica ha sido estudiada, estan: el Segway
RMP100 (Soto, 2014) y el Nexus (Séenz et al., 2015). Y en cuanto al estudio de robots
moviles aéreos estan un aviéon y un cuadrotor.

Otra gama de robots también estudiada es la de los robots bipedos y humanoides,
en los cuales debido a la necesidad del conocimiento de las fuerzas de reaccion en el
piso, la formulacién de Newton-Euler ha sido ampliamente utilizada. Cabe mencionar
que estos robots pueden ser modelados como robots paralelos o seriales, dependiendo
de si ambos pies se encuentran apoyados en el suelo o no, respectivamente.

Un importante avance en esta linea de investigacién es el empleo de software para
la obtencion numérica del modelo dinamico de robots humanoides, una vez teniendo
el modelo CAD del robot, tal como el paquete Webots, ya que este tipo de software



permite validar las ecuaciones del modelo dindmico obtenido de forma analitica. Al-
gunos trabajos sobre modelado dindmico de este tipo de robots realizados en el ITLag,
pueden encontrarse en (Alvarez, 2006; Martinez, 2011; Campos, 2011; Reyes, 2012;
Fierro, 2013), aplicados al robot bipedo construido en el ITLag (conocido como BipIT-
Lag), al robot Bioloid y al robot Nao.

1.5.4 Problemas detectados al inicio de la tesis

Durante los primeros semestres de este proyecto de tesis (que inicio en agosto del 2013),
se identificaron los siguientes puntos referentes al modelado dindamico de robots:

1. Poco conocimiento de las relaciones entre las principales convenciones de pa-
rametros de Denavit-Hartenberg, con tal de facilitar la obtencién del modelo
cinematico y su aplicacion al modelado dinamico.

2. La complejidad de los métodos clésicos para obtener el modelo dindmico de robots,
principalmente debido a la seleccién de las coordenadas generalizadas.

3. Poco conocimiento de algoritmos de programacién o paquetes de software para el
calculo del modelo dindmico de foma rapida.

4. Necesidad de la validacién del modelo dindmico de cualquier tipo de robot a través
de software.

5. Falta de una metodologia para la obtencién del modelo dindmico, que aplique por
igual a diferentes tipos de robots con restricciones holonémicas y no holonémicas.

6. Desconocimiento de otras formulaciones y algoritmos para la obtencion del modelo
dindamico de robots, con el fin de conocer cudl técnica permite obtenerlo de forma
mas facil y con una representacion sencilla y ttil para llevar a cabo control.

Todos estos puntos sirvieron de base para definir los objetivos de la tesis que se
enuncian en la siguiente seccién.

1.6 Objetivos de la tesis

El objetivo general de esta tesis es estudiar a fondo las principales formulaciones exis-
tentes para obtener el modelado dinamico de robots en general, con la intencién de
evaluar sus ventajas y desventajas en aspectos tales como la complejidad analitica o
la eficiencia computacional. Se espera que una parte importante del andlisis consista
en emplear diferentes conjuntos de variables generalizadas, ya sea parametrizaciones



de la postura conocidas (e.g., tornillos, cuaterniones duales, vectores en 6-D) o alguna
seleccién particular de variables de interés.

Los objetivos especificos de la tesis son los siguientes:

1. Estudiar los conceptos basicos y fundamentos tedricos sobre modelado dinamico.

2. Analizar las diferentes formulaciones para modelado dinamico de robots en gene-
ral.

3. Evaluar las diferentes formulaciones en forma cualitativa y cuantitativa.

4. Aplicar la teoria estudiada al modelado y control de sistemas robdticos reales.

1.7 Organizacion del documento

El resto de este documento de tesis se encuentra organizado de la siguiente manera:

En el capitulo 2 se explican los fundamentos matematicos requeridos para el desa-
rrollo de la tesis: definiciones generales, conjuntos numéricos, estructuras algebraicas,
vectores y matrices, teoria de funciones, transformaciones de coordenadas, sistemas de
ecuaciones y geometria diferencial.

El capitulo 3 es dedicado al estudio de la cinematica. Este capitulo comienza con
la descripcion de la cinematica de cuerpos rigidos y de diversas parametrizaciones de
la postura. Luego se muestra un analisis de las diferentes convenciones de parametros
Denavit-Hartenberg. Al final del capitulo se explica cémo obtener el modelo cinematico
de robots con cadena cinemaética abierta, de robots con cadena cinematica cerrada y
de robots méviles con ruedas.

En el capitulo 4 se explica lo referente al modelado dindmico de cuerpos rigidos
y mecanismos. Primero se definen los principios variacionales en los que se basan las
diferentes formulaciones de modelado dinamico, y enseguida se explica la dindmica
de cuerpos rigidos y mecanismos. Aqui se explican las cuatro formulaciones bésicas
(Newton-Euler, Euler-Lagrange, Hamilton y Kane) a detalle, asi como las relaciones
entre éstas. Finalmente, se incluye un breve estudio sobre otras formulaciones de mo-
delado dindmico empleadas en la literatura.

En el capitulo 5 se presenta la aplicacion de las cuatro formulaciones estudiadas a
un manipulador serial, un mecanismo de cinco barras y un robot mévil tipo diferencial,
los cuales son representativos de un robot sin restricciones, un robot con restricciones
holonémicas y un robot con restricciones no holonémicas, respectivamente. Al término

del capitulo se incluye un andlisis comparativo cuantitativo de las formulaciones estu-
diadas.



Por otro lado, en el capitulo 6 se muestra la obtencién del modelo cinematico y
dindmico de un robot paralelo recién adquirido en el ITLag, conocido como robot
Hexapod, asi como la validacién numérica de tales modelos. Enseguida se explica
la implementacién en el robot Hexapod de dos controladores que emplean el modelo
cinematico y dindmico en su estructura, y al final se muestran los resultados experi-
mentales, los cuales permitieron la validacién de los modelos obtenidos.

Por 1ltimo, en el capitulo 7 se exponen las aportaciones de la tesis y los problemas
ain por resolver.



Capitulo 2

Preliminares matematicos

Este capitulo estd destinado a presentar conceptos y herramientas basicas que seran
utiles en los capitulos subsecuentes. Teniendo en cuenta el grado de abstraccion de
algunos conceptos, se ha procurado presentarlos de manera clara aunque sin perder
el formalismo matemaético. Se incluyen también algunos ejemplos sencillos cuando se
requiere. La mayor parte del material ha sido extraido de libros y enciclopedias de
matematicas, asi como de textos diversos sobre sistemas no lineales. Las principales
fuentes de consulta en este capitulo son (Campa, 2005; Antsaklis & Michel, 2006;
Stratton, 1941; Fleisch, 2012; Lanczos, 2012; Larson, 2006).

2.1 Conjuntos numeéricos
Los conjuntos numéricos empleados en esta tesis se describen a continuacion:

e El conjunto de todos los nimeros enteros positivos y el cero es conocido como
conjunto de los numeros naturales. Este conjunto se denota con el simbolo N y

pueden escribirse como:
N={0,1,2,3,...}.

e Al conjunto formado por los enteros negativos, el nimero cero y los enteros po-
sitivos se le llama conjunto de los numeros enteros. Este conjunto se denota con
el simbolo Z y se pueden escribir como:

Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}.

e Los numeros racionales son los nimeros que resultan de la razén (division) entre
dos niimeros enteros, siempre y cuando el divisor sea diferente de cero. El conjunto
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de los nimeros racionales se denota como Q, asi que
_ _ P
@:{r—g-p,qEZ,q%O}-

e Los numeros decimales que no pueden ser expresados como la razén de dos en-
teros son conocidos como numeros irracionales y son denotados por Q. Algunos
ejemplos de nimeros irracionales son: /5, Ty /2.

e Kl conjunto formado por los nimeros racionales y los nimeros irracionales se
denomina conjunto de los niumeros reales y se denota como R, es decir R = QUQ.

e Se les llama numeros complejos a los nimeros que son expresados en la forma
x + iy, donde z y y son nimeros reales e i> = —1. El conjunto de los niimeros
complejos se denota por C, de modo que:

C={z=2+iy:z,ycR,i*=—1}.

e Se le llama numeros duales a los nimeros que son expresados en la forma x + oy,
donde z y ¥ son nimeros reales y o es un nimero diferente de 0, tal que o2 = 0.
El conjunto de los nimeros duales se denota por D, de modo que:

D={:=2+o0y:z,y €R,0*=0}.

e Se le llama cuaterniones a los nimeros que pueden ser expresados en la forma:
a+ib+ jc+ kd, donde a,b,c,d € R y los elementos i, j y k satisfacen: i? = j2 =
k* = —1,eij =k, jk =i, ki = j. El conjunto de cuaterniones se denota por H,
de modo que:

H={a+bi+cj+dk:a,bcdcR,i*=j>=k=—1,ij=Fk,jk=1ki=j}

2.2 Estructuras algebraicas

Se dice que un conjunto de nimeros S es cerrado bajo una operacion binaria *, si para
todo a,b € S se tiene que a xb € S. Por ejemplo, el conjunto de los numeros naturales
es cerrado bajo las operaciones de adicién (+) y multiplicacién (x), pero no lo es en
general para la sustracion y la division.

Grupo

Un grupo (G, ) se define como un conjunto G que es cerrado bajo la operacién binaria
x, v que satisface los siguientes axiomas, Va, b,c € G :



o Asociatividad: (a*b)*xc=ax (bx*c).
o Llemento identidad: de € G:axe=exa = qa.

e FElemento inverso: 3d € G : a*xd = d*a = e (el elemento identidad).
Si ademas de los axiomas anteriores se satisface también el siguiente:
o Conmutatividad: axb=>bxa

se dice que el grupo es abeliano. Por ejemplo, los nimeros reales forman un grupo
abeliano bajo la adicién, pero ni siquiera forman un grupo bajo la multiplicacién, ya
que el cero no tiene inversa multiplicativa.

Anillo

Un anillo (R, +, X) es un conjunto R que es cerrado bajo las operciones de adicién (+)
y (x), y satisface los siguientes axiomas Va, b, ¢ € R:

Asociatividad aditiva: (a+b) +c=a+ (b+ c).

Conmutatividad aditiva: a +b="5b+ a.

Identidad aditiva: 30 e R:0+a=a+0=aq.

Inversa aditiva: 3—a € R: a+ (—a) = (—a) +a = 0.

Asociatividad multiplicativa: (a x b) x ¢ =a x (b X ¢).

Distributividad: a x (b+¢) = (axb)+(axc)y (a+b) xc=(axc)+ (bxc).

Se puede decir que un anillo es un grupo abeliano con una segunda operacién que es
asociativa y distributiva sobre la operacién del grupo abeliano. El ejemplo mas comin
de anillo son los niimeros enteros; otros ejemplos que son de interés en esta tesis, son
los niimeros duales y los cuaterniones.

Campo

Un campo (F,+, X) es un conjunto F' que es cerrado bajo las operaciones de adicién
(+) y multiplicacién (x ), tiene un elemento identidad aditivo (0) diferente del elemento
identidad multiplicativo (1) y satisface los siguientes axiomas, Va,b,c € F":

o Asociatividad aditiva: (a +0b) +c=a+ (b+ c).



o Conmutatividad aditiva: a+b = b+ a.

o Identidad aditiva: 30 € F: 0+a=a+0=a.

e [nversa aditiva: 3—a € F:a+ (—a) = (—a)+a=0.

o Asociatividad multiplicativa: (a X b) x ¢ =a x (b X c¢).
o Conmutatividad multiplicativa: a X b =b X a.

o [dentidad multiplicativa: 31 € F:ax1=1Xxa =a.

o Inversa multiplicativa (excepto para 0): Ya € F — {0}, Ja™ € F :axa™! =

al'xa=1.

e Distributividad: a X (b+c¢)=(axb)+(axc)y (a+b) xc=(axc)+ (bxc).

Se puede decir que un campo es un conjunto de nimeros que es cerrado para las
operaciones de adicién, multiplicacion, sustraccién y division (diferente de cero). La
condicién 0 # 1, 0,1 € F asegura que un campo debe tener al menos dos elementos.
El campo mas pequeno es entonces el de los nimeros binarios, donde las operaciones
basicas del campo de los binarios son “XOR” y “AND”. Otros ejemplos de campos son:
los nimeros racionales (Q), los nimeros reales (R) y los nimeros complejos (C), con
las operaciones de adicién y multiplicacién convencionales. Los cuaterniones (H) y los
numeros duales (D) no forman un campo, pues los primeros no satisfacen el axioma de
conmutatividad multiplicativa y los segundos no cumplen con la inversa multiplicativa
Vz € D—{0}.

Espacio vectorial

Un espacio vectorial (V,+,+) sobre un campo (F, 4, X) es un conjunto V', cerrado bajo
las operaciones adicidn vectorial (+ : V xV — V) y multiplicacion escalar (- : FxV —
V), vy que ademds satisface las siguientes propiedades, Va,b € F, Vu,v,w € V:

1. Asociatividad aditiva: u + (v + w) = (u + v) +w.
2. Conmutatividad aditiva: v+ w = w + v.

3. Identidad aditiva: 30 €V :Yv eV, v+ 0 = v.

4. Inversa aditiva: Yo € V, 3—v eV :v+ (—v) =0.
5. Asociatividad multiplicativa: a - (b-v) = (aXb) - v.

6. Identidad multiplicativa: 31 € F:Yv eV, 1 -v =w.



7. Distributividad sobre la adicion vectorial: a-(v+w)=a-v+a- w.

8. Distributividad sobre la adicion del campo: (a+b) - v =a-v+b-v.

Los elementos de un espacio vectorial se conocen en general como vectores. Una
base de un espacio vectorial V sobre F', se define como un conjunto de wvectores bdsicos
€1, €y, ...,6, €V que son linealmente independientes y que generan (“span’ en inglés)
el espacio V. Consecuentemente, si {€;,€,...,€,} es un conjunto de vectores en V'
entonces esos vectores forman una base si y sélo si todo v € V' puede ser escrito en
forma tinica como

V= a1é1 + agég + ...+ anén

donde ay,as, ...,a, € F. Un espacio vectorial tendra muchas bases diferentes, pero
hay siempre el mismo nimero de vectores basicos en cada una de ellas. El nimero de
vectores basicos es llamado la dimension de V.

Si F' es el campo de los nimeros reales R, entonces se habla de un espacio vecto-
rial sobre los reales. El ejemplo méas comin de un espacio vectorial sobre los reales
es el espacio euclidiano de dimension n, denotado por R™. Otros ejemplos de espa-
cios vectoriales sobre los reales son los nimeros complejos, los nimeros duales y los
cuaterniones.

Sean U y V dos espacios vectoriales sobre el mismo campo F, y sea f : U — V una
funcién invertible tal que

Flax +by) = af(x) +0f(y)

para todo x,y € U y todo a,b € F, entonces se dice que f es un isomorfismoy Uy V
son isomorficos, es decir, son esencialmente idénticos.

En general, dos espacios vectoriales sobre los reales son isomérficos si y sélo si tienen
la misma dimensién. Por ejemplo, los nimeros complejos definen un espacio vectorial
sobre los reales de dimensién dos, que es isomérfico al espacio vectorial real R?, esto se

escribe:
C=R? (2.1)

Los espacios vectoriales (o espacios lineales) y las transformaciones entre ellos son
el objeto de estudio principal de la llamada dlgebra lineal.

Algebra sobre un campo

Sea (V, 4+, ) un espacio vectorial sobre un campo (F, 4, X ). Si se define una operacién
multiplicacion vectorial (x : V x V' — V) tal que V sea cerrado bajo esa operacion, y
satisfaga las siguientes propiedades, Va € F, Vu,v,w € V:

o Distributividad: (u+v)*w=usw+vswyux*(v+w) =u*v+u*w.



e Bilinearidad: (a-u)*xv=ux*(a-v)=a- (ux*v).

entonces se tiene un dlgebra (V,+, -, %) sobre el campo (F,+, X).

Notese que un dlgebra no requiere ni asociatividad ni conmutatividad en la multipli-
cacion de vectores, es por eso que pueden definirse dlgebras no conmutativas 'y dlgebras
no asociativas. Por ejemplo, el dlgebra de matrices es asociativa, pero no conmutativa.

Un tipo interesante de dlgebras no asociativas y no conmutativas son las dlgebras
de Lie, que satisfacen las siguientes propiedades, Vu, v, w € (V, 4+, -, *):

o Antisimetria: u * v = —v * Uu.

e Identidad de Jacobi: u* (v*w)+w* (u*xv)+v* (w*u)=0.

Un ejemplo comiin de un algebra de Lie es el espacio euclidiano R?, con la multi-
plicacion vectorial dada por el producto cruz de vectores.

2.3 Algebra lineal

2.3.1 Vectores y matrices
Definicién de vector y matriz

El espacio euclidiano R" es el conjunto de vectores « de dimension n, formados por
n-adas de nimeros reales en forma de columna:

T
2 er
Tn,
donde x1,x9, -+, x, € R son las coordenadas del vector . Similarmente, se denota por

R™™ al conjunto de matrices A formadas por arreglos de nimeros reales ordenados
por n renglones y m columnas:

ailx Qai2 -+ Qim

Q21 Q22 -+ Q2m
A=Aajy=1 . | | e R

p1 An2 - Qpm

En general, el espacio de matrices R™™" es isomorfico al espacio de vectores R™™,
y tiene por tanto dimension nm. Nétese también que un vector es simplemente una
matriz columna, es decir, con m = 1.



Tipos de matrices

Una matriz A € R™" es cuadrada si n = m. Una matriz cuadrada A = {a;;} €
R™ ™ es diagonal si a;; = 0 para todo 7 # j. Una matriz diagonal sera denotada por
diag{ai1, a0, ..., an,} € R™"™. En el caso en que aj; = agy = -+ = ayny, = a, la matriz
correspondiente se denotard por diag{a} € R™*".

El conjunto de matrices diagonales de n xn forma un espacio vectorial, de dimensién
n, sobre los reales. Una matriz diagonal de particular utilidad es la matriz identidad,
definida como Ip,) = diag{1} € R™" y la matriz nula: Oy, , = diag{0} € R™*".

La matriz transpuesta de A € R™™_ denotada por AT € R™*" es la que se obtiene
al intercambiar los renglones y columnas de A. Una matriz cuadrada A € R™" es
simétrica si es igual a su transpuesta, es decir, si A = AT, mientras que es antisimétrica
si A= —AT. Nétese que, dada una matriz cualquiera A € R"*™, las matrices ATA €
R™*m v AAT € R™" son simétricas. Es facil comprobar que los conjuntos de matrices
simétricas y antisimétricas forman subespacios vectoriales de R™*™, cuyas dimensiones
son gn(n+ 1)y 3n(n — 1), respectivamente. Por ejemplo, la matriz simétrica

Tr1 T2 T3
Ty T4 Ty € R3x3
xr3 Ts Te

es claramente isomérfica a RS, por lo que su dimensién es 6. El conjunto de matrices
antisimétricas de n x n es de importancia y se denomina so(n), es decir:

so(n) = {AcR™: A=—-A"}

El rango de una matriz A € R™™  denotado por rank(A), se define como el
méximo nimero de renglones (o columnas) linealmente independientes de A. En gene-
ral, rank(A) < min{m,n}. Si rank(A) = min{m, n} se dice que A es de rango completo
(full rank).

Una matriz cuadrada A € R™ " es singular si su determinante es nulo, i.e., si
det(A) = 0; si det(A) # 0, entonces A es no singular y su matriz inversa, A=1 € R™"
cumple AA™! = A7'A = I; ademids (A~ = (AT)"1 = AT,

El conjunto de matrices cuadradas no singulares forma un grupo bajo la multipli-
cacién matricial convencional. Este grupo es denominado grupo lineal general, GL(n):

GL(n) = {A € R™™ : det(A) # 0}. (2.4)

La operacion inversa de matrices puede extenderse al caso de matrices no cuadradas,
siempre y cuando sean de rango completo. Si A € R™™ n > m y rank(A) = m,



entonces existe una matriz pseudoinversa izquierda de A, AlT € R™*" dada por

1

Al = (ATA) T AT
tal que AJA =T € R™™. Si por el contrario, n < m y rank(A) = n, entonces se tiene
la matriz pseudoinversa derecha de A, Al € R™*™;

Al = AT (447) (2.5)

tal que AA! = I € R™". Es facil demostrar que si n = m y rank(A) = n (o lo que es
lo mismo, det(A) # 0), entonces Al = Al = A1,

Una matriz cuadrada A € R™" que satisface que ATA = AAT = I se dice que
es ortogonal. Obsérvese que si A es ortogonal, entonces A~! = AT, El conjunto de
matrices ortogonales de n X n se denota por O(n), es decir:

O(n) = {AcR™™: AAT = ATA=1}.

O(n) no forma un espacio vectorial, pero si un grupo, bajo la operacién multiplicacién
matricial, y es llamado el grupo ortogonal. El determinante de una matriz ortogonal
puede ser 1 6 —1. El conjunto de matrices ortogonales de n x n con determinante igual
a 1 es también un grupo multiplicativo, conocido como grupo especial ortogonal, SO(n):

SO(n) ={A € O(n) : det(A) = 1}.

Una matriz cuadrada A € R™*™, no necesariamente simétrica, es definida positiva,
y se escribe A > 0, si:
x’Ax > 0, Vx # 0 € R".

Cualquier matriz simétrica y definida positiva A = AT > 0 es no singular; por tanto
su inversa existe. Mas atin, A = AT > 0siy sélosi A7t = (A71)T > 0. Una forma
sencilla de determinar la positividad de una matriz simétrica A = {a;;} es empleando
el llamado teorema de Sylvester, que establece que A > 0 si y s6lo si se cumple que

detlai1] > 0, det [ i i } >0, ..., det[4] > 0. (2.6)

a21  a22
Una matriz cuadrada A € R™*" es semidefinida positiva, y se escribe A > 0, si:
xTAx >0, Ve € R".

Una matriz cuadrada A € R™*" es definida negativa si — A es definida positiva, mientras
que es semidefinida negativa si —A es semidefinida positiva.



Productos de vectores

Dados dos vectores &,y € R", el producto interior (producto escalar o producto punto),
- R® x R" — R, se define como:

1
w'yzzl'iyi:[l'l Ty e Ty | y:2 =z'y e R.

=1 :

Yn

El producto interior permite definir la norma euclidiana de un vector x € R", denotada
por ||x||, como:

Propiedades ttiles de la norma euclidiana son, Va,y € R™:

o [z| — |lyl| < |lz+yl < ||+ |ly|| (desigualdad del tridngulo). 2.7
o |xTy| < ||z||||y| (desigualdad de Schwartz).

En el caso particular del espacio R? se tiene también el producto exterior (producto

vectorial o producto cruz) de dos vectores &,y € R3, x : R? x R? — R3 que se define
como:

T n T2Ys — T3Y2
xxy= |2y | x| y2 | = | w3y1 — 2193 | € R
X3 Y3 T1Y2 — T2U1

Alternativamente, se puede escribir  x y = S(x)y, donde, para un vector & =
[ 21 22 3 }T € R3, la matriz S(x) se define como:

0 —X3 )
s 0  —x; | €5s0(3) (2.9)
—XT2 X1 0

que es una matriz antisimétrica. Asi que S(-) se puede ver como un operador matricial
S(-) : R — so(3).



El operador S(-) satisface las siguientes propiedades, Ve, y, z € R3:

S(x)" = S(—=x)=-9(=x), (2.10)
S(x)(y+2z) = Sx)y+ S(x)z, (2.11)
S(x)y = —-S(y)=, (2.12)
S(x)x = 0, (2.13)
y'S(x)y = 0, (2.14)
x'S(y)z = 2T'S(x)y, (2.15)
S(x)S(y) = yx' —xyl, (2.16)
S(S(x)y) = yx' —xzy”. (2.17)

Valores y vectores propios

Considérese la transformacion lineal de un vector u € R", establecida por una ma-
triz cuadrada A € R"*". Si el vector resultante de la transformacién tiene la misma
direccion de u (con u # 0), entonces

Au = \u. (2.18)
donde, en general, A € C. La ecuacién (2.18) puede ser reescrita como

(M — A)u = 0. (2.19)

Para que el sistema homogeneo de ecuaciones (2.19) tenga una solucién diferente de
la trivial, se debe tener

det (\[ — A) =0

que es la ecuacion caracteristica de A. Las n raices de esta ecuacién, denotadas A\ {A},
M{A}, ..., M{A} son los valores propios (valores caracteristicos o eigenvalores) de
A. Bajo la suposicion de valores propios distintos, los n vectores u; que satisfacen la
ecuacion

son llamados los vectores propios (vectores caracteristicos o eigenvectores) asociados a
los valores propios \;{A}.

La traza de una matriz cuadrada A = {a;;} € R™*", denotada por tr(A), es la suma
de los elementos en la diagonal principal de A, es decir:

tI'(A) = i ;.
i=1



Dados los n valores propios de una matriz A € R™"*", la traza y el determinante de
A satisfacen:

tr(A) = iAi{A}, (2.20)

det(A) = ﬁAi{A}. (2.21)

En el caso de una matriz simétrica A = AT € R"™ " todos sus valores propios
son numeros reales. En lo sucesivo, se denotard por A\,{A} v Ay{A} a los valores
propios minimo y maximo de una matriz simétrica A, respectivamente. El teorema de
Rayleigh—Ritz establece que en una matriz simétrica A € R™"*", se tiene, Va € R™:

An{AY|2]? < 27 Az < Ay {A} 2] (2.22)

Una matriz cuadrada, no necesariamente simétrica, A € R™"™ es definida positiva
si y sélo si los valores propios de A + AT son positivos, i.e., ;{4 + AT} > 0 para
i=1,...,n. Més atin, una matriz simétrica A = AT € R™" es definida positiva si y
sélo si Mi{A} >0 parai=1,... n.

Norma espectral

La norma espectral de una matriz A € R™*™ se define como:
[A]l = v/ Anr{ATA}.

Si A es simétrica entonces ||A|| = max;|\;{A}|. Si A es ademéds definida positiva,
A= AT > 0, entonces simplemente || A|| = Ay {A}. Por otra parte, en el caso particular
de A € R3*3 antisimétrica, i.e., A € so(3), entonces existe un vector a € R? tal que
A =S(a), y se puede demostrar que

[A] = lIS(a)]| = [lall. (2.23)

y que
|A%]| = [[AA] = [IS(a)S(a)|| = [la]*. (2.24)

donde ||A|| es la norma espectral de la matriz A, mientras que ||a| denota la norma
euclidiana del vector a.

Un resultado importante es el siguiente. Considérese la matriz A € R™™ y el vector
x € R™. La norma euclidiana del vector Ax satisface:

[Az| < [[A]l{]-



Maés atn, siendo y € R", el valor absoluto de y"Ax satisface:

|y Az| < [ A]l lyll [l]|. (2.25)

2.3.2 Transformaciones lineales

Un mapeo .7 de un espacio vectorial V' en el espacio vectorial W, donde V' y W son
espacios vectoriales sobre el mismo campo F', es llamado una transformacion lineal o
un operador lineal siempre que (Antsaklis & Michel, 2006):

o 7(r+y)=T(x)+ 7 (y) para todo z,y € V

o J(ar)=aT(r)paratodax €V ya€F.

El conjunto de transformaciones lineales de V' a W se denota aqui como L(V, W), de
modo que se puede escribir 7 € L(V, W).

Ademas se define el espacio nulo de .7 como el conjunto:
N (T)={veV:Tv=0}
y el espacio rango de .7 como el conjunto

H(T)={weW : w=TvveV}

Una transformacion lineal esta completamente determinada por el conocimiento de
como ésta transforma los vectores base en su dominio, este hecho permite representar
las transformaciones lineales definidas en espacios de dimensién finita de una manera
inequivoca a través de matrices (Antsaklis & Michel, 2006).

2.3.3 Proyecciones
Sea V la suma directa de los espacios vectoriales Vi y V5, es decir, V = V] @ V5, y sea
v = v! 4+ v? la tnica representacién de v € V, donde v! € V; y v? € V,. La proyeccién
en V] alo largo de V5 es la transformacién definida por (Antsaklis & Michel, 2006):
P(v) = vl

Es facil verificar que :

o e L(V,V)

* (7)) =W



o N (P)=V;

Maés general, es posible demostrar que si & € L(V, V), entonces & es una proyeccion
sobre Z(Z) a lo largo de A () si y sblo si PP = P? = 2. Lo que da lugar al
siguiente concepto: & € L(V,V) es indempotente si 2% = 2.

Es posible verificar que & es una proyeccion sobre un espacio vectorial si y sélo si
(I — &) es una proyeccion. Si en particular & es la proyeccién sobre V) a lo largo de
Vs, entonces (I — &) es la proyeccién sobre V5 a lo largo de V.

Si & es una proyeccion, entonces:

V=R(P)® N (P).

Ejemplo 8 Sea

xr
Py
z

Y

entonces & proyecta R3 en R2, es decir v, x 0 T e Vi yvy = [ 00 z }T €

1 00 0
VoconP =10 1 0 .S P y =10 [, entoncesx =y =0, asi que N () =
0 0 0
y:(), € R}, es deczr Vo y#

{(z,y,2) 1 x = () ={(x,y,2): 2= 0,2 € R}, es decir

1 .

2.4 (Calculo multivariable

2.4.1 Teoria de funciones
Funcién
Dados dos conjuntos A y B, una funcion (también llamada aplicacién o mapeo) entre

ellos es una asociacion f que a cada elemento de A le asigna un tnico elemento de B.

Se dice entonces que A es el dominio (también conjunto de partida o conjunto
inicial) de f y que B es su codominio (también conjunto de llegada o conjunto final).

Un objeto o valor genérico a en el dominio A se denomina la variable independiente;
y un objeto genérico b del codominio B es la variable dependiente. También se les llama
valores de entrada y de salida, respectivamente.



Tipos de funciones

Sean X,Y C R™ dos espacios métricos y una funcién f : X — Y. Se dice que la
funcién f es continua en el punto p € X si para cada nimero € > 0 se puede encontrar
un numero 0 > 0 tal que, Vo € X:

lp —zf| <6 = [lf(p) = f(@)]| <e

Dada la funcién f: X — Y, se dice que f es (Weisstein,2002)

continua si es continua en cada punto p € X.

e suave si es infinitamente diferenciable (tiene derivadas de cualquier orden).

inyectiva si Yy € Y existe a lo més un z € X, tal que y = f(x).

sobreyectiva si Vy € Y existe al menos un = € X, tal que y = f(z).

biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva (es decir, es uno a uno).

Funcion identidad

En cualquier conjunto puede definirse una funcién identidad, que teniendo como do-
minio y codominio al propio conjunto, asocia cada elemento consigo mismo.

Dado un conjunto A, la funcion identidad de A es la funcion idy : A — A que a
cada a € A le asocia ida(a) = a.

La funcion identidad actiia como un elemento neutro al componer funciones, ya que
“no hace nada”. La funcion tnica sobre un conjunto X que asigna cada elemento a
si mismo se denomina funcién de identidad para X vy, tipicamente, se indica con idx.
Cada conjunto tiene su propia funcion identidad.

Funcidén inversa

Una funcién puede tener inversa, es decir, otra funcion que al componerla con ella
resulte en la identidad, del mismo modo que un nimero multiplicado por su inverso da
la unidad 1.

Dada una funcién f: A — B, se dice que g : B — A es la inversa o reciproca de f
si se cumple:

fog = 1idp (2.26)
gof = idy (2.27)



La inversa de f se denota por g = f~!, y tanto f como f~! se dicen invertibles.

No todas las funciones son invertibles, sino que sélo aquellas que sean biyectivas
poseen inversa: Toda funcién biyectiva f es invertible, y su inversa f~! es biyectiva a
su vez. Reciprocamente, toda funciéon invertible f es biyectiva.

Funcion implicita

Una funcién definida por una ecuacién de la forma f(x,y) = 0 es conocida como funcién
implicta. Si y es elegida como la variable dependiente, se dice que f(z,y) define a y
como una funcién implicita de z.

Teorema de la funcion implicita

Sea f : R"* — R™ una funcién continuamente diferenciable, y sean € R", y € R™
las coordenadas de R™™™. Considerandose un punto (xg,y,) tal que f(xo,y,) =0 €
R™. Si la matriz jacobiana

a w’ mXm
Jry(x0,Yg) = M eR

Y @y =zoy,)

es invertible, entonces existe un conjunto abierto U de R™ conteniendo a xg, en el que
existe una funcion tnica g : U — R™ tal que

g(xo) =y,

flx,g(x)) =0 Vxel.
Ademas, las derivadas parciales de g en U estan dadas por:

 f(0z,g(x))
ox

g

o2 (@) = —Jy(@.g(a))

2.4.2 Sistemas de coordenadas curvilineas

En geometria, un sistema de coordenadas es un sistema que utiliza uno o mas niimeros
(coordenadas) para determinar univocamente la posicién de un punto en un espacio.

En una regién dada del espacio tridimensional, sean

u1:f1($>y>z)> u2:f2(z>y>z)> u3:f3(z>y>z)>

tres funciones escalares independientes, continuas, diferenciables y biyectivas (es decir,



a cada tripleta (x,y, ) se le asigna una tinica tripleta (u', u? u?)), al menos en la regién
de interés. Estas ecuaciones pueden ser resueltas con respecto a x, y y z, y dar

xr = 801(U1>U2>U3)> Y= Q02(u17u27u3)7 z = @3(’&1,'&2,'&3),

tres funciones que son también independientes, continuas, diferenciables y biyectivas
en cierta region.

En la regién tratada, a cada punto P(x,y, z) se asocia una tripleta de valores u', u?
y u3, funciones conocidas como coordenadas curvilineas o coordenadas generales (Strat-
ton, 1941). Por cada punto P, pasan tres superficies llamadas: superficies coordenadas

u = a, u“=>b, y u’ = c,

donde a, b y ¢ son constantes reales (ver figura 2.1). En cada superficie coordenada,
una coordenada es constante y dos son variables, por tanto, toda superficie coordenada
es designada por la coordenada constante.

Dos superficies coordenadas se intersecan en una curva, la cual recibe el nombre de
curva coordenada. En esta curva, sélo una coordenada es variable y para nombrarla
generalmente se utiliza esa coordenada. Asi por ejemplo, la curva coordenada u? = by

u® = ¢, es la curva en la direccién de la coordenada u' (figura 2.1).

Vectores base de las coordenadas curvilineas

Sea r € R? un vector desde el origen del marco de coordenadas ¥(X,Y, Z), al punto
variable P(z,y,z). El punto P(z,y,z) puede, alternativamente ser especificado por
las coordenadas u', u? y u®, mientras que su vector de posicién r € R? puede ser
representado por una funcién vectorial de las coordenadas curvilineas u!, v? y u® (figura
2.1):

x Spl(u1>u >u3)
r= Yy = 802(u1>u >u3) = Qo(ulauzaus)‘
< 803(U1>U2>U3)

Por ejemplo, para el caso de las coordenadas esféricas, el punto P se especifica emple-
ando (7, ¢, 0), mientras que su vector de posicién r estd dado por:

r=ré, (2.28)

donde €, es un vector unitario en la direccién del incremento de . En coordenadas
cartesianas e, = senf cos g€, + senfisenge, + cos b€, y constituye un vector base de las
coordenadas esféricas, concepto que enseguida se define.

Un incremento diferencial en 7, debido a un pequenio desplazamiento de P(u!, u?, u3)



Z superficie coordenada u'=a

curva coordenada
w=a, u'=c

X

Figura 2.1: Coordenadas curvilineas (a, b, ¢) asociadas al punto P(z, Yo, 20).

a lo largo de las curvas coordenadas, es expresado por (Stratton, 1941):

or or or
dr = —du' + ——du® + ——du’. 2.29
ou! 8 ou? (229)
Ahora, si el punto P(u',u? u?®) se mueve una distancia unitaria a lo largo de la curva
w=0byud=c el cambio en r estd dirigido tangencialmente a esta curva, en la
direccion del vector . A los vectores

. or . or
61 _ — 62 et

oul’

. or

w, €3 = %, (230)

se les conoce como vectores base asociados al punto P(u',u? u?®), (Stratton, 1941;
Fleisch, 2012) . Es importante tomar en cuenta que los Vectores base no son ne-
cesariamente de longitud unitaria y/o direccién constante (caso de las coordenadas
cartesianas), estas propiedades dependen de la naturaleza de las coordenadas curvilineas



empleadas. Por ejemplo, si se emplean coordenadas esféricas, r esta dado por:

rsen(¢) cos(6)
r(r,¢,0) = | rsen(¢)sen(d) | € R,
r cos(¢)
y de (2.30), se tiene que los vectores base é,, e, y €y son:
sen(¢) cos(0) —rsen(¢)sen(0)
e = or = | sen(¢)sen(f) |, ey = or = | rsen(¢) cos(f) y
or 00
cos(¢) 0
or r cos(¢) cos(0)
€y = 35 = rcos(¢p)sen(d) |,
¢ —rsen(¢)

de manera que r puede reescribirse como:

~

r=reé,.

Notese que los vectores base de las coordenadas esféricas no son unitarios.

Por otro lado, sustituyendo (2.30) en (2.29), el incremento diferencial en dr queda

expresado como:
dr = éidu’ + éxdu® + ésdu®. (2.31)

Componentes covariantes y contravariantes de un vector

Una base estd compuesta por el conjunto de los vectores base del sistema coordenado.
De acuerdo a la magnitud y orientacién de los vectores base, se distinguen tres tipos
de bases:

e Base ortonormal. En esta base, los vectores son perpendiculares entre si y ademas,
su magnitud es igual a 1.

e Base ortogonal. En esta base, al igual que la base ortonormal, los vectores son
perpendiculares entre si; sin embargo, no son de magnitud unitaria.

e Base oblicua. En esta base, los vectores no son ni perpendiculares entre si, ni de
magnitud igual a uno.

En un sistema de coordenadas cuyos vectores base son perpendiculares entre si, no
existe ambigiiedad cuando se desea proyectar un vector en los ejes coordenados; sin
embargo, esto no pasa en un sistema coordenado con base oblicua.



Figura 2.2: Componentes covariantes del vector a, observadas al hacer incidir luz sobre
él de forma perpendicular al eje u; y us, respectivamente (Fleisch, 2012).

Considérese un sistema coordenado de dos dimensiones, con ejes coordenados uy
y us a un angulo menor de 90°. En tal caso, el proceso de proyeccién del vector
en cada eje coordenado se torna un poco complicado, ;porqué? Bueno, existen dos
maneras de proyectar el vector. Si se desea obtener la componente en u; y uy de un
vector a, el vector a puede ser proyectado perpendicularmente al eje u; y al eje us,
respectivamente, obteniéndose asi las componentes a; y as, las cuales son llamadas:
componentes covariantes del vector a, (Fleisch, 2012). Este proceso es facil de observar
si imaginamos la sombra que se formaria en cada eje coordenado, si los rayos de una
lampara incidieran sobre el vector de forma perpendicular al eje u; y wus (ver figura
2.2). Otra manera de obtener las componentes del vector a, es proyectandolo paralelo
al eje up y ui, obteniéndose asf las componentes a! y a?, respectivamente, las cuales
son conocidas como componentes contravariantes del vector a (ver figura 2.3).

Ya que existen dos clases de componentes de un vector, es natural que surja la
pregunta: ;existe alguna otra diferencia entre las componentes contravariantes y co-
variantes de un vector? Si, sus propiedades algebraicas son diferentes. Si se desea
emplear la regla de adiciéon de vectores acostumbrada, es decir, sumar cada compo-
nente con su componente correspondiente, para el caso en que las componentes del
vector son covariantes (ag, as), la suma de éstas no es igual al vector a, como se puede
apreciar en la figura 2.4.

Para entender por qué los valores covariantes son llamados “componentes” y mucho
mas importante, para entender porqué las componentes covariantes y contravariantes
son cantidades significativas y como éstas pueden ser usadas para escribir leyes fisicas
que no dependen del sistema de referencia del observador, es necesario entender el
concepto de vector base reciproco o dual.



Figura 2.3: Componentes contravariantes del vector a, observadas al hacer incidir luz
sobre él de forma paralela al eje us y uq, respectivamente (Fleisch, 2012).

Figura 2.4: a) Adicién de componentes contravariantes del vector a. b) Adicién de
componentes covariantes del vector a (Fleisch, 2012).

Vectores base reciprocos

Como ya se menciond, se tiene que la suma de las componentes covariantes no es igual
al vector a; sin embargo, si se establecen como vectores base, vectores perpendiculares
a cada uno de los ejes coordenados (uz y u1), como se muestra en la figura 2.5, entonces
la suma de las componentes covariantes de un vector, si es igual al vector a, tal y como
se observa en la figura 2.6. A estas nuevos vectores base se les conoce como vectores
base reciprocos, y se les denota como é' y &2

Los vectores base reciprocos tienen dos caracteristicas. La primera, es que cada
vector base reciproco es perpendicular a los vectores base originales con diferente indice,
es decir, €; es perpenpendicular a &’, para i # j. La segunda caracteristica es que



i

Figura 2.5: Vectores base reciprocos y componentes covariantes del vector a (Fleisch,
2012).

-

Figura 2.6: Suma de las componentes covariantes a' y a? de un vector a, empleando
vectores base reciprocos. (Fleisch, 2012)

el producto punto de los vectores base duales con los correspondientes vectores base
originales es igual a 1, es decir e’ - ¢; = 1. Ambas caracteristicas se pueden combinar
escribiendo e'e; = d;;, donde 9;; es la delta de Kronecker definida como:

_J L=y
%_{Qi%j (2.32)

Con el concepto de vectores base reciprocos, es ahora posible entender por qué



las proyecciones perpendiculares (covariantes) pueden ser consideradas componentes,
la clave es que las proyecciones deben ser hechas en la direccion de los vectores base
reciprocos, en vez de hacerlo en la direccion de los vectores base covariantes originales.
Si se hace esto, entonces las componentes covariantes pueden ser multiplicadas por los
vectores base reciprocos y ahora si ser sumados para obtener el vector original a.

Notese que las diferencias entre los vectores base covariantes originales y los vectores
base reciprocos desaparecen para sistemas coordenados ortonormales (como el carte-
siano), asi como también las diferencias entre componentes covariantes y contravariantes
(Fleisch, 2012).

. . . , A1 A2 ~

En un espacio de tres dimensiones, los vectores base reciprocos &', €% y & pueden
ser obtenidos a partir de los vectores base covariantes originales €1, €é; y €3, como se
muestra enseguida:

~1 égXég ~9 égXél ~3 é1><é2
e =——— &= —— y e’ =—7,
Vv Vv Vv
donde V es el triple producto escalar de e;, s y €3, es decir V. = e - (é3 X é3) =
(S5 (63 X 61) = e3 - (61 X 62).
Es muy sencillo verificar que con las definiciones anteriores, los vectores base re-
, ~1 ~2 A~ , .
ciprocos &', é® y & cumplen que todo vector base reciproco es perpendicular a los
vectores base covariantes originales con diferente indice, y ademds, que el producto

punto de cada vector base reciproco €' con su correspondiente vector base original &;
es igual a 1.

Con tales definiciones, entonces ahora si es posible escribir cualquier vector a como:
. . A1 ~2
a= alel + a282 =a1e + agze

con componentes contravariantes a', a? y covariantes a;, as.

Si se emplean vectores base reciprocos, el diferencial dr, ademas de ser escrito como
(2.31), puede escribirse como:

dr = e*duy + e*duy + e3dus. (2.33)

Los diferenciales duy, dus y dus son evidentemente componentes de dr en la direccién
definida por los nuevos vectores base. Las cantidades uy, us y ug son funciones de las
coordenadas u!, u? y u?; sin embargo, los diferenciales du;, dus y dus estéan relacionados
a los diferenciales de las coordenadas por un conjunto de ecuaciones lineales que en
general no son integrables. No obstante, es posible aprovechar las igualdades (2.31) y



(2.33) que reescribiéndolas empleando sumatorias, quedan:
3 3
dr =) édu' =) &ldu;. (2.34)
i=1 j=1

Tensor métrico

Si se desea obtener la distancia diferencial |dr| (magnitud del vector diferencial de
desplazamiento dr) del punto A al punto B, se realiza el producto punto de dr por si
mismo. De la relacién (2.34) se tiene que:

3 3 3 3
dr-dr =" & -&du'd = ) e - &ldudu, (2.35)
i=1 j=1 i=1 j=1
Los productos escalares de los vectores base son representados por los simbolos:

gij = € - éj = Gji (2-36)
g7 = e .é& =g, (2.37)

de manera que (2.35) puede reescribirse como:

3 3
dr -dr = E gijdu'du’ = E g du;du; (2.38)
ij=1 ij=1
donde gj; y ¢’* son conocidos como tensores métricos o coeficientes métricos.

Considérese una superficie acotada por las curvas u? y u?® como se indica en la figura
2.7. El area de tal elemento es igual en magnitud a:

dA = |éy x és|dudu® (2.39)
= V(e x &3) - (&g x é3)du’du®. (2.40)

Empleando la siguiente identidad de vectores:
(axb)-(exd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c)

donde a, b, ¢ y d son vectores in R3, se tiene que

dA = g22933 — 953-

Finalmente, el diferencial de volumen dV acotado por superficies coordenadas es



Uu'- superficie

Figura 2.7: Superficie acotada por las curvas u? y u®.

escrito como (Stratton, 1941):
dV = él . (ég X ég)dulduzdug,
ecuacién que mediante manipulacion algebraica puede reescribirse como:

dV = VGdu'du*du®,

911 gi12 913
donde G =det | go1 goo o3
g31 G932 G33

Derivada covariante y simbolos de Cristoffel

En muchas areas de la ingenieria es importante conocer como un campo vectorial cambia
de una localizacién a otra. Para vectores expresados usando coordenadas cartesianas,
derivar un vector es sencillo, simplemente se toma la derivada de cada una de sus
componentes. Esto es posible porque los vectores base de las coordenadas cartesianas
son constantes en todo punto, tanto en magnitud como en direccién, de manera que no
es necesario preocuparse por la derivada de los vectores base. Sin embargo, esto no es
cierto para otros sistemas de coordenadas, como es el caso de las esféricas, en las que
sus vectores base tienen diferentes direcciones en cada punto del espacio tridimensional,
esto quiere decir que, si se toma la derivada de un vector expresado en tales coordenadas,
es necesario considerar la derivada de los vectores base.

Sea a un vector expresado en coordenadas curvilineas z!, 2% y 23, con vectores base
covariantes e;, €5 y es:
a =da'ée; + a’é, + d’e;



la derivada de a respecto a la coordenada z! es

da o 8(a1é1 + a2é2 + a?’ég)
ox! ox!
3 -
da‘e;
- i
— ox

3 3

8ai N Zaél
= —€; -
— Jx’ * ; ¢ oz

=1

Es el segundo término del lado derecho de la ecuacién anterior el que complica el proceso
de derivacién en sistemas coordenados en los cuales la magnitud y/o la direccién de los
vectores base cambia en el espacio. Esto mismo ocurre si se deriva repecto al las otras
coordenas x? y z3.

Asi que, si se desea evaluar los cambio en un campo vectorial expresado en co-
ordenadas no ortonormales, se tiene que tomar en cuenta los posibles cambios en los
vectores base, de esta manera, la derivada retiene las caracteristicas tensoriales del ob-
jeto original. El proceso de derivar un vector que emplea coordenadas curvilineas no
ortonormales, es llamado derivada covariante. Este proceso cobrarda mayor sentido si
primero se explica el significado de los simbolos de Cristoffel.

Cada simbolo de Cristoffel es escrito a través de la letra I, y la relacion que define
los simbolos de Cristoffel de segunda clase es:

en donde el indice ¢ especifica la base del vector para el cual la derivada esta siendo

tomada; el indice j denota la coordenada que esta variando para inducir un cambio en

el i-ésimo vector base, y el indice k, indica la direccion en la cual esta componente de

la derivada senala. Por ejemplo, si se emplean coordenadas esféricas, los dos simbolos
~ ro_ 0 _ 1 o7 :

de Cristoffel, tales como I'y = 0y I'/y = -, indican que:

% _ e + 1
00 Tt

Otra manera de expresar los simbolos de Cristoffel, es empleando los coeficientes
métricos:

- ox! oxk  Oxm

i 1 im 8gmk 8gml 8gkl
W= 59 + :



Por tanto, empleando simbolos de Cristoffel, la derivada covariante queda como:

da 8(a1é1 + a2é2 + aség)
owi O
B da‘e;
— ox’
2 Todt . 08
= Z{%ei—l—aaﬂ} .

i=1

2.4.3 Derivada direccional, gradiente y jacobiana

La derivada direccional es la tasa de cambio de una funcién multivariable en direccion de
un vector unitario w. Para una funcién de dos variables f(x,y), la derivada direccional
se denota como:

P P r
donde Vf(x,y) = [ % % es conocido como el gradiente de f(z,y).

Por otro lado, como:
Dy f(z,y) =V f(z,y) -w=|Vf(z,y)||alcos(®),

la derivada direccional maxima se encuentra orientada en la direcciéon del gradiente de la
funcién, V f(z,y), ya que, como se puede observar en la ecuacién anterior, | Dy, f(x, )|
alcanza su valor méximo cuando el angulo entre w y V f(x,y) es cero. Por tanto, para
obtener el méximo incremento y/o decremento de una funcién, basta con calcular el
gradiente de la funcién en tal punto.

Matriz jacobiana

Sea f : R” — R™ una funcion que toma como entrada el vector & € R" y produce
como salida el vector y = f(x) = [ fi(z) folx) ... fm(z) ] € R™. Entonces, la
matriz jacobiana Jy de f es una matriz definida como:

f f oz Oxn
_ 1o} e} _ . . . mxn
Jf_[_aml 8%}_ S eR

ox1 Oxn



De la definicién de coordenadas curvilineas, se tiene que las columnas de J son vectores
tangentes a las curvas coordenadas de x. Ademads, nétese que debido a que

y=Jx,

entonces ¥ es un vector generado por las columnas de J, propiedad 1til para la obtencion
del modelo dindmico reducido de un robot con restricciones en sus coordenadas.

2.4.4 Curvas de nivel y multiplicadores de Lagrange
Curvas de nivel

Debido a la complejidad de representacion de algunas funciones de dos variables, en
la actualidad se utilizan conjuntos bidimensionales para obtener informacién tridimen-
sional, como son: las trazas y las curvas de nivel, de los cuales el conjunto mas utilizado
es el de las curvas de nivel. Para una funcién de dos variables, z = f(x,y), la curva
de nivel para z = k, es el conjunto de todos los pares de valores (z,y) tales que su
imagen es el valor k. En topografia, una curva de nivel es aquella linea que une todos
los puntos que tienen igualdad de condiciones y de altura.

Como en una misma curva de nivel no existe tasa de cambio de la funcién, la
derivada direccional dirigida a un vector unitario tangente a la curva de nivel es cero,
por lo tanto:

Duf($>y) = Vf($>y) U= 07

concluyendo que el gradiente de una funcién V f(z,y) es siempre perpendicular a la
curva de nivel de la funcién en el punto analizado.

Multiplicadores de Lagrange

Considerando las definiciones expuestas, es facil reconocer que para obtener el maximo
y/o minimo de una funcién sujeta a una restriccién g(x,y), es necesario encontrar los
puntos criticos de la funcién f(z,y), los cuales son aquellos puntos en los que las curvas
de nivel de f(x,y) y g(x,y) son perpendiculares.

Caso bidimensional. Supongamos que se tiene la funcién f(x,y) y se quiere maxi-
mizarla estando ésta sujeta a la condicion:

g(w,y) =c

donde ¢ es una constante.

Las curvas de nivel de f(x,y) estan dadas por f(z,y) = d, y en general son distintas
a las curvas de nivel de g(x,y). La curva g(z,y) = c usualmente intersecta y cruza



Punto de tangencia entre
g(x,y)y las curvas de
nivel de f(x,y)

Figura 2.8: Maximo de una funcién f(x,y), sujeta a una restriccién g(z,y) = c.

muchos contornos de f(x,y), de hecho, moviéndose a través de la linea g(x,y) = c es
posible incrementar o disminuir el valor de f(z,y); sin embargo, sélo cuando g(x,y) = ¢
toca tangencialmente un contorno de f(x,y), la funcién no se incrementa o disminuye,
por tanto ha ocurrido un méaximo o minimo de la funcién restringida.

Analiticamente la condicién de tangencia de las curvas de nivel f(x,y) vy g(z,y) = ¢ se
traduce a:

Vf(z,y) = AVy(z,y)

donde la constante A es conocida como multiplicador de Lagrange. En mecanica los
multiplicadores de Lagrange son empleados para encontrar las trayectorias y veloci-
dades (“puntos criticos”) que el sistema toma, dada la energia aplicada al sistema y la
restriccién a la cual el sistema se encuentra sujeto.

2.4.5 Funcionales y calculo de variaciones

El cdlculo de variaciones es un campo del anélisis matematico que trata con maximizar
o minimizar funcionales, que son mapeos de un conjunto de funciones a los nimeros
reales. Las funcionales son cominmente expresadas como integrales definidas, involu-
crando funciones y sus derivadas. El interés estd en las funciones extremas (funciones
estacionarias) que hacen que el funcional alcance un valor méximo o minimo, aquellas
donde la tasa de cambio del funcional es cero.

Un concepto importante en calculo variacional es el concepto de desplazamiento vir-
tual, el cual se refiere a un cambio imaginario en la configuracién del sistema analizado
(impuesto por la persona que desea analizar el sistema) el cual es consistente con las
fuerzas y restricciones impuestas en el instante dado t, con el fin de realizar una de
especie experimento matematico (Goldstein, 1965; Lanczos, 2012). El desplazamiento
es llamado virtual para distinguirlo de un desplazamiento real del sistema que ocurre
en un intervalo de tiempo dt, durante el cual las fuerzas y restricciones pueden cambiar.



2.4.6 Las ecuaciones de Euler-Lagrange

En esta seccién se explica como obtener la llamada ecuacion de Euler-Lagrange, que da
condiciones necesarias y suficientes para que un funcional tenga un valor estacionario
(maximo o minimo).

Obtencién empleando incrementos y diferencias

El problema es encontrar una funcién y = f(z) que hard la la integral:

b
I:/ F(y,y,x)dx (2.41)

un maximo o al menos un valor estacionario.

Euler resolvio el problema haciendo uso del hecho de que una integeral definida
puede ser reempalzada por la suma de un nimero de términos incrementales. Ademas,
la derivada puede ser reemplazada por un coeficiente de diferencias. Acorde con el
procediemiento de calculo se divide el intervalo entre * = a y * = b en pequenos
intervalos iguales, obteniendo un conjunto de valores de abscisa:

G, X1, T2, ..., Ty, b
y las correspondientes ordenadas

a, Y1, Y2, --->yn>ﬁ

donde
Y = flzn).
Ahora, reemplazando la derivada f'(zy) por el coeficiente de diferencias:
A _
2 = (_y) _ Y1 — Uk (2.42)
Az vmzy Tkl — Tk
y la integral (2.41) por la sumatoria:
S = Z F(yk, 2y Ik)(l'm-l — l’k) (243)

k=0

Esto conlleva un error, el cual tiende a ser cero conforme Az, = x11 — xp tiende a
cero también. En seguida, se reemplaza la integral original (2.41) por la suma (2.43) y
se busca el valor estacionario de ésta.

Como yr v yr+1 son arbitrariamente cercanas, es permisible cambiar F(yg, 2k, Tx)



por F(yr+1, 2k, Tx). Asi la funcién que se desea minimizar se define finalmente como:

S =Y F(y1, 2, 25) (41 — 7). (2.44)

J=0

Ahora, tomando la derivada parcial de S’ con respecto a vy, 1, se tiene que tener en
mente que yry1 aparece en la suma S’ en dos términos vecinos, esos para los cuales
j=kyj=k+1, en vista de la definicién (2.42) de z;4;. La diferenciacién parcial con
respecto a Y41 da por lo tanto:

%v_(g) @ <M+(@s _GE)
OYr41 Ay r=x} . ’ Ay’ T=x) dy’ T=Tp41

Dividiendo por Az, = x41 — Tk, esta ecuacion puede ser escrita como sigue:

or A [OF
e (@)} =0 (24

donde k£ =0,1,2,...,n — 1. Aqui se tienen las condicones necesarias y suficientes para
que la suma S’ sea estacionaria. Es importante notar que las dos ordenadas yo y yni1
son cantidades dadas y asi permanecen invariadas. En el limite, cuando Ax tiende a
cero, la ecuacion de diferencias (2.45) se convierte en una ecuacién diferencial.

Ademsds, ya que los puntos z; se encuentran arbitrariamente cerca de cualquier
punto del intervalo (a, b), esta ecuacion diferencial tiene que mantenerse para el intervalo
entero:

) (2.46)

en a < x < b. Esta ecuacién fundamental fue descubierta independientemente por
Euler y Lagrange y es usualmente llamada: ecuacion diferencial de Euler-Lagrange.

Obtencidén a través de calculo de variaciones

Dada la integral definida
b
- [ Pyt (2.47)
con las condiciones
fla)=a 'y f(b)=p (2.48)
se desea encontrar el valor estacionario de esta integral.

Con la finalidad de resolver este problema, se investigara la tasa de cambio de la
integral dada, causada por la variacién de la funcién y = f(x). Se comenzard con la
variacién del integrando F'(y, ', x), causada por la variacién de y. Tdémese en cuenta



que F es una funcién de tres variables y, 3/, x y esta dependencia funcional no es alterada
por el proceso de variacion:

0F(y,y,z) = Fy+ep,y +ed,x)—F(y,y, ) (2.49)
OF  OF

Los términos de alto orden del desarrollo de Taylor pueden ser despreciados ya que
€ se aproxima a cero.

Ahora es posible evaluar la variacién de la integral definida (2.47), como:

b b b
5125/ Fda:z/éFdx:e/ 8—F¢—|—8—F' dz.
a a o \Oy Oy

Con la finalidad de obtener la tasa de cambio de la integral, todo se divide entre el
parametro €, asi, la cantidad que tiene que desvanecerse para un valor estacionario de

la integral I es

b

of :/ OF 4y L 9L ) da. (2.51)
€ . \ 0y oy’

Aplicando el método de integracion por partes, se tiene que:

bOF oF 1° bd (OF
. oy d“{a—ﬁ];/a@(a—y)m

El primer término del lado derecho es nulo, ya que se varia entre limites defindos, asi
que ¢(x) desaparece en los puntos a y b. Haciendo uso de esta transformacion, la
ecuacién (2.51) se convierte en:

b
of _ / (8—F - ia—F) pda (2.52)

Ahora, si se introduce:

y escribiendo la condicién para un valor estacionario de I en la forma:

/a ’ B(@)é(x)dr = 0.

Ahora no es dificil ver que esta integral desaparece para una funcién arbitraria ¢(z),
sélo si F(z) desaparece entre los limites a y b. De hecho, se planeé que la funcién ¢(x)
desaparezca en cualquier parte, con la excepcion de un arbitrario intervalo pequeno



alrededor del punto # = £. Pero dentro de este intervalo E(x) es practicamente con-
stante y puede sacarse de la integral:

§+p
T g [ s

€ §—p

El error tiende a cero, mientras p tiende a cero. Ya que la segunda integral estd a
nuestra disposicién y necesita no desaprecer. El desvanecimiento de 1 /e requiere la
desaparicion del primer factor. El punto x = £ puede ser seleccionado como cualquier
punto del intervalo entre a y b. Asi, se obtiene para el intervalo entero entre a y b la
ecuacién diferencial:

2T ) (2.53)
Esta condicion debe satisfacerse para la desaparicién de 0. Por otro lado, es también
suficiente, por que si el integrando de (2.52) desaparece, la integral también desaparece.

La ecuacién diferencial (2.53) es asi la condicién necesaria y suficiente para que la
integral definida I sea estacionaria bajo las condiciones de contorno (2.48).

2.4.7 La transformacion de Legendre

Sea F' = F(uy,...,u,) una funcién de n variables uy, ..., u,, y sea vy, ..., v, un segundo
conjunto de variables, que satisface:

_OF

(2.54)

U;

Suponiendo independencia de las n variables v;, es posible despejar de (2.54) las
coordenadas u; como funciones de las coordenadas v;.

Ahora, definase una nueva funcién G' como sigue:
G=> uw—F. (2.55)
i=1

Expresando las coordenadas u; en términos de las coordenadas v;, éstas se sustituyen
en (2.55). De este modo, la funcién G puede ser expresada en términos de las nuevas
variables v; como:

G =G(v1,...,Up). (2.56)

Ahora, considérese la variacion infinitesimal de G producida por variaciones infinitesi-



males arbitrarias de las variables v;. La combinacién de (2.56) y (2.55) da
" 0G
0G = Y ou;

i=1

_ i [uiévi + (vi - g—i) 5ui] : (2.57)

i=1

Ya que G es una funcién de las coordenadas v;, inicamente, ahora se deben expresar las
coordenadas u; como funciones de las coordenadas v;. Esto expresa las variaciones de
las coordenadas u; en términos de las variaciones de las coordenadas v;. Sin embargo,
el andlisis de la ecuacién (2.57) muestra que la eliminacién del coeficiente de du; es
debida a la forma en que se han definido las coordenadas v; segin (2.54). Asi (2.57) da
a la vez:

oG

N 8211-'

Este resultado expresa una remarcable dualidad de la transformacion de Legendre, de
quien recibié el nombre de “transformaciéon dual”. El siguiente esquema muestra esta

dualidad:

Las propiedades basicas de la transformacion son las siguientes:

U;

Sistema inicial:

e Funcién: F = F(uy, ..., uy);

e Variables: uq, ..., Uy.
Sistema nuevo:

e Funcién: G = G(vy, ..., vp);

e Variables: vy, ..., Up.

Transformacion:
or oG
;= , ;= , 2.
v " U 0. (2.58)
G = Z U;V; — F F = U;V; — G (259)
G = G(vy,...,vp) F=F(uy,...,up). (2.60)



Precisamente como las nuevas variables son las derivadas parciales de las funciones
iniciales con respecto a las variables iniciales, entonces las variables iniciales son las
derivadas parciales de las nuevas funciones con respecto a las nuevas variables.

La transformacién dada por (2.57) es enteramente simétrica.“Sistema inicial” y
“sistema nuevo” se refiere al hecho que se comienza en la izquierda y se va a la derecha.
Sin embargo, es posible ir de la misma manera de la derecha a la izquierda. “Inicial” y
“nuevo” son enteramente equivalentes para esta transformacién.

Extendiendo la transformacién en un aspecto més, supongase que F' es una funcion
de dos conjuntos de variables: uy, .., U, ¥ W1, ..., Wp,:

F = F(wy, ..., Wy Uy vy Up) (2.61)

Las w; son independientes de las u;. Estas ocurren en F' como simples parametros, pero
no participan en la transformacion, la cual es realizada como antes. La nueva funcién
G las contendra. Llamando las u; variables activas y las w; variables pasivas.

Ahora, regresando a la ecuacién (2.57), y encontrando la variacién completa de G,
dejando todas las variables v; y w; variar arbitrariamente, entonces es posible obtener
una relacién adicional:

oF oG

2.5 Sistemas de ecuaciones

2.5.1 Ecuaciones algebraicas

Una ecuacién algebraica es un polinomio p(z), con coeficientes reales o complejos,
igualado a cero. Donde z denota un nimero desconocido que la satisface, esto es
que reemplazado en p(x) da cero como resultado. Cualquier nimero que satisface la
ecuacién se llama raiz; el problema de resolver una ecuacién significa hallar todas sus
raices. Cuando el grado del polinomio es n, se dice que la ecuacién correspondiente es
de grado n.

Ejemplo 9 Considérense los siguientes polinomios: FEjemplo: El polinomio con coefi-
cientos enteros
p(z) =2° —Te — 6

determina la ecuacion p(x) = 0, es decir, x> — Tox — 6 = 0. Las soluciones de esta
ecuacion determinana las raices del polinomio y estan dadas por: r1 = =2, x9 =3 ¥y
Tr3 = 6.



Para resolver un sistema de ecuaciones algebraicas, se puede usar el método de
Bezout, el cual es explicado enseguida.

Método de eliminacion de Bezout
Dados dos polinomios de grados m y n, con n > m, es decir:

fx) = fax" + farz™ 4o+ frr £ fo (2.63)
9(x) = gmx™ + gmo12™ "+ 4 12+ go (2.64)

v fi,g; € R, la condicion necesaria y suficiente para que éstos tengan raices comunes,
es que el eliminante (expresién calculada por el determinante de la matriz de Bezout)
sea igual a cero (Kapur, 1995).

Para calcular la matriz de Bezout, primero es necesario el calculo de n ecuaciones

a partir de (2.63) y (2.64). A continuacién se listan los pasos para lograrlo (Kapur,
1995):

1. Las primeras m ecuaciones son formadas a partir de los polinomios (2.63) y (2.64)
y las expresiones:

gmf(i) - fng(f)fn_m =0
(@ + gm1) f(2) = (fox + far)g(x)a™™ = 0

(SS0) st (S 1) s = o
i=0 i=0
las cuales, desarrollando, equivalen a:
i=m—1 i=n—1
fo D g —gm Y firt = 0
i=0 i=0
i=m—2 i=n—2
(fax + fro1) " — (gm® + Gm—-1) Z fizt =0
i=0 i=0

<Z fn_izzm_i_1> gox™" " — (giz"™) Z ™™ = 0. (2.65)

2. Enseguida, n — m ecuaciones restantes se construyen al multiplicar g(x) por



gn~m=1 o x, 1, respectivamente, como se muestra enseguida:
g(l,)l,n—m—l = 0
g(x)r =

glx) = 0 (2.66)

3. Asi, de (2.65) y (2.66) se obtienen n ecuaciones que pueden reescribirse en forma
matricial como:

-1
aixz Qa2 -+ Qin "
n—2
Q21 Q22 -+ QA2n X
. . =0
0
ap1 QAp1 - - (07979 x

4. Por lo tanto, de acuerdo al método de Bezout, el eliminante asociado a los poli-
nomios (2.63) y (2.64) estd dado por:

@11 Aaiz - Ain

Q21 Q22 -+ QA2n
det [A] =det | . ,

ap1 Ap1 - Ann

donde A € R™ "™ es conocida como matriz de Bezout.

Ejemplo 10 Considérense los siguientes polinomios:

flz) = fax' + fs2® + for’ + fiz + fo=0 (2.67)
g(x) = gr® + gz + g0 =0, (2.68)

En este ejemplon =4 ym = 2. Por lo tanto, aplicando el paso 1, se pueden obtener
los siguientes polinomios

(fag1 — 92f3)2° + (f190 — g2f2)2° — gafix — gafo = O
(fago — g202)2° + (fsgo — 921 — g1f2)2® — (g2fo + 1 f1)z — g1fo = 0. (2.69)

Por otro lado, aplicando las reglas del paso 2, se obtienen de (2.68) y (2.66) las ecua-
ciones:

92553 - 91552 — o

g’ —gr—go = 0 (2.70)



Asi que de los pasos 3 y 4, y las expresiones (2.69) y (2.70), se tiene que el elimi-
nante asociado a los polinomios (2.67) y (2.68) estd dado por:

Jag1 — g2.f3 J1g9o — g2f2 —g2f1 —92fo

det J1igo — g2f2 f3g0o — g2f1 —g1fo —gfo—g1fi —9gifo
92 9 90 0
0 g2 ()1 go

2.5.2 Ecuaciones diferenciales

Una ecuacién diferencial es una ecuacién matematica que relaciona una funcion con sus
derivadas. Las ecuaciones diferenciales se clasifican de acuerdo a su tipo en ordinarias
y parciales.

Ecuacion diferencial ordinaria

Una ecuacién diferencial ordinaria (EDQO) es una ecuacién que contiene una funcién de
una variable independiente y sus derivadas. Por ejemplo:

d
Yoqgymer y —EY W
dx T T

Ecuacién diferencial parcial

Una ecuacién diferencial parcial (EDP) es una ecuacién diferencial que contiene una
funcién multivariable u y sus derivadas parciales. Estas ecuaciones se utilizan para
formular problemas que involucran funciones de varias variables. Por ejemplo:

Ou(z,y)  Ou(z,y) Pu(z,y)  0%u(z,y)

dy Ox Y dyox Oyox

=0

Ecuacién diferencial algebraica

Se dice que una ecuacién diferencial es implicita cuando tiene la forma (Wijckmans,
1996):

ft,z(t),z(t) =0 (2.71)
donde x : [0,7T] — R", & = % y donde la funcién f : [0,7] x R* — R" se supone

. . . . . o . .0
suficientemente diferenciable. La matriz jacobiana 8—£ puede ser singular; si 8—£ es no
singular, la ecuacion (2.71) es localmente un sistema de ODEs; sin embargo, si la jaco-
biana es singular, la ecuacién (2.71) es un sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas



o EDA (en inglés “Differential Algebraic Equations” o DAE). En este tltimo caso, el
sistema de ecuaciones diferenciales tiene restricciones algebraicas en las variables.

Existen varias clases de EDA con una estructura relativamente simple, las EDA con
la forma

© = f(t,x(t),y()), (2.72)
0 = g(t,=(t),y(t)), (2.73)

donde  : [0,7] — R"y y : [0,7] — R™ son llamadas EDA semi-ezplicitas (Wijckmans,
1996). Todas las demds EDA de la forma (2.71) son llamadas EDA completamente
implicitas. Las EDA semi-explicitas ilustran que las EDA pueden ser consideradas
como sistemas de ecuaciones diferenciales combinadas con ecuaciones algebraicas. Fs-
tas ecuaciones algebraicas definen una variedad a la cual la solucién esta restringida.
Por lo tanto, las EDAs pueden ser interpretadas como ecuaciones diferenciales sobre
variedades.

Algunos de los métodos empleados para resolver una EDA son:

e Eliminacién directa de las variables excedentes (a través de sustitucion).
e (Célculo de los multiplicadores de Lagrange.

e Proyeccién del sistema de ecuaciones al espacio tangente de la variedad de res-
triccion.

Este ultimo método es lo que se denomina en esta tesis como el “método de proyeccion”

2.6 Geometria diferencial

El concepto de variedad

Aunque la definicién formal de una variedad (en inglés “manifold” ) es algo compleja,
para fines de esta tesis, el concepto se puede explicar de una manera simple. Supéngase
que se tiene un espacio vectorial de dimensién m, el cual se considera equivalente
(isomorfico) al espacio euclideano R™. Una variedad de dimensién n (con n < m) es
simplemente un subconjunto de R™ que en forma local se puede ver como un espacio
euclideano de dimensién n.

El ejemplo clasico de una variedad es el de la superficie de una esfera (la superficie
de la Tierra idealmente lo es). Aunque una esfera es un cuerpo geométrico de tres
dimensiones, en forma local (es decir, sobre la superficie de la esfera), se puede consid-
erar que sélo tiene dos dimensiones, por lo que es localmente equivalente al plano R2,



Se puede decir entonces que una esfera es una variedad de dimension 2, la cual es un
subconjunto del espacio tridimensional R3.

En general, se usarda aqui la notacion M"” C R™ para referirse a una variedad de
dimension n en el espacio R™. Nétese que 1 < n < m.

Asi que si M™ C R™, entonces

M'={peR":v(p)=0€R™""}

Por ejemplo, obsérvese que una esfera de radio r y centro en el origen del marco de
referencia, puede definirse en términos de las tres coorenadas cartesianas como:

{[:E Yy Z}T€R3:$2+y2+22—r2:0}

Una variedad de dimension uno es una curva vista en un espacio de dimension mayor
o igual a uno. Una variedad de dimension 2 es una superficie, la cual puede existir
solo en un espacio de dimensién 2 o mayor. Una variedad de dimensién 3 representa
entonces un volumen pero que existe en un espacio de dimensién mayor o igual a tres.

La definicion formal de una variedad diferenciable requiere también conceptos avan-
zados de geometria diferencial; pero, en términos generales se puede decir que una
variedad es diferenciable si en cada punto de la variedad se puede definir una funcién
continua y diferenciable.

Curva

Una curva «(t) es un mapeo continuo de un espacio de dimensién uno hacia un espacio
de dimension n, es decir, v : A — B, donde A C R, B C R". Notese que B puede ser
una variedad, i.e., B = M C R". La variable ¢ es conocida como el pardmetro de la
curva. Dada una curva ~(t), el vector tangente a la curva en t, denotado por 4(t), es el
valor de la derivada de « en t (un vector en R™) calculada de la manera convencional:

R S B 10)

dt h—0

Es importante resaltar que si v(t,) = p € B, es decir, la curva v(t) “pasa” por el
punto p en t = t,, entonces Y(t,) € R™ es el vector tangente a la curva ~(t) en p.
Espacio tangente

Sea M™ C R" una variedad diferenciable. Dado cualquier punto p € M™, definase I',
como el conjunto de todas las curvas suaves (t), v : U — M™ (U C R, con 0 € U),



que pasan por el punto p en t = 0, es decir
Iy ={y(t) e M™, cont €U :~(0) = p},

de modo que para cada curva «(t) € I', hay un vector v, = 4(0) € R" tangente a esa
curva en el punto p. El conjunto formado por todos esos vectores tangentes en p forma
un espacio vectorial de dimensién m. Tal espacio vectorial es conocido como el espacio
tangente de M™ en p y se denota por 7, M™.

Para cualquier p € M, se tiene que T,M™ es también una variedad de dimensién m
en R". Por ejemplo, el espacio tangente en cada punto p de la esfera unitaria S? C R? es
un plano P, C R? que es tangente a la esfera en p, es decir, T,S* = P, C R3. Localmente
(en p) cada plano P, es isomérfico a R?, por eso es comtn escribir 7,5? = R?* C R?,
para todo p € S2. Asf mismo, se tiene que T,R™ = R" para cualquier & € R".

Se le llama fibrado tangente (tangent bundle) de una variedad M™ C R™ a la coleccién
de todos los vectores tangentes v, € T,M™, junto con la informacién del punto p € M™
al cual son tangentes. El fibrado tangente de M™ se denota por TM™ y se define como:

™™ = {(p, 'Up) peM™ v, € TpMm}

Noétese que si M™ C R" entonces TM™ es una variedad de dimensién 2m en R?".
Por ejemplo, en el caso del circulo unitario el fibrado tangente es 'S = SxR C R*. La
importancia del fibrado tangente es que permite definir el espacio de fase de un sistema
dindamico, donde cada punto p € M™ corresponde a una configuracién del sistema y
T,M™ es el espacio de velocidades para cada p € M™.

Grupos de Lie

La importancia de los llamados grupos de Lie se debe a que son herramientas mateméti-
cas que tienen aplicacion en diversos problemas de mecanica de solidos y fisica cuantica.
Fueron introducidos por Sophius Lie en 1870 con el fin de estudiar las simetrias de las
ecuaciones diferenciales.

De manera formal un grupo de Lie es un conjunto GG que satisface las siguientes
condiciones:

e (G es un grupo.
e (G es una variedad (i.e. G =M™ C R").

e La operacién de grupo - : Gx G — G y el mapeo inverso ~! : G — G son funciones
continuas y diferenciables (suaves).

La dimension de un grupo de Lie es la dimension de la variedad correspondiente, es



decir, si G = M™ C R", entonces dim{G} = m. Los ejemplos mas comunes de grupos
de Lie son los grupos de matrices invertibles de n x n (bajo la operacién multiplicacién),
es decir, el grupo lineal general, GL(n), definido en (2.4) y todos sus subgrupos, que
son, en general, variedades en R™,

En la tabla 2.1 se enlistan algunos grupos de Lie que son de interés en el modelado de
cuerpos rigidos. U(n) es el grupo unitario de orden n, es decir, el conjunto de matrices
complejas no singulares A € C™" tales que (A*)TA = I, donde (A*)T es la matriz
adjunta (transpuesta conjugada) de A. SU(n) es el grupo especial unitario de matrices
unitarias con determinante igual a 1. Obsérvese que SU(1) no estd definido y que U(1)
es el grupo formado por los niimeros complejos de la forma e = cos(x)+isin(z). En la
tabla se incluyen también S y S® como ejemplos de grupos de Lie, bajo la multiplicacién
convencional de nimeros complejos y cuaterniones, respectivamente.

Tabla 2.1: Algunos grupos de Lie multiplicativos.

Grupo (G) Dimensién
GL(n,R) = {A € R"™ : det(A) # 0} 2
O(n) = {4 € GL(n,R) : ATA =1} n(n=1)
SO(n) ={A € O(n) : det(A) = 1} n(nz—l)
GL(n,C) = {A € ™" : det(A) # 0} 2

U(n)={A € GL(n,C): (ANTA=1} n?
SU(n) ={A € U(n) : det(A) = 1} n?—1

S={xeC: x| =1} 1

S={xeH:|z| =1} 3

Cabe recordar aqui que, en general, el conjunto S™ se define como
"= {z e R o] =1}

, pero como R? = C y R* = H, entonces S y S® son los conjuntos de niimeros complejos
unitarios y cuaterniones unitarios, respectivamente. Adicionalmente, aunque no forma
un grupo, S? es el conjunto de vectores unitarios en R3.



Capitulo 3
Cinematica

Este trabajo de tesis se enfoca principalmente al andlisis de las diferentes formulaciones
para modelado dinamico, las cuales seran presentadas a detalle hasta el capitulo 4. Sin
embargo, tal como se explico en la introduccion, todas las formulaciones para modelado
dindmico parten de conocer el arreglo de coordenadas de postura y los vectores de
velocidad lineal y velocidad angular de cada uno de los cuerpos rigidos que componen
al mecanismo de interés.

Este capitulo primero presenta las paramentrizaciones més comunes de la postura de
un cuerpo rigido. Luego se describe el método propuesto por Denavit-Hartberg, que es
el mas comun para modelado cinematico de manipuladores robéticos, asi como también
los métodos de Muir-Neuman (Muir & Neuman, 1987) y Campion que se usan para
modelado cinematico de robots mdéviles con ruedas. Ademads, se habla de las restric-
ciones cinématicas y los métodos para obtener la matriz de proyeccion, la cual permite
transformar el modelo cinematico no minimo, en un modelo cinematico minimo. Final-
mente, a manera de resumen se explica como obtener el modelo cinemético de diferentes
tipos de mecanismos robdticos. La mayor parte de los conceptos presentados en este
capitulo fueron extraidos principalmente de las referencias: (Bernal, 2013; Bernal &
Campa, 2015; Muir & Neuman, 1987; Khalil & Kleinfinger, 1986).

3.1 Cinematica de cuerpos rigidos

En esta seccién se describen las principales parametrizaciones de la postura de un
cuerpo rigido:

e Vector de posicién y angulos de Euler.
e Vector de posicién y matriz de rotacion.

e Matriz de transformacién homogénea.
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Figura 3.1: Posicién y orientacién de un cuerpo rigido. (Campa, 2005)

e Matriz ortogonal especial dual.
e Vector de posicién y cuaternion unitario.

e Cuaternién dual unitario.

En la subseccién 3.1.1 se presentan las expresiones para la cinemética de postura, y
en la seccion 3.1.2 para la cinematica de velocidad, empleando todas estas parametriza-
ciones. Mas informacién sobre esto puede encontrarse en (Bernal, 2013).

3.1.1 Cinematica de postura

Considérese un cuerpo rigido que se mueve libremente en el espacio (ver figura 3.1), el
cuerpo tiene un marco coordenado X.5(Xp, Y5, Z5) que se mueve junto con él y ademads
existe un marco de referencia fijo (inercial) ¥o(Xo, Yy, Zy). Para especificar la posicién
del cuerpo rigido con respecto al marco inercial, se usa un vector pp € R® que va del
origen de Xy al origen de X5. Para la orientacién g € M? C R™, donde m > 3 indica
el nimero de parametros usados para describir la variedad de orientacion.

Vector de posicion y angulos de Euler

Los angulos de Euler son tres angulos A\, pu, v € R que indican rotaciones sucesivas
alrededor de los ejes coordenados del marco Y5, necesarios para hacer que ¥y coincida
con Yp. Existen doce posibles sucesiones de rotaciones (también llamadas conven-
ciones) de angulos de Euler, las cuales se denotan segiin la sucesién de ejes que se rotan
y son: XYX, XYZ, XZX, XZY, YXY, YXZ, YZX, YZY, ZXY, ZX7Z, ZYX, ZYZ. Si se



especifica la convencién a utilizar, entonces la orientaciéon queda definida por:

por lo que se trata de una parametrizaciéon minima (que tiene el minimo nimero de
parametros); sin embargo, cualquier parametrizaciéon minima de una variedad presenta
configuraciones singulares; es decir, orientaciones para las cuales los angulos de Euler
no estan definidos de manera tunica.

Cuando se utilizan angulos de Euler para describir la orientacién, entonces la postura
queda definida por medio de:

y se dice que se trabaja en espacio operacional (Khatib, 1987).

Vector de posicion y matriz de rotacién

Las matrices de rotacién son el método de representacion de la orientacion més exten-
dido en la actualidad debido a la simplicidad del algebra de matrices. Las matrices
de rotacién pertenecen al grupo especial ortogonal de matrices de 3 x 3, SO(3). Este
grupo también conocido como grupo de rotacién en R?, describe la orientacién relativa
entre dos marcos coordenados con origen comun en el espacio tridimensional.

Las matrices de rotacién son conocidas también como matrices de cosenos direc-
tores, porque sus nueve elementos son los cosenos de los dngulos directores (o cosenos
directores) de cada uno de los ejes del marco ¥ con respecto al marco ¥,. Cabe
recordar que los dngulos directores de un vector v, con respecto a un marco %(X,Y, Z),
son los dangulos que forma el vector con cada uno de los ejes coordenados (X, Y y Z),
suponiendo que v pasa por el origen de Y. Si se les llama 1, x, ¥,y v ¥z a los dangulos
directores entre el vector v y los ejes X, Y y Z, respectivamente, entonces los tres
cosenos directores de v son cos(¥,x), cos(i,y) y cos(i,z) v se puede comprobar que
satisfacen

cos? (Pux) + cos? (Ypy ) + cos? (Yuz) = 1. (3.1)

Ahora bien, si se define 1, como el vector de dngulos directores del vector v con
respecto a X(X,Y,Z), es decir, ¥, = [ Vox Yoy Yoz }T, y ademads, el vector de
cosenos directores cos(p,) como el vector de cosenos directores de v con respecto a X,

entonces:
T

cos(,) = [ cos(tux) cos(tpy) cos(vbuz) |



, v la ecuacién (3.1) se reescribe como
[ cos(vp,)[| = 1.

Siguiendo esta notacién, una matriz de rotacién ° R que da la orientacién del marco
Y5(Xp,Yps, Zp) con respecto a Xy (Xo, Yo, Zy), seria

cos(xpx,) €o8(Yypx,) €o8(Vzgx,)
"Rp = | cos(¥xpy,) cos(dyyy,) cos(tzyy,) | € SO(3)
cos(xpz,)  COS(Vypz,)  €O8(Yzpz)

o, en términos de vectores de cosenos directores con respecto al marco 3o (Xo, Yo, Zp):
“Rp = [ cos(ipy,) cos(ty,) cos(¥z,) ] (3.2)

y se observa que la transpuesta de °Rp corresponde a la matriz de rotacién del
marco Y con respecto al marco X, es decir

BRO — (ORB)T.

Debido a que sélo se necesitan 3 variables independientes para definir la orientacion,
entonces deben existir seis restricciones holonémicas entre los nueve elementos de una
matriz *Rp € SO(3). Si 71, 79, 73 € R3 son las tres columnas de °Rp, es decir

BRy=1[m 7 73] €SO3 (3.3)

entonces las seis restricciones (conocidas como restricciones de ortogonalidad) son:

T . T, _
rir = 1; riry =0
T . T, —
Ty T = 1; rir3 =0
T
r3ry = 1; rdry = 0. (3.4)

Si se hace uso de la notacién propuesta en (Bach & Paielli, 1993), las tres columnas
de la matriz de rotacion se pueden apilar en un vector columna:

1
Y= |1ry | € M?CR’ (3.5)

r3

el cual es mas adecuado para aplicaciones de control.

Las matrices de rotacién alrededor de los ejes X, Y v Z de un marco coordenado,



se conocen como matrices de rotacion elementales y son

1 0 0
R.(6) =1 0 cos(d) —sen(d) (3.6)
| 0 sen(f) cos(0)
cos(f) 0 sen(f) |
R,(0) = 0 1 0 (3.7)
| —sen(f) 0 cos(d) |

cos(f) —sen(f) 0 ]
R.(0) = | sen(f) cos(d) 0O (3.8)
0 0 1

donde la variable 6 corresponde al angulo de la rotacién y el subindice indica el eje del
marco sobre el cual se realiza la rotaciéon correspondiente.

Todas las matrices de rotacién poseen las siguientes propiedades:

ARc = “RpPRc (3.9)
‘pe = “R®pc+'py (3.10)

Matriz de transformaciéon homogénea

Las matrices de transformacién homogenea (MTH) permiten trabajar de una forma
mas compacta con la postura relativa entre dos marcos cuando la orientacién es descrita
por medio de una matriz de rotacién. Si py € R? es el vector de posicién y °Rp €
SO(3) es la matriz de rotacién del marco X.5(Xp, Yp, Z5) con respecto al ¥o(Xo, Yo, Zo),
entonces la matriz de transformacién homogénea correspondiente (entre esos mismos
dos marcos), °T'z, estéd dada por

OR 0
0Ty = { o i ] € SE(3) (3.11)

donde SE(3) es conocido como el grupo especial euclidiano de transformaciones rigidas
en R3.

Las matrices de transformacién homogenea cumplen las siguientes propiedades:
Ao =T Te

de donde se extraen las propiedades (3.9) y (3.10).



Ademas P AT A
ATgt = gB B Rf Ps | ¢ gE(3). (3.12)

Matriz ortogonal especial dual

Considérese nuevamente la figura 3.1 y supdngase que se usa una matriz de rotacién
para describir la orientacién. De acuerdo al principio de transferencia (ver apéndice
A), la matriz resultante al “dualizar” la ecuacién (3.2) es:

ORp = [ cos(¥, . + m:/)mB) cos(v,,, + 01,7)yB) cos(p,, + 07,7223) } € SO(3,D),

donde v:[)mB, 777’@/3 y 1,7223 son vectores que van del origen del marco Xy a un punto de los
ejes Xp,Yp y Zp (ver figura 3.1), respectivamente, en que los vectores ¥, , %, . v ¥,
son perpendiculares a cada respectivo eje, y o cumple con la propiedad o2 = 0 (ver
definicién de nimeros duales en seccién 2.1). Aqui se denomina SO(3, D) al conjunto de
matrices especiales ortogonales con elementos duales (o simplemente matrices especiales
ortogonales duales) que se define como:

SO(3,D) = {°Rp = "Ry + 0°R}, € D¥3 1 0OR;"0Ry = I, det(Rp) = 1}

Y debe verificarse que SO(3,D) es una variedad de dimensién 6 en D33, Si
‘Rp = [ T Ty T3 }T y 'Ry = [ Ty Ts Tg }T, entonces se deben cumplir las seis
restricciones de ortogonalidad (3.4), més las siguientes seis restricciones:

rir, =0; rirs=0 (3.13)
T T

rire=0; ry7r5 =0
r2Tr6:0; r?)Tr(;:O.

Ahora bien, empleando la expresion (A.4), es posible reacomodar la ecuacién ante-
rior quedando:

"Ry =1 +0S(ps)] [ ., ¥, ., ] €SO(3.D),

donde pp es el vector de posicién que va del origen del marco ¥y al origen del marco
Yg; por lo tanto )
'Rp = [I +0S(ps)]"Rp € SO(3,D). (3.14)

Para mayor informacién sobre el tema ver (Bernal, 2013).



Con vector de posiciéon y cuaternién unitario

Euler demostré que dados dos marcos coordenados ¥y y X5 con un origen comun siem-
pre es posible transformar ¥y en ¥ realizando una rotacién de un angulo 6 alrededor
de un eje definido por el vector unitario w = [ ue wu, wu. | €S% conul+u+ul=1.
Ahora bien, dados # y u es posible definir los siguientes parametros:

— o

ep = sen (g) u (3.16)

y es facil comprobar que estos parametros, conocidos como parametros de Euler, satis-
facen una restriccién de norma unitaria, es decir

2 T
np+egep =1
d d B 7 1T d \derad ., tario. ol
e modo que 5 = [ N €p } puede ser considerado como un cuaternion unitario, e
cual representa otra parametrizacién de la variedad de orientacién.
) T . .,
Dados los pardametros de Euler {5 = [ np €k } € S, la matriz de rotacién
correspondiente se obtiene usando la siguiente expresion:

R(np,ep) = (M — epen)] + 2nS(ep) + 2eper,

, . . . , T
y, obsérvese que la matriz de rotacién obtenida con los pardametros ¢ = [ n el } €s?

. . T .
es exactamente la misma que la obtenida con —¢ = [ —n —eb } € S3. Esto significa
que dos cuaterniones diferentes dan como resultado la misma orientacion:

+ [ Z} € S* < R(n,e) € SO(3)

Un hecho importante es que la multiplicacion de parametros de Euler es equivalente
a la multiplicacién de matrices de rotacién. Si +¢;, £¢» € S? son los pardmetros de
Euler correspondientes a las matrices de rotacion Ry y Ry € SO(3), respectivamente,
entonces las siguientes relaciones se satisfacen:

RiRy <— :f:C1®C2 y (317)

0 } ® ¢ (3.18)

Riv <— C1®|iv

donde el operador (x) indica el conjugado de { = [ n ef }T, esdecir " = [ n —el }T,



y el operador (®) expresa el producto de cuaterniones, es decir, dados ¢; = [ m &

yéy=[m & }T, el producto ¢; ® {5, se define como:

T
Mhe — €1 €2
QRC, =
€1 ® G €2 + 1n2€1 + S(€1)€e2

Cuando se hace uso de esta representacion de la orientacion para describir la postura
de un cuerpo rigido, es decir & = [pg np €L }T € R3 x S* ¢ R, se dice que se
trabaja en espacio de tarea (Natale, 2003).

Para mayor informacion sobre el uso de parametros de Euler en la cinematica de
robots, el lector puede servirse de (Bernal, 2013).

Cuaterniéon dual unitario

Cuando se emplean cuaterniones duales unitarios, el vector de postura del cuerpo rigido

tienen la forma
_ | "B VB 3 4
X = {EB]Jra{UB]ESDc]D

donde S%, es el conjunto de los cuaterniones duales unitarios, un subconjunto de los
cuaterniones duales (D* = H?), en el que se deben satisfacer las restricciones

77%; + EgEB =1 y nBVB + Eg’UB =0. (319)
Otra forma de representar un cuaternién dual unitario es la siguiente:

1
XB=Cp+o0z

2

{pOB } ® Ca, (3.20)

donde &5 € S? son los pardmetros de Euler que dan la orientacién del marco Xp, y

pp € R es el vector que da la posicién de su origen respecto al marco ¥y (ver figura
3.1).

Debido a que un cuerpo en movimiento general requiere de seis coordenadas genera-
lizadas para ser definido, un cuaternién dual unitario no es una representacién minima,
pero si una representacion compacta y eficiente (Ramirez-Gordillo et al., 2011 ).

Para mayor informacién sobre el uso de cuaterniones duales unitarios en la cinematica
de robots, el lector puede servirse de (Bernal, 2013).



3.1.2 Cinematica de velocidad

En general, el movimiento de un cuerpo rigido con un marco g respecto a un marco
inercial Xy estara compuesto de un movimiento traslacional y de un movimiento rota-
cional. De acuerdo al teorema de Chasles (Murray et al., 1994), ambos movimientos
son independientes y pueden tratarse por separado. La tasa de cambio temporal de
cada uno de estos movimientos queda descrita, respectivamente, por medio de un vector
velocidad lineal vg y un vector velocidad angular wp.

En un movimiento de traslaciéon pura (desplazamiento lineal, sin rotacion), se pre-
senta un vector velocidad lineal que indica la rapidez (magnitud) y direccién instanté-
neas del desplazamiento. Sea py € R el vector posicién que describe la posicién de
un cuerpo rigido con respecto al marco inercial. La velocidad lineal del cuerpo vpg, es
simplemente la derivada temporal del vector de posicion, es decir:

- dpp
Up = di .

En un movimiento de rotacién pura (desplazamiento angular, sin traslacién) se
presenta un vector velocidad angular cuya direccion indica el eje instantaneo de rotacion
y la magnitud indica la tasa de cambio del desplazamiento angular (en rad/s).

Sea 9z € M? C R® la parametrizacién de la orientacién de un cuerpo rigido con
respecto a un marco inercial, donde s es el nimero de pardmetros usados para describir
la orientacioén, la relacion entre la derivada temporal de ¢ 5 y la velocidad angular wp
esta dada por:

wp = Tw(wB)¢B>

donde Ty (1 5) € R***, es una matriz de transformacion que depende de la parametrizacién
empleada para describir la orientacion, y es llamada jacobiana de representacion.

En las subsecciones siguientes se obtiene la matriz T4 para cada una de las repre-
sentaciones de la postura mencionadas anteriormente.

Con vector de posicién y angulos de Euler

Cuando se usan angulos de Euler para describir la orientacion, la jacobiana de re-
presentacion depende de la secuencia de rotaciones (convencion de angulos de Euler)
empleada. Suponga que la orientacién de un cuerpo rigido esta variando con el tiempo
y queda descrita por medio de los dngulos de Euler \(¢), v(t) y u(t). Los ejes de rotacién
correspondientes a cada uno de éstos angulos de Euler se denotan por wy,u,, y u,,
respectivamente. Entonces la velocidad angular del cuerpo en movimiento puede ser



descompuesta de la siguiente manera:
‘ A
wp = A\uy + ru, + fru, = [ Uy U, Uy } v
[t
de modo que
T¢()\, v, ,u) = [ uyx u, uy :| € R3*3

y las expresiones de uy, u, y u, en términos de a, 3 y v dependen de la convencién de
angulos de Euler utilizada. Por ejemplo, si se usa la convencién ZY Z, entonces:

0 —sen(\) sen(v)cos(A)
To(A\v,p) = | 0 cos(A) sen(v)sen(N)
1 0 cos(v)

Y se observa que esta matriz es singular cuando v = nw. En (de la Torre, 2007) se
encuentran las matrices T, para las 12 convenciones de dngulos de Euler, todas ellas
presentan singularidades para alguna configuracion.

Con vector de posiciéon y matriz de rotacion

Si la orientacién de un cuerpo rigido es descrita por una matriz de rotacién R € SO(3),
entonces la relaciéon entre w y R estd dada por:

ORB = S(wB)ORB. (3.21)
Si Rp = [ L Ty T3 } y 'Rp = [ L Ty T3 }, entonces la expresién anterior
puede escribirse como:
7:‘1 S(wB)r1 S(Tl)
o | = | Swe)ry | =—| S(r2) | wg, (3.22)
7:‘3 S(wB)Tg S(Tg)

donde se ha usado la propiedad (2.12).

Obsérvese que

S
[ S(rl) S(Tg) S(Tg) :| g('r‘g) =-2] € ]R3><3’



asi que es posible despejar w de la ecuacién (3.22) obteniendo:
71

[ S('I"l) S('I"g) S('I"g) :| 7:'2 . (323)
3

1
UJB:§

De modo que si se considera el vector de orientacién 1 definido en (3.5), estd claro
que

Ty(°Rp) = % [ S(r1) S(r2) S(rs) | € RP. (3.24)

Note que Ty(°Rp) no posee singularidades de representacion, esto es porque la para-
metrizacion dada por SO(3) describe en forma global la variedad de orientacion.

Matriz de transformacién homogénea

De (3.12) se tiene que la derivada de la matriz de transformacién homogénea es:

0 _ B Pp | _| Tt T2 T3 Pp 4x4
5= { o 0 ] - { 0o 0 0 1 |EK
de modo que se puede tomar £z = [ py 1 T2 T3] € R®xSO(3) C R

De la propiedad de la matriz de rotacién dada en (3.23), se tiene que la velocidad
lineal y angular de un cuerpo rigido cuya postura es representada por matrices de
transformacién homogénea esta dada por:

Pp
vp | _ 1] 2l Ops Opg Opg ! (3.25)
wn 2 | Ops S(ri) S(r2) S(rs) T2 '
T3
Con matrices ortogonales duales
Tomando la derivada de (3.14), se puede comprobar que
"R = [S(ws)+ 0 [Sws) + S(ps)Sws)] "Ra (3.26)
— [+ 0S(py))[S(ws) + 0S(vs)] "R (3.27)
— [ +0S(py))[S(ws + 0vs)] "Ry (3.28)
(3.29)



Premultiplicando por [I — oS(pg)] v observando que [I — oS(pg)|[I — oS(pg)] = I:
[T — 0S(py)]R = S(wp + ovp)R

Reescribiendo la ecuacion anterior, haciendo uso nuevamente de la representacion
propuesta por Bach y Paielli (Bach & Paielli, 1993) para las matrices de rotacion:

(I-oS(pu)in | [ Slws + ovs)r
(I~ 0S(pp)ia | = | Slws +ovs)rs
(I —oS(pp))rs S(wp + ovp)rs

Utilizando la propiedad (2.12), la ecuacién anterior queda:

(I —0S(pp)i S(r1)
(I~ 0S(pp)in | =~ | () | [ws +o(vs)]

(I —aS(pp))rs

]

N
—~

~
w
S—

Finalmente, observando que
S
[ S(r1) S(ra) S(r3) ] | S(re) | = —2I e R*® (3.30)
S

es posible despejar wp + ovp:

(I = 05(py))i
[S(r) Sr2) S(rs) | | (7= 0S(p))i (3.31)
(I —oS(pp))Ts

La expresion (3.31) permite obtener en un sélo paso la velocidad lineal vg = pp y
la velocidad angular wpg del cuerpo rigido a partir de los elementos de la matriz especial
ortogonal dual y sus derivadas.

wp +ovp =

N —

Con vector de posiciéon y cuaternién unitario

La derivada de los parametros de Euler que describen la postura del marco ¥ g respecto
a Xy esta dada por la llamada regla de propagacion del cuaternién (Campa, 2005):

{ ZJZ ] = %E(UB,EB)UJB (3.32)

donde wp es la velocidad angular y



E(np,ep) = [HBIZESE(EB) ] € R*3, (3.33)

Usando la propiedad (2.16) y la restriccién de la norma unitaria de un cuaternién
unitario, es facil demostrar que

E(7737€B)TE(773>€B) = I> (334)

de manera que se puede despejar wp de (3.32), obteniéndose:

Wi = 2B, e5)" { iy ] ; (3.35)

donde el jacobiano de representacién en este caso es

I 0
T, —
4 {0 Ty(nB,€B) }’

donde
T¢(773,€B) = QE(TLB,EB)T = 2[ —E&R 773]+S(€B) } s

el cual es de rango completo para todo [ np €L }T € S3. La afirmacién anterior
significa que esta parametrizacién también es global; sin embargo, desafortunadamente
esta parametrizacion no tiene la propiedad de unicidad, ya que como se explicé en la
subseccion 3.1.1, si [ np €} }T € S% se reemplaza por | —np —ef }T € S? se obtiene
exactamente la misma orientacion.

Cuaterniéon dual unitario

En (Han et al., 2008 ) se puede encontrar la siguiente relacion:

2| 20| Bnw.en)li + oS(pg)lwn + ovs)

—gr
donde E(7g,Ep) = b D4
onde B0m &) = | 1,1 b, |

Ahora, considerando que E(7p,&p)  E(fjg,€p) = I se puede despejar wp + ocvp
quedando:

wp+ovp = 2[[ — O'S(pB)]E(nB,EB) |i Zi :| . (336)

La expresion (3.36) permite obtener vp v wp a partir del cuaternién dual unitario
dado por [ g €L }T y su derivada temporal.



3.2 El método de Denavit—Hartenberg

La mayor parte de esta seccién fue tomado de (Bernal & Campa, 2015).

Para determinar la ubicacion en el espacio de una recta, se requieren soélo cuatro
parametros independientes. Sin embargo, existen varias parametrizaciones posibles,
siendo una de las mds conocidas la dada por las llamadas coordenadas de Pliicker (ver
apéndice A), que son seis pardmetros (representando dos vectores tridimensionales)
sujetos a dos restricciones holonémicas, de manera que se trata de una parametrizacion
no minima.

En 1955 Jacques Denavit y Richard S. Hartenberg (Denavit & Hartenberg, 1955)
presentaron la primera parametrizacién minima de la ubicacion de una recta. El con-
cepto geométrico principal que permitiéo a Denavit y Hartenberg encontrar tal repre-
sentaciéon minima, fue el de normal comin entre dos lineas.

Considérese una linea recta en el espacio tridimensional, tal como la que se muestra
en la figura 3.2. Para encontrar los cuatro parametros de Denavit-Hartenberg (o sim-
plemente pardmetros D-H) que describen la ubicacién de la linea con respecto al marco
Y, (con ejes X,, Y, v Z,), primero se debe encontrar la normal comtn entre la linea y
uno de los ejes (por convencidn el eje Z) del marco. Denavit y Hartenberg notaron que
el marco ¥, podria ser transformado en el marco (X, Y, Z), con Z; en la direccién
de la linea y X; en la direccién de la normal comun, después de realizar las siguientes
cuatro transformaciones basicas (ver figura 3.2):

Una traslacion de una distancia d a lo largo del eje Z,.

Una rotacion de un dngulo 6 alrededor del eje Z,.

Una traslacién de una distancia a a lo largo del eje X;.

Una rotacion de un dngulo « alrededor del eje Xj.

Los parametros D-H para una linea son entonces: d, 0, a y a. Pero, cabe resaltar
que estos pardmetros no sélo describen una linea, sino también la postura (es decir,
la posicion y orientacion) de un marco; y como, para el caso general, la postura de
un marco tiene seis grados de libertad, esto significa que los marcos que pueden ser
descritos por parametros D-H, deben satisfacer dos restricciones: (a) el eje X del marco
Y, interseca el eje Z del marco de referencia Xy, y (b) el eje X del marco ¥, es paralelo
al plano XY del marco de referencia ¥y. Esto llevé a Denavit y Hartenberg a proponer
un método general para la obtencién del modelo cinematico directo de mecanismos
(Denavit & Hartenberg, 1955).

Lo que Denavit y Hartenberg hicieron fue asociar a cada eslabén del robot un marco
coordenado, de tal modo que el movimiento relativo de la articulacién 7, encontrada
entre el eslabon @ y el eslabén ¢ + 1, estd dado por la postura del marco ¥;1; con
respecto al marco ¥; (Denavit & Hartenberg, 1955; Lipkin, 2005)(el cual, como se
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Figura 3.2: Parametros Denavit-Hartenberg para una linea recta.

mencioné antes, puede ser parametrizado por d;, 6;, a; vy ;). Con el objetivo de hacer
esto, ellos siguieron la idea en la figura 3.2, colocando el eje Z; alineado con el eje de la
articulacion i y el eje X;11 alineado con la normal comun a los ejes de las articulaciones
iei+1 (esdecir Z; y Z;11, respectivamente). Luego Denavit y Hartenberg propusieron
el uso de matrices de transformacion homogénea para obtener el modelo cinematico
directo de mecanismos (Denavit & Hartenberg, 1955).

La postura del elemento terminal del robot es determinada por su posicién y orien-
tacién la cual esta descrita por medio de la matriz de transformaciéon homogénea °T, €
SE(3), definida como:

OR Op
T, = ¢ ¢ | € SE(3),
{ Opg 1 ] ¥
donde °R. € SO(3) es la matriz de rotacién que define la orientacién del marco asociado
con el efector final del robot (X.), con respecto al marco de referencia asociado a la

base (3,) v °p, € R3 es el vector de posicién del origen del marco ¥, con respecto a el
origen del marco X,,.

Para el andlisis subsecuente se requiere calcular la postura del marco >; con respecto
al marco ¥, 1. La correspondiente MTH esta dada por:

, i-1R, lp,
il : i | € SE(3
{ Opg 1 } )

donde ahora ‘"' R; € SO(3), y “"!p, € R3 son, respectivamente, la matriz de rotacién y
el vector de posicion que dan la orientacién y la posicion del marco ¥; con respecto al



marco ;1.

Es fécil mostrar que las MTHs elementales (MTH que describe la postura de un
marco que se obtiene por medio de una traslacion r y una rotacion ¢ sobre el mismo
eje) para el eje X y el eje Z son:

1 0 0 T C¢ —S¢ 0 0

o, —s, 0 s, ¢, 00

TX(T>¢) - 0 S¢ C¢ 0 y TZ(T>¢)_ 0 0 1 r
0 O 0 1 0 0O 01

donde se usa la notacién simplificada para el seno y el coseno, es decir, Cy = cos(¢) y
Sy = sen(¢). Es importante observar también que si r = ¢ = 0, entonces

Tx(0,0) = T(0,0) = I € R¥* (3.37)

Variantes del método original

El algoritmo propuesto por Denavit y Hartenberg, no es tinico. Existen varias versiones
o convenciones, las cuales difieren principalmente en la manera en que se nombran los
marcos asociados a cada eslabén y en como se definen los cuatro pardametros D-H.

En 1981, R. Paul (Paul, 1981) describié en su libro una variante del método origi-
nal de Denavit y Hartenberg, la cual ya habia sido publicada en 1970 (Kahn, 1970).
Basicamente, esta convencién propone modificar la definicién de los cuatro pardametros
D-H, de manera que ahora se calculan entre los marcos ;1 y ; (en lugar de entre ¥; y
Yi+1, como en la convencién original). Y aunque este cambio parece ser no importante,
conduce a una convenciéon mas clara y facil de aplicar. Esta convencién de Paul es
algunas veces conocida como la convencién “original” de parametros D-H. Pero, como
se explica mas adelante, la convencién de Paul y la convencién original de Denavit
y Hartenberg pertenecen a una misma familia (o clase), denominada aqui como la:
“familia original” de convenciones de parametros D-H.

En 1986, Khalil y Kleinfinger (Khalil & Kleinfinger, 1986) propusieron una modifi-
cacién al método original de Denavit-Hartenberg (aunque ellos en realidad se referian
a la convencién de Paul). La convencién de Khalil-Kleinfinger, que segun los autores
corrige ambigiiedades en el método original, principalmente propone una nueva forma
de colocar los marcos coordenados, y cambia el orden de las transformaciones requeri-
das para calcular la postura relativa entre marcos consecutivos. En el mismo ano,
J. J. Craig publicé en su libro (Craig, 1986) otra variante del método de Denavit-
Hartenberg ya empleada en (Featherstone, 1984). La convencién de Craig emplea una
distribucién de marcos y orden de transformaciones similar a la de Khalil-Kleinfinger,
pero la definicién de los parametros es diferente. Como se muestra en este trabajo, es-
tas dos convenciones pertenecen a la misma familia, la cual aqui es nombrada “familia



modificada” de parametros D-H.

Después de un minucioso estudio de las diferencias entre las convenciones de para-
metros D-H, es posible mostrar que todas las convenciones pueden ser clasificadas en
las dos familias ya mencionadas: la familia original (o familia O) y la familia modificada
(o familia M).

La diferencia entre ambas familias consiste en el orden en el cual se realizan las
transformaciones requeridas para obtener la postura relativa entre los marcos ¥; y ;1.
Para las convenciones pertenecientes a la familia O, la secuencia de transformaciones
se realiza como lo propusieron originalmente Denavit y Hartenberg, es decir:

e Una traslacién y una rotacién en el eje Z del marco ;.

e Una traslacion y una rotacién en el eje X del marco ;.

Para las convenciones de la familia M, el orden de las transformaciones se invierte,
es decir, el orden es:

e Una traslacién y una rotacién en el eje X del marco ;1.

e Una traslacion y una rotacién en el eje Z del marco ¥;.

Existen tres convenciones de pardametros D-H bésicas (o estdndar) en cada familia.
Las tres convenciones de la familia O seran denotadas simplemente por O1, 02 y O3;
mientras que para la familia M se tienen las convenciones M1, M2 y M3

A continuacion se explicard brevemente cada una de las seis convenciones estandar
de parametros D-H. Ademds, en el apéndice B se hace un analisis de las posibles
variantes de parametros D-H que puede haber en una misma convencion asi como
de las transformaciones entre diferentes convenciones.

3.2.1 Convenciones originales

Para todas las convenciones en esta familia, es necesario colocar los marcos coordenados
de acuerdo a las siguientes reglas:

(1) Para ¢ = 1,2,...,n, colocar el eje Z;_; en la direccién de eje de la articulacion i.
Colocar Z,, en el elemento terminal, paralelo a Z,,_;.

(2) Para ¢ =1,2,...,n, identificar la recta normal comin entre los ejes Z;_1 v Z; , y
colocar X; en direccion de esa normal comin. Colocar el eje Xy en la base, con
una direccion arbitraria.



Nétese que estas reglas determinan la localizacién de los marcos Yo, 21, . . ., 2, Asi,
cuando se emplean las convenciones de la familia O, n+4 1 marcos y 4n parametros D-H
se requieren para el modelo cinematico. Ademas, es posible verificar que la postura 7T,
del elemento terminal del robot, empleando la familia O, se obtiene usando:

OTe — 0T11T2 . n—lTn’

donde n es el numero de articulaciones simples del robot.

La diferencia entre las tres convenciones originales es el modo en el cual los cuatro
parametros D-H son definidos.

Convencion 01

Los cuatro parametros D-H para esta convencién se definen como:

e d;: Distancia de X; 1 a X;, a lo largo de Z;_;.
° 0;: Angulo de X;_1 a X;, con respecto a Z;_;.
e a;: Distancia de Z; 1 a Z;, a lo largo de X;.

o Angulo de Z;_1 a Z;, con respecto a X;.

Estos parametros pueden apreciarse en la figura 3.3.

Figura 3.3: Parametros D-H para la convencién O1.



La transformacion entre el marco ¥; 1 y el marco ¥; usando esta convencién esta
dada por la siguiente expresién:

Cei _Caisei SaiSHi a’icei

i—1lm T N So; Ca;Co —5a;Co aiS,
T, = TZi71(dZ>91)TX1~(auO‘1)— 0 S, Cha, d;
0 0 0 1

Esta convencién corresponde a la usada por Paul en (Paul, 1981).

Convencion 02

Para esta convencion los cuatro parametros D-H se definen como:

e d;: Distancia de X; a X;.1, a lo largo de Z;.
o 0;: Angulo de X; a X, 1, con respecto a Z;.
e a;: Distancia de Z;_; a Z;, a lo largo de X;.

o Angulo de Z;_1 a Z;, con respecto a X;.

Estos parametros son los que se muestran en la figura 3.4.

Figura 3.4: Parametros D-H para la convencién OZ2.

La transformacién entre el marco ¥;_; y el marco ¥;, usando esta convencién, esta
dada por:

091'71 _CaiSOiﬂ SaiSOiﬂ aio@iﬂ
591'71 CaiCOiﬂ _SaiCOiﬂ aiS@iﬂ
0 Sai Cai di—l
0 0 0 1

T = Ty (diy, 0i1)Tx,(ai, i) =



Hasta donde se sabe, esta convencién de parametros D-H no habia sido reportada
en la literatura, aunque, de acuerdo al andlisis realizado en (Bernal & Campa, 2015),
tiene relacion con la convencion M2 de la familia M.

Convencion 03

Los cuatro parametros D-H para esta convencién son definidos como:

e d;: Distancia de X; a X;.1, a lo largo de Z;.
o 0;: Angulo de X; a X, 1, con respecto a Z;.
e a;: Distancia de Z; a Z;,1, a lo largo de X; ;.

o Angulo de Z; a Z;,1, con respecto a X;1.

En la figura 3.5 se muestran estos parametros.

Figura 3.5: Parametros D-H para la convencién OS3.

La MTH entre el marco ¥;_; y el marco ¥; usando esta convencion resulta ser:

091'71 _CaiﬂS@iﬂ Sai7159i71 ai—lCeifl
591'71 Cai7109i71 _Sai7109i71 ai—159i71
0 Saiﬂ Caiﬂ di—l

0 0 0 1

ST = Ty, (di—1,0;-1)Tx, ,(a;—1, 1) =

Se puede verificar que esta convencién es la que propusieron originalmente Denavit
y Hartenberg en (Denavit & Hartenberg, 1955).



3.2.2 Convenciones modificadas

Para las convenciones en esta familia, los marcos coordenados se deben colocar de
acuerdo a las siguientes reglas:

(1) Para i = 1,2,...,n, colocar el eje Z; en la direccién del eje de la articulacién i.
El eje Zy debe ser colineal a Z;. El eje Z, .1 se coloca en el elemento terminal,
paralelo al eje Z,.

(2) Parai=0,1,2,...,n, identificar la recta normal comin entre los ejes Z; y Z;11 y
colocar X; en direccién de esa normal comtin. Colocar el eje X, 41 en el efector
final, paralelo a X,.

Cabe mencionar que estas reglas determinan la ubicacién de los marcos coordenados
0,21, -+, Xnt1. Asl que, para las convenciones de la familia M se requieren n + 2
marcos coordenados, pero como los ejes Zy y Z; son colineales, asi como los ejes X,, y
X,11, entonces se tiene que los parametros aq, oy, d,y1 v 0,41 son siempre igual a cero,
y también se requieren 4n parametros D-H para definir los marcos de esta familia.

Es posible verificar que la postura T, del efector final del robot, empleando la
familia M, puede obtenerse usando:

O, ="'y - I T, (3.38)

donde n es el nimero de articulaciones del robot.

Al igual que las convenciones originales, las tres convenciones modificadas difieren
en cémo se definen los cuatro parametros D-H tal como se muestra en seguida.

Convencion M1

En esta convencion los cuatro parametros D-H se definen como:

d;: Distancia de X;_; a Xj, a lo largo de Z;.

0;: Angulo de X;_1 a X;, con respecto a Z;.
e a;: Distancia de Z;_; a Z;, a lo largo de X;_;.

Q;: Angulo de Z;_1 a Z;, con respecto a X;_1.

En la figura 3.6 se muestran los parametros correspondientes a esta convencidn.
Debe notarse que para fines de comparacién, en las figuras 3.3 a 3.8 se muestran los
mismos dos eslabones (i e i+ 1), pero siguiendo las reglas de ubicacién de marcos de las
convenciones de la familia M y la definicién de los pardmetros de la convencion M1, los



Figura 3.6: Parametros D-H para la convencién M1.

parametros a; y «; no se muestran en la figura 3.6 (tales parametros pueden apreciarse
si se reduce en una unidad los indices mostrados en la figura).

La transformacién entre 3J; 1 y 3J; usando esta convencién esta dada por la siguiente
expresion:

Cgi —Sgi 0 a;
Co,So,  CaCo —Sa, —diSa,
S0So. SaCs,  Ca,  diCh,

0 0 0 1

T = Tx,(a, 0)Ty,(di, 0;) = (3.39)

La convencién M1 corresponde a la convencién propuesta en (Khalil & Kleinfinger,
1986) por Khalil y Kleinfinger.

Convencion M?2

Para esta convencion los cuatro parametros D-H se definen asi:

e d;: Distancia de X; 1 a X, a lo largo de Z;.
° 0;: Angulo de X;_1 a X;, con respecto a Z;.
e a;: Distancia de Z; a Z;,1, a lo largo de X;.

o Angulo de Z; a Z;,1, con respecto a X;.

En la figura 3.7 se muestran estos parametros.



Figura 3.7: Parametros D-H para la convencién M2.

La MTH entre los marcos ¥;_; y »;, usando esta convencion, es:
Cei _Sei 0 a;—1

Caiﬂ‘g@i CaiAC@i _Saiﬂ _diSOéiﬂ

Saiﬂ‘g@' SaiﬂC@i Caiﬂ diCaiﬂ

7

0 0 0 1

S = Tx, (a1, 0i1)T7,(di, 0;) =

Se puede verificar que esta convencién corresponde a la del libro de Craig (Craig,
1986). Una peculiaridad de esta convencion (y también de la convencién O2) es el hecho
de que para establecer la postura de dos marcos consecutivos, se necesitan parametros
de D-H con indices diferentes.

Convencion M3

Los cuatro parametros D-H para esta convencién se definen asi:

e d;: Distancia de X; a X;,1, a lo largo de Z; .
o 0;: Angulo de X; a X;,1, con respecto a Z;,1.
e a;: Distancia de Z; a Z;,1, a lo largo de X;.

o Angulo de Z; a Z;,1, con respecto a X;.

Estos parametros se aprecian en la figura 3.8.

Por otra parte, la transformacion entre el marco >; 1 y el marco ¥; usando esta
convencion esta dada por la siguiente expresién:



Figura 3.8: Parametros D-H para la convencién M3.

091'71 _591'71 0 ;-1
Caiﬂ‘g@iﬂ Cai7109i71 _Saiﬂ _di—lsaiﬂ
Saiﬂ 591'71 Saiﬂ 091'71 Caiﬂ di—lCaifl

0 0 0 1

T = Ty (@im1,05-1)Tz,(dior, 0im1) =

Esta convencion fue reportada en (Bernal & Campa, 2015). En el apéndice B se
muestra que esta convencion tiene propiedades muy similares a las de la convencién
M1.

Todas las convenciones mostradas son equivalentes, como se muestra en el apéndice
B, por lo que pueden utilizarse de manera indistinta en cualquier aplicacion.

3.3 Obtencién de la matriz A(q)

En la seccién 1.4 se explico que en el caso de robots con restricciones cinematicas,
que son modelados empleando un conjunto no minimo de coordenadas generalizadas,
siempre existe una matriz A(q) que relaciona el vector de velocidades generalizadas
no minimas p € R™ con el vector de velocidades generalizadas minimas g € R", con
n < m igual al nimero de g.d.l. del robot.

También se explicd que en algunos robots es posible encontrar una funcion o : R™" —
R™ tal que:
p=o(q)



, de modo que A(q) es simplemente el jacobiano de o, es decir:

Ag) - 272

Sin embargo, si o(q) no se conoce de forma explicita (y analitica), entonces se debe
emplear algin método indirecto para obtener A(q). A continuacién se explican algunos
de los procedimientos para esto, segun el tipo de restricciones que se presentan.

e Restricciones holonémicas.

En la literatura se han reportado algunos métodos para encontrar la matriz A(q),
por ejemplo, en (Ghorbel et al., 2000) y (Soto & Campa, 2015). En esta trabajo
de tesis se propone un nuevo método para obtener la matriz A(q), que aplica para
aquellos robots en los que el vector p es seleccionado como:

p=[qa o] er"

donde g € R" es el vector de coordenadas generalizadas minimas.

El vector de restricciones holonémicas y(p) = 0 € R™™ se puede escribir
también como (g, ) = 0, y se tiene que al tomar la derivada con respecto al
tiempo de esta ultima expresiéon, queda

9v(q; ¢>)q L 9a. ) b =0, (3.40)

dq 0

de la cual es posible despejar ¢:

5 02@, _ (8v(q, ¢>))_1 0v(4.9)

dq 0¢p dq
o bien .
op(q) _ (9v(q.9)\  9v(g, ) (3.41)
dq O oq '
Ademas, como la funcién o(q) estd dada por
U(Q) = {¢)E1q)] )
entonces de (3.41), la matriz A(q) es
oo(q) _ | I ! e
Alg)=— .~ = [8¢><q) =|_ (awqﬂn)‘l g | ER™T(3.42)
q oq o oq




e Restricciones no holonémicas

Si p € R™ son las velocidades generalizadas no minimas, obtener la relacion
p =0(q,q). La matriz A(q) puede ser obtenida a través de:

_096(a.9)

A(q) 94

3.4 Modelado cinematico de mecanismos roboticos

En esta seccién se presentan los pasos para obtener el MCDP y el MCDV de diferentes
tipos de mecansimos robéticos. En particular, se consideran:

e Robots con cadena cinemédtica abierta.
e Robots con cadena cineméatica arborescente.
e Robots con cadena cinematica cerrada.

e Robots moviles con ruedas.

3.4.1 Robot con cadena cinematica abierta (seriales)

El método propuesto originalmente por Denavit y Hartenberg asi como su diferente
variantes se aplican directamente a robots con cadena cinemética abierta para obtener
su MCDP empleando matrices de transformaciéon homogénea.

A continuacion se resume el método:

1. Seleccionar la convencién de pardmetros de Denavit y Hartenberg a utilizar.

2. Asignar un marco de referencia ¥;(X;,Y;, Z;) a cada eslabon i conforme a las
reglas de la convencién original o modificada seleccionada.

3. Determinar los cuatro parametros D-H (d;, 6;, a; v «;) que especifican la posicién
de cada marco respecto al precedente de acuerdo a la convencién seleccionada.

4. Sustituir en las expresiones correspondientes a la convencién seleccionada los
pardmetros D-H con tal de obtener las matrices de transformacién “'T; € SE(3).

5. Obtener la matriz del marco asociado al 6rgano terminal . con respecto al marco
de la base X¢ es decir, °T,. Si la convencién D-H utilizada es de la familia O,
entonces Y. coincide con X, y

OTe — 0T11T2 L. n—lTn’
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Figura 3.9: Notaciéon para un robot con estructura de arbol.

mientras que si la convencion empleada es de la familia M, entonces X, = ¥, 11 ¥
0 01 n—1lmn
Te: Tl T2 Tn Tn+1>
donde n es el numero de articulaciones del robot.

6. El MCDV se puede obtener usando (3.25) y considerando los elementos de °T.

3.4.2 Robots con cadena cinematica arborescente

Un robot con estructura arborescente esta compuesto de n gdl, n + 1 eslabones y n
articulaciones. El eslabén 0 es la base y el eslabén n es un eslabon final. Los eslabones
son enumerados consecutivamente de la base a los eslabones terminales (ver figura 3.9).
La articulacién j conecta el eslabén j al eslabén a(j), donde a(j) denota el eslabén
anterior al eslabén j. Un marco ¥; es asignado a cada eslabdn ¢ tal que:

e /; esta a lo largo del eje de la articulacién ;

e X, esta a lo largo de la normal comun entre Z; y uno de los ejes de la articulacion
siguiente.

Dos casos son considerados para el célculo de la matriz de transformacién “T}, la
cual define la postura del marco X; respecto al marco ¥;:



Figura 3.10: Parametros Denavit-Hartenberg para un eslabén con mas de dos articu-
laciones.

e Si X; estd a lo largo de la normal comin entre Z; y Z;, entonces ‘Tj es igual
a la matriz de transformacion entre dos marcos consecutivos de una estructura
serial. En este caso el marco es definido como una funcion de cuatro parametros
(ay,d;,0;,a;) vy *T; estd dada por:

Cgi —Sgi 0 Q;

Co;Ss, CayCo —Sa, —diSa,

Su, S0, Sa;Co  Cay  diCa,
0 0 0 1

e 5i X; no se encuentra a lo largo de la normal comun entre Z; y Z;, entonces
la matriz “T; debe ser definida usando seis pardmetros geométricos. Este caso es
ilustrado en la figura 3.10, donde X; no se encuentra a lo largo de la normal comin
entre Z; y Zy. Para obtener los seis parametros que definen el marco X; respecto
a Y, definase u; como la normal comun entre Z; y Z;. La transformacién del
marco >J; al marco X; puede ser obtenida como una funcién de los seis parametros
geométricos (7;, by, dj, 05, a;), donde:

— 7 es el angulo entre X; y u;, con respecto a Z;;

— b; es la distancia entre X; y u;, a lo largo de Z;;

Los parametros v; y b; permiten definir «; con respecto a X;, mientras que los
pardametros cldsicos (o, d;,8;,7;) permiten definir el marco X, con respecto al
marco intermedio cuyo eje X estd a lo largo de u; y el eje Z a lo largo de Z;.



La matriz de transformacién *T ; se obtiene como:

Ty = Tgz,(b,7)Tx,(aj, 0;5)Tz,(d;, 0;)
C“/j C"j - S“fj Caj ng _C“/j ng - S“fj Caj C"j S“fj Caj djc“/j + 7 S“/j Saj
S, Cy; + C,,Co;Se;, —51,50;, + C,,Co,Cy, —C,. S, d;S,, +1;C,,Sa,
Sa; Co; Sa; Co; —Cy, 7;Cq; + b;
0 0 0 0

Obsérvese que si X; estd a lo largo de la normal comin entre Z; y Z;, v; y b; son
cero.

Noétese que una estructura serial es un caso especial de una estructura arborescente
donde a(j) =7 —1,v;, =0, b; =0 para todo j =1, ..., n.

3.4.3 Robots con cadena cinematica cerrada

El sistema esta compuesto de L articulaciones y n + 1 eslabones, donde el eslabén 0 es
la base fija y L > n. El nimero de lazos cerrados independientes es igual a B = L —n.

Las articulaciones pueden ser activas (actuadas) o pasivas y la postura de todos los
eslabones puede ser determinada como una funcion de las variables articulares activas.
Para obtener el MCDP de un robot con cadena cinematica cerrada se deben seguir los
siguientes pasos:

1. Construir una estructura equivalente de arbol con n articulaciones, cortando
virtualmente cada cadena cerrada en una de sus articulaciones pasivas. Los
parametros geométricos son determinados por los correspondientes a la cadena
arborescente equivalente.

2. Numerar las articulaciones cortadas como k =n+1,..., L.

3. Definir los marcos ¥ v Y. p para cada articulacion cortada k, la cual une a los
eslabones i y j; estos marcos se definen como sigue (ver figura 3.11):

e Para el marco X, a(k) = i. El eje z esta a lo largo del eje de la articulacién
ky x) estd a lo largo de la normal comun entre zj y z;. La matriz Ty, esta
determinada por los seis(o cuatro) parametros (yg, bg, g, di, Ox, 7%)-

e Para el marco ¥y, a(k+ B) = j. Este marco esta siempre alineado con el
marco Y, pero estd fijo al eslabén j, asi que la matriz 7T}, g es constante y
puede obtenerse a partir de los pardmetros (o, dg, Ok, T%)-



Figura 3.11: Marcos asociados a la articulacién k.

4. Obténganse las ecuaciones de restriccion. A partir de éstas obtener las articulacio-
nes pasivas en funcion de las activas. Ya que X y Y1 p coinciden, las ecuaciones
geométricas de restriccion de cada lazo pueden ser escritas como:

MEBT, T = T (3.43)

5. Una vez obtenidas las variables articulares pasivas como funciones de las variables
articulares activas (ya sea en forma analitica o empleando métodos numéricos), el
modelo cinemético directo de postura del robot, representado aqui por °T,, estd
dado por el producto de las matrices de transformacién correspondientes a los
eslabones encontrados a lo largo de la cadena cinematica que conecta el eslabon
terminal con la base.

6. Finalmente, para obtener el MCDV se puede emplear (3.25) tomando la derivada
temporal de los eslabones de °7T.,.

3.4.4 Robots modviles con ruedas tipo diferencial

Un robot mévil con ruedas (RMR) es un robot capaz de moverse sobre una superficie,
unicamente a través de la actuacion de ensamblaje de ruedas montados en el robot y
en contacto con la superficie. Un ensamblaje de ruedas es un dispositivo que provee o
pemite movimiento relativo entre su base y una supeficie en la cual se pretende tener



un simple punto de contacto rodante. Cada rueda y todos los eslabones entre el cuerpo
del robot y la rueda constituyen un ensamblaje de ruedas (Muir & Neuman, 1987).

Para simplificar el problema de modelado, se supone respecto al diseno del RMR
que:

e El RMR no contiene partes flexibles.
e Hay cero 6 un eslabon direccionable por rueda.

e Todas los ejes direccionales son perpendiculares a la superficie.
mientras que en cuanto a su operacién, se supone que:

e El RMR se mueve en una superficie plana.

e La friccion traslacional en el punto de contacto entre la rueda y la superficie es
lo suficientemente grande que no puede ocurrir deslizamiento traslacional.

e La friccion rotacional en el punto de contacto entre la rueda y la superficie es lo
suficientemente pequena que puede ocurrir deslizamiento rotacional.

A continuacion se enumeran los pasos para obtener el MCDP y el MCDV de un
RMR:

1. Asignar a cada parte del robot, de acuerdo con la convencién de Sheth-Ulicker,
un marco solidario tal como se explica enseguida (ver figura 3.12):

F Marco inercial con el eje Z ortogonal a la superficie de movimiento.

R Marco solidario al RMR, con el eje Z ortogonal a la superficie de
movimiento.

H; Marco solidario al RMR, con el eje Z coincidente con el eje de la
articulacion direccionable 7; si no existe, es coincidente con el marco
Ci.

Si Marco que se mueve con el eslabon direccionable i, con el eje Z
coincidente con el eje Z de H;, y el origen coincidente con el origen
de Hz

C; Marco solidario al eslabén direccionable i, con origen en el punto

de contacto entre la rueda y la superficie; el eje Y es paralelo a la
rueda y el plano X — Y es tangente a la superficie.

Marco coincidente con el marco R y estacionario con respecto al
marco F.

=

Ql

Marco coincidente con el marco C; y estacionario con respecto al
marco F.



Xe,

Rueda 2

Base del robot

H4 ® o o Hn-1

Y

F Xe,
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Figura 3.12: Marcos asignados a los cuerpos rigidos de un RMR, de acuerdo a la
convencion de Sheth-Uicker.

2. Calcular las matrices de transformacion homogenea asociadas a cada marco, las
cuales de acuerdo con la convencion de Sheth-Uicker, para un RMR tienen la

forma: (AQ ) N
R
ATy = { zUVB) Py ] , 3.44
b O[1><3] 1 ( )
donde:

e 405 es el dngulo entre el eje X del marco A v el eje X del marco B, con
respecto al eje Z del marco A.

e “4p, es el vector de posicién entre el origen del marco A y el origen del marco
B.

3. Aplicar la propiedad de composicién de matrices de transfromacion homogenea
para obtener ©'T. Nétese que debido a que un RMR contiene cadenas cinematicas
cerradas, es posible obtener Ty a partir del producto de diferentes matrices. Si



se considera la rueda i, la matriz de transformacién “Tx queda:

FTR = FTC_’i (FQC*” FpFC_’i)CiTCi (Ci Oc,, CipC_'iCi)CiTSi (Ci Os,, CipCiSi)SiTHi (SieHi’
(3.45)

De acuerdo a la metodologia para asignar marcos, algunos de los marcos coinciden
en cuanto orientacién y/o posicién, de manera que “fg, = #i0p = 0, mientras
que “peo, = Tpg . =0, asi que (3.45) queda F'Tk:

FTC_'i(FQC_'p FpFCi)éiTCi(0> O)CiTSi (Ciesw CipCiSi)SiTHi(SieHw O)HiTR((L HipHiR)
(3.46)

Ya que entre marcos adyacentes sélo hay giros sobre el eje Z, entonces Ty es:

cos(Fla, + %0s, + %0y,) —sen(F0g, + “ls, +%0n,) 0 Tprrs
P, — sen(F6s + “ilg, +%0u,)  cos("0g, + “1bs, + %10p,) 0 IippRy
0 0 1 "prr:
0 0 0 1
donde *prr = [ Fprre “prry Fprr- }T €ERy
Force = Fprr, +cos(F00) % pe,s.e — sen(F0c)pe,s,y + cos(F0p + “10s, +
501, pr,re — sen("0r + “0s, + % 0u,) " pr,ry
Fprey = Fprr, +sin(f00) " pe,s,e — cos(F0c)“pe,s.y + sin(FOr + s, +
50u,) " prre — cos("Or + 0, + %0m,) " pa,y
Fore,. = Fprr. + "pris + P psiois

4. Finalmente, para obtener el MCDV se puede emplear (3.25) tomando la derivada
temporal de “T. Nétese que en el caso de robots méviles, existen restricciones no
holonémicas, asi que es necesario obtener p = A(p)q y posteriormente sustituir
en las expresiones de velocidad lineal y angular obtenidas, las cuales son funciones

de py p.

3.5 Modelado cinematico de mecanismos simples

En esta seccién se presenta el modelo cinematico de un robot serial y un mecanismo de
cinco barras, empleando la metodologia de la seccion precedente.
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Figura 3.13: Robot serial de 3gdl: (a) fotografia del robot, (b) marcos asociados a los
eslabones del robot. (Soto, 2009)

3.5.1 Robot serial planar de 3 g.d.l.

Sea el robot serial de 3gdl mostrado en la figura 3.13a. Empleando la convencién
de parametros D-H M1, a continuacion se obtienen el MCDP y el MCDV de este
mecanismo.

Modelo cinematico directo de postura

Siguiendo los pasos mencionados anteriormente, primero se procede a asignar los marcos
Y; asociados a cada eslabon de acuerdo a la convecion seleccionada, en este caso la
convencion M1. Véase figura 3.13b.

Ahora, se procede a definir los parametros D-H dados por la convencién M1, corres-
pondientes a este robot, para ¢ = 1,2, 3,4. Ver tabla 3.2.

De (3.39) y los pardmetros mostrados en la tabla 3.2, se tiene que las matri-
ces de transformacién que dan la postura del marco 3;(X;,Y;, Z;) respecto al marco



Tabla 3.2: Parametros Denavit-Hartenberg del robot R3.

(] 6 [aiai|di]

11160101010
2 92 a9 0 0
3 93 as 0 0
4101 as| 0O

Yi1(Xio1,Yi 1, Z;—1) para i = 1,2, 3,4 estan dadas por:

-C1 —S1 0 0 Ca —So 0 a9
0 _ S1 C1 0 0 1 _ So Co 0 O
L = 0 0 10 I = 0 0 1 0
0 0 01 0 0 0 1
-C3 —8S3 0 as 1 00 Qg
2 . s3 cg3 0 0 4 |01 0 0
Iy = 0 0 1 0 Ty = 001 0
|0 0 0 1 000 1

(3.47)

donde s; = sin(g;) vy ¢; = cos(q;).

Finalmente, a partir de la ecuacién (3.38) y las matrices dadas en (3.47), se tiene
que la cinemética de postura 7, de este robot estd dada por la matriz:

ci23 —s123 0 aicy + axcqo
0 _ s123  Ci2z 0 aiS1 + azsi2
I3 = 0 0 1 0 (3.48)
0 0 0 1

donde s19 = sin(q1+¢2), c12 = cos(q1+q2), S123 = sin(qi1+q2+4¢3) y c123 = cos(q1+q2+¢3).

Modelo cinematico directo de velocidad

El modelo directo de velocidad del robot estd dada por °T3 y (3.25) como:



Figura 3.14: Mecanismo de cinco barras: (a) fotograffa del mecanismo, (b) marcos
asociados a los eslabones del mecanismo.

—Qa251 — A3S12 — A45123 —A3S12 — Q45123 —A45123
a2C1 + a3Ci2 + @4C123  A3C12 — @4C123 a4C123
v . 0 0 0 .
[ v } ~ Tu(q)q = 0 ’ g 3a9)
0 0 0
i 1 1 1 |

3.5.2 Mecanismo de cinco barras

Sea el mecanismo de cinco barras mostrado en la figura 3.14a. A continuacién se

obtienen el MCDP y el MCDV de este mecanismo.

Modelo cinematico directo de postura

Para este mecanismo L =5, n =4y B = L—n = 1y las dos articulaciones actuadas son
lano. 1y lano. 3 (ver figura 3.14b). Siguiendo los pasos mencionados anteriormente,
primero se obtiene la estructura de arbol correspondiente al mecanismo, haciendo un
corte de la cadena cinematica en la articulacion 5. Enseguida se asignan los marcos 3;
asociados a cada eslabon (ver figura 3.14b).

Ahora se procede a definir los parametros D-H dados por la convenciéon M1, corres-



Tabla 3.3: Parametros Denavit-Hartenberg del mecanismo de cinco barras

[a@) [ 1] 0 |ai[ai|di]
0 1{6:107]01]0
2 92 as 0 0
0 3 93 as 0 0
3 4 94 ay 0 0
4 5! 95 as 0 0
2 60 ag| 0|0

pondientes a este robot para i = 1,2,3,4,5,6, véase tabla 3.3. Notese que b; = 0 y
~v; = 0 para todo 7, dado que en este mecanismo x; siempre se encuentra a lo largo de

la normal comun entre z; y z;.

De (3.39) y los pardmetros mostrados en la tabla 3.3, se tiene que las matrices
de transformacion que dan la postura del marco 3;(X;,Y;, Z;) con respecto al marco
Zi—l(Xi—la YVi—l) Zi—l) para = 17 27 37 47 57 6 son:

C1 —81 0 0
0 . S1 C1 0 0 1 .
=19 o0 10| =
0 0 01
-C4 —S4 0 ay
3 . Sq Cq 0 0 4
=19 o 10| B
0 0 01

donde s; = sin(g;) vy ¢; = cos(q;).

C2
52
0
0

—89
C2
0
0

o= O O

o = OO

S
¥)

o O O

—8S3 0 as
C3 0 0
0 1 0
0 0 1

S O = O

o~ oo
W, oof
[ T —

Por otro lado, a partir de la ecuacién (3.38) y las matrices dadas en (5.1), se tiene
que la postura del marco Y5 y X, estd dada por °T, = Ty = T5:

OTG —

donde s; = sin(6y), ¢ = cos(6y), s12 = sin(0y + 02) y c12 = cos(fy + 62).

C12
S12

0
0

—512

C12

0
0

(3.51)

Finalmente, para obtener la variable articular pasiva 5, en funcién de las variables



articulares activas 0 y 03, de (3.43) se tiene que
T&PTy =1

de donde es posible despejar 65 y 6,. Otra manera de calcular 0y y 64, es a partir de
las relaciones geométricas del vector de posicién del punto P, dadas por:

as cos(01) + ag cos(01 + 02) — aq cos(03) — as cos(03 + 04) — as

7(p) = agsen(91) + aﬁsen(el + 92) — a4sen(93) — a5sen(93 + 94)

en donde a través de Matlab R2010a es posible despejar 65 v 6y.

Modelo cinematico directo de velocidad

El modelo cinemdtico directo de velocidad del robot estéd dada por °T, = °Tg y (3.25)
como:

[ —assen(01) — agsen(6; + 02)(1+ry1)  —agsen(f; + 02)r1o |
—agcos(f) —azcos(fy + 02) (1 +111)  ascos(by + 02)ro
v | Tré — 0 0 .
[ w ] =149 = 0 0 q.
0 0
1+mrn 712
) (3.52)
donde r; = —m —1lyr= —%.

3.5.3 Robot mdvil con ruedas

Sea el robot movil con ruedas mostrado en la figura 3.15. A continuacién se obtienen

el MCDP y el MCDV de este mecanismo.

Modelo cinematico directo de postura

Para este mecanismo, debido a que las ruedas no son direccionables, los marcos ¥y,
Ys,, ¢, ¥ Xe, coinciden, de manera que todos los pardmetros 40z y “pp son 0, excepto

Fp_ F _ H; _

De (3.44) y los pardmetros 40p y 4py para este robot, se tiene que las matrices de
transformacién que dan la postura del marco X5(Xp,Ys, Zp) con respecto al marco

ZA(XA, YA, ZA) Son:



Figura 3.15: Robot mévil con ruedas: marcos asociados a los cuerpos del mecanismo.

1 0 00
5 . . 01 00
CZTCi:CZTSi:SZTHi — 0010l (3.53)
|00 0 1
-1 0 0 HpHiRm
w010 0
T = 00 1 0 , (3.54)
000 1
Frm_ S( 0@) C( 0@) 0 DE,Cyy
Te, = 0 0 L0 (3.55)
|0 0 0 1

donde s(¥0g,) = sin("0g,) v c(Fb¢,) = (F0¢,).

Por otro lado, a partir de la ecuacién (3.45) y las matrices dadas en (3.53)-(3.55),
se tiene que:

c(f0c) —s(f0s) 0 Tppen+ Tpurec(F0a,)
r | s(FOs) c(FOe) 0 Fppe, + Toors(Foe,)
Ty — ; o ’ . (3.56)
0 0 0 1



Modelo cinematico directo de velocidad

El modelo cinemético directo de velocidad del robot estd dada por ¥Tx y (3.25) como:

0 s("0c,) ]
0 c("0e,)
v . 0 0 .
{ w } =Taq = 1 0 q. (3.57)
0 0
- 0 0 -

donde g = [ 0 i }T, con I, en direccion del eje Yg.



Capitulo 4
Dinamica

En esta seccién, primeramente se presentan conceptos basicos para modelado dindmico
de cuerpos rigidos. Enseguida se presentan las leyes de Newton y las leyes de Euler,
asi como los pricipios variacionales sobre los cuales las formulaciones de modelado
dindmco se fundamentan. En seguida se explican las formulaciones de Newton-Euler,
Euler-Lagrange, Hamilton y Kane. Al término de la secciéon se mencionan de forma
breve otras formulaciones de la dinamica. La mayor parte del texto de este capitulo
fue extraido de: (McGill et al., 1991a; Lanczos, 2012; Ghorbel et al., 2000; Duindam
et al. , 2009; Kane & Levinson, 2012)

4.1 Conceptos basicos

4.1.1 Centro de masa

El centro de masa (c.d.m) de un cuerpo es un punto en el que se puede considerar
concentrada toda la masa del cuerpo. Si se aplica una fuerza al c.d.m., entonces el
cuerpo Unicamente se traslada (sin rotar).

Considérese un cuerpo formado por N particulas (ver figura 4.1(a)), el vector de
posicién p, del c.d.m. con respecto al origen O de un marco inercial X, es:

1 N
p.= E ;mlpw

donde m es la masa total del cuerpo, es decir:



Figura 4.1: Diagrama de vectores: (a) para un cuerpo compuesto de N particulas, (b)
para un cuerpo con distribucion de masa continua.

En el caso de un cuerpo cuya masa estd distribuida de forma continua (ver figura
4.1(b)), la masa del cuerpo estd dada por:

m:/dm,

_ f pidm
- m

asi que la ubicacion del c.d.m. es:

y 2

donde p, es el vector de posicién del elemento diferencial de masa dm.

4.1.2 Cantidad de movimiento lineal

Considérese el caso de un cuerpo compuesto por N particulas. La cantidad de movimiento
lineal o moméntum lineal m; de una particula i respecto a un punto O fijo en un marco
inercial Xy, se define como:

d .

dt
donde m; y v; son la masa y la velocidad lineal de la particula ¢, y p, es el vector de
posicién de la particula i, respecto al marco ¥y (ver figura 4.1 a)). Mientras que el
moméntum lineal total del cuerpo con respecto al punto O, es:

N

d [< d
m = ZmZ = {Zmipi} = E{mpc} = mu.. (4.2)
i=1

i=1



En el caso de un cuerpo cuya masa estd distribuida de forma continua (ver figura 4.1(b)
), el moméntum lineal del cuerpo estd dado por:

d d
m=1 / pidim = % {mp,}. (4.3)

4.1.3 Cantidad de movimiento angular

Considérese un cuerpo rigido formado por N particulas (ver figura 4.1(a)). La cantidad
de movimiento angular o moméntum angular de la i-ésima particula con respecto al
origen O del marco de referencia ¥, es:

donde S(-) se defini6 en (2.9). O usando (4.1), el moméntum angular puede reescribirse
como:

d
l; = S(pi)%{mipi} = m;S(p;)vi

y el moméntum angular total del cuerpo rigido es

N N
l, = le = ;miS(pi)vi (4.4)

Ahora bien si se considera el c.d.m. del cuerpo, localizado en el punto C (ver figura
4.1), entonces queda

P =P+ Pe; (4.5)

donde p, es le vector de posicién del c.d.m. respecto al marco de referencia y p,_; es el
vector que va del c.d.m. a la i-ésima particula.

Derivando (4.5) con respecto al tiempo se tiene que
V; = Ve + Ve = V. + S(we)p; (4.6)
donde w, es la velocidad angular del cuerpo rigido.

Sustituyendo (4.5) y (4.6) en (4.4)

lo=">_ miS(p. + pa)(ve + S(we)pe;) (4.7)

i=1

Desarrollando (4.7)



lO = Z ml pc Uc + S(pc)s(wc)pcz + S(pci)vc + S(pcz)s(wc)pcz]

— <Z mz) Pc V. + S Pc Z mz wc Pcz - vC Z miPe; + Z ml pcz wC pcz

=1
(4.8)
De la definicién de c.d.m. :
N
> mip., = Z mi(p; = p.)
i=1
- Y- (z )
i=1 i=1
N
i=1
y, de manera similar
N
Z mls(wc)pcz =0
i=1
de modo que (4.8) se reduce a
N
lO = mS(pC)vC + Z mls(pcz)s(wc)pcz
i=1
o de la definicién de moméntum lineal m..:
N
l,=S(p.)m.+ Z S(Pei)mvci (4.9)
le
De las propiedades del operador S(-), se tiene que:
l - Zml pcz wC pcz - Zml (PZPCZIB] - pcsz;) We = ICwC (410)

i=1



donde la matriz N

Lo = mi(ppl — Pipali) € R (4.11)

i=1
es el tensor de momentos de inercia del cuerpo rigido, con respecto a un marco que
tiene su origen en el c.d.m. pero esta orientado como ¥.

Si
T
D, = [ Te; Yei ey }
entonces ) )

mi(yci + Zci) —MiTe;Ye, ML Ze,

2 2
I.= E —MiTe;Ye; mi(Ici + Zci) —MiYc; Zc;
X 2 2

=1 —MiZe;Re; —MiYe; Zc; m; (Ici + yci)

Ahora bien, si en vez de analizar un sistema de particulas separadas por una dis-
tancia constante, se analiza un cuerpo cuya masa estd distribuida de forma continua,
(4.11) cambiarfa a:

I = / (PeiPe; — PeiPeili) dm. (4.12)

. T
y st pg = [ Tei Yei Rei } , entonces

f (yczz + Z?i)dm - f TeilYeidm — f TeiZeidm
Io= — [xayadm  [(22 +2Z5)dm  — [ yezadm € R33,
— [@azadm = [yezadm  [(22 + y2)dm

Notese que hasta ahora se ha considerado que todos los vectores estan referidos al
marco Y. Es por eso que el tensor de inercias dado por (4.11) y (4.12) es calculado con
respecto a un marco orientado como Y y con origen en el centro de masa del cuerpo.

Pero recordando que
Olc = ORcClc y Owc = ORccwc

se puede obtener el tensor de momentos de inercia con respecto a un marco con origen
en el c.d.m, pero orientado como . (el marco asociado al cuerpo). Este tensor de
inercias sera denotado por °I. y se puede demostrar que se satisface:

I, = °R,°I°R,, (4.13)

Es importar resaltar que (4.13) establece la relacién entre dos tensores de inercia que
se calculan respecto a marcos cuyo origen se encuentra en el mismo punto (en este caso
el c.d.m.), pero cuya orientacién es diferente. En forma general, la notacién P, se usa
para el tensor de inercias medido con respecto a un marco orientado como X,,, pero que
tiene su origen en el punto q.



Por otro lado, la expresion (4.9) da la relacion entre los momentos angulares medidos
con respecto a dos puntos diferentes. Si el eje de giro del cuerpo coincide con el punto
O, es posible reescribir (4.9) como:

lo=(I. —mS(p,)S(p.)) we = Lowe, (4.14)

donde I es el tensor de momentos de inercia del cuerpo calculado en ,. Finalmente,
si todos los vectores se refieren al marco X, es posible llegar a la siguiente expresién:

U, =1, w.

donde
CIO = CIC - mS(Cpc)S(Cpc)

es el tensor de inercias del cuerpo con respecto a un marco orientado como . pero
cuyo origen coincide con el origen del marco .

4.2 Las leyes de la dinamica vectorial

4.2.1 Las leyes de Newton

El punto de partida usual para relacionar las fuerzas externas que actian en un cuerpo
y su movimiento resultante son las leyes de Newton. Estas fueron propuestas por el
cientifico inglés Isaac Newton en su famoso trabajo Philosophise naturalis principia
mathematica, conocido en forma abreviada como Principia, y publicado en 1687 (ver
(Newton, 2017)). Estas leyes se enuncian como sigue:

Primera ley de Newton

“Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum,
nisi quatenus illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare” (Todo cuerpo
preservara su estado de reposo o movimiento uniforme y rectilineo a no ser que sea
obligado a cambiar su estado por fuerzas impresas sobre él).

Segunda ley de Newton

“Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressa, & fieri secundum lineam
)

rectam qua vis illa imprimitur” (El cambio de movimiento es directamente proporcional

a la fuerza motriz impresa y ocurre segin la linea recta a lo largo de la cual aquella



fuerza se imprime). Enunciado que en forma matematica puede ser escrito como:

_dm  d(mv.)
f= 0 aq e (4.15)

donde f es la resultante de las fuerzas aplicadas a la particula, m es el moméntum
lineal de la particula, m es la masa de ésta, v. es su velocidad y a. es su aceleracién
con respecto a un marco inercial.

Tercera ley de Newton

“Actioni contrariam semper & @equalem esse reactionem: sive corporum duorum ac-
tiones in se mutuo semper esse &equales & in partes contrarias dirigi” (Con toda accién
ocurre siempre una reaccion igual y contraria: quiere decir que las acciones mutuas de
dos cuerpos siempre son iguales y dirigidas en sentido opuesto).

Es claro que la primera ley puede considerarse como un caso especial de la segunda y
que debe hacerse una suposicién respecto al marco de referencia, ya que un punto puede
tener velocidad constante en un marco, y variable en otro. Los marcos de referencia en
los que estas leyes son vélidas se denominan galileanos, newtonianos o inerciales.

En Principia, Newton consider6 inicamente particulas, Newton no extendié su tra-
bajo a problemas en los que es necesario tomar en cuenta los tamanos reales de los
cuerpos y la forma en que estd distribuida su masa. Transcurrieron mas de 50 afos
antes de que el matematico suizo Leonhard Euler presentara el primero de los dos
principios que han venido a conocerse como leyes de Euler.

4.2.2 Las leyes de Euler

Las dos leyes de Euler se pueden obtener a partir de la segunda ley de Newton, tal
como se explica a continuacion.

Primera ley de Euler

La segunda ley de Newton (4.15) puede ser generalizada al caso de un cuerpo rigido
compuesto por N particulas, es decir:

N N
Zlfi:;%ml

o bien, empleando (4.2) y definiendo f como la resultante de las fuerzas aplicadas al
CUerpo como:



f= %m = mu, (4.16)

expresion que es conocida como la primera ley de Euler.

Cabe mencionar que en el caso de un cuerpo cuya masa esta distribuida de forma
continua (ver figura 4.1(b)), el moméntum lineal del cuerpo rigido con respecto al punto
O es (4.3), de modo que la expresién (4.16) aplica también a este caso.

Segunda ley de Euler

La segunda ley de Euler relaciona el par aplicado a un cuerpo rigido 7 con la velocidad
angular que tal par genera.

En el caso general, la segunda ley de Euler se escribe como:

d

d

e =

sustituyendo I, = ORCCICORCT y calculando la derivada

d d d d
== _ORC CICCRO c ORC _CIC CRC c ORCCIC _CRO c Ic_ c
He {dt } We {dt } We {dt }‘*’ g
(4.18)
Luego, usando %ORC = S(w.)R,, %CIC =0y %wc = w,, (4.18) queda:
p, = S(w) R Rw, + RIS (Cwe) Row, + T,
S(we)lw, + Tw. (4.19)

donde £4¢I, = 0 y la propiedad S(v)v = 0 (donde v € R?) y (4.13), fueron empleadas
para simplificar.

Ahora bien, si se desea calcular el momento en el c.d.m. visto en el marco >,
entonces (4.19) se premultiplica por “R,, lo que lleva a:

“pe = S(‘we) I fwe + I w,

donde se usa (4.13) y

d d o (o} C o d C
%wc = = Rw.= (S(w.)°R,.) ‘w. + RC% W,
= ORcicwc

dt



4.3 Los principios variacionales

Desde que Newton presenté los fundamentos de la dindamica formulando las leyes
del movimiento, la ciencia de la mecanica se desarroll6 a lo largo de dos ramas: la
mecdnica vectorial y la mecdnica analitica. La mecanica vectorial se basa en las leyes
de movimiento de Newton. En esta rama se buscan todas las fuerzas que actuan sobre
una particula dada, de esta manera su movimiento queda determinado a través del
conocimiento de las fuerzas que actian en ella en cada instante. El andlisis y sintesis
de fuerzas y momentos es asi la principal ocupacién de la mecanica vectorial (Lanczos,
2012).

Por otra parte, un contemporaneo de Newton, Leibniz, defendié el uso de la energia
cinética como el indicador de la accién dindamica de las fuerzas. Asi Leibniz reemplazo
el moméntum lineal de Newton (mw), por la energia cinética (%m'vT'v) y reemplazdé la
fuerza por el trabajo de la fuerza. Leibniz es asi el originador de la segunda rama de la
mecanica, usualmente llamada mecanica analitica, la cual basa el estudio del equilibrio
y movimiento en dos cantidades escalares fundamentales: la energia cinética y la energia
potencial (Lanczos, 2012).

Los principios variacionales de la mecanica clasica son los fundamentos de la me-
canica analitica expresados en la forma de relaciones variacionales, de las cuales las
ecuaciones diferenciales de movimiento y todas las afirmaciones y leyes de la mecénica
pueden ser obtenidas (Lanczos, 2012).

4.3.1 Principios variacionales diferenciales
Principio de trabajo virtual

El primer principio variacional encontrado en mecénica es el principio del trabajo vir-
tual. Este principio rige el equilibrio de un sistema mecéanico y es fundamental para
el desarrollo posterior de la mecanica analitica. Segun (Goldstein, 1965) y (Lanczos,
2012), un desplazamiento virtual de un sistema se refiere a un cambio imaginario en
la configuracién del sistema (impuesto por la persona que desea analizar el sistema)
el cual es consistente con las fuerzas y restricciones impuestas en el instante dado t,
con el fin de realizar una especie de experimento matematico. El desplazamiento es
llamado virtual para distinguirlo de un desplazamiento real del sistema que ocurre en
un intervalo de tiempo dt, durante el cual las fuerzas y restricciones pueden cambiar.

Considérese primero emplear el lenguaje de la mecanica vectorial. Supdéngase que
fuerzas externas conocidas f,, f,, ..., f,, € R® actian en los puntos P, P, ..., P, de un
sistema (en este capitulo se usard una barra sobre un vector de fuerzas o momentos para
indicar que sus componentes son fuerzas o momentos externos aplicados al sistema).
El desplazamiento virtual de estos puntos serd denotado por d7ri,drs,...,dr, € R3.



Estos desplazamientos virtuales deben ser consistentes con las restricciones cineméti-
cas dadas. El principio de trabajo virtual afirma que tal sistema mecanico estara en
equilibrio si y sélo si el trabajo virtual total de todas las fuerzas externas es cero, es
decir (Lanczos, 2012):
—T —T —T
w=f,or 1+ f. ore+...+f, 0r,=0 (4.20)
Ahora se procedera a traducir esta ecuacién al lenguaje de la mecédnica analitica.

Para este propdsito, los vectores r; se expresaran como funciones de las coordenadas
b
generalizadas q1, o, . . ., ¢gm, donde m es la dimensién del espacio de configuracion. Si

se sabe que
=3 G
8qj

entonces (4.20) se puede reescribir como:
5w:TTia J—I—f Z dgi+. . —I-TT Y ——0g;, con 7=1....m
" 9 " (9 = g,

donde, agrupando los coeficientes de dg;, se obtiene (Goldstein, 1965):

W= [ 01+ [0+ -+ fonOm = Fy0g =0 (4.21)

donde fo, = >0, f, aq es la j-ésima componente del vector de fuerzas generaliza-

3 T m T m
das f = [fql foo - fm} e R™ydq = [5q1 0qy ... 5qm] € R™. La
desaparicion del producto escalar TT(?q, significa que la fuerza f,. es perpendicular a
cualquier desplazamiento virtual posible.

Segun la mecanica newtoniana, el estado de equilibrio requiere que la fuerza resul-
tante en cualquier particula del sistema sea cero. Esta fuerza resultante es la suma de
las fuerzas externas Tqi y las fuerzas que mantienen las restricciones dadas fp, (estas
ultimas son comtinmente llamadas fuerzas de reaccién). Ya que el principio de equili-
brio requiere que la resultante de las fuerzas sea cero, es decir f, + fx; = 0, se concluye
que el trabajo virtual ejercido por las fuerzas externas TTéq puede ser reemplazado
por el negativo del trabajo virtual ejercido por las fuerzas de reaccion — fﬁqéq. Es asi
como el principio de trabajo virtual puede ser formulado de la siguiente manera:

“El trabajo virtual de las fuerzas de reaccion es siempre cero, para
cualquier desplazamiento virtual que sea consistente con las restricciones

cinematicas dadas.”

Pero lo interesante es que este postulado no se restringe sélo a la estatica, se aplica



igualmente a dindmica cuando el principio de trabajo virtual es adecuadamente gene-
ralizado por medio del principio de D’Alembert.

Principio de D’Alembert

Con un toque de genialidad, el filésofo y matematico D’Alembert logré extender la
aplicabilidad del principio del trabajo virtual de estatica a dinamica. La idea simple
pero de largo alcance de D’Alembert es la siguiente. Definase un vector f* por la
ecuacién (Lanczos, 2012):

ff=—-ma

Este vector f* puede ser considerado como una fuerza creada por el movimiento, esta
fuerza es llamada “fuerza inercial”. Con este concepto la ecuacion de la segunda ley de
Newton puede ser escrita como sigue:

f+f =0 (4.22)

donde f son las fuerzas activas, es decir, las fuerzas externas f mads las fuerzas de
restricciéon fp.

La importancia de la ecuacion (4.22) se encuentra en el hecho de que ésta no es una
reformulacién de la ecuacién de Newton, sino un principio. De la mecénica newtoniana
se sabe que el desvanecimiento de una fuerza significa equilibrio, asi la ecuacién (4.22)
dice que la adicion de la fuerza inercial a las otras fuerzas activas produce equilibrio.
Esto significa que cualquier criterio aplicable al equilibrio de un sistema mecanico se
puede extender de inmediato a un sistema que estd en movimiento. Todo lo que se
tiene que hacerse es anadir la nueva “fuerza inercial” a las fuerzas activas.

La oposicién que puede encontrarse al principio anterior es: si la masa m esta
realmente en movimiento: ;por qué ésta es tratada como si estuviera en equilibrio? El
movimiento es un fenémeno relativo. Es posible introducir una sistema de referencia
que se mueve con el cuerpo y el cuerpo puede observarse en tal sistema, es asi como el
cuerpo puede considerarse incluso en reposo y f* como una fuerza ficticia agregada a
f para lograr el equilibrio de tal masa.

D’Alembert generaliz6 su consideracién de equilibrio de una simple particula a un
sistema mecanico arbitrario de N particulas. Su principio establece que cualquier sis-
tema de fuerzas esta en equilibrio si se agrega a las fuerzas externas las fuerzas inerciales.
Esto significa que el trabajo virtual de las fuerzas externas, aumentado por las fuerzas
inerciales, desaparece para desplazamientos virtuales:

N
> (Fx—miar) o =0 (4.23)

k=1



Principio de Gauss

Gauss di6 una ingeniosa reinterpretacion del principio de D’Alembert. Considere el
siguiente problema: en un cierto tiempo t la posicién y la velocidad de todas las
particulas de un sistema mecdanico se conocen, sin embargo, se dispone de las acelera-
ciones a voluntad, aunque sujetas a las restricciones dadas. La posicién de la particula
1 en el tiempo t + 7 esta dada por el teorema de Taylor:

1
'I"Z(t + ’7') = 'I"Z(t) —+ ’Ui(t)’T + §ai(t)’7'2 + ...
al suponer que 7 es arbitrariamente pequeno se pueden despreciar los términos de orden
superior, y como 7;(t) y v;(t) se suponen conocidas se considera que la tinica variacién
posible en 7;(t 4+ 7) es debida a la variacién de la aceleracién, es decir:

ori(t+71) = %&Li(t)fz (4.24)

Como el principio de D’Alembert establece que

[fl — miai]T (S'I"Z' = 0,

WE

1

(2

para un tiempo t + 7, de (4.24) se puede escribir:

fi— miai]T5ai =0, (4.25)

M-

=1

Como las fuerzas externas son conocidas y no pueden ser variadas, entonces 0 f, =0y
es correcto escribir:

1
da; = __'5 (f; —mia;)

my

de modo que (4.25) queda:

Z mi (fi —mia)" 8 (f; — mia;) =0, (4.26)

=1 v

y como en general, para cualquier vector v:
1 1
T T 2
v v = =0(v' v) = =d||v
S6(0™w) = 3o

entonces se llega a



Yo
=1

Gauss definié la cantidad:

Z = Z i - —miai”.

como la restriccion del movimiento y denominé la ecuacién (4.27) como el principio
de minima restriccién: el movimiento real que ocurre en la naturaleza es tal que bajo

las condicciones cinematicas dadas Z se hace tan pequena como sea posible (Lanczos,
2012).

Principio de Jourdain

Como ya se menciond, el principio de D’Alembert establece que:

N
> Ifi —miai)” ori =0,
=1
CcCOomo
87"@'5 8’01
dar ™~ D

donde k denota el nimero de grados de libertad del sistema mecanico considerado.
Entonces, el principio de D’Alembert puede reescribirse como:

a T 5'01
<Z [f: — mia] 5 ) ogr =0 (4.28)

i=1 k

or; = ——O0Gk,

Como g es independiente, de la ecuacién (4.28) se tiene que:

N S,
<Z fi— miai]T 5,;@) = k=1,...,n. (4.29)
, k

donde ¢ son las coordenadas generalizadas minimas, y n el nimero de grados de
libertad. Aplicando propiedades del célculo variacional se tiene que:

<Z — m;a;) 5vi> =0 (4.30)

=1




De manera que el principio de Jourdain puede ser enunciado como: Un sistema
mecanico restringido realiza movimientos tales que la potencia total virtual 6P =
N T
Yoimy [ fi —muia;i]” dv; es cero.

4.3.2 Principios variacionales integrales
El principio de minima accién

En fisica se le llama accion a un atributo de un sistema fisico del cual se pueden derivar
las ecuaciones de movimiento. La accién es un funcional (ver seccién 2.4.5) que toma
la trayectoria del sistema en el espacio de configuraciéon como su entrada, y da como
resultado un nidmero real. Se ha demostrado que la evolucién de un sistema fisico (es
decir, cémo el sistema progresa de un estado a otro) corresponde a un punto estacionario
(usualmente un minimo) de la accién (Lanczos, 2012).

Varias definiciones diferentes de la accion se usan en fisica. La accién es usualmete
una integral sobre el tiempo, sin embargo, en ocasiones también puede tratarse de una
integral sobre las variables espaciales. En algunas casos la accion es integrada a lo largo
de la ruta seguida por el sistema fisico, sin importar su parametrizacién con respecto
al tiempo.

El crédito de la formulacion del principio de minima acciéon se da a P.L. Maupertuis
(aunque hay quienes afirman que G. Leibniz ya lo utilizaba desde 1707), quien en 1744
afirmaba que: “la naturaleza es ahorrativa en todas sus acciones”.

Maupertuis sugirié que la cantidad a ser minimizada era el producto de la duracion
(tiempo) del movimiento en un sistema, por la “vis viva” (cantidad igual al doble de la
energia cinética):

to
5/ 2KC(t)dt = 0. (4.31)
t1

La expresion (4.31) es una de las primeras formulaciones del principio de minima accidn,
y de hecho, algunos lo denominan el principio de Maupertuis.

Euler di6 una formulacién alterna al principio de minima accion, la cual es conocida
como el principio de Euler, y que generalmente se escribe matematicamente como:

5/ mv’lds = 0 (4.32)

1

donde s es la longitud de arco entre s; = s(t1) y s2 = s(t2). Como se puede ver, (4.32)

es equivalente a (4.31), ya que K = %m'vT'u - %mvT%.
Otras formulaciones del principio de minima accién son los principios de Jacobi, de

Lagrange y de Hamilton que se describen a continuacion.



El principio de Jacobi

El uso de coordenadas generalizadas arbitrarias para describir el movimiento de un
sistema mecanico, es una de las principales caracteristicas de la mecédnica analitica.
Las ecuaciones de la mecanica analitica poseen una estructura que les permite ser
establecidas independientemente de las coordenadas usadas.

El descubrimiento de Descartes de que la geometria puede ser tratada en forma
analitica, marcé un hito en la historia de la materia, sin embargo, la geometria de
Descartes supone una estructura euclidiana del espacio y la norma euclidiana se con-
vierte en la métrica de ese espacio. Un elemento diferencial de linea en el espacio
euclideano esta dado por:

ds=[dx dy dz]" €R®
y su norma al cuadrado es un funcional, definido como:
ds? = dstds = dz? + dy* + d2?

El escalar ds puede ser visto como un diferencial de la longitud de arco entre dos puntos
en el espacio cartesiano.

Pero al trabajar con coordenadas generalizadas, que en general son coordenadas
curvilineas, el elemento diferencial de linea es:

dq = [ dg1 dgy ... dq, }T e R"
y el diferencial de longitud de arco al cuadrado es:
ds® = dq" M(q)dg = > mi;(q)dqidy; (4.33)
ij=1

donde M(q) es la matriz de inercias, la cual es considerada el tensor métrico del espacio
de configuracién del sistema, con coordenadas qi, ¢, ..., ¢,, Visto como un espacio de
Riemann (Lanczos, 2012; Spong, 1992).

Ahora, recordando que la energia cinética se puede escribir como:

1, . ldg" dq
K=5aM@)q=5- M)
y usando (4.33):
IC—l ds 2 (4.34)
2 \dt '

Este es un resultado interesante que indica que la energia cinética se puede expresar en



una forma que no depende de la masa. De (4.34) se tiene que:

ds
= =V2
dt K

y ademas:

dt

UCdt = (ds) ds = v/2KCds

de modo que, sustituyendo en la expresion (4.31), se tiene
5 / " VaKds
51
Finalmente, sustituyendo K = & — U, se llega a:
o [ vEE=Thas
51

que de acuerdo con (Lanczos, 2012) es conocido como el principio de Jacobi.

El principio de Lagrange

El principio de Maupertuis y el de Euler suponen que la energia total a lo largo de la
trayectoria que se integra es constante. Si £ es esa constante, entonces:

E=K+U (4.35)

donde IC es la energia cinética y U es la energia potencial del sistema.

Lagrange partié del principio de Euler y lo generalizé al caso de N particulas. El
resultado es lo que se conoce como el principio de Lagrange:

N B
J <Z mi/ v?ds) =0, (4.36)
i=1 A

donde A es la configuraciéon inicial y B la configuracion final. Este principio también
supone que & es constante. La demostracién de (4.36), desarrollada por Lagrange, es
basicamente la siguiente.

Si (x;, yi, z;) son las coordenadas de la i-ésima particula, entonces es posible escribir:

N B N B
) <Z m; /A vdes> =4 <Z m; /A [Zidx; + yidy; + z’idzi]>
i=1 i=1



0, abusando de la notacion:

N B N B
) <Z mi/ v?ds) =0 <Z mi/ Z%d%> )
i=1 A i=1 A

"E7y7z

y aplicando las propiedades del calculo de variaciones:

5 <§1 m; /A ’ vdes> i > /A ’ §(mytidz;)

=1 z,y,z
N B
= Z Z / [mid;d(0x;) + mdd;de;)
=1 x,y,2 A
N B
- Z Z / [md(2;02;) — mda;0z; + m;ddda)
=1 x,y,2 A

(4.37)

Por otro lado, siguiendo con la notacién empleada, la energia cinética del sistema

es: N .

i=1 z,y,2

de modo que (4.35) queda

Y1

=1 x,y,z

5E =46 <Z > %mia’?? + u) (4.38)

=1 z,y,z

o bien N
ou
SN (b + S ) = 4.39
iZImyz(mxéx%—axiéx) 0 (4.39)

Asi que, si en el tltimo término de (4.37) se reemplaza dz; por Z;dt, y se usa (4.39),
queda

N B N B au
=1

=1 z,y,z



N N
= Z Z [mii’iBél’B — mi:biAéa?A] — /B Z Z [mzdl’z
A

=1 z,y,z =1 z,y,z

ou

dt] 5z, (4.40)

donde los subindices B y A corresponden a la configuracion final e inicial respectiva-
mente, v dado que esas configuraciones se suponen conocidas, el primer término de
(4.40) es cero, asi que la condicién necesaria y suficiente para que la variacién de la
accion de Lagrange se desvanezca es que

mzdl’z + a—udt =0
al’i
o bien
e ou_ow _
e al’z_al’z_ i

que no es otra cosa mas que la segunda ley de Newton para la componente x;, y una
ecuacién similar aplica para las otras dos componentes.

Del anélisis anterior se concluye que, partiendo de la ley de la conservacion de la
energia y de las leyes de Newton, la formulacién de Lagrange del principio de minima
accion se satisface. Pero es claro que de esta manera (4.36) no puede ser considerado
un principio por si mismo.

Una generalizacién se da si se considera que la energia no se conserva a lo largo de
toda la trayectoria; en tal caso (4.38) no es cero, y (4.39) queda:

N N oU
=1 x,y,z =1 z,y,z Li
Al final (4.40) es reemplazada por:

N B N
) <Z mZ/ U?ds) = Z Z[mZIZB(SZL’B — mi:i?iAéj?B]
i=1 A

=1 x,y,z
+ /

Nuevamente, empleando la segunda ley de Newton y el hecho de que la configuracion
inicial y final son conocidas, queda:

N
b} <Zmi/'vdes> :5/€dt
=1

N
-> Z(mida:ig—gdt)éxi +O0Edt|  (4.41)

7

i=1 x,y,2



o bien

5/2/Cdt—5/€dt:6/[2/C—€]dt:6/£dt.

que es conocido como el principio de Hamilton.

Principio de Hamilton

El principio de D’Alembert opera con un diferencial no integrable, una cierta canti-
dad infinitesimal (el trabajo virtual hecho por las fuerzas externas y las fuerzas iner-
ciales) que es igualada a cero. Aunque implicitamente usado por Euler y Lagrange,
fue Hamilton quien primero transformo el principio de D’Alembert, mostrando que una
integracién con respecto al tiempo da como resultado un nuevo principio que es mas
facil de manejar.

Para llegar al principio de Hamilton, considérese reescribir el principio de D’Alem-
bert de la siguiente forma:

N d T

Al multiplicar el lado izquierdo de esta expresion por dt e integrar entre los limites
t =1t yt=ty queda

ta N d T ta N . ty N d .
/t1 ; {fi—a(mwi)} 5ridt:/tl ;fi 5ridt—/tl ;a(mml) or;dt (4.42)

Ahora bien, el término Zf\il fiTéri representa el trabajo virtual total W producido
por todas las fuerzas externas, y si se considera que esas fuerzas son conservativas,
entonces debe existir una funcién energia potencial U tal que W = —dU, de modo que
el primer término del miembro derecho en (4.42) se puede escribir como

to N to to
/ > fibrdt = — / SUdt = -6 / Udt (4.43)
t1 i=1 t1 t1
La segunda integral del miembro derecho de (4.42) se puede resolver usando integracion

por partes ya que:

to d T to d . to Td
/t1 E(mi'm) 5Tidt:—/ E(mi'vi 5ri)dt+/ (mv;) 5(57%)0%

t1 t1



El primer término del lado derecho es integrable y resulta en:
(mgvl om) |2, (4.44)

mientras que para el segundo término, haciendo uso de la naturaleza intercambiable de
la variacién y la diferenciacién, es posible escribir:

to to
/ (ml'vl)Ti(érl)dt = / (mi'vi)Té'vidt
t1 dt t1

= — mzé(vaz)dt
2 )y

1. ("
2 tl

Asi que de (4.43)-(4.45), se tiene que (4.42) puede reescribirse como:

to T to 1 to N to N
/ Z{ S| bre = 0 [15 [T S miod i~ [S moolon:
t t =1 t =1
to
_5/ Udt (4.46)
t1

y de la definicion de la energia cinética de una particula, se tiene que:

to N T
/ Z{fi—%(mivi)] Sridt = 6 / (K —U)dt — / me%m (4.47)
t =1

Hasta aqui, 07; es un cambio virtual arbitrario del vector r;. Ahora, se requiere que
or; se devanezca en los dos limites t1 y to:

ori(t1) = 0 (4.48)
57‘i(t2) = 0, (449)

esto significa que la posicién del sistema mecanico estd dado por t = t; y t = to,
y ninguna variacion es permitida en estos limites. Se dice que se estd variando entre
limites definidos, ya que las posiciones limitantes del sistema estan establecidas. En este
caso, el segundo término en el lado derecho de (4.47) desvanece y la integral respecto
al tiempo del trabajo virtual hecho por las fuerzas efectivas se convierte en la variacién
de la integral definida:

/ Z { mzvz)réridt = 5[2 (K —U)dt. (4.50)

1



Ya que el principio de D’Alembert (4.23) requiere que el trabajo virtual desvanezca en
cualquier tiempo, (4.50) desvanece también. Asi, el principio de D’Alembert puede ser
reformulado como: N
/ (K—=U)dt =0,
t1

este es el principio de Hamilton, el cual establece que el movimiento de un sistema
mecdanico arbitrario ocurre de tal manera que la integral definida (4.51) sea estacionaria
para arbitrarias variaciones posibles de la configuracién del sistema, siempre que las
configuraciones inicial y final del sistema sean prescritas.

4.3.3 Las ecuaciones de Hamilton

Para la derivacion de las ecuaciones de Hamilton, se comenzara explicando la aplicacion
de la transformacién de Legendre a la funcion lagrangiana.

Transformacién de Legendre aplicada a la funcién lagrangiana

La funcién lagrangiana £ de un problema de variacién es generalmente alguna funciéon
de las n coordenadas generalizadas g;, la n velocidades generalizadas ¢;, y el tiempo t:

Para el presente desarrollo, témense las velocidades ¢; simplemente como n variables,
enteramente independientes de ¢;. Ahora, aplicando la transformacion de Legendre,
considerando ¢, ..., ¢, como variables activas y todas las otras como variables pasivas.
Asi, las coordenadas ¢; corresponden a las coordenadas w;, y las qi,...,q, y t a las w;
del esquema general presentado en la seccién 2.4.7. Asi que el nimero m de variables
pasivas es n + 1 en el problema presente.

Siguiendo el esquema general de la transformacion de Legendre, se procedera en tres
pasos:

1. Se introducen las nuevas variables, las cuales aqui son llamadas “momentos”, y
son denotadas por p;

o
b= 04

(4.52)

2. Ahora se introduce una nueva funcién, la cual es denotada por H y es llamada
energia total:

i=1



3. Ahora se expresa la nueva funcién H en términos de las nuevas variables p;,
resolviendo las ecuaciones (4.52) para las ¢;, y sustituyendo en (4.53). Asi, se
obtiene:

H="H(q1, Gn;P1, -, Pns 1), (4.54)

siendo ‘H ahora llamada: funcién hamiltoniana.

Las propiedades basicas de la transformacion son las siguientes:

Sistema inicial:

e Funcién: funcion lagrangiana L.
e Variables: velocidades ¢;.

e Variables pasivas: coordenadas de posicion ¢;, tiempo ¢.
Sistema nuevo:

e Funcién: funcién Hamiltoniana H.
e Variables: momento p;.

e Variables pasivas: coordenadas de posicion g;, tiempo t¢.

La naturaleza dual de la transformacion es expresada en el siguiente esquema:

oL ) oOH
H = ZPiQi - L L= ZPiQi -H (4-56)
H = H(Qb -ovy Qn; P1, --->Pn§t) L= ﬁ(Qh s s Qs - Qs t) (4-57)

Asi que, si se comienza de la funcion lagrangiana L, es posible contruir la funcion
Hamiltoniana H a través de los tres pasos, y viceversa.

La ecuacion (2.62) del esquema general ahora toma la forma:

oL oOH

= — 4.
dq; dq; ’ ( 58)
oL _ oOH (4.59)

o ot



Obtencidén de las ecuaciones de Hamilton

Las ecuaciones de Lagrange son ecuaciones diferenciales de segundo orden en las co-
ordenadas generalizadas ¢;. Sin embargo, éstas pueden ser escritas como un par de
ecuaciones diferenciales de primer orden si se introduce una cantidad intermedia lla-
mada momento generalizado p; definida por:

dL(q, q)
= S 2y 4.60
p 2i, (4.60)
Las ecuaciones de Lagrange pueden entonces ser escritas en la forma
oL
) = . 4.61
b= 5 (4.61)

donde solamente se ha agregado la variable p; para simplificar la escritura de las ecua-
ciones de Lagrange. Ademads, la introduccién de p; tiene el efecto de reemplazar el
sistema original de n ecuaciones diferenciales de segundo orden, por un sistema de 2n
ecuaciones diferencales de primer orden, es decir, por las ecuaciones (4.60) y (4.63).

Ahora, aplicando la transformaciéon de Legendre (ver seccién 2.4.7), (4.60) puede

ser escrita como (Lanczos, 2012):
OH

q; = api'

Las ecuaciones (4.60) y (4.64) son equivalentes.

(4.62)

Las ecuaciones de Lagrange estan contenidas en (4.63). Aplicando la transformacién
de Legendre, éstas pueden ser escritas como:

. OH
pi = 0

(4.63)

Asi, finalmente las ecuaciones de Lagrange han sido reeplazadas por un nuevo conjunto
de ecuaciones diferenciales, llamado las ecuaciones canénicas de Hamilton:

) ) |
qi = op’ Di = 0,

(4.64)

Estas ecuaciones son enteramente equivalentes a las ecuaciones de Lagrange y son sim-
plemente una nueva representacion. matematica de las mismas.

4.4 Las cuatro formulaciones basicas

Para la comprension de esta seccion, considérese la siguiente nomenclatura:



I i
KR

fi

My

*
Tq

7-117 TP

Marco fijo a la base del robot.

Marco solidario al cuerpo [ del robot.

Vector de aceleracion gravitacional, con respecto al marco .

Tensor de inercias del cuerpo [, respecto a un marco orientado como 33,
pero cuyo origen se encuentra en su centro de masa.

Masa del cuerpo (.

Vector de coordenadas generalizadas no minimas.

Vector de coordenadas generalizadas minimas.

Vector de restricciones holonémicas.

Vector de restricciones no holonémicas.

Energia cinética y potencial total del sistema, respectivamente.

Vector de posicién del c.d.m. del cuerpo [, referida en el marco 3.
Vector velocidad angular del cuerpo rigido [, con respecto al marco ;.
Vector velocidad lineal del c.d.m. del cuerpo rigido I, con respecto al
marco 2.

Vector de fuerzas debidas a las restricciones en el cuerpo rigido [.
Vector de momentos debidos a las restricciones en el cuerpo rigido [,
calculado en su c.d.m.

Vector de fuerzas ejercidas por los actuadores en el cuerpo rigido [.
Vector de momentos ejercidas por los actuadores en el cuerpo rigido [,
calculado en su c.d.m.

Vector de fuerzas generalizadas inerciales minimas.

Vector de fuerzas generalizadas minimas y no minimas, respectivamente.

En esta seccion se describen las cuatro formulaciones mas comunes que se emplean
para la obtencion del modelo dindmico de robots manipuladores, es decir:

a
b

C

)
)
)
d)

La formulacion de Newton-Euler.
La formulacion de Euler-Lagrange
La formulacién de Hamilton

La formulacién de Kane

Cabe mencionar que, tal como se explico en la seccion 1.4, se supone que las entradas
a cada formulacién son:

e Los parametros cineméticos y dindmicos

e El vector de coordenadas generalizadas no minimas p y el vector de coordenadas
generalizadas minimas q.



e El vector de restricciones holonémicas «,(p) y/o el vector de restricciones no
holonémicas =,,,(p, ).

e Los vectores velocidad lineal v; y velocidad angular ‘w; los cuales estédn referidos
al marco ¥y y al marco ¥, respectivamente.

Es importante senalar que si el vector de posicién del c.d.m. con respecto al marco
de referencia es p,(p) € R3, entonces

v =ip) = 2 = s () (4.65)

donde Jg,(p) € R**™ es llamada en este documento matriz jacobiana de posicién del
eslabon .

De manera similar a lo anterior, si ¢,(p) € M? C R™ es el elemento de la variedad
de orientacion que describe la orientacion del cuerpo rigido, entonces:

. 0
bipp) = "5

y de (de la Torre, 2007) se tiene que:

ilp. ) = Tulp)ip. ) = To(p) 2 (4.66)

donde T, € R3*™ es la matriz de transformacién que permite extraer la velocidad
angular de ¢ € R™ y para el caso de la matriz de rotacién estd dada por (3.24) (ver
secci6on 3.1.2). Finalmente,

wilp. ) =R Tolp) "2 = K ). (4.67)

y en este documento K¢, es llamada matriz jacobiana de orientacién del eslabén [.

4.4.1 Formulacion de Newton-Euler

Se conocen como ecuaciones de Newton-Euler(N-E) a la primera y segunda ley de Euler.
Asi que, las ecuaciones de N-E que gobiernan el movimiento del [-ésimo cuerpo rigido
de un robot se escriben como:

Tar+ Stw) lwr = 'pp+ '@, (4.68)
mv; = fp+ f+mugg (4.69)



T
Definiendo jy = [ %f of | € B mw = [ty fh ) eR0 7= [t 7]

eERCyg = [ Opz mugs }T € R%, (4.68) y (4.69) pueden ser escritas en forma ma-
tricial como:

Mipi+Wi(p)Mipr = Tr+7Ti+g, (4.70)
donde

. S(twr) Opg } 6x6
Wi(p) = 3 | ¢ ROXS, 471
(2 { Opg Opg (4.7)

!

I Opg } 66
M, = ' € R°*°. 4.72
: { Opzg) mulpg (472)

Si el mecanismo esta formado por b cuerpos rigidos, entonces existen b sistemas de
ecuaciones de la forma (4.70) que pueden ser expresados como:

Mpb+0p(p)p+9p = Trp+Tp (4'73)
donde

M, = diag(My, M, ..., M,) e R®*6 4.74

P

Cﬁ(p) = diag(WI>W27"'>Wb)ERGbXGb? (475)

. . . . T T __ _ L _ T
p=[p0 ot ) = lrh th R )T =[ A ]
vg,=—[gl g5 ... gt ] €R%

Por otro lado, las restricciones holonémicas y no holonémicas en su forma diferencial
pueden ser expresadas como:

D(¢p)p =0 € RO+ (4.76)

donde 7, v 7, son el niimero de restricciones holonémicas y no holonémicas, respectiva-
mente y ¢ € R"0™ es el vector de coordenadas generalizadas empleadas para modelar
el robot, aunque no necesariamente igual a la integral de p.

Ahora, sea n el nimero de grados de libertad del robot, entonces es posible definir un
vector de velocidades generalizadas minimas g € R™; y el vector ¢ puede ser expresado
como:

p=A(¢)g € RY, (4.77)

donde
A@) = [ Ai(¢)T Ax(@)T - Ae)T T e R (4.78)



_ AT
siendo A;(¢) = [ ng ng } € R%*" una matriz que satisface:

Ao | No Ja={o ] (179)

V;

Si se sustituye (4.77) en (4.76), se llega a que:
D(¢)A(¢) = O € ROEH3rm)x6p

lo cual muestra que A(¢) es un complemento ortogonal de D(¢). Debido a la forma
particular de elegir este complemento, a A(¢) se le llama complemento ortogonal natural
(NOC, por sus siglas en inglés) de D(¢). Como las columnas de D(¢) son vectores
en la misma direccién de las fuerzas de ligadura, entonces, al multiplicar (4.73) por la
transpuesta de A(q), Tr se elimina de esta ecuacién, quedando

A(@)" Mp+ Ald)" W (p)Mp = A(9)" (T, — g,)- (4.80)

Ademas, usando (4.77) y su derivada temporal, se llega a

A(@)"MA(G)d + A(@)" (MA(¢, p) + W (p)MA(¢))d = A(@) (7, —g,).  (4.81)

o bien, reagrupando términos

My(6)§+ Colb, p)d +9,(b) =T, (4.82)
donde
M,(¢) = A(¢)TMA(¢) e RM™ (4.83)
Cy(@,p) = A(d)T (MA(¢, p) + W(p)MA(9)) € R™™ (4.84)
g,(¢) = A(p)"g, eR" (4.85)
Ty(¢) = A(¢)'T, €R" (4.86)

4.4.2 Formulaciéon de Euler-Lagrange

La formulacién lagrangiana comienza calculando la energia cinética total IC(p, p) € R
y la energia potencial total U(p) € R del robot. Una expresion ttil para el célculo de
K(p, p) en un robot, con b cuerpos rigidos, estd dada por:

b
Z (ml’UlT’Ul + lwlTlIllwl) (487)

=1

’C:

N | —



I . .
= 3 > b" (midd Jo, + K&'IEG) p (4.88)

=1

donde p € R™ es el vector de coordenadas generalizadas seleccionado, Jg, € R¥>*™ y
Kg, € R**™ son matrices que cumplen con:

0
(% JGZ . 6Xm
— e RO*m, 4.89
[ o ] [ o ] P (4.89)

y pueden obtenerse a partir de (4.65) y (4.67) respectivamente.

Mientras que la energia potencial total puede ser calculada a partir de:

b
Ulp) = —g; Y mup;. (4.90)
=1

Por otro lado, una vez calculadas KC(p, p) v U(p), se procede a obtener la funcién
lagrangiana dada por:

y enseguida obtener las ecuaciones de movimiento de Lagrange (caso general) del robot,
las cuales estan dadas por (Arczewski & Blajer, 1996):

% (aﬁ(a% p)) - aﬁ(a% Pl _ = & D(p)T, (4.91)

donde 7, € R™ es el vector de fuerzas generalizadas no minimo, A € R" (donde
r =m —n) es el vector de multiplicadores de Lagrange y

YT V@2 | Rlntran)xm
D(p) = | T £ € ROwtrn)xm,

T

o o , L P
con ’Yahip(p) € Rmnxm W € R™»*™  En esta formulacion se estan tnicamente
tomando en cuenta restricciones no holonémicas del tipo A(p)p = 0 € R™. Nétese que
en el caso de emplear coordenadas generalizadas minimas (sin restricciones, es decir

p = q € R"), el dltimo término de la expresién (4.91) desaprece.

Por otra parte, expandiendo y simplificando (4.91), es posible obtener una forma
util de esta expresién, la cual esta dada por:

donde M,(p) € R™™ denota la matriz de inercias, C,(p, p) € R™*™ es la matriz de
fuerzas centrifugas y de Coriolis, y g,(p) € R™ es el vector de gravedad.



Es posible comprobar empleando las expresiones (4.88)y (4.91), que M,(p), C,(p, p)
y g, pueden ser calculadas a través de:

b
My(p) = Y (miJ§Jo + K 'IKG,) (4.93)
=1
. 190 .
Colp:p)p = M(p)p— 56—(pTM(p)p), (4.94)
9,(p) = —goTZmlJGz- (4.95)

Por otro lado, de la relacién entre g € R" y p € R™, dada por:
b= Al)q (4.96)

y la expresion:
D(p)p =0 € R+,

se tiene que
@) D(p) = 0 € R

asi que, multiplicando (4.92) por A(q)T, es posible obtener el modelo reducido del
sistema, el cual estd dado por (Ghorbel et al., 2000):

My(p)g+Colp,p)a+3,(p) = Tq (4.97)
donde:
_Mq(p) = A(q)"M,(p)A(q) . (4.98)
Colp,p) = Al@)"Colp, p)Alq) + Alq)" M,(p)A(g, q) (4.99)
g, = Al@)"g,(p) (4.100)
T, = Al@)'T, (4.101)

4.4.3 Formulacion de Hamilton

Una cantidad importante en la formulacién de Hamilton es el momento generalizado
p, € R™ el cual estd dado por (Duindam et al. , 2009):

p, = M,(p)p. (4.102)

Ademas, esta formulacion emplea el hamiltoniano, el cual es una cantidad que se define
como:



H(p,p) = K(p.p) +U(p).

= 2P My (p)p + Ulp)

Pero usando (4.102) es posible reescribir el hamiltoniano en términos de p y p,:

H(p,p,) = %p,fMp(p)‘lpp +U(p). (4.103)

Las ecuaciones de movimiento de Hamilton son:

_ Hep,) (4.104)

op,
JH(p,
p,+ ore.p,) _ 7,4+ D(p)'A (4.105)
op
donde T, € R™ es el vector de fuerzas generalizadas no minimo, A € R™™" es el vector
de multiplicadores de Lagrange y

Dip) = [ @7 72T | ¢ Rntra)xm
(p) = | 7t il € ,
T T
con a'yahip(p) € R™", %(pp,p) € R™"h con r = r, + r,,. En esta formu-

lacién se estdn tunicamente tomando en cuenta restricciones no holonémicas del tipo
D(p)p =0 € R™*™r_ En el caso de emplear coordenadas generalizadas minimas (sin
restricciones, es decir p = g € R"), el dltimo término de la expresion (4.105) desaparece.

Por otra parte, expandiendo y simplificando (4.105), se llega a

1 OM™'(p)  OU(p)

. : . =+ _ = T
My(p)p +M(p)p + 5P, op Pt o, 7o+ D(p)" A (4.106)

y comparando con (4.88), (4.91) y (4.102), se tiene que

b
My(p) = > (miJ§ Jo, + K§'IKg,) (4.107)
=1
- 1 7 OM,(p)~t
Colp,p,) = Mp(p,pp)+§p§g¥p)Mp(p), (4.108)

b
9,(p) = —gi > ma, (4.109)
=1



M, (p) OH(P.P,)
con M (p,pp) ap(p) p,

Por otro lado, de la relacién entre g € R" y p € R™, dada por:
b= Al)q (4.110)

y de la expresion:
D(p)p =0 € R,

se tiene que
A(@)"D(p)" = 0 & R,

asi que, multiplicando (4.106) por A(q)?, es posible eliminar los multiplicadores de
Lagrange, y asi obtener el modelo reducido del sistema (Duindam et al. , 2009; Van der
Schaft & Maschke, 1994), el cual estd dado por (4.97).

4.4.4 Formulacion de Kane

Las ecuaciones de Kane establecen que (Kane & Levinson, 1983; Kane & Levinson,
1985; Parsa, 2007):
T,t7,=0€R" (4.111)

donde n es el nimero de grados de libertad del sistema, 7, = T, + Try — g, son las
fuerzas generalizadas activas, 7 es el vector de fuerzas generalizadas inerciales, Tg,
es el vector de fuerzas generalizadas de restriccién (el cual es 0, ya que las fuerzas de
restriccién no estdn realizando trabajo), T, es el vector de fuerzas generalizadas y g,
es el vector de fuerzas y pares gravitacionales (Kane & Levinson, 1983).

Para obtener el modelo dindmico de un robot a través del método de Kane, primero
es necesario definir las coordenadas generalizadas minimas del sistema dadas por q €
R™. Una vez definidas las coordenadas generalizadas minimas, se procede a definir las
velocidades generalizadas minimas.

De acuerdo con (Parsa, 2007) la fuerza inercial generalizada en la articulacién j
(j = 1,2,..n), denotada aqui como 7,,, esta dada por:

i[5 S ()

donde b es el nimero de cuerpos rigidos del robot.

(4.112)

Si ahora se emplean (4.112) y las propiedades S(Pwp/a) = BRaS(Awp/a)PRY v
Bl = BRAATPRY, se llega a



b 8'0 d 6lw d
" Z l l 0 T Irl c
N [(éqj) dtml : ( erj ) d ( H l) ( )

Ahora, empleando la regla de la cadena y la propiedad 4 Rp = S(AwB/A)ARB, es posible
derivar una forma alterna de (4.112) dada por (Parsa, 2007):

b Iy
Z [(a’vl) mpv; + (aa ) (S(lwl)l]llwl + l]lld)l)
(Jj

=1

€R. (4.114)

Por otra parte, la fuerza generalizada debida a la gravedad g, , en la articulacion j,

esta dada por:
b

_ d
Ty == D {8—%17?90} eR. (4.115)

=1

Asi que, las fuerzas inerciales en cada articulacién estan dadas por el vector de fuerzas

inerciales T,
- T T -
v, olw,
I9q1 9q1
T

T
| @) ]| G2
= — Z ( q2 mpv; + 942 (S(lwl)llllwl + lIlld)l) e R"™.

1=1 : :
U, g ow, )"
L Oqn 9qn A

(4.116)
Ahora, empleando las matrices:
— v, o' W
=— e R¥” K € R 4.117
JGl(q) aq € y Gl(q) aq ( )

se tiene que el vector de fuerzas generalizadas inerciales 7, € R" puede ser obtenido a
través de:

> e (@ (min) + Ka,(@)" (S(w) Tlw, + 'T'an) ] € R™; (4.118)

mientras que de (4.115) y (4.117) se tiene que el vector fuerzas debidas a la gravedad
g, esta dado por:

b
> " mide,g. (4.119)



Asi que, para el calculo del vector de fuerzas generalizadas aplicadas por los motores
T4, de (4.111), (4.118) y (4.119) se tiene que

Ty=-T,+3,
Ademss, si se desea obtener el modelo dindmico en funcién de M,(q), Cy(q,q) y 9,(aq),
nétese que sustituyendo (4.117) en lw; y v; de (4.118) se llega a:

7 = > [miTa(@” (Ja (@ 0a + Ta(@)d) + Ko@) (SCw)' 1K (a)a+

=1
'IKc,(q)q + IIIFGZ(Q)Q)} + 9,

de donde se desprende que:

=

My(q) = Z(mzjal(Q)Tle(Q) + K¢, (@' K¢, (q)) € R™™, (4.120)

Cia.d) = Y |miTa(9)Ta (@) + Ka (@) (S(w) 1Ka(9)+'1Ka (9))] € ",

=1
(4.121)

b
g, = =Y mc(q) gy R (4.122)
=1

Cabe mencionar que el método explicado aplica de igual manera para robots sin
restricciones y con restricciones holonémicas y no holonémicas.

4.4.5 Relacion entre formulaciones

Relacion entre las formulaciones de Newton-Euler y Kane

En esta seccién se mostrara la equivalencia entre las ecuaciones del modelo dindmico
obtenido a través de la formulacion de Kane y la metodologia del complemento ortogonal
natural (que es denominada aqui como formulacién de Newton-Euler).

Se comienza mostrando la equivalencia de la matriz de inercias obtenida a través
de ambas metodologias (ecuaciones (4.83) y (4.120)).

De (5.44) y (4.74) , se tiene que (4.83) puede reescribirse como:



Ay My 0 0 0 Ay
_ As 0O My 0 O Ay
M, = | (4.123)
: 0 0 0 :
A, 0 0 0 M|| A4
b
= > (A'MA) (4.124)
=1
Ahora, de (4.72) y (4.79) se tiene que (4.124) puede ser reescrita como:
l _
- —T = I Opgs Kg
M, = | &¢ T | B3| | 26 4.125
q KGZ JGZ 0[373] mll[g] JG’Z ( )
b
- (mlJGl Te, + KGllIlKGZ) (4.126)

=1

lo cual muestra que (4.83) y (4.120) son equivalentes.

Ahora, continuando con la matriz de Coriolis, de (4.74), (4.75) y (5.44) se tiene que
C, dada por (4.83) puede ser reescrita como:

T

AT 0o o ol[A] [wi o o o][m o o o][4

Ao M o oll4, 0 W, 0 00 M 0 0|4

c, =|". + .

: 0 0 . 0| : 0 0 ollo o o oll:

Ao o o Ml 00 0 W0 0 0 M|A4
-y (AITM,ZL+AITW1MIAI) (4.127)

=1

Ahora, sustituyendo (4.71), (4.72) y (4.79) en (4.127), se tiene que

7 )56 o)l 6 i) 5]

lo cual muestra que (4.84) y (4.121) son equivalentes.

Finalmente (4.85) y (4.122) que representan g, tienen la misma forma, por lo que
se demuestra que T, de ambas formulaciones es equivalente.



Relacion entre las formulaciones de Kane y Euler-Lagrange

En esta seccién se mostrard la equivalencia entre las ecuaciones del modelo dindmico
obtenido a través de la formulacion de Euler-Lagrange y la metodologia de Kane.

Se comenzara mostrando la equivalencia entre las matrices de inercia obtenidas a
través de ambas metodologias (ecuaciones (4.98) y (4.120)). De las expresiones (4.89),
(4.110) y (4.117), se tiene que:

Ka | _ | Ba A(q) € RO, (4.128)
Je, Ja,

por lo tanto, de (4.128) se tiene que (4.98) puede reescribirse como:

M, = Y (mlJGl Te, + KGllIlKGZ) (4.129)
I=1
lo cual muestra que (4.98) y (4.120) son equivalentes.

Ahora, continuando con la matriz de Coriolis (matriz representada por (4.99) y
(4.121)), de (4.94) se tiene que el vector de Coriolis C,(p, p)p de un sistema no re-
stringido estd dado por:

Clo.olp = Mol 556 M(p)p) (4.130)

De la expresion (4.98) se tiene que

Mp) = (mljgljgl + I Jo, + K&K, +K§ZZIIKGZ) (4.131)
=1

Ahora, sustituyendo la expresién (4.98) en %(pTM (p)p) v aplicando la identidad:
oulv 7OV 10w
ow Y ow U o

donde u,v € R* y * € R son vectores, entonces:

9 (" Mp)p) =23 (m, Ua)" 55 () + (Kaip) I <Kalp>) C(1132)

y empleando las propiedades (Lenarci¢ & Thomas, 2013; Parsa, 2007):

0 ) . 0 ) .
op (Jap) = Ja y op (Kg,p) = Kg, + S(wi)Kg,,



la expresién (4.132) puede reescribirse como:

J .

b
. T .
a—pPTM(P)P =2 Z {(KGZ + KGZS(wl)) 'IKe,q+ miJé Jaq, (4.133)

I=1
y C(p, p) puede expresarse como:
Clp,p) = mJJe + KE'IKe, + K& S(w) [ Ke,. (4.134)

Ahora, sustituyendo (4.134) en (4.99) y empleando la relacién (4.128), se llega a (4.121),
quedando demostrada la equivalencia entre las expresiones de la matriz de Coriolis
obtenidas a través de la formulacion de Euler-Lagrange y la metodologia de Kane
(ecuaciones (4.99) y (4.121)).

Finalmente, la equivalencia entre las expresiones del vector gravitacional dadas
por ambas metodologias (ecuaciones (4.100) y (4.122)), puede mostrarse sustituyendo
(4.128) en (4.100).

Relaciéon entre las formulaciones de Euler-Lagrange y Hamilton

En el siguiente desarrollo se mostrara como pasar de las ecuaciones (4.104) y (4.105) de
la formulacién hamiltoniana, a la expresion (4.97) obtenida a través de la metodologia
de Euler-Lagrange. De la expresion (4.102) se tiene que

pp = Mﬁ(p)p>

entonces la derivada temporal de p, es:
p, = M,p+ M,p. (4.135)

Por otra parte, de (4.103) se tiene que

1
H(p,p,) = ip,fMp(p)‘lpp +U(p), (4.136)

asi que aplicando la identidad

0B(v)
ov

19B(v)
ov

= —B(v)~ B(v)™

donde B(v) € R y v € R®, se tiene que:

8H(p,pp) 1 g L, OM,(p) -1



asi que de (4.102) y (4.137), se tiene que:

OH(p,p,) 1.70M,(p). OU(p)
T = §p ap P+ ap (4.138)

por lo tanto de (4.135) y (4.138), se tiene que (4.105) puede reescribirse como:

1 o 0M,(p) . . OU(p)

=7, + DT
op q ap T,+ DA

M,(p)p + M,(p)p —

y de (4.93)-(4.110) como (4.98), lo cual muestra la equivalencia entre ambas formula-
ciones.

4.5 Otras formulaciones de la dinamica

Actualmente existen otras formulaciones para la obtencién del modelo dindmico de
robots, entre estas se encuentran:

e Las ecuaciones de Gibbs-Appell.
e Las ecuaciones de Boltzmann-Hamel.

e Las ecuaciones de Udwadia-Kalaba.

En seguida se explica brevemente en qué consiste cada una de estas formulaciones.

Ecuaciones de Gibbs-Appell

Las ecuaciones de Gibbs-Appell estén dadas por (Ginsberg, 2008):

donde

0w .
§= Z ( miag,ac, + 2% 8lt l +sz5(wl)lIlwl) ;
=1

U es la energia potencial total del sistema, \; es el multiplicador de Lagrange [, p; la
coordenada generalizada [, 7; la fuerza generalizada j y u; es el elemento j del vector
u(p, p) de cuasi-velocidades.



Ecuaciones de Boltzmann-Hamel

Las ecuaciones de Boltzmann-Hamel son una generalizacion de las ecuaciones de Euler-
Lagrange, sélo que en vez de emplear velocidades generalizadas, emplean cuasi-velocida-
des. Si en las ecuaciones de Euler-Lagrange se sustituyen las velocidades generalizadas
p por la expresion de las cuasi-velocidades dada por: uw = W(p,t)p+w(p,t) se llega a

d (OK oK oK

— (= )+ W= W= =W'F, - W 'D(p)'A

dt ( ou ) + T ou q o (p)

donde K = K(p, u) es la energia cinética total del sistema, W' es la inversa de W (p, t),
A son los multiplicadores de Lagrange y T, es el vector de fuerzas generalizadas. Para
mayor informacién sobre el método véase (Likins, 1974).

Ecuacion de Udwadia-Kalaba

Las ecuaciones de Udwadia y Kalaba son una reformulacion de la segunda ley de New-
ton. Esta formulacion, asi como la mecanica lagrangiana, hace distincién entre las
fuerzas externas aplicadas y las fuerzas internas de restriccién, pero sin el uso de mul-
tiplicadores de Lagrange.

La formulacion de Udwadia y Kalaba toma en cuenta incluso las fuerzas de restric-
cién que no obedecen el principio de D’Alembert.

Suponiendo que un sistema esta restringido a un conjunto de r = m —n restricciones
dadas por:

donde A(p, p,t) € R(™™*" o5 una matriz de rango a y b € R™™™ es un vector conocido.
Noétese que las restriccion holonémicas y no holonémicas pueden ser derivadas para
tomar la forma de (4.139). Como se puede observar en (4.139), en la formulacién de
Udwadia-Kalaba, las restricciones pueden ser especificadas como funciones no lineales
de p y p, vy ademas, depender explicitamente del tiempo.

Las ecuaciones de movimiento de Udwadia-Kalaba para un sistema restringido estan
dadas en todo tiempo por:

Mp=1,+ M2 (AMY?)" (b~ AM'71,),

donde M € R™ ™ es la matriz de inercias, A = A(p, p,t) € Rm—mxm T, € R™ es el
vector de fuerzas generalizadas, y el simbolo + denota la pseudoinversa de la matriz
AM~'2_ Por otro lado, la fuerza de restriccién estd dada por:

Q.= MY (AM2)" (b— AM 7))



y la aceleracion generalizada estaria dada por:
p=M"7,+ M2 (AM )" (b— AM'7,).

Para mayor informacién sobre el método véase (Udwadia & Kalaba, 1992).



Capitulo 5

Modelado dinamico de mecanismos
simples

En este capitulo se presenta la aplicacién de las formulaciones de modelado dinamico,
explicadas en el capitulo anterior, a un robot serial, un robot paralelo y un robot
movil con ruedas, los cuales fueron modelados empleando coodenadas independientes,
y coordenadas sujetas a restricciones holonémicas y no holonémicas, respectivamente.
Al término del capitulo se muestra un andlisis comparativo cuantitativo de las for-
mulaciones aplicadas, en el cual se midi6 el tiempo necesario para calcular el modelo
dindamico a través de cada una de las formulaciones, y también el tiempo para ejecu-
tarlo; ademas, también fue comparado el espacio ocupado en memoria de cada modelo
dindmico obtenido.

5.1 Aplicaciéon a un manipulador serial planar

Descripcion geométrica del robot

En esta seccién se abordara la cinematica de un robot serial de 3gdl, el cual puede
apreciarse en la figura 5.1. A continuacién se describen los puntos y marcos que fueron
asociados a los cuerpos rigidos que conforman el robot, los cuales son ttiles en la
obtencion del modelo cinemético de éste.

A la base del robot se le asocié el marco 3y (Xo, Yy, Zp), como se muestra en la figura
5.1. Para obtener la postura de cada uno de los eslabones que componen el robot, a
cada eslabon [ se asigné el punto C; en su centro de masa, y el marco ¥;(X;, Y, Z;) de
acuerdo con la convencion M1 de parametros Denavit-Hartenberg la cual fue explicada
en la seccién 3.2 (ver figura 5.1).
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Figura 5.1: Analisis del robot serial de 3 gdl: (a) fotografia del robot, (b) diagrama
esquematico. (Soto, 2009)

Las coordenadas generalizadas para modelar el sistema estan dadas por:

q:[% 42 %}ER‘%
donde ¢; (con [ = 1,2, 3) es la variable articular mostrada en la figura 5.1.
La nomenclatura empleada en esta subseccién es la siguiente:
a; : Distancia del origen del marco ¥;(X;, Y, Z;) al marco ¥y41(Xi11, Vi1, Zis1)-
e; : Distancia del origen del marco (X, Y, Z;) al centro de masa C;.
p, : Vector de posicién del centro de masa Cj respecto al origen del marco (X, Y], 7).

OR; : Matriz de rotacién que da la orientacién del marco (X, Y, Z;) respecto al marco
2(](‘Xv(b YE]) ZO)

Los pardmetros de D-H (convencién M1) asociados al marco (X, Y, Z;), con
[ =1,2,3,4, estan dados en la tabla 5.1. De (3.39) y los parametros mostrados en la
tabla 5.1, se tiene que las matrices de transformacion homogénea que dan la postura
del marco ¥, (X}, Y], Z;) respecto al marco ;1 (X;—1,Y;_1, Z;_1) para l = 1,2, 3,4 estédn
dadas por:



Tabla 5.1: Parametros Denavit-Hartenberg del robot serial de 3 gdl.

Lill 6 [difo]al]

1aa—5]0]0|0

2 q2 aq 0 0

3 q3 as 0 0

4 0 as | 0] 0

[ S1 C1 0 0

0 . —C1 S 0 0
ho= 0 0 10}/ (5:1)

0 0 01

-Cg —S9 0 aq

1 . So Co 0 O
=19 o0 10| (5:2)

0 0 01

y

C3 —S3 0 a9

2 . S3 C3 0 0
=19 0 1 0 (5-3)

0O 0 0 1

donde s; = sin(q;) y ¢; = cos(q;).

Ademads, empleando la composicién de matrices, a partir de las expresiones (5.1)-
(5.3) se tiene que:

si2 ciz2 0 arsy
0 _ —c12 si2 0 —aicy
L o= 0 0 1 0 ’ (5-4)
0 0 0 1
y
s123  C123 0 aisy + assi2
0 _ —ci23 Si23 0 —ajc; — ascig
Iy = 0 0 1 0 (5.5)
0 0O O 1

donde s12 = sin(q1+¢2), c12 = cos(q1+q2), S123 = sin(q1+ga+q3) vy c123 = cos(q1+qga+4s).



5.1.1 Calculo de la postura de cada cuerpo rigido

La postura del eslabén [ queda especificada por el vector de posicién p, del punto
C} (asociado a su centro de masa), respecto al marco de la base ¥y y la matriz de
rotacién °R; que da la orientacién del marco ¥;(X;, Y], Z;) respecto al marco inercial
Y0(Xo, Yo, Zo). A partir de las ecuaciones (3.12), (5.1) y (5.5), y la figura 5.1, se tiene
que la postura de cada eslabén del robot esta dada por:

€181 si ¢ 0
P = —€1C1 y 0R1 = —C1 S 0 . (56)
0 0 0 1
a181 + €2812 si2 ci2 O
P2 = —a1C1 — €2C12 y 0R2 = —C12 Si12 0 (57)
0 0 0 1
a181 + a2812 + €38123 s123  Ci23 0
P3 = | —a1C1 — asCi2 — €3C123 y Ry = | —ci23 si23 O (5.8)
0 0 0 1

5.1.2 Calculo de la velocidad lineal y angular de cada cuerpo
rigido

De (4.67), (5.6)-(5.8) se tiene que la velocidad angular ‘w; del eslabén [ (con [ = 1,2, 3)
estd dada por:

000
'wi = Kg(g)g=|0 0 0 |aq, (5.9)
|1 0 0 |
[0 0 0]
wy = Kg,(q)g=1{0 0 0 |q, (5.10)
|11 0 |
[0 0 0]
Swy = Kg,(@)g=10 0 0 |gq. (5.11)
|11 1|

De (4.65) y (5.6)-(5.8) se tiene que la velocidad lineal v; del eslabén I (con [ = 1,2, 3)
estd dada por:



[ €1C1 0 0

vi = Jo(@g= | es1 0 0 |q (5.12)
| 0 00
[ aici +eaciz eacia 0

Vo = JG2 (q)q = @151 + €2S812  €29S12 0 q (513)
i 0 0 0
[ a1c1 + ascia + e3¢193  aaC1a + e3C123  €3C193

V3 = JG;;(Q)Q = @181 + 2812 + €35123  A2S12 + €35123  €35123 | G (5-14)

0 0 0

5.1.3 Modelado dinamico

En esta seccion se explicara cémo obtener el modelo dinamico del robot serial de 3gdl,
a partir de la informaciéon expuesta en la subseccién anterior, y la metodologia de la
seccion 4.4. Las masa de cada eslabén [ es nombrado aqui m;. Los tensores de inercia
I; estan calculados con respecto a un marco orientado igual que ¥;(X;, Y], Z;) pero con
origen en el c.d.m. del eslaboén (.

Formulacién de Newton-Euler

A partir de la ecuacién (4.83) y las expresiones (5.9)-(5.14) es posible obtener M,(q) a
parir de:

M,(q) = AT"MA e R»3,

donde
A = [ K& Jb Kby J& Kéy J&s | € R (5.15)
M = diag(M, M, Ms) € R*®*® (5.16)
!
con M, = L Ops.31 } € R6%6 y ', € R®*3 como la matriz de tensores de inercias
Opa mulp g

del eslabén [, quedando

mi1 Maz2 a3
M(q) = mo1 MMo2 Ma3
ms31 Mgz MM33

(5.17)



my = L, + L, + L, + ms(al + a3 + €3 + 2a1a2co + 2a1 3093 + 2azescz) + mo(al + €3
+2a;e9¢) + myes

Mg = Moy = I, + 1, + ms(a§ + 6% + ajascy + 2asescs + arescaz) + mz(e§ + ajescy)

mis = mg = L, +ma(e; + are3cs + azescs)

Moy = I, + I, +ms(es + a3 + 2azescs) + maes

Mos = mag = L, +ms(e3 + azescs)

ms3s = I, +mze;, (5.18)

Ademas, de la ecuacién (4.84), y las expresiones (5.15) y (5.16), se tiene que la
matriz de Coriolis esta dada por:

Cyq) = AT(MA+WMA) e R,

S('wi) Op3.3)
Opa Opal
[ =1,2,3 estd dada por las expresiones (5.9)-(5.11), lo cual desarrollando da:

donde W = diag(Wy, Wy, W3) € RI8¥1¥ con W, = { } € R6%6 vyl para

€11 C12 (13
C(‘L Q) = C21 C22 C23
C31 C32 C33

con

cii = —ma(esasss + are3s23)Gs — (@1€3M3S23 + a1a2M3S2 + A1€2M252)d2

ci2 = —(mgaiassy + maaiessoz + Maaiess2)qi — (M3a1a282 + Maaiessss + Maai€282)q2
—mg(a1e3s23 + a2e353)q3

ci3 = —ma(aiessas + agesss)qi — ma(aiessys + azesss)ge — ma(aiessas + azesss)qs

co1 = (mgaiassy + maaiessas + Maa1e282)§1 — M3a2e383G3

C2a = M302€383G3

co3 = —mgazesss(di + G2 + gs)

c31 = (maaiessss + msagesss)qr + maazesssgs

cz2 = —mgazesss(di + go)

C3z — 0 (519)

Finalmente, de (4.85) y (5.44) se tiene que el vector de gravedad esta dado por:

g,(q) = ATg,(p) € R?,



cong,(p) = [ Opz migd Opgz magl Opgz msgl ] € R™. Lo cual desarrollando
da:

gomaeist + goma(aist + ezs12) + goms(a1s1 + assi2 + €38123)
g,(a) = Gomaeasia + goms(agsiz + €3s123)
G0 3€35123
(5.20)

Formulacién de Euler-Lagrange

Aplicando la metodologia de Euler-Lagrange explicada en la seccién 4.4.2, de la ex-
presién (4.93) y las jacobianas geometricas Jg,(q) v K¢, (q) dadas en (5.9)-(5.14) para
Il =1,2,3, se tiene que la matriz de inercias para el robot serial es:

My(q) = > (miJe(a) Ja(a) + Ka (@) TiKe (q))

=1

lo cual desarrollando da (5.17).

Mientras que de (4.94) y (5.17), se tiene que la matriz de fuerzas centrifugas y de
Coriolis esta dada por:

_ . 10

Cola,q) = My(q)— Ea_q {qTMq(Q)}

lo cual desarrollando da (5.19).

De (4.95) y las expresiones (5.12)-(5.14), el vector de fuerzas gravitacionales por:
3
a@ = —gi > mic(q)
I=1

donde g, = [ 0 0 —go }T es la aceleracién debida a la gravedad. Lo cual desarrollan-
do da (5.20).

Formulacién de Hamilton

A través de esta formulacién, la matriz de incercias M (q) puedes ser calculada a partir
de (4.107) y las jacobianas geometricas Jg,(q) v K¢, (q) dadas en (5.9)-(5.14) para
1=1,2,3,:

M(q) = ) (miJe(@)" Jo(q) + Ka, (@) LKe (q)), (5.21)

=1



con elementos m; ; dados en (5.18) y cuya inversa M(q)™' es:

1 MooM33 — MogzM3a  —M12M33 + M13M32  M12Ma23 — M13Ma2
(q)] M31M23 — M21M33  —Mg3g1M3 + M11M33  Mo1M13 — M111M23 (5.22)
—M31Mog + Mo1M32  M31M12 — M11M32  —Mo1M12 + M11Mo2

con
|M(Q)| = M31M12M23—1M31M13M22— M1 M 12133211 13M32+111M221M33— 111123132,

y m;j es el elemento (¢, j) de la matriz de inercias M(q).

Derivando (5.21) respecto al tiempo, se tiene que:

M(1,1) M(1,

1,2)
M(p,p) = M(2>1) M(2,2

con

M(L 1) = (ng (m11m23 - m13m21) — Dps (m11m33 - m13m31) + Dp; (m21m33
—ma3bma))(2a1esms sin(qa + q3) + 2a1aams sin(ga) + 2a1e2msa sin(gz))
—(2a163m3 sin(q2 + Q3) + 2aze3ms SiH(Q?,))(DP?, (mnmzz - m12m21)
—Dpo (mnmgz - m12m31) + Dp; (m21m32 - m22m31))

M(1,2) = (Dps(miimas — mizmar) — Dpa(miimas — mazmar) + Dpi (marmas
—masma))(aresmgsin(qz + q3) + ayagms sin(qa) + ajeams sin(qa))
—(a163m3 sin(q2 + Q3) + 2aze3ms SiH(Q?,))(DP?, (mnmzz - m12m21)
—Dp> (m11m32 - m12m31) + Dpy (m21m32 - m22m31))

M(1,3) = aiegmssin(go + q3)(Dps(miimas — mizmar) — Dpa(miimas — mizma:)
+Dp1(mai1mas — masma1)) — (aresmssin(gz + g3)
+azesms SiH(Q?,))(DP?, (mnmzz - m12m21) — Dps (mnmgz - m12m31)
+Dp1 (ma1maa — maoms1))

M(2,1) = (Dps(miimas — mizmar) — Dpa(miimas — mizms) + Dpy (maimss
—masma))(aresmgsin(qz + q3) + ayagms sin(qa) + ajeams sin(qa))
—(a163m3 sin(q2 + Q3) + 2aze3ms SiH(Q?,))(DP?, (mnmzz - m12m21)
—Dp> (m11m32 - m12m31) + Dpy (m21m32 - m22m31))

M(2> 2) = —2agezms SiH(Q?,)(ng (mnmzz - m12m21) — Dps (mnmgz - m12m31)
+Dp1 (ma1msa — maoms1))

M(2> 3) = —Qg2e3ms Sin(Q3)(DP3 (mnmzz - m12m21) — Dps (mnmgz - m12m31)



+Dp1 (ma1msa — maams1))

M(3,1) = aiesmasin(ge + g3)(Dps(miimas — mizmar) — Dpa(marmas — mizgmai)
+Dp1 (ma1mss — mazms1)) — (ar1ezmsz sin(qz + g3)
+ases3ms Sin(Q3))(DP3m22 - m12m21) — Dps (mnmgz - m12m31)
+Dp1 (ma1msa — maams1))

M(3> 2) = —agesmssin(gs)(Dps(miimas — miamar) — Dpa(miimsa — migmsi)
+Dp1 (ma1msa — maoms1))

M(3,3) = 0

donde D = |[M(q)|™* y p1, p2 v p3 son los componentes del momento generalizado
p € R3.

Por otro lado, tomando la parcial de M~ respecto a q € R3, se tiene que:

OM(qQ)™ _ [ om(g* om(@ om(g
8q 9q1 0q2 g3 )
oM(q)~* oM(q)~! _
donde 24D~ _ 0f3,3], los elementos de oM@ _ M, son:
9q1 D 0q2
_ mi
MyY(1,1) = —
2 9
D,
-1 2 2 2, Mi2
My (1,2) = msaiassel., + moaressal,, + ajassomses; + moaiessomses; + N
2
2. 2
—@2C3M3A1€5523
-1 2.2 2,2
M5 (1,3) = —(mgagsals, + maessal,, + assomie; — azmsessas — 1, msesses
2 2 2 2
+Moe282M3A2€3C3 + M2E2S2M3E3 — A2C37M 363823 — M€ 3€E3523
mis
2 2
+s8amsasescs)a; + ——
D,
Mz_l(2, 2) = —2mgajassal., — 2moaressal,, — 2a1a282m§e§ — 2m2a16282mge§
Mmoo
2 2 2.2 2
+2azc3m5a1€5523 + 2mzajescasss + Dy
2
-1 2 2 2,2
My 7(3,2) = mgaiassel., + moaiessal., + ajazsomse; — azmizaiessas — 1, maare3so3
2 2 2 2 2 2 2
+m2a16282m363 — A2C3MM3A1€3523 — A2521M3A1€3C23 — A2C2MM 301 €3523
2 2 2 2 22 2
—M2€51M301€3523 + A152M3A9€3C3 — 2m3a163C23823 — M2€252M3G41€3C23
2 msz
—M€2CaM3A7€3823 + Mall1€2S2M302€3C3 + —D
2
-1 2 2 2 2 2 2 22
M5 (3,3) = 2assamsaiescas + 2a2camiajessss + dmaeamsalascass + 2msaiescasses

2 2 2 2 2 2 2 2
+2m3ajascess + 2maaiescass + 2meoesSemasaiescas + 2moesCamsa;essas
mss

D,



con

0|M(q
b, _ M)
3 2 2 2 2 92 9 2 9 9 2.9 329
= 2mjaje5ca3a5523 + 2miaiescasl,,so3 + 2c0a5a7msl S0 + 2c2a5a7M5€552
2 92 9 3 2 2 2 3 2 2 2 2
+2coe5a7m51 5,80 — 2Mi5a7€5523C2a5C3 — 2Mi5a7€5C2352a5C3 + 4Caasaimseamal,,so
2 9 2 2 2 9 2 2 92 9 2
+4coaraimseamaesss + 2mizajescaze;masas + 2cee5a7msmsessy
2 92 9
—2m§a%e§szgcgegm2a203 — 2m35a;e3C2352€2M2a2C3
oM(q)~? -
y los elementos de 2L — M son:
Jqs3
mi
-1 2 2 9
M3 (1,1) 2m3asescsss + ——
Ds
mio
-1 2 9 2 9 2 2 9
M5 (1,2) —@283M501€5C23 — (2C3M301€5523 — 2M505€5C383 + Do
3
-1 29 2 2
M5 (1,3) —(—asm3essas — I, msesS23 + MaeaCamsaoesSs — aS3M5€5C3
mis
2 2 2 2 2
—A2C3M5€5823 — Moe3M3e3823 + C2m3a26383)a1 + —
Ds
M-1(2.9 9 2 9 9 2 9 om2a2e? om2a2e? Ma2
5 (2,2) @253M301€3C23 + 2a2C3M3a1€3523 + 2mM3a;e5C23823 + 2Mm3a5€5C353 + D,
M—l 2 3 2 2 I I 2 2 2 2
5 (2,3) —aym3saiesses — L, msaiesses + maasesssl,, + asessgmiza] — aoS3Miza1€5C23
2 9 2 2 2 2
—@2C3M3aG1€3823 + M3A2€383M2a] + M3A2€353M1€] — A2C2M307€3523
2 2 9 2 2 9 2
—M2€51M301€3523 + a1C2M3G9€353 — 2m3a163C23823 — M2€2C2MMN3A71€3523
mas
+maaye2comaagesss + ——
Ds
M;1(3,3) —2maagesssl,, — 2age3s3mia; — 2M3ase383Maal — 2M3agess3mye;
m
2 9 2 2 9 2 33
+2ascomsalessas + 2m3zajescossas + 2maeacamsa;essss + Do
3
con
_ 0[M(q)|
Dy = ——~

322, 2 2 22 2 2 2 3.2 22
= 2m3aiezca3assSes + 2mzajescasl;,so3 + 21, myasescsss + 2miajaszescsss

3 2 2 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 9 9
—2m3a]€5523C2a5C3 — 2M5a7€5C23C2a583 + 2M5a7€3C23€5Mas23 + 2Maamsase5C3Ss

+2mlefm§a§e§03s?, — 2m§&%6§823C262m2a2C3 — 2m§a%€§C23C262m2a283.

Ahora, con las expresiones anteriores es posible calcular la matriz de Coriolis, a través
de (4.108), (5.21) v (5.22):



€11 C12 (13
C(q,p) = | ca1 cao o3
C31 C32 C33

donde

C1 = 1) = mar (M3 (1,3)p1) /2 + (My (3, 3)ps) /2) — mar (M5 (1,2)p1)/2 +

(M31(2,2)p2)/2 + (M3 (3, 2)ps) /2) — (Mg ' (1, 1)mupr) /2

= M(2,2) — maa((M;"(1,3)p1)/2 + (M5 (3,3)ps)/2) — maa((My ' (1,2)p1)/2 +
(M31(2,2)p2) /2 + (My*(3,2)ps)/2) — (Mg (1, 1)magps) /2

s = M(2,3) — mas((M;"(1,3)p1)/2 + (M5 (3,3)ps)/2) — mas((My'(1,2)p1)/2 +
(M5 *(2,2)p2)/2 + (M5 '(3,2)ps) /2) — (M3 ' (1, 1)maspy) /2

csr = M(3,1) —ma (M3 (1,3)p1)/2 + (M37(3,3)ps) /2) — mar (M5 (1,2)p1) /2 +
(M3(2,2)p2)/2 + (M5 1(3,2)ps)/2) — (M3 ' (1, 1)maipr) /2

css = M(3,2) — maa((Mz"(1,3)p1)/2 + (M3 (3,3)ps)/2) — maa((My'(1,2)p1)/2 +
(M31(2,2)p2)/2 + (M5 '(3,2)ps) /2) — (M5 (1, 1)magp) /2

st = M(3,3) — mas((Mz"(1,3)p1)/2 + (M3 (3,3)ps)/2) — mas((My ' (1,2)p1)/2 +
(M3(2,2)p2) /2 + (M5 (3,2)ps) /2) — (M3 (1, 1)mazpr) /2.

Por otro lado, —g& ™7 myJg,(q) estéd dado en (5.20). Como fueron seleccionadas
coordenadas minimas, el iltimo término de (4.105) no existe.

Formulacién de Kane

Aplicando la metodologia de Kane explicada en la seccién 4.4.4, de la ecuacién (4.120) y
las expresiones (5.12)-(5.14), se llega, para robots seriales, al igual que con la metodologia
de Euler-Lagrange, a que M,(q) estd dada por:

My(q) = > (miJa (@) o (@) + Ka, (@) LiKe, (q)) (5.23)

=1

donde los elementos de M (q) pueden encontrarse en (5.18).

Ademés, de la ecuacién (5.23), y las expresiones (5.12)-(5.14), se tiene que la matriz



de Coriolis esta dada por:

Cla.q) = > (midd Jo, + K& (S(w)' 1iKe, + IiR,)) (5.24)

=1

y como para este robot Kgl(S(lwl)lIlf(Gl + sz(ch) = 0 para toda [, entonces:

Clg.q) = > (mzjgl le) (5.25)
I=1
donde los elementos de C(q, ¢) pueden encontrarse en (5.19).

Finalmente, el vector de fuerzas gravitacionales estd dado por (4.122) y (5.20), y ya
que para este robot Jg, = Jg,, el vector de fuerzas gravitacionales, al igual que con la
metodologia de E-L, es (5.20).

5.2 Aplicaciéon a un mecanismo de cinco barras

5.2.1 Descripcion geométrica del robot

En esta seccién se abordard la cinemética de un robot paralelo de 2 gdl conocido como
mecanismo de cinco barras, el cual puede apreciarse en la figura 5.2 y se encuentra
en el laboratorio de Mecatronica y Control del Instituto Tecnolégico de la Laguna. A
continuacion se describen los puntos y marcos que fueron asociados a los cuerpos rigidos
que conforman el robot, los cuales son ttiles en la obtencion del modelo cinematico de
éste.

A la base del robot se le asocié el marco 3y (Xo, Yy, Zp), como se muestra en la figura
5.2. Para obtener la postura de cada uno de los eslabones que componen el robot, a
cada eslabdn [ se asigné el punto C} en su centro de masa.

La nomenclatura empleada en esta subseccién es la siguiente:
l; : Longitud del eslabdn (.
l,, : Distancia del origen del marco (X, Y;, Z;), al centro de masa C; del eslabén [.
ro2 : Distancia del origen del marco ¥ (Xo, Yo, Zp), al origen del marco ¥o(Xs, Ys, Z5).

Las coordenadas generalizadas minimas seleccionadas para modelar el sistema estan
dadas por:

q:[% Q2}€R2>



Figura 5.2: Marcos asociados a los eslabones del mecanismo de cinco barras

donde ¢; es la variable articular medida del eje X al eje X1, y ¢2 es la variable articular
medida del eje X, al eje X5. Mientras que las coordenadas generalizadas no minimas
seleccionadas estan dadas por:

P:[% @ P 52]€R4>

donde 3, es la variable articular medida del eje X al eje X3, y (2 es la variable articular
medida del eje X5 al eje Xy, sujetas a las restricciones:

+(p) = l1cos(q1) + Iz cos(qr + B1) — lacos(qa) — lycos(qa + B2) — To2

= 0. 2
lisen(qy) + lgsen(q1 + 51) — lasen(qa) — l4sen(qa + (2) 0. (5.26)

Ademas, de la restriccién (5.26) y la definicién de derivada implicita, es posible
derivar respecto al tiempo (5.26):

Y(q.8) = &g(ﬁp)

donde 3 = [ b1 (o }T; luego, despejando 3 queda:

_9v(p) " v(p).
0B oq ¢

ov(p)
oq

B+ q=0,

8=



de modo que ya es posible encontrar la relacion entre ¢ y p dada por:

p=A(p)q
donde
1 0
I 0 1
Alp)=| _vp'ovw; | = | 40 4 (5.27)
o3 aq 4 11 G12
a21  a22
__ _sin(g1—gq2—f2) _ sin(B2) _ sin(81) _
Ccom an - sin(gi—gq2+B1—B2) L a = sn(@—q+01—52)° 21 = Snla-g18-5) Ly
Aoy = —% — 1. Esta matriz, aqui nombrada matriz de proyeccién, serd de

utilidad para definir la cinematica de velocidad de cada cuerpo rigido que conforma el
robot.

5.2.2 Calculo de la postura de cada cuerpo rigido

La postura del eslabén 1 queda especificada por el vector de posicién p; del punto C;
y la matriz de rotacién °R; que da la orientacién del marco ¥y (X1, Y, Z1), respecto al
marco inercial ¥o(Xy, Yy, Zy), como:

le, cos(q1) cos(q1) —sen(q1) 0
p; = | Il sin(qr) y Ri = | sen(q1) cos(qi) 0 |. (5.28)
0 0 0 1

De manera analoga al eslabdn 3, la postura del eslabén 2 queda especificada por el
vector de posicién p, del punto Cy y la matriz de rotacién "Ry, que da la orientacién
del marco ¥5( Xy, Ya, Z3), respecto al marco inercial ¥o(Xy, Yy, Zy), como:

le, c0s(qa) + 712 cos(qz) —sen(qz) O
Py = leysen(gz) y °Ry= | sen(gs) cos(q2) O |, (5.29)
0 0 0 1

donde 15 es la distancia entre los origenes de los marcos X1 y Y.

Asi mismo, la postura del eslabon 3 queda especificada por el vector de posicion p;
del punto C3 y la matriz de rotacién °R3 que da la orientacién del marco Y3(X3, Ys, Z3),
respecto al marco inercial ¥o(Xy, Yy, Zo), como:

le, cos(qr) + ey cos(qr + Br) cos(q1 + 1) —sen(q1+31) O

p3 = | lesen(qr) + le;sen(q1 + Br) vy °R3=| sen(qi + 1) cos(qi+B1) O
0 0 0 1

(5.30)



De manera analoga al eslabdn 1, la postura del eslabén 4 queda especificada por el
vector de posicién p, del punto Cy y la matriz de rotacién "R, que da la orientacién
del marco ¥4 (X4, Y, Z4) respecto al marco inercial ¥o(Xy, Yy, Zp), como:

cos(qa + 32) —sen(qe + 32) O
sen(qa + B2) cos(ga+32) 0 |.
1
5.

0 0
(5.31)

lcz COS((D) - lc4 COS((D + ﬁ2)
Dy = lczsen((h) - lc4sen(Q2 + ﬁ2)
0

y 'Ry =

5.2.3 Calculo de la velocidad lineal y angular de cada cuerpo
rigido

De (4.65), (4.67) y (5.28) se tiene que, empleando velocidades generalizadas no minimas,
la velocidad lineal y angular del eslabén 1 pueden ser especificadas a través de:

lasin(@) 0 0 0 000 0
vi=Jg,p=1| lacos(g) 0 0 0 |p y lwi=Kgp=100 0 0] p,
0 000 1 000
(5.32)
o bien, a partir de (5.27) y (5.32) a través de velocidades generalizadas minimas como:
—lesen(qr) O 00
vi=Jaqg=| lgcos(n) 0]q vy ‘'wi=Kgqg=|00/]q (533)
0 0 10

De (4.65), (4.67) y (5.29) se tiene que, empleando velocidades generalizadas no
minimas, la velocidad lineal y angular del eslabén 2 pueden ser especificadas a través
de:

0 —lwsin(g2) 0 0 0000
vo=Jagp=|0 lacos(x) 0 0O |p v 2we=Kgg=1|00 0 0]p,
0 0 00 0101
(5.34)
o bien, a partir de (5.27) y (5.34) a través de velocidades generalizadas minimas como:
0 —lc,sen(go) 0 0
v3=Jgg= |0 lycos(x) | g v lwi=Kgg=| 0 0 q.
0 0 anq 1+ a9

(5.35)

De (4.65), (4.67) y (5.30) se tiene que, empleando velocidades generalizadas no
minimas, la velocidad lineal y angular del eslabén 2 pueden ser especificadas a través
de:



—lisen(q1) — lesen(qr + 61) 0 —le,sen(q + 51) 0
ve=Jg,p=| lcos(q)+lcos(qgr+51) 0 lgecos(gp+61) 0| p  (5.36)
0 0 0 0
00 00O
2wy =Kg,p=|0 0 0 0 |p, (5.37)
1 010

o bien, a partir de (5.27), (5.36) y (5.37) a través de velocidades generalizadas minimas
como:

—lesen(qr) — legsen(qr + B1)(1 + a1n)  —le;sen(qr + Bi)arz

vy = Jo,g = | —leycos(qr) = leycos(qr+ )1 +an) ey cos(q+ Bi)az | q
0 0
(5.38)
y
) 0 0
2wy = Kayq = 0 0 |q. (5.39)

1 + a1 aps

De (4.65), (3.24) y (5.31) se tiene que, empleando velocidades generalizadas no
minimas, la velocidad lineal y angular del eslabén 4 pueden ser especificadas a través
de:

0 —lasen(qa) — le,sen(ga + B2) 0 —l.,sen(qa + [B2)
vi=Jg,p=| 0 Ilycos(q2)+l,cos(qa+ P2) 0 l,cos(ga+P2) | p o (5.40)
0

0 0 0
y
0000
‘fw,=Ke,p=10 0 0 0 |p, (5.41)
0100

o bien, a partir de (5.27), (5.40) y (5.41) a través de velocidades generalizadas minimas
como:

) —lesen(qa + B2)azr  —lasen(qz) — le,sen(ga + B3)(1 + ag)
vy =Jg,q=| le,cos(qa+ B3)aa  lacos(qa) + I, cos(qa+ B2)(1 +az) | q (5.42)
0 0

2wy = Kg,q = (5.43)

o O O
_ o O
L=



5.2.4 Modelado dinamico

En esta subseccién se explicard cémo obtener el modelo dindmico del mecanismo de
cinco barras (M5B) a partir de la informacién expuesta en la subseccién anterior, y
la metodologia de la seccién 4.4. Las masa de cada eslabén [ es nombrada aqui como
my, mientras que el tensor de inercia ‘I; esté calculado respecto a un marco orientado
igual que ¥;, pero cuyo origen se encuentra en el centro de masa del cuerpo [. Por
simplicidad se considerd que los tensores de inercia 'I; de cada eslabén | que conforman
el robot son matrices diagonales, es decir 'I; = diag{I,,, I, I.,} € R3*3.

Formulacién de Newton-Euler

A partir de la ecuacién (4.83) y las expresiones (5.33), (5.35), (5.38), (5.42) y (5.43) es
posible obtener M,(q) a partir de:

M,(q) = A"MA e R**?,

donde
A = [RE Th Rh TR Kb Jh Kb Jh)eR™C (5.44)
M = diag(My, My, Mz, My) € R*** (5.45)
lIl 0[373] 6x6 .
con M; = € R°*®. Desarrollando queda:
Osg mudp
Y 1 mi1 Mio
M, = _ _ 5.46
o) sen(qr — g2 + B1 — B2)? [7"21 ma2 (546)
con

miy; = msL%SGH(% —q2+ 51— 52)2 — mgLilegsen(qr — q2 + 1 — 52)2 + m3L11c359n(ﬁl)2
—maLilasen(qr — g2 — $2)? + malZsen(qr — g2 + B1 — B2)® + malisen(qr — qo
—32)% 4+ mal®sen(B1)? + Lisen(qr — qo + Br — B2)? + Lisen(51)* + Issen(qr — g2

—[a)?
mia = I3S€H(52)S (Q1 — g2 — ﬁz) - I4SGH(Q1 — Q2+ ﬁl)sen(ﬁl) - 12 m4sen(q1 — (2
+B1)sen(B1) + IZymasen(Be)sen(q1 — ga — B2) — Lilesmasen(qi — g2 + B

—[32) cos(q1 + B1) cos(qi)sen(B2) 4 Lalcamasen(qr — g2 + B1 — B2) cos(qz
+52) cos(qz)sen (1) — Lilesmssen(qi — g2 + B1 — B2)sen(q1 + B1)sen(q1)sen(B2)
+Lalcamysen(qr — q2 + 1 — (2)sen(qz + B2)sen(ga)sen(51)

Mo = Izsen(By)sen(qr — ga — B2) — Lisen(qr — gz + B1)sen(B1) — 12,masen(q1 — o



+1)sen(B1) + lZgmssen(Ba)sen(qr — g2 — B2) — Lilesmasen(qn — g2 + b1

—B2) cos(q1 + B1) cos(q1)sen(B2) + Lalcamasen(qr — qo + 1 — [2) cos(qo

+52) cos(qz)sen (1) — Lilesmssen(qi — g2 + B1 — B2)sen(qi + B1)sen(q1)sen(Bz)
+Lolesmasen(qi — o + B1 — Ba)sen(ga + B2)sen(gz)sen(5r)

Moy = muLjsen(qi — qo + 1 — B2)” — muLalessen(qi — g2 + B1 — B2)> — maLolaasen(q
—q2 + 1) + maLalasen(Ba)® + malZsen(qn — ga + 01 — 02)* + mlysen(Ba)”
+mallsen(qr — g2 + 1) + Lsen(qr — g2 + 1 — B2)° + Lisen(q1 — g2 + f1)°
+Izsen ()

Ademas, de la ecuacién (4.84), y las expresiones (5.44) y (5.45), se tiene que la
matriz de Coriolis estda dada por:

Cyp) = AT(MA+WMA) e R>?,

1
donde W = diag(Wy, Wa, W3, W,) € R2%24 con W, = SCwr) Og) | o goxo y
Opg Opgl

lw; para | = 1,2,3,4 dada por las expresiones (5.33), (5.35), (5.38) y (5.43). Lo cual
desarrolando queda:

Cq(p) = 0[272]€R2X2, (547)

Finalmente, de (4.85) y (5.44) se tiene que el vector de gravedad esta dado por:
9,(p) = A'g,(p) € R?,
con g, = [ 0[173] mlgoT 0[173] mggoT 0[173] mgg(j; 0[173] m4g0T :| € R*. Lo cual
desarrolando queda:
g,(p) =0 e R”. (5.48)
Formulacion de Euler-Lagrange

Aplicando la metodologia de Euler-Lagrange explicada en la subseccion 4.4.2, de la ex-
presién (4.93) y las jacobianas geometricas Jg, (p) v K¢, (p) dadas en (5.32),(5.34),(5.36),
(5.37), (5.40), (5.41) se tiene que la matriz de inercias para este mecanismo es:

= > (mie, ()" Ja,(p) + Kc, (p) Lic, (p)) (5.49)



mi1 0 mis 0
0 Moo 0 Moy

msy 0 mss 0
0 myo 0 mMyq

con

my = mal? +ma(L] + 1% + 2Ll cos(B1)) + 11 + I,

muz = ma = ms(Ig + Liles cos(B)) + I,

Maa = MalZy +my(Ly + 12, + 2Loles cos(B2)) + I + Iy,

mag = Mz = my(12, + Lales cos(B2)) + Iu,

maz = mal’ + I,

Mag = mul?, + Iy (5.50)

Mientras que de (4.94) y (5.50), se tiene que la matriz de fuerzas centrifugas y de
Coriolis esta dada por:

. . 10 .
Colp.p) = My(p) — s==(p"M,(p)) (5.51)
20p
donde

cn 0 ca3 O

o 0 C29 0 Coq
Cﬁ(p7 p) - Cs1 0 0 0 ) (552)

0 C42 0 0
con c1; = —c31 = —malile Sin(ﬁl)ﬁl, c13 = —mslile Sin(ﬁl)(@l + 61), Cog = —C42 =

—maLo, ley Sin(ﬁz)ﬁz y o4 = —myLo, Loy sin(B2) (g2 + B2).

Por otra parte, de (4.95) y las expresiones (5.32),(5.34),(5.36) y (5.40), el vector de
fuerzas gravitacionales estda dado por:

9,(p) = —gi > _ miJc(p) (5.53)

donde g, = [ 0 0 —go }T es la aceleracién debida a la gravedad. Al final queda
g,(p) = 0 porque el mecanismo se mueve en un plano horizontal.

Finalmente, el modelo reducido del sistema extendido esta dado por la expresién
(4.97), la matriz A(p) dada en (5.27) y las expresiones dadas en (5.50), (5.51) y (5.53),
quedando (5.46),(5.47) y (5.48).



Formulacién de Hamilton

A través de esta formulacién, la matriz de incercias M(q) puede ser calculada a partir

de (4.107)
(5.37), (5.40), (5.41) para l =1,2,3,4,:

4
= Y (miJa (@) Ja (@) + Ka, (@) TiKc, (), (5.54)
=1

con elementos m; ; dados en (5.50) y cuya inversa es:
m33/d1 0 —mlg/dl 0

_ 0 May/d 0 —Mmay/ds
M 1_ 44/ Q2 24 5.55
(Q) —mgl/dl 0 1/d1m11 0 ’ ( )
0 —m42/d2 0 1/d2m22
donde di = —mgimi3 + miimss y da = MagMaz — MaaMay.
Derivando respecto al tiempo (5.54), se tiene:
M(1,1) M(1,2) M(1,3) M(1,4)
: _ | M(2,1) M(2,2) M(2,3) M(2,4)
Mp.p,) = M(3,1) M(3,2) M(3,3) M(3,4)
M(4,1) M(4,2) M(4,3) M(4,4)
con
M(l, 1) = —((mups)/(d(mimszs —mizma)) — (mzip1)/(d(miimss
—masma1)))(2lesms sin(qr + ¢3)(les cos(qr + q3) + L1 cos(q1)) — 2lsms cos(qr
+43)(les sin(q + ¢3) + Ly sin(q1)))

M(1,2) = 0

M(l, 3) = —((mups)/(d(miimaz —mizmsz1)) — (maip1)/(d(miimss

—masms1)))(lesms sin(qr + ¢3)(les cos(q1 + q3) + L1 cos(q1)) — lesms cos(qa
+43)(les sin(q1 + g3) + Ly sin(q1)))

M(1,4) = 0

M(2,1) = 0

M(2,2) = —((mozps)/(d(mazmas — masmaz)) — (mazps2)/ (d(mazmaa

y las jacobianas geometricas Jg,(q) v K¢, (q) dadas en (5.32),(5.34),(5.36),

—1Mi2aMiu2)))(2leamia sin(qga + ga)(lea cos(qa + qa) + Lo cos(q2)) — 2lcama cos(go

+qa)(leasin(gz + q4) + Lo sin(gz)))
M(2,3) = 0



M(Q, 4) = —((m22p4)/(d(m22m44 - m24m42)) - (m42p2)/(d(m22m44
—Mm24Ma2))) (leamasin(qe + qa)(lea cos(qz + qa) + Lo cos(qz)) — leama cos(qz
. +41)(leasin(gz2 + qa) + Lo sin(qz)))

M(3,1) = —((mups)/(d(miimss — mizms1)) — (maip1)/(d(mi1mss
—masms1)))(lesmssin(qr + g3)(les cos(q1 + q3) + L1 cos(qr)) — lesms cos(qa
+43)(les sin(q1 + g3) + La sin(q1)))

= 0

)
3) 0
A4) = 0
1) 0

2)

= —((mazps)/(d(maamas — masmaz)) — (Mazp2)/(d(mazmas
—mogmy2)))(leamy sin(ge 4+ qa)(les cos(ga + qa4) + Lo cos(q2)) — leamy cos(go

. +qa)(leasin(gz + qa) + Lo sin(qz)))

M(4,3) = 0

M(4,4) = 0

donde p1, pa, p3 y pa son elementos del vector de momentos generalizados p, € R4,

Por otro lado, tomando la parcial de M ~! respecto a p = [ G q 1 Po }T € R4,
se tiene que:

oMp)t oMt o)t amp)t )"
[ Oq1 Oq2 0B B2 } ! (5'56)

donde aMa(Z)fl — aMa(Z)fl = O4x4 v los elementos de aMa(g)fl =Mty aM(pz)fl = M;*
son cero, excepto:

Mg_l(l, 1) = —2([337713 + Ig)/(limglglml + lim%L% + limgll + Iglglml + IgmgL%
+ LI — m3c3l L7)*miesl?, Liss

M;'(1,2) = masgle, Ly /(12 msls my + 2 m3 LT + 12 maly + I3l my + Isms L + 31,
—m3c3lZ L3) + 2(12 ms + macsle, Ly + 13) /(12 msl2 my + 12 m3 L7 + 12 ms]y
+1302 my + Isms L + Isly — m3e3l2, LT)*m3esl?, Liss

M;1(1,3) = M;'(3,1)

51(3,3) = —=2/(Z,msl2 my + 12 m3L3 + 12 msly + 1312 my + Isms L3 + I3l
—m3e3lZ, LT)* (12 my + msLi + I2,ms + 2mgcsle, L1 + Iy + Is)m3esl?, Liss
—2myssle, L1/ (12, msl2 my + 12 m3 L3 + 12 msly + I32 my + Isms LS + I3h
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M;12,2) = —2(12ma+ L0) /(12 mal2 mo + 12 miL5 + 12 mals + L2 mo + LymyL3
+141y — micil2 L3)*micql? L3sq

M4_1(2, 4) = m4s4lC4L2/(lg4m4lgzm2 + limiL% + limﬂg + I4l32m2 + I477’L4L§ + 1412

—miciliLg) + 2(l34m4 + mycyle, Lo + 14)/(l34m4l?2m2 + limiL%

—I—limdg + I4l32m2 + I477’L4L§ + 1412 — micili L%)zmic4lg4L§s4

M (4,2) = M;H(2,4)
M4_1(4, 4) = —2/(l34m4l32m2 + limiL% + lg4m412 + I4l32m2 + I477’L4L§ + 1412
—miciliL%)z(lémg + m4L§ + lg4m4 + 2m4c4lc4L2 + Ig + I4)mic4lg4L§s4

—2m4s4lc4L2/(lg4m4lgzm2 + limiL% + limﬂg + I4l32m2 + I477’L4L§
—I—I4IQ — miczlz Lg)

4%¢cy

Ahora, con las expresiones anteriores es posible calcular la matriz de Coriolis, a
través de (4.108),(5.54) y (5.55):

C11 C12 €13 Ci4
C _ | C21 C22 C23 Co4
(g,p,) =
C31 C32 (33 C34

Cq1 C42 C43 Cy4

donde

Ci1 = M 11
Clp = 0
Ciz3 = M 13
Cly = 0
Co1 = 0
Co2 = M. 22
Co3 — 0
Coqg = M 24

cs1 = Mz —mu((M3'(1,1)p1)/2 + (M5 (2,1)p2) /2 + (M5 (3,1)ps) /2
+(My " (4,1)pa) /2) — mgi (M5 (1,3)p1) /2 + (M5 (2,3)p2) /2 + (M5 ' (3,3)ps) /2
+(M;*(4,3)ps)/2)
s = —maga((M3'(1,2)p1)/2 4+ (M 2sp2) /2 + (M5 (3,2)ps) /2 + (M5 (4,2)p4) /2)
CH(LA)p0) /2 4+ (M3 (2,4)p2) /2 + (M5 (3,4)ps) /2 + (M5 (4,4)pa) /2)



css = Msg —mas((Mz " (1, 1)p1)/2 + (M (2, 1)p2) /2 + (M5 (3, 1)ps) /2
+(M5 (4, 1)pa) /2) — mas((Mg (1,3)P1)/2+( 5 1(2,3)p2) /2 + (M3 (3,3)ps) /2
+(M; ' (4,3)ps) /2)

car = —maa((M3'(1,2)p1)/2 4+ (M 2sp2) /2 + (M5 " (3,2)ps) /2 + (M3 (4,2)p4) /2)
—m44((M_1(1>4)P1)/2+(M (2, )Pz)/2+( 51 (3,4)ps) /2 + (M3 (4,4)p4) /2)

e = —mu((M7 (L, 1)p1)/2 4+ (M2, 1)p2) /2 + (M1 (3, )ps) /2 + (M1 (4,1)ps) /2)
—mag (Mg (1,3)p1)/2 + (M7 (2,3)p2) /2 + (M (3,3)ps) /2 + (M3 ' (4,3)p4) /2)

cia = May —maa((M;'(1,2)p1)/2 + (M;'(2, 2)P2)/2+(M '24p3) /2 + (M (4,2)ps) /2)
— o (Mg (1, 4)p1) /2 + (M (2,4)p2) /2 + (M (3,4)p3) /2 + (M, (4, 4)p4) /2)

cag = —mag((My (1, 1)p1)/2 4+ (M (2, 1)p2) /2 + (M1 (3, 1)ps) /2 + (M (4, 1)pa) /2)
—mas((Ms ' (1,3)p1)/2 4+ (M;1(2,3)p2) /2 + (M (3,3)ps) /2 + (M, (4,3)ps) /2)

car = Mg —maa((M;(1,2)p1)/2 + (M (2, 2)P2)/2+( 124293)/2+( L (4,2)p4)/2)
—mas (M (1,4)p1) /2 + (M7 (2,4)p2) /2 + (M (3,4)ps) /2 + (M. (4 4)pa)/2)

Por otro lado, g& S | myJg,(p) esta dado en (5.20).

Como las coordenadas generalizadas p € R? son no minimas, el sistema reducido
estd dado por las expresiones (4.97),(4.108),(5.27),(5.53) y (5.54).

Formulacién de Kane

A partir de la ecuacién (4.120), y las expresiones (5.33), (5.35), (5.38) y (5.42), se llega
a que M,(q) estéd dada por:

My(q) = (mide,(@)" Ja, (@) + Ka, (@) L Ke, (q)),

|
-
||M»>
)

donde los elementos de M,(q) pueden encontrarse en (5.46).

Ademss, de la ecuacién (4.121), y las expresiones (5.33), (5.35), (5.38) y (5.42), se
tiene que la matriz de Coriolis esta dada por:

4
Z <mzjgljal + KcTzl(leGl + IlKGz)) =0.

=1

Y de la expresion (4.122) y las matrices jacobianas (5.33), (5.35), (5.38) y (5.42), el



Figura 5.3: Marcos asociados a los cuepos rigidos del robot mévil con ruedas (RMR).

vector de fuerzas gravitacionales estd dado por:
4 p—
9,0 = —gi > miJe(q) =0 (5.57)
=1

donde g, = [ 0 0 —go }T, es la aceleracion debida a la gravedad.

5.3 Aplicacién a un robot modvil tipo diferencial

5.3.1 Descripcion geométrica del robot

En esta seccién se abordara la cinematica de un robot mévil con ruedas tipo diferencial,
el cual puede apreciarse en la figura 5.3. A continuacion se describen los puntos y marcos
que fueron asociados a los cuerpos rigidos que conforman el robot, los cuales son ttiles
en la obtencién del modelo cinemaético de éste.

A la base del robot se le asoci6 el marco ¥Xp(Xp,Ys, Zp), haciendo coincidir su
origen B, con el centro de masa de la base (el cual se supone que se encuentra en el
eje de las ruedas). Como se puede apreciar en la figura 5.3, el angulo # es el angulo



formado entre el eje X del marco inercial 3 (Xo, Yo, Zp), v el eje X, de manera que
la orientacién de la base respecto al marco inercial, empleando matrices de rotacién es:

cos(d) —sen(f) 0O
Rp = | sen() cos(d) 0 |. (5.58)
0 0 1

Por otra parte, a cada rueda del robot se le asigné un marco solidario X g(Xg, Yr, Zr)
y X0(Xp, YL, Z1), respectivamente, cuyos origenes R y L coinciden en todo momento
con los centros de masa del la rueda correspondiente, ver figura 5.3. Noétese que los
angulos ¢ y ¢g, se encuentran definidos entre el eje Xg y el eje X1 y Xg, respectiva-
mente. De manera que la orientacion de cada rueda, relativa al marco Y5 solidario a
la base del robot, esta dado por:

cos(f) cos(¢pr) —sen(f) cos(0)sen(¢pyr)

BR, = | sen(f)cos(¢r) cos(f) sen(f)sen(¢r) (5.59)
—sen(¢L) 0 cos(¢r)
y
cos(0) cos(pr) —sen() cos(f)sen(¢r)
BRr = | sen(#)cos(¢pr) cos(d) sen(f)sen(or) |, (5.60)
—sen(¢r) 0 cos(¢r)
respectivamente.

5.3.2 Calculo de la postura de cada cuerpo rigido

La postura del robot médvil esta especificada respecto al marco inercial ¥y y a través
del marco ¥ asociado a la base del robot. La posicion del origen del marco X g esta
dada por el vector py y su orientacién por la matriz de rotacién °Rp como:

x cos(d) —sen(d) 0
‘pp= 1|y y Rp = | sen(d) cos(d) 0 |. (5.61)
0 0 0 1

donde z y y son las coordenadas cartesianas del punto B, respecto al marco .

Por otro lado, de la figura 5.3 se tiene que la posicién del centro de masa L de la
rueda izquierda del robot esta dada por:

x 0 x — lsen(6)
', =%, +pp, = |y | +°Re | | | = | y+1lcos(h) (5.62)
0 0 0



donde [ es la distancia del punto B al punto L (la mitad de la distancia entre las
ruedas). Ademsds, de las expresiones (5.58) y (5.59) se tiene que la orientacién de la
rueda izquierda estd dada por:

cos(f) cos(¢r) —sen(h) cos(f)sen(¢pyr)

°R. ="RpPR;, = sen(f) cos(¢pr) cos(f) sen(f)sen(¢y) (5.63)
—sen(¢r) 0 cos(¢r)
De manera analoga, la posicién de la rueda derecha del robot esta dada por:
x 0 x + lsen(0)
r="pp+ =1 v | +°Re | =1 | = | y—lcos(d) (5.64)
0 0 0

mientras que su orientacién, a partir de las expresiones (5.58) y (5.60) por:

cos(0) cos(pr) —sen(f) cos(f)sen(¢p)
'Rr ="Rp®Rr = sen(f) cos(¢pr) cos(d) sen(f)sen(pr) (5.65)
—sen(¢p) 0 cos(¢r)

5.3.3 Calculo de las velocidades lineal y angular de cada cuerpo
rigido

Con fines metddicos, en esta seccién se describira la cinématica de velocidad del robot
en funcién de un conjunto de coordenadas minimas:

g=1[in 0] R
y un conjunto de coordenadas no minimas:
. . . . . . T
p=[2 9 0 ¢ ¢or] €R’, (5.66)

sujeto a las restricciones (Soto, 2014):

—asen(f) +ycos(d) = 0 (5.67)
icos(f) + ysen(0) +10 —rép = 0 (5.68)
i cos(0) 4 gsen(d) — 10 —r¢p, = 0 (5.69)

Ademas, de (5.67)-(5.69) es posible obtener la relacién matricial A(p) entre q y p



CcO1mao:

T cos(f) 0

Y sen(6) 0 i

L -
] 1 _!

relacién que sera de utilidad en estd seccion para definir la cineméatica de velocidad de
cada cuerpo rigido que conforma el robot a través de g € R? 6 p € R®.

De (4.65), (4.67) y (5.61) se tiene que, empleando velocidades generalizadas no
minimas, la velocidad lineal y angular de la base pueden ser especificadas a través de:

10000 00000
Spp=Je,p=]01000|p v Bwp=Kgp=|00000]|p
00000 00100

(5.71)
o bien, a partir de (5.70) y (5.72) a través de velocidades generalizadas minimas como:
) cos(f) 0 ) 00
‘vp=Ja,g= | sen(@) 0 |qg v Pwp=Ks,g=|0 0]gq (5.72)
0 0 01

Por otra parte, la velocidad lineal y angular de la rueda izquierda, a partir de (4.65),
(4.67), (5.62) y (5.63), pueden ser especificadas a través de velocidades generalizadas
no minimas como:

1 0 —lcos(f) 0 0
Yy =Jg,p=10 1 —lsen(d) 0 0 |p
0 0 0 0 0
y
0 0 —sen(¢r) 0 0
lwp=Kg,p=10 0 0 1 0|p (5.73)
0 0 cos(¢pr) 0 0O

o bien, a partir de (5.70) y (5.73) por medio de velocidades generalizadas minimas
como:

cos(f) —lcos(0) 0 —sen(¢yr)

Sy = Jo,q= | sen(®) —lsen(d) |q v twr—FKed— |t -t |4
0 0 0 cos(¢r)

(5.74)

De manera andloga, las velocidades lineal y angular de la rueda derecha, empleando
velocidades generalizadas no minimas, puede ser especificada a partir de (4.65), (4.67),



(5.64) y (5.65) a través de:

(1 0 —lcos(d) 0 0
Qg = Jo,p = 1 —lsen(d) 0 0 |p
|0 0 0 0 0
y _
0 0 —sen(¢r) 0 0
Bop=Ke,p=10 0 0 1 0|p (5.75)
| 0 0 cos(¢r) 0 0

o bien, por medio de velocidades generalizadas minimas a partir de (5.70) y (5.75),
como:

cos(#) lcos(0) - 0 —sen(¢ér)
Yo, = jGRq = | sen(f) lIsen(f) | q y Bop= Kerq = % % q.
0 0 0 cos(¢r)
(5.76)

5.3.4 Modelado dinamico

En esta seccién se explicard cémo obtener el modelo dinamico del robot movil, a partir
de la informacién expuesta, y la metodologia de la seccién 4.4. En aras de la simplicidad,
se consider6 que el centro de masa de la base del robot posee las mismas coordenadas
del centroide de un prisma rectangular con las mismas dimensiones de la base del robot.
Ademas, se considerd que los tensores de inercia de los cuerpos rigidos que conforman
el robot son matrices diagonales, y que ambas ruedas del robot tienen un radio igual a
r.

A continuacién se enlista la nomenclatura empleada para nombrar los pardmetros
dindamicos del robot:

r : Radio de las ruedas

mp : Masa de la base del robot.

my, : Masa de la rueda izquierda del robot.
mpg : Masa de la rueda derecha del robot.

Ip : Tensor de inercia de la base del robot con respecto a ¥ dada por Ip = diag{l,, I, L., } €
]R3><3‘

I;, : Tensor de inercia de la rueda izquierda del robot con respecto a ¥ dada por
IL = diag{ImL, IyL7 IZL} c R3><3.



Ir : Tensor de inercia de la rueda derecha del robot con respecto a i dada por
Ip = diag{l,,, Iy, I.,,} € R¥*3.

R

Formulacién de Newton-Euler

A partir de la ecuacién (4.83) y las expresiones (5.72),(5.74) y (5.76) es posible obtener
M,(q) a parir de:

M,(q) = AT"MA e R**?,

donde

BN

= [ K&, JE, K&, JE KG, JE, ] e R (5.77)
M = diag(Ml,Mg,Mg) € R18x18 (578)
' Opg

Oa mlj _
del cuerpo [, en este caso con | €= {B, L, R}. Desarrollando M,(p) € R**? queda:

con M; = { } € R%*6 y ', € R3*3 como la matriz de tensores de inercias

(mp +mp+mg) + 51y, + Lyy) H=mp+mpr) + (=T, + )
l(_mL + mR) + TI_Z(_IZ/L + IyR) lz(mL + mR) + IZB + I-'EL + I-'ER + i_Z(IyL + IyR)
(5.79)

Ademas, de la ecuacién (4.84), y las expresiones (5.77) y (5.78), se tiene que la
matriz de Coriolis estda dada por:

Cup) = AT(MT +WMA) € R,

l
donde W = diag(Wl, Wg, Wg) € ]R18><18’ con W, = S( wl) 0[373]
Opg Ol

| = B, L, R dada por las expresiones (5.33), (5.72),(5.74) y (5.76). Lo cual desarrollando
da

} € R6%6 vyl para

Colp) = AT(MA+WMA) = Opy € R¥?, (5.80)
Finalmente, de (4.85) y (5.77) se tiene que el vector de gravedad esta dado por:
g,(q) = A'g, € R?,

conw = [ Opg mig" Opgz mag” Opgz msg” |R™, lo cual desarrollando da:

g,(q) =A"g, e R*=0€c R (5.81)



Formulacién de Euler-Lagrange

Aplicando la metodologia de Euler-Lagrange explicada en la subseccion 4.4.2, de la
expresion (4.93) y las jacobianas geometricas (5.71),(5.73),(5.75), se tiene que la matriz
de inercias para el robot movil es:

M(p) =mpJd, Jap+mids Ja,+mprtl, Jon+ K& IsKa, + K& ILKg, + K& IrKa,,

la cual desarrollando da:

mp+myrp +mg 0 lcos(@)(—mL+mR) 00
0 mp+mp +mpg Isen(8)(—myp + mg) 00
Lcos(0)(—myp +mg) lsen(0)(—mp+mg) P(mp+mpg)+ L, + 1, + L., 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

(5.82)

Mientras que de (4.94) y (5.82), se tiene que la matriz de Coriolis es:

0 0 sen(6)6 0 0

0 0 —cos(9)6 0 0

C(p, p) =Il(mr —mpg) | 0.5sen()d —0.5cos(0)d 0.5 (—isen(d) + gcos(d)) 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
(5.83)

y de (4.95) el vector de gravedad es:

glp) = —(mngB + ijgL + ijgR)go =0, (5.84)

donde g, = [ 0 0 —go }T es la aceleracion debida a la gravedad.

Una vez calculado el modelo extendido del robot y las expresiones (5.70) y (5.82)-
(5.89), el modelo reducido del robot mévil estd dado por (4.97) a través de (5.79), (5.80)
y (5.81).

Formulacién de Hamilton

A través de esta formulacion, la matriz de inercias M (q) puede ser calculada a partir
de (4.107) y las jacobianas geometricas Jg,(q) v K¢, (q) dadas en (5.71),(5.73),(5.75),
COmo:

mpJé, Jop + mudé, Ja, + mrJE Jan + K& IsKe, + K& ILKG, + K& IrKa,
(5.85)



con elementos m; ; dados en (5.82) y cuya inversa es:

M33mM11 — Mg Ma3M13 —mi1mi3 0 0
1 M23M13 Magmi1 — Miy  —mMi1May 0 0
M(q)™ =~ —miimis —Mm11Ma3 m?, 0 0
0 0 0 ma11/Maa 0
0 0 0 0 mii1/mMss

(5.86)

2 2
donde mi11 = (mgzmi1 — mis — mss)ma.

Derivando (5.85) respecto al tiempo, se tiene:

0 0 M(1,3) 00
‘ 0 0 M(23) 00
M(p.p)= | M(3,1) M(3,2) M(3,3) 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
con
M(1,3) = —(Lmpgsy — Lmpsg)(miymspy — m3yps + mimasps)
M(2,3) = (Lmpyco — Lmpco)(miymisps — miyps + miimasps)
M(3,1) = —(Lmpgss — Lmgsg)(muimazpr — m3 ps + miimazps)
M(3,2) = (Lmpyco — Lmpco)(miymisps — miyps + miimasps)
M(3,3) = —(mups(2La, o, 86, — 212, Co,5, ) (M5 + Mg — ma1mas)) /maa

_(m11p5(2IIRC¢RS¢R - 2IZRC¢RS¢R)(m%3 + m%?ﬁ - m11m33))/m55

donde ¢y = cos(f), sy = sin(f), cy, = cos(¢r), s, = sin(¢r), cy, = cos(Pr) ¥ S, =
sin(¢r).

Por otro lado, tomando la parcial de M~ respecto a p = [ x y 0 ¢ or }T €
]R5

8M—1(p) 8M(p)71 5x25
o, =00 M 0 0 ero, o8
donde
0 0 —sen(f) 0 0
i 0 0 cos(d) 0 O
M 1
% = L(=mi+m,) | —sen() cos(0) 0 0o
p3 0 0 0 0 0

Ahora, con las expresiones anteriores es posible calcular la matriz de Coriolis, a través



de (4.108),(5.85),(5.86):

0 0 C13 0 0

0 0 C23 0 0
C(q,p) = | c31 c32 €33 C3a Css
C41 C42 C43 C44 C45
Cs1 Cs2 Cs53 Cs4 Css

donde

Ciz3 = M13

Co3 = M23

1 = Msl—mn((Ms (1, 1)P1)/2+(M31(2 D)p2)/2 + (M3 (3,1)ps)/2
+(M5 (4, 1)pa) /2 + (M3 (5, 1)ps) /2) — mar (M (1 2)p1)/2 4+ (Mg (2, 2)ps) /2
+(My (3>2)P3)/2+(M H(4,2)pa) /2 4+ (M5 (5,2)ps) /2) — m31((M H(1,3)p1)/2
(M H(2,3)p2) /2 + (M5 (3,3)ps) /2 + (M3 (4, 3)pa) /2 + (M (5, 3)ps) /2)

sy = Msy — maa((Mz(1, 1)291)/2 (M;(2, 1)P2)/2+( 5 (3, 1)ps)/2
+(Mz (4, 1)pa) /2 + (M5 (5, 1)ps) /2) — mas((My 1(1 2)p1)/2 + (Mg (2, 2)ps) /2
H(M51(3,2)p3) /2 + (M3 (4,2)pa) /2 + (M5 (5, 2)ps) /2) — maa((M ' (1, 3)p1) /2
+(M51(2,3)p2) /2 + (M3 (3,3)ps) /2 + (M5 ' (4,3)pa) /2 + (M5 (5,3)ps) /2)

css = Msz —mas((My'(1, 1)291)/2 (M3 (2, 1)P2)/2+( 5 (3, 1)ps) /2
+(Mg (4, 1)pa) /2 + (M3 (5,1)ps) /2) — mas((My (1 2)p1)/2 + (M371(2,2)p2) /2
+(M51(3,2)ps) /2 + (M3 (4, 2)pa) /2 + (M ' (5, 2)ps) /2) — mas((M ' (1, 3)p1) /2
+(M; 1 (2,3)p2) /2 + (M3 (3,3)ps) /2 + (M ' (4, 3)pa) /2 + (M51(5, 3)ps) /2)

s = —maa((Mz (1, 4)P1)/2+(M_1( )pz)/2+( 5 (3, 4)293)/2+( 5 (4, 4)pa) /2
+(M5'(5,4)ps)/2)

css = —mas((M3'(1,4)p1)/2 4+ (M5 (2,4)p2)/2 + (M3 (3,4)ps) /2 + (M5 (4,4)ps) /2

+(M;5 (5,4)ps)/2) — mss((M '53p1) /2 + (M (2 5)p2)/2 + (M, ( 5)ps)/2 +
(M '55p4) /2 + (My ' (5,5)p5)/2)

Como las coordenadas generalizadas p € R® son no minimas, el sistema reducido
estd dado por las expresiones (4.97),(4.108),(5.70) y (5.85).

Formulacién de Kane

Aplicando la metodologia de Kane explicada en la subseccion 4.4.4, de la expresién
(4.120) y las jacobianas geometricas (5.72),(5.74),(5.76), se tiene que la matriz de iner-



cias para el robot movil es:
Mq(q) = mngB jGB —l—ijg;L jGL —I—ijg;R jGR—I—Kg;B IBKGB +K(1;LILKGL —I—Kg;RIRKGR,
la cual desarrollando da:

(mp +mp +mg) + =Ly, + 1,,) l(=mp +mp) + 5 (=1,, + 1y
l(_mL + mR) + TI_Z(_IZ/L + IyR) lz(mL + mR) + IZB + I-'EL + I-'ER + i_Z(IyL + IyR)

Mientras que de la expresién (4.121) y las jacobianas (5.72),(5.74),(5.76), se tiene que
la matriz de Coriolis para el robot moévil esta dada por:

Cq(q) :mngB jGB + ijg;LjGL + ij(j;RjGR + Kg;BIBKGB + Kg;LILKGL + Kg;RIRKGR
20[272] € szz.
(5.88)

y de la expresién (4.122) y las matrices jacobianas (5.72),(5.74),(5.76), el vector de
fuerzas gravitacionales estda dado por:

9,(p) = —(mpJf, +mpJl, +mrJl)g,=0€R? (5.89)

donde g, = [ 0 0 —go }T es la aceleracion debida a la gravedad.

5.4 Analisis comparativo

Con la finalidad de llevar a cabo una evaluacion cuantitativa de las formulaciones estu-
diadas desde el punto de vista del manejo de restricciones holonémicas y no holonémicas,
se obtuvo el modelo dindmico de un manipulador serie (robot RRR), un manipulador
paralelo (mecanismo de cinco barras) y un robot mévil con ruedas (tipo diferencial),
los cuales son representativos de un mecanismo sin restricciones, un mecanismo con
restricciones holonémicas y un mecansimo con restricciones no holonémicas, respecti-
vamente. Como desde el punto de vista de control es deseable conocer las expresiones
de la matriz de inercias, la matriz centrifuga y de Coriolis y el vector de gravedad, el
analisis realizado en esta seccién consitioé en obtener tales expresiones. Cabe mencionar
que hasta donde se tiene conocimiento, no existe publicado en la literatura un estu-
dio comparativo cuantitativo sobre el desempeno de estas formulaciones en robots sin
restricciones y con restricciones (holonémicas y no holonémicas).

Con el fin de medir el tiempo de calculo ocupado por cada formulacion, las matrices
fueron obtenidas a partir de Matlab. Los datos de entrada fueron las velocidades
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Figura 5.4: Tiempo de calculo del modelo dindmico.

lineales y angulares, asi como las ecuaciones de restriccion y los pardmetros cinematicos
y dinamicos de cada mecanismo. Los resultados de este andlisis se muestran en las
figuras 5.4-5.7; como puede observarse en la figura 5.4, la formulacién que requirié
menor tiempo para calcular las matrices fue la de Euler-Lagrange, mientras que la que
requirié mayor tiempo fue la formulacién de Hamilton, como era de esperarse, debido
a la necesidad del célculo de la inversa de la matriz de inercias.

El espacio ocupado en memoria por cada codigo se aprecia en la figura 5.5, en
donde se puede observar que la formulacién que requirié mas codigo fue la formulacién
de Hamilton, mientras que, en promedio, la formulaciéon que requirié menos cédigo fue
la de Euler-Lagrange.

Por otro lado, una vez obtenidas las matrices y vectores representativos del modelo
dindmico, se procedié a dar una referencia deseada a cada articulacion activa de los
mecanismos, con la finalidad de observar el tiempo de ejecucién de cada modelo para
llevar a cabo una simulacién de 10s en Simulink.

Las trayectorias empleadas fueron las siguientes:
e Manipulador serial (RRR):

ai(t) = gat) = ga(t) = ;—Osen(57rt) [rad] (5.90)
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Figura 5.5: Tamano del cédigo necesario para calcular el modelo dindmico.

e Mecanismo de cinco barras (M5B):

an(t) = %sen@m [rad] (5.91)
ot) = —%sen(%rt)—l—g rad] (5.92)

e Robot mévil con ruedas (RMR):

#m(t) = 1lsen (%t) /5] (5.93)
6(t) = Ilsen (%t) [rad/s] (5.94)

Sv en(0)=—(L+1)

4(0) =0y 61(0)=(L—-1) > o

Cabe mencionar que en el caso del M5B, la trayectoria fue tomada de (Soto, 2014),
y el método de Newton-Raphson fue empleado para encontrar los valores de 31y 32 a
partir de ¢; v ¢2. Los pardmetros cinematicos y dindmicos empleados para cada robot
pueden ser observados en la tabla 5.2.

En promedio, el tiempo de ejecucién para cada formulacion y cada robot puede
observarse en la figura 5.6, mientras que el espacio en memoria ocupado por cada



Tabla 5.2: Parametros cinematicos y dinamicos de los robots analizados.

Descripcién Notacion Valor Unidades

Longitud eslaboén [ I 0.313 m

Masa (eslabén 1) my 22.4466 Kg

Masa (eslabén 2) mo 8.5708 Kg

Masa (eslabén 3) ms 2.732 Kg

g Distancia al centro de masa (eslabén 1) ley 0.0641 m

o Distancia al centro de masa (eslabén 2) le, 0.0785 m

Distancia al centro de masa (eslabén 3) le 0.0512 m
Momento de inercia respecto al eje Z (eslabén 1) I 0.7013 Kgm?
Momento de inercia respecto al eje Z (eslabén 2) Is 0.2835 Kgm?
Momento de inercia respecto al eje Z (eslabén 3) I3 0.0416 Kgm?

Masa (eslabén 1) my 0.126 Kg

Masa (eslabén 2) mo 0.121 Kg

Masa (eslabén 3) ms 0.085 Kg

Masa (eslabén 4) my 0.063 Kg

Distancia al centro de masa (eslabén 1) ley 0.047 m

a Distancia al centro de masa (eslabén 2) le, 0.045 m

= Distancia al centro de masa (eslabén 3) leg 0.069 m

Distancia al centro de masa (eslabén 4) ley 0.062 m
Momento de inercia respecto al eje Z (eslabén 1) I 0.0017 Kgm?
Momento de inercia respecto al eje Z (eslabén 2) Is 0.0017 Kgm?
Momento de inercia respecto al eje Z (eslabén 3) I3 0.0014 Kgm?
Momento de inercia respecto al eje Z (eslabén 4) 1 8.74 x107° Kgm?

Radio de las ruedas r 0.2000 m

Distancia media entre ruedas L 0.2340 m

e Masa de la base mp 26.4800 Kg
= Masa de las ruedas mpg, mp, 2.3500 Kg
= Momento de inercia de la base respecto al eje Z I.B 0.6157 Kgm
Momento de inercia de las ruedas respecto al eje Y | Iy, Iyr 0.0550 Kgm
Momento de inercia de las ruedas respecto al eje Z | 1.1, I,g 0.0282 Kgm
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Figura 5.6: Tiempo de ejecucién del modelo dindamico.
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Figura 5.7: Tamano del cédigo que representa el modelo dindamico.



modelo se encuentra dado en 5.7. Cabe mencionar que los modelos obtenidos por cada
formulacion son iguales algebraicamente, sin embargo, el tiempo de ejecucion de cada
modelo fue medido empleando las expresiones tal y como Matlab los entrega.



Capitulo 6

El robot paralelo Hexapod

En este capitulo primeramente se describe el robot paralelo Hexapod. En seguida se
obtiene el modelo cinematico directo de postura y de velocidad del robot. Posterior-
mente, se aplica la formulacion de Euler-Lagrange para obtener el modelo dinamico de
este robot. Al final se presentan los resultados experimentales obtenidos de la imple-
mentacion de dos controladores, uno de los cuales emplea el MCDP y el otro el MDI.
La informacién que se presenta en este capitulo fue extraida de (Bernal et al., 2018) y
(Campa et al, 2018).

6.1 Descripcion geométrica del robot

El robot paralelo Hexapod es producido por la compania Quanser Inc. Este mecanis-
mo tiene seis articulaciones actuadas de tipo P, incrustadas en la base, que imprimen
movimiento lineal (a lo largo de rieles rectos que forman un tridngulo equildtero en la
base) a seis articulaciones universales. Las piernas son los eslabones rigidos que unen
las seis articulaciones universales en el triangulo de la base con las tres articulaciones.

En la figura 6.1 se muestra una fotografia del robot Hexapod en la que se han
sobrepuesto algunas marcas que sirven para obtener el modelo cinematico directo del
robot. A continuacién se describen algunas de estas marcas.

Los puntos 11, 15 y T5 son los vértices de un tridngulo equilatero horizontal que
estd fijo a la base del robot. Es importante senalar que, para simplificar el andlisis,
estos tres puntos no se encuentran al ras de la base del robot, sino a una altura tal que
los centros de las seis articulaciones universales se encuentran en los lados del triangulo
T1T»T3. La longitud de cada lado de este triangulo es Lp.

El marco de referencia (X, Yo, Zp) se encuentra fijo a la base del robot, en el
centro del tridangulo 717573, v su orientacién es tal que el eje Xy apunta hacia el vértice
Ty; el eje Zy es perpendicular a la base del robot y apunta hacia arriba de ésta. Notese
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Figura 6.1: Robot Hexapod con lineas y puntos guia.

que el eje Yy es paralelo al lado T175.

Los puntos denotados como Q;, Q2 y 3 en la figura 6.1, forman también un
triangulo equilatero rigido, pero éste se encuentra sobre la superficie de la plataforma
movil del robot. En el centro de este triangulo, denotado por F', esta localizado el
origen del marco coordenado Y.p(Xp,Yr, Zr), el cual estd orientado tal que el eje Xp
es perpendicular al lado (Q2Q)3, v el eje Zr es perpendicular a la plataforma y apunta
hacia arriba.

Debido al diseno mecénico de las articulaciones esféricas, los puntos P, P» y Ps
mostrados en la figura 6.1 también forman un tridngulo equildtero rigido, el cual es
paralelo al triangulo QQ1(Q)2@)3 y tiene las mismas dimensiones, asi que juntos constituyen
un prisma triangular rigido recto cuya longitud de cada lado es Lp = LTB, y su altura
H PQ-

La simetria propia de este mecanismo simplifica bastante su analisis cinematico.
Suponiendo en lo sucesivo que la tripleta de indices (i, j, k) es un elemento cualquiera del
conjunto de permutaciones ciclicas {(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)} = Ss, es posible obtener
expresiones para un lado del tridngulo equilatero de la base que son similares a las de
los otros dos lados, cambiando sélo los indices en las expresiones correspondientes.

Asi, con la intencién de simplificar el andlisis, se asigné un marco X7, (Xr,, Y1, Z71,)
a cada vértice T; del tridngulo asociado a la base. Y, como se aprecia en el diagrama
esquematico de la figura 6.2, este marco es tal que el eje X, tiene la direccién del vector
ro,.1;, que va del punto T} al punto 7; (en lo sucesivo, a no ser que se indique otra cosa,



se usard esta notacién para los vectores), el eje Zr, es siempre perpendicular a la base
y apunta hacia arriba.

La matriz que relaciona la orientacion del marco ¥; y el marco ¥, es:

cos(f;) —sen(B;) 0
°Rr,(8;) = | sen(B;) cos(8;) 0 |, (6.1)
0 0 1
donde (; es el dangulo del eje X al eje X7, alrededor del eje Zj, de modo que 31 = —90°,
ﬁg = 30° y ﬁg = 150°.

La figura 6.2 también muestra los centros de cada una de las seis articulaciones

universales, llamados Dy, Dy, ..., D5, y los puntos medios de los segmentos T}T;,
denotados como B;. Tal como se muestra en la misma figura, las variables articulares
consideradas son: qq, q1,. - ., g5, de modo que go;—2 v g2;—1 (i = 1,2, 3) son las distancias

del punto B; a los puntos Dy;_o v Do; 1, respectivamente, los cuales estan en el mismo
lado del triangulo de la base. Estas variables pueden ser agrupadas en el vector de
coordenadas articulares activas:

q=1q0 @ @ @ @ qs}TE]RG.

En este robot, la longitud de cada eslabén en las piernas es constante y es denotada
por L. De esta manera, asi como se muestra en la figura 6.2(b), los puntos Day;_o y
Dy; 4 (los cuales pertenecen al eje X7,) forman un tridngulo iséceles junto con el vértice
P, del tridngulo asociado a la plataforma movil. La base de este triangulo tiene una
longitud igual a g2;_2 + ¢2;_1 v su punto medio es C;. Ademads, se debe notar que el
vector r¢,p,, €l cual es la altura del tridngulo Do;_oP; D1, siempre es perpendicular
al eje X7, y forma un angulo ¢; con el eje Yr..

Ademsds, a cada lado 7 de la base del robot se asignaron los siguientes marcos
coordenados (ver figura 6.3):

e El marco X¢, (X, Yo,, Zc,) da la inclinacién del tridngulo Dy; 9P, Ds;—q, y su
orientacion corresponde a la del marco Xp, después de girar ¢; grados alrededor
del eje Xr,.

e Los marcos 2D2i72 (XDzifzayDzifza ZDzifz) y 2D2i71(XD2i71>YD2i71> ZDziﬂ) dan la
inclinacion de los segmentos Do; o-P; v Do;_1-P;, respectivamente; sus orienta-
ciones estan dadas por el marco ¢, después de una rotacién de —q; y a; alrededor
de los ejes Zp,. , ¥ Zp,,_,, respectivamente (ver figura 6.3).



(b)

Figura 6.2: Diagrama esquemaético del robot Hexapod: (a) vista superior, (b) vista en
perspectiva.



Figura 6.3: Marcos para definir la orientacion de las piernas del robot.

6.2 Modelado cinematico

6.2.1 Modelo cinematico directo de postura

En esta seccion se describe el calculo del MCDP y el MCDYV del robot paralelo Hexapod.
Es importante mencionar que estos modelos fueron reportados en (Campa et al., 2016),
junto con los experimentos que permitieron validarlos.

Para obtener el MCDP del robot Hexapod, es necesario calcular la posicién rr(q) y
la orientacién "Rr(q) de la plataforma. Para lograr esto, primero se obtendra el vector
de posicion de cada punto P; con respecto al marco Y, el cual serd nombrado aqui rp,
y es funcién de q.

Considérese nuevamente la figura 6.2. Es facil comprobar que el vector rp, esta
dado por:
rTp, =Tp, +Tpc, +Tcp, € R3. (62)

A continuacion se explica como obtener cada uno de los términos del lado derecho de
(6.2).

De la figura 6.2, considerando (6.1) y recordando que la distancia del centro de un
triangulo equilatero de lado [ a cada uno de sus vértices es %, es posible constatar que:

0

Lsop o0
55 B () (1) : (63)

rp, = ORTi(ﬁi)irBi:

Los vectores rp,c; y T¢c,p, se pueden expresar en funcion de las variables articulares



del lado correspondiente (es decir, g2;—1 V g2i—2), como:

1

TB,C; = ORTi (ﬁi)irBiCi = (%) ORTi (ﬁl) 0 (64)
0

mientras que r¢,p, estd dado por:
0
412 — (q2i-1 + qoi2)?
Top = <\/ (G211 + G-2) ) Ry, | cos(en) |, (6.5)
2
sen(¢;)

donde ¢; (el dngulo entre Y,, y Y7, alrededor de X7,) es en general funcién de q.

Asi que, sustituyendo (6.3), (6.4) y (6.5) en (6.2) se tiene que:

TBZ'CZ'
rTp = ORTi (B:) _% + reip, cos(¢i) | (6.6)
TCiPisen(QSi)
donde
rec, = q2i—1 g q2i—2 (6.7)
412 — g?
re,p;, = i ) (68)
2
con
¢ = Q2i-1 + Q2i-2, (6.9)

Es importante mencionar que las expresiones (6.7) y (6.8) se pueden considerar como
una transformacion de coordenadas de (g2i—2,q2i—1) a (rp,c;, 7c,p,). Como se muestra
en (6.6), rp,c, ¥y Tc;p, junto con ¢; pueden usarse para describir la posicién del punto
P,. El mismo razonamiento se aplica en (Carbonari et al., 2011) para transformar los
tres mecanisimos del tipo 2-1-PUS en tres mecanismos con estructura equivalente del

tipo PRPS.
Ahora bien, debe notarse que dados los vectores rp, es posible obtener los vectores
Ty =Tp, —Tp, (6.10)

los cuales cumplen con la restriccion:

= L,, V(i j k)€ Ss (6.11)

|7l = [P, — TP,

Por otro lado, sean &p, yr y zr vectores unitarios en la direccién de los ejes del
marco Xp(Xp, Yr, Zr) con respecto al marco ¥; entonces es claro que

°Rp = [&r Yr 2r)].

De la geometria del robot (ver figura 6.1) se tiene que, como el eje Yy es paralelo al



lado (Q2Q)3 del tridngulo @123, entonces el vector unitario ¥y, estd dado por:

R 1
Yr = L—PT23>

y considerando la definicién del producto cruz de vectores, se tiene que el vector unitario
zp, que es normal a la plataforma, debe satisfacer

™\ .
T23 X T21 = ||7“23||||7“21||S€H (5) ZF,
asi que
. 2
Zp = \/_TL%DT‘Qg X Toq. (612)
Ademds, como Zr = Y X Zp entonces se tiene que
. 2
Tp = T23 X (7“23 X 7“21),

V3L

y empleando la identidad a x (b x ¢) = b(a’c) — c(a’b), con a, b, c € R3, se llega a:

2 1
@F(P) = =T23 —T21 |,
V3Lp \2

. . . T o 1 2
ya que por definicién del producto interno ry3ra = ;L7

de rotacién "Ry puede ser escrita en términos de los vectores r;; como:

Y Tharos = L?,. Asi, la matriz

‘Rp = [ W%LP(%M?, —T21) ﬁrzg I%L%Tm X Ta1 } . (6.13)

Ademas, el vector de posicién rp estd dado por
rr = rp +7pr=7rp + Rpirpr, (6.14)

donde Frp r es el vector de P, a F expresado en coordenadas de Yp; sin embargo,
nétese que Frp p tiene componentes sélo en la direccién de los ejes Xp v Zr, es decir:

F
TpF =

Fosk

asi que, sustituyendo (6.13) en (6.14), se obtiene:

2 2Hpq

TP = Tp + §T23 - §T21 + \/—TL%(W?) X 7“21),



o considerando (6.10) y la definicién 2 en (6.13), se obtiene:
1 A
rp = g('l‘pl—l-rpz—l—?“p3)—|-HpQZF. (615)

De las ecuaciones (6.10), (6.13) y (6.15) se puede concluir que para obtener el MCDP
del robot Hexapod, es suficiente conocer los vectores rp,, rp, and rp,. Sin embargo, se
observa en (6.6), que para definir completamente los vectores rp,, es necesario conocer
1, ¢2 v ¢3 como funciones de q; y esto es precisamente la dificultad del MCDP de este
robot, ya que en general, ¢; depende de todas las variables articulares activas. Asi que
es necesario obtener ¢, ¢2 y ¢3 para un vector dado q.

Para realizar esto, se sustituye (6.6) en (6.11), y se obtienen tres expresiones de la
forma:

a; cos(¢;) + b cos(¢;) + ¢; cos(¢;) cos(¢;) + disen(¢;)sen(¢p;) + e; =0 (6.16)

donde los coeficientes

a; = —V3rep (T’Bjcj + %LB) (6.17)
by = \/grcjpj (TBiCi — %LB) (6.18)
o = renron (6.19)
di = —2rop, Tc;p, (6.20)
e = iLzB + %LB (rBo; — TB.CL) + TBiC TBiO; + TB + g, + TR, (6.21)

+rép, — L (6.22)

son en general funciones de q, y se ha empleado el hecho de que 3; — 3; = 120°, para
todo (7,7, k) € S5.

Notese que si se elige el vector de coordenadas generalizadas no minimas como

T
P=10 @ @ ¢ @u ¢ ¢ ¢ ¢3] €R (6.23)

o en forma compacta
T
p=1[d" ¢"]

con ¢ = [gbl P2 ¢3:|T € R®, ¢1, ¢ v ¢3 denotando el dngulo de inclinacién de los
tridngulos isdsceles formados por las piernas (ver figura 6.2(b)), entonces las tres expre-
siones en (6.16) pueden ser tomadas como las restricciones holonémicas a ser satisfechas.



Esto quiere decir que el vector de restricciones v(p) = v(q, ¢) = 0 seria:

ar(q)c(ér) + bi(q)c(@2) + cr(q)c(dr)c(d2) + di(q)s(¢1)s(2) + ei(q)
Y(q, @) = |a2(q)c(92) + ba(q)c(@s) + calq)c(p2)c(ds) + da(q)s(@2)s(d3) + ea(q)| =0
az(q)c(¢s) + bs3(q)c(d1) + cz(q)e(ds)c(dr) + ds(q)s(d3)s(d1) + es(q) (6.24)

con c(¢;) = cos(¢;) v s(¢;) = sen(¢).

Ademas, nétese que para la seleccién dada de p, se tiene

q:a(p):[l O}pZ[m P2 P3 Pa Ps PG}T>

la cual claramente es una funcién suave (o continuamente diferenciable); entonces, del
teorema de la funcién implicita se asegura la existencia de la funcién p = o (q).

A continuacién se explica cémo resolver el sistema de ecuaciones dado por (6.16)
empleando un método analitico. Para comenzar, todos los senos y cosenos en (6.16)
son respectivamente reemplazados por

1-— 1’12 QI’Z
e Y el =

(2

cos(¢;) =

donde z; = tan (£). Reagrupando términos en 71(p), 12(p) v 73(p), se obtienen las
ecuaciones

w3(frr} + g1) + hael + ddizza + k= 0 (6.25)
23(for5 + g2) + hot + Adowors +ky = 0 (6.26)
23 (f323 + g3) + haxi + 4dszszy + ks = 0 (6.27)

donde fz = —ai—bi—l—ci—l—ei, g, = ai—bi—ci—l—ei, hl = —ai+bi—ci+ei y k‘z = ai+bi+ci+ei,
con a;, b;, ¢;, d; y e; dados por (6.17)-(6.22).

Para obtener un polinomio que s6lo depende de la variable z; aplicando el método
de Bezout (Nanua et al., 1990), primero se elimina x3 de (6.26) y (6.27), obteniéndose
una ecuacién que contiene sélo x; y xs. Luego, nuevamente empleando el método de
Bezout a partir de la ecuacién obtenida en el paso anterior y la ecuacién (6.25), es
posible obtener una ecuacion que depende sélo de x;.

En aras de la simplicidad, las ecuaciones (6.26) y (6.27) se reescriben como:

All’g + Bll’g + 01 =0 (628)
Agl’g + Bgl’g + 02 = 0 (629)

donde A1 = fgl’% + ga, Bl = 4d21’2, 01 = hgl’% + k‘g, Ag = fgl’% + hg, Bg = 4d31’1 y
02 = 9355% + k‘g.



Ahora, siguiendo el procedimiento descrito en (Nanua et al., 1990), de las ecuaciones
(6.28) y (6.29) es posible obtener la ecuacion:

det {

det
det {

donde det[-] indica el determinante de la matriz en el argumento, D = l12] +nyz3 + o1,
E =mzi + pizy, F = bt +nexl + 0o, G = moxt + poxy, y H = I3z 4 ngai + o3, con

l
mq
ni
01
p1
ly
mo

No

02
P2

l3
ns

03

A1 01 Bg Bl
Ay Gy det{Az Al}
Bl L[4 G
B, C Ay Oy

f22g§ — 2f2f3g3ha + fgzhg
—16dad3 f293 — 16dads3 f3ha

16d; faho + 235 gsks — 2fa fshoks — 2fagshahs + 2 f3h3hs

f3k3 — 2fshohsks + hoh3
—16dads foks — 16dadshahs

16d5 f393 — 2fa f3g3k2 + 229295 + 2f3 haka — 2f39293h2

—16d2d3f3/€2 - 16d2d3g2g3

16d3 fsks + 16d3gshs + 16d3 foks + 16d3g2ha — 2 f3kaks
+4 f29293ks — 2fagzhaka — 2f3gahoks + 4 fshohsky — 2g2g3hahs

16d§h3k‘3 + 2f2g2/{5§ - 2f2h3/€2/€3
—16d2d392/€3 — 16d2d3h3/€2
f3k3 — 2f39295k2 + 9393

g%k‘g - 292h3k‘2k‘3 + hgk‘g

= Dy + Exy + Faoy + Goy + H=0 (6.30)

Siguiendo un método similar al proporcionado en (Nanua et al., 1990), es posible
eliminar xy de las ecuaciones (6.25) y (6.30) y obtener la siguiente ecuacion:

riart +rorit+rst Fraw’ +rsad +real+rrw Hrgai 4 re=0 (6.45)

cuyos coeficientes pueden ser obtenidos a partir de la expresion:

A Mo A
Aoy Nop Mg
Az1 Az Mg
A MNap My

det

Aig
Aoy
Az
Ay



donde

A = (mifi —4lhdy)xs + (magy + fip)@s — 4dingat + (gip1 — 4dyor)

MNo = (LLfi +1h)28 + (gils + fing — haly — kily — hang)at + (ging + fiop — king
—hy01)2? + g102 — k10

Az = fimeal 4 (gima + fip2)x] + gipaan

Mg = flsal + qilsa] + finsa] + ginsa] + ginsa + frosa? + gios

Aoy = (LWfi + l1h1)17(15 + (q1lo + fing — haly — kily — hlnl)ifil + (ging + fro2 — kimy
—h101)ZB% + g102 — k101

Nop = (4dily — hamy + fima)z} + (dding — kymy — hapy + fips + gima) 2
+(=himi — kip1 + g1p2) 1

Aoz = filsal + (ddims + fing + gils)x] + (4dips + fros + ging)z? + gio

Aoy = 4dyl32} + 4dinsz’ + 4d;os
Asp = fal+a

Nso = 4ddimy

Azz = hri+k

Asa = 0

At = 0

Ay = firl+ g

Ny = 4ddimy

Ny = hll'%‘l‘kfl

y los coeficientes de 1 en A; ; son funciones de g, como puede observarse en (6.17)-(6.22)
v (6.31)-(6.44).

Dados los parametros cinematicos del robot, es posible emplear Matlab para obtener
las 16 raices del polinomio (6.45), es decir, los valores de tan(%), y de alli lo valores
de ¢1, ¢2 y @3 que satisface el sistema (6.16). Notese que el polinomio (6.45) puede
ser reducido a un polinomio de grado 8 en términos de una nueva variable ( = z?, y
despejando 1, finalmente se obtiene x; = 4+/C. Esto significa que las 16 soluciones de
(6.45) vienen en pares (es decir, si Z; es una solucién de (6.45), entonces también lo es
—I1).

Es importante mencionar que solo una de las 16 soluciones corresponde a los angulos
que describen la configuracién real del robot. Para determinar cudl es la solucion real,
es necesario evaluar el MCDP para cada una de las soluciones y comparar con la
configuracion real del robot.

Hasta el momento no se ha realizado un estudio completo de las singularidades del
robot Hexapod, incluyendo aquellas configuraciones para las cuales Jy(p) es singular,
sin embargo, la intuicién parece indicar que debido a la simetria del robot y a los limites



fisicos de cada variable articular activa, todo el espacio de trabajo real del Hexapod es
un subconjunto de €27

6.2.2 Modelo cinematico directo de velocidad

Los vectores de velocidad lineal v y velocidad angular w de la plataforma movil del
Hexapod pueden ser calculados usando (4.65) y (4.67).

Asi, considerando (6.13) y (6.15) se tiene que

. 1 )
Vv = Trp= g(Jl + Jg + Jg) + HPQJZ A(q)q, (646)

w =

S(@r)Je +S(Up)dy +S(2r)J.] Alg)g (6.47)

N —

donde las jacobianas auxiliares

a’l"p.
J = —— ' =1,2,3 6.48
G =123 (6.4
' 0 0y 0z
Tr Yp ZF
Jpy=—, Jy=—" J=— 6.49
estan dadas por:
2 1 1
Jry = -S4+ =Ja+ = 6.50
S ( RS 3) (6.50)
1
P
2
J, = (S('I"p3 — 'l"pz)Jl + S('I"p1 — 'I"p3)J2 + S('I"p2 — 'l"pl)Jg) (652)

VAL

Para el calculo de la matriz A(q) considérese el procedimiento descrito en la seccién
3.3, segun el cual, si el vector de coordenadas generalizadas no minimas se selecciona
de manera que

p=oc(q) =[q" ¢(@"]

-1
, entonces A(q) estd dada por (3.42). Las expresiones para (%%4))) y Y(q.9) en

el caso del robot Hexapod estan dadas por:

B O By, B
a 1 1 11 12 13
(a0 ¢) =5 | P On Dy (6.53)

00 D31 D3y Pa3



= (—azs(¢2) — cos(@2)c(d3) + dac(pa)s(¢3))(—ass(¢3) — cas(¢3)c(P1) + dsc(ps)s(h1))
—(=b1s(d2) — c1c(d1)s(¢2) + dis(d1)c(d2))(—ass(¢s) — c3s(dz)c(d1) + dzc(dz)s(¢1))
(—b1s(¢2) — crc(@1)s(d2) + dis(d1)c(d2)) (—bas(d3) — cac(d2)s(¢3) + das(d2)c(¢s))
(—b2s(¢3) — cac(@2)s(d3) + dos(d2)c(d3)) (—bss(d1) — cac(dz)s(¢1) + das(dz)c(¢1))
(—a1s(¢1) — c18(¢1)c(@2) + dic(1)s(d2))(—ass(¢s) — czs(@s)c(d1) + dsc(dz)s(¢1))
—(—a18(¢1) — c18(d1)c(@2) + dic(¢1)s(d2)) (—bas(¢3) — cac(@2)s(d3) + das(g2)c(¢3))
—(—a2s(d2) — cas(p2)c(@s) + dac(p2)s(d3)) (—bss(¢1) — csc(@s)s(d1) + dss(¢s)c(é1))
(—bss(¢1) — cac(¢3)s(d1) + dss(d3)c(d1))(—bis(d2) — crc(d1)s(¢2) + dis(d1)c(¢2))
(—a1s(¢1) — c18(¢1)c(@2) + dic(1)s(d2))(—aas(g2) — cos(d2)c(Ps) + dac(d2)s(¢3))
(—a1s(¢1) — c18(d1)c(d2) + dic(P1)s(¢2))(—aas(p2) — cas(d2)c(ds) + dac(P2)s(¢s))
(—ass(¢3) — c3s(p3)c(d1) + dsc(ps)s(@1)) + (—bss(P1) — esc(@s)s(d1) + dss(@s)c(¢r))
(—b1s(¢2) — crc(¢1)s(d2) + dis(d1)c(d2)) (—b2s(d3) — cac(d2)s(¢3) + das(d2)c(¢s))

con s(-) = sen(-), c¢(-) = cos(-), los coeficientes a;, b;, ¢;, d; definidos en (6.17)-(6.22), y

I'i T'he Iig Ty Tis Tis
———— = | I'ag T'ao T'og T'oy T'gs D'y (6.54)
I'si T'go I'sg T'sy I'ss I'se

= —V3ni(rp,e, + 0.5Lg)c(d1) — 0.5V 3rc, p,c(da) + nure, pe(dr)
20170, P, S(01)8(02) + (0.25Lp — 0.5r 0, — TBycy + 270, P 101)

= —V3ni(re,e, +0.5L5)c(¢1) + 0.5v3rc,p,c(¢2) + marc,p,c(dr)c(d2)
—2n171c, p,8(01)8(P2) + (—0.25Lp + 0.5rp,0, + By + 27y P,N1)

= 0.5V3rc,pc(¢1) + V3n2(r5,0, — 0.5L5)c(¢2) + narc, pc(¢a)c(br)
—2n910, P, S(02)8(01) + (—0.25Lg — 0.5r5,¢, — By, + 2rc,p,M2)

= —0.5V3r¢,pc(dr) + V3na(re,c, — 0.5L5)c(d2) + nare, pc(d)c(ér)
—2norc, p8(d2)s(P1) + (0.25Lp + 0.5r8,0, + rByc, + 2rcyp,n2)

=0

=0

=0

=0

= —V3na(rp,cy + 0.5Lg)c(¢2) — 0.5V 3rc, p,c(¢3) + narc, pye(d2)c(¢s)
—2n97c, p,S(02)8(P3) + (0.25Lp — 0.5rpycy — TBycy + 270y Py N2)

c(¢2)



Tos = —V3na(ra,c, + 0.5Lp)c(¢2) + 0.5V3ra,p,c(ds) + nareyp,c(d)c(ds)
—2n97c, p,S(02)8(P3) + (—0.25Lp + 0.57p,05 + By, + 27y p,M2)

Tos = 0.5V3re,p,c(d2) + V3ns(rp,c, — 0.5Lg)c(ds) + nsre,pc(ds)c(¢2)
—2n370, P, S(03)8(p2) + (—0.25Lg — 0.5r 0, — T'Bscs + 275 P, N3)

Tos = —0.5vV3rc,pc(d2) + V3ns(re,c, — 0.5Lg)c(ds) + nare,p,c(ds)c(¢2)
—2n370,p,5(¢3)s(P2) + (0.25Lp + 0.57,¢, + T'Bycs + 27 pN3)

P31 = 0.5V3rc,p,c(ds) + V3ni(re,e, — 0.5Lp)c(d1) + marc,p,c(¢1)e(ds)
—2n17¢,p,8(01)8(P3) + (—0.25Lp — 0.5r,cs — TByCy + 27Cy P 11)

T2 = —0.5V3re,pc(¢3) + V3nu(ra,e, — 0.5L5)c(¢1) + nare,pe(dr)e(ds)
—2n17¢0y pyS(¢1)s(¢3) + (0.25Lp + 0.5rpycy + 7By + 2rc, p11)

I's3 = 0

I'sy, = 0

I3 = —V3na(re,c, +0.5Lp)c(¢s) — 0.5V3re, po(ér) + nsro, po(ds)c(ér)
—2n3rc, pS(¢3)s(P1) + (0.25Lp — 0.5rp,0, — TBscs + 270y pyN3)

Pss = —V3ns(rp,c, +0.5Lg)c(¢s) + 0.5V3re, pc(¢r) + nsre, pc(¢s)c(er)

—27137’Clp18(¢3)s(¢1) + (—025LB + 0.57’3101 + 'BsCs + 27’C3P3713)

_ _ 9otq1 _ __ 492+gs3 __ _ g94+gs
con nmy = —3 e, Me =~ Y N3 = g ¥ TBG Y TGP, dada en (6.4) y

(6.5), respectivamente.

Por otra parte, si se emplea el vector de angulos de Euler 1 (p) = [ A pov }T cR?
para definir la orientacién de la plataforma del Hexapod, la jacobiana analitica Ja(q) €
R%6 satisface que:

&(p) = Ja(q)a, (6.55)
. T
donde € = [ vl ¢T } € RS,

Y como se sabe que la velocidad angular puede también ser expresada como (1.11),
entonces, de las ecuaciones (1.11), (6.46), (6.47) y (6.55), la matriz jacobiana analitica
Ja(p) para el Hexapod estd dada por:

[%(zh + Jo+ J3) + HpgJ.)

S(xp)Js +S(yp)Jy, + S(2r)J.] A(q), (6.56)

J =

A(p) { %T(w)
0 cos(A) sen(A)sen(u)

donde T'(¢p) = | 0 sen(\) —cos(A)sen(u) |, paralaconvencién ZY X de los dngulos
1 0 cos(

de Euler.



6.3 Modelado dinamico

En esta seccién se muestra la aplicacion del procedimiento descrito en la seccion 4.4.2
(formulacién de Euler-Lagrange) para calcular el modelo dindmico inverso del robot
paralelo Hexapod.

El anélisis considera que el robot Hexapod consiste de un total de b = 25 cuerpos
rigidos moéviles distribuidos como se indica enseguida:

e La plataforma: 1.
e Las piernas: 6.

e Los eslabones entre una articulacién P y una articulacion U: 6.

Los eslabones entre los dos extremos de una articulacién U: 6.

Los dos eslabones entre los dos extremos de una articulacién S: 2x3 = 6.

6.3.1 Calculo de las velocidades de cada cuerpo rigido

En esta subseccién se explica cémo calcular v; y ‘w; para cada cuerpo rigido del Hexa-
pod. En cada uno de los apartados siguientes primero se muestra como describir la
postura del cuerpo rigido [, a través del vector de posicién r; € R? y la matriz de
rotacion *R; € SO(3); después de esto, v; y 'w; son calculados empleando 7; y OR,.
Para simplificar el andlisis subsequente, se emplean los jacobianos Jg, y K¢, los cuales
satisfacen que

2]- [t
asi que
Jo, = 87;(;) (6.58)
Ko = SR(p) [S(@(n))aj;g’)+s<@l<p>>8igg’>+s<zl<p>>af;(pp) (6.59)
Plataforma

Considérese [ = 1 en el caso de la plataforma. De (6.15), el vector de posicién del
centro de masa es

1 N
rL= g('l"Pl —+ TP2 —+ TP3) + H*ZF,



Figura 6.4: Localizacion del centro de masa de las piernas del Hexapod.

donde H* es la distancia del centro del tridngulo PP P; al centro de masa de la
plataforma. Empleando el marco g para calcular la velocidad angular de la plataforma,
es posible escribir

'Ri ="Rp = [@F(P) Yr(p) 2F(P)} )

considerando (6.13). Asi, los vectores de velocidad lineal y angular pueden ser calcual-
dos a través de (6.57), con [ = 1, usando:

Jo, == (Nh+ o+ J3)+ H J, (6.60)

W

1 . R .
K, = 3Ry [S(&r) Jo + 5(gp)Jy + S(2r).:) (6.61)

donde las jacobianas auxiliares J;, J;, J, y J. estan definidas en
expresiones para el caso del Hexapod estédn dadas en (6.50)-(6.52

(6.48) y (6.49), y sus
).

Piernas

El robot Hexapod tiene seis piernas, dos en cada lado del tridngulo de la base. La
figura 6.4 muestra el lado i (¢ = 1,2,3) con las piernas 2i — 2 y 2i — 1 (las cuales
estdan acopladas a las articulaciones activas con el mismo nimero). Para el anélisis,
considérese que la pierna 2t — 2 corresponde al cuerpo | = 2i y la pierna 2i — 1 al cuerpo
Il =2i+ 1. Asi, en la cuenta de b = 25 cuerpos rigidos, las piernas corresponden a los
nimeros [ = 2,3, ..., 7.

Por simplicidad, supdéngase que cada pierna es simétrica, asi que su centro de masa,



etiquetado como Ga;_o 6 Go;_1, estda en el punto medio del segmento correspondiente,
ya sea BiDyi_9 6 PiDy;_s.

Como se observa en la figura 6.4, Fs; o v Fs 1 son los puntos medios de los
segmentos C; Dy o v C;Dy;—1, respectivamente, por lo tanto ro,m, , = —Tcmy , =

- T

20 _ _ 1 . e

LY Ry, (1) [1 0 0} Y TEy 1Gaion = TEy 2Gain = 3TCip; ast que, los vectores de
posicion de Goj—o y Gai—1, TGy, ¥V TGy, €stan dados por:

T2% = TGy o =TC, T TCiEy o5 T TEy G o
rB.C, — % . _1121'272
= "Ry (8) | —£% + sram cos(di) | = srp +"R(8) | — ik
- T; 1 2\/§1 2 C;i P 1 - 2 P; T; 1 4\/§
ET’CZ.pZ.SGH(QSZ’) 0
y
T2+l = TGy =TC, TTCEy T TEy 1Goi s
’ r,c; + 4 1 qz%:l
0 1 0
= RTi (ﬁl) _2—\/B§1 + Teip COS(QSZ') = §TP1' + RTi (ﬁl) _ﬁ
ET’CZ.pZ.SGH(QSZ’) 0

Ahora, considerando los marcos ¢, Xp,, , ¥ 2Xp,,_,, definidos al final de la seccién
6.1, y mostrados en la figura 6.3, se tiene que la orientacién de las piernas 2i — 1 y
21 — 2, con respecto al marco de la base, esta respectivamente dada por:

0R2i = 0RD21'71:ORTi(ﬁi)RE(¢i)RZ(ai)
"Roiv1 = °Rp,_, = "Rr,(8;)Ra(di) Ro(— ;)

donde se emplearon las matrices de rotacién elementales R,(-) y R.(-) definidas en

(3.6) y (3.8), respectivamente, y donde fueron empleadas las relaciones: sen(q;) =

Tc.p,. G O, P; . .
% = & y cos(oy) = =%, con re,p, y G definidos en (6.8) y (6.9), respectiva-

mente, y L la longitud del eslabon.

Ahora, aplicando (6.58) y (6.59) para [ = 2i y [ = 2i + 1, puede verificarse que

_®i-2 B2l
Ja, = lJi + Ry (ﬁz)ﬁ 02 JGoiy = 1Ji + "Ry, (ﬁZ)ﬁ (2) (6.62)
27 2 i 8p 0 Y 2i+1 2 i 8p 0 Y
. B 0 0
i 0| O i 0 1 0
KGzi = feip 3 0 + q__ ¢Z - YR 0
L 0p 0 2L 0p 0 2rcipi Op G



pierma platforma ]

articulacion PU

parte 2 \

articulacion S
parte 2

articulacion S
parte 1

articulacién PU
parte 1

piernas <

Figura 6.5: Cuerpos rigidos en las articulaciones del Hexapod: (a) articulaciéon PU, (b)
articulacion S.

y
0% _ 0 0
rcipi O g O 1 0
Kg, ., = — - i — | 0 6.63
@i T L 9p 0 2L Op (é  oremiop | (6.63)
di
asi que
Q22 G2i-1
1. 0 2 1. 0 2
Vg = ETPi + "R, (5;) 0 ) Vi1 = ETPi + "R, (8s) 0 )
0 0
TCiPi ¢’L TCiPi ¢’L
2, & 21, e
wa; = ﬁl i | y Wa2it1 = —12—L i
T 2rcips L 2rcipi 4

Articulaciones P y U

Noétese que las articulaciones prismética (P) y universal (U) pueden ser vistas como una
articulacion compuesta de 2 g.d.l. entre la base del robot y cada una de sus piernas.
Cada articulacién PU contiene dos cuerpos rigidos (o partes) intermedios los cuales
pueden ser apreciados en la figura 6.5(a):

e Articulacién PU, parte 1: Esta es la base de la articulaciéon U, la cual se mueve
a lo largo del lado de la base del triangulo, variando la articulacién activa corres-
pondiente; debido al efecto del actuador en la articulacién P.



e Articulacién PU, parte 2: Es el eslabén acoplado entre la parte 1 de una articu-
lacion PU y la pierna correspondiente, su movimiento combina el desplazamiento
de una coordenada articular activa y la rotacién de una coordenada articular
pasiva correspondiente a la variacion del angulo ¢.

Articulacion PU, parte 1

Considérese que la parte 1 de la articulacién PU 2i — 2 corresponde al cuerpo
[l = 2i 4+ 6 y la misma parte de la articulacion PU 2; — 1 al cuerpo | = 2¢ + 7. Asi,
las primeras partes de las articulaciones PU son los cuerpos rigidos con los niimeros
1=38,9,..,13.

Notese que la posicién del vector del centro de masa para la primera parte de una
articulacion PU es:

Toirs = "Rr,(5i) [—qui—e d —lcl}T o Tarr ="Ry,(3) [q2i-1 d —lcl}T,

donde d = —% y l., es la distancia del punto Dy;_5 v el punto Ds;—; (con i = 1,2, 3),
al centro de masa de la parte 1 de la articulacion PU correspondiente. Por lo tanto

0

T 8 T
SGaivs = ORTi (ﬁl)a_p [—(J2z’—2 d _lcl} Y JGayr = ORTi (ﬁl)a_p [Q2i—1 d —ZCJ
(6.64)
Y como estas partes no giran, entonces
KG2i+6 = KG2i+7 — O E Rsxg- (665)

Articulacion PU, parte 2

Para la enumeracion de cuerpos rigidos, considérese que la parte 2 de la articulacién
PU 2¢ — 2 corresponde al cuerpo rigido [ = 2i + 12, y la parte 2 de la articulacion PU
2i—1 al cuerpo | = 2i+13. Asi que, la segunda parte de la articualcién PU es el cuerpo
rigido con los nimeros | = 14,15, ..., 19.

El vector de posicién de la segunda parte de la articulacion PU es

Toirs = "Rr,(6:) [—qai2 d U}T o 7ot ="Rp,(3) [quic1 d U}T

donde d = —%. Asi que
0 0 T 0 0 T
JG2i+12 = RTi (ﬁl)ﬁ_p [_Q2i—2 d 0} y JG2i+13 = RTi (ﬁl)a_p [Q2i—1 d 0} . (666)

La orientacién de esta parte para [ =2t — 2y [ = 2i — 1 esta dada por

0R2i+12 = 0R2i+13 = ORTZ' (ﬁZ)R(QSZ)



Figura 6.6: Marcos coordenados empleados para modelar las articulaciones esféricas.

asi que

0 T
KG2i+12 = KG2i+13 = 8_p [ ¢ 0 0 } : (667)

Articulaciones S

En el robot Hexapod hay soélo tres articulaciones esféricas. La articulacion esférica i
estd ubicada en el lado 7 de la base del triangulo, y une el vértice @); del tridngulo
asociado a la plataforma con las piernas 2t — 2 y 2¢ — 1. La figura 6.6 muestra el
lado del robot en primer plano. Cada articulacién esférica puede ser analizada como
una articulacién compuesta, formada por un articulacién universal y un articulacion
rotacional, o bien, como tres articulaciones rotacionales independientes; sean 6#y;, 6o; v
f3; las coordenadas de la articulacién S en el lado ¢ del robot. Noétese en la figura 6.6
que estos tres angulos pueden ser considerados los angulos de Euler de la convencién
XY Z, los cuales permiten expresar la orientacion relativa del marco X con respecto
al marco denotado en la misma figura como Xy,. En otras palabras, 6y;, fs; v 03; son
los angulos que Xy, tiene que rotar para tener la misma orientaciéon que .



Ahora, con respecto a la postura del marco Xy, , es importante notar que el origen de
este marco esta en el punto P;, y su orientacion esta dada por la siguiente composicion
de matrices:

"Ry, = "Rr,(8:)Ru(¢:)“ Ry,
donde

0
“Ry,= |0 € SO(3)
1

o O =
o = O

es la matriz de rotacion que da la orientacién relativa del marco ¥y, con respecto a
Ye,.

Analizando los marcos coordenados en la figura 6.6, es claro que la siguiente ex-
presién es valida:

*Rp = "Ry,(8i) Ra(i)”" Ry, R (615) Ry (02:) R (0;) (6.68)

donde las matrices elementales de rotacion R,(-), R,(-), y R.(-) estan definidas en
(3.6)-(3.8).

Aplicando la propiedad R~! = RT de las matrices de rotacién R € SO(3), se puede
reescribir (6.68) como

Ry (01:) Ry (02:) R (03:) = " Ry, Ro(60)" "R, (8)" R = “ Re(p) (6.69)

Los angulos 61;, 09;, v 03; pueden ahora ser calculados usando las formulas estandar
para la convencién de angulos de Euler XY7Z (ver (Craig, 2005)), es decir:

Qli = atanQ( Rgg(p) Rgg(p)) (670)

egi = atan2 (RLg(p), \/Rzg(p)z + R373(p)2) (671)
05 = atan2 (—Ri2(p), R11(p))

donde R, ,(p) es el elemento (u,v) de la matriz “* Rp(p) definida en (6.69).

Ademas, hay dos cuerpos rigidos (o partes) en cada articulacién esférica (ver figura

6.5(b)):

e Articulacién S, parte 1: Este es el eslabon que esta acoplado a las piernas a través
de la articulacién rotacional con 6y; como variable articular.

e Articualcién S, parte 2: Este eslabén estd acoplado a la parte 1 (de la misma
articulacién S) y a la plataforma a través de las articulaciones rotacionales cuyas
coordenadas son 6y; y 0.



Articulacion S, parte 1

Las primeras partes de las articulaciones S, corresponden a los cuerpos rigidos con
[ = 20,21,22, 6, en términos de i, a [ = 19 +¢. Por simplicidad, considérese que el
centro de masa de este cuerpo rigido se encuentra en el punto F;, es decir

Ti9+i = Tp

asi que
JG19+i = Ji (6.72)
donde J; = %1—51' )
El marco asociado a este cuerpo rigido esta etiquetado como X1; en la figura 6.6, y
su orientacién esta dada por:

Rig+i(p) = "Rr,(3i) Re(9:)“ Ry, R (61:);

y se puede mostrar que

0 0
KG19+i = Rr(eli)TCiRT [Cbz 0 O}T + a—p [911’ 0 O}T,

donde el término %95 puede ser calculado tomando la derivada parcial de (6.70), obte-

niéndose que
OR OR
06, Roa(p)55L: — Rya(p) 5P

op Ry3(p)? + Rs3(p)?

Asi, la velocidad angular estd dada por:

. i 0ir
Y191 = Re(01:)"C Rﬁi 0O+ 10
0 0

Articulacion S, parte 2

Las segundas partes de las articulaciones S corresponden a los cuerpos rigidos con
I = 23,24,25, 6, en términos de i, a [ = 22 + i. En este caso, el centro de masa de
la parte 2 de la articulacién S no esta en el punto P; pero si a una distancia [., en la
direccién de zp, es decir
Tooti = Tp, +l.2p

asi que
JG22+Z' - Jz + lct]z; (674)

donde J; = 8551' y J, = aaz_; estd dada en (6.52) para el robot Hexapod.




El marco asociado a este cuerpo esta etiquetado como Xg; en la figura 6.6, y su
orientacion estd dada por:

ORoo+i(p) = "Rr,(8i) Re(0:)“ Ry, Re(615) Ry (62:);

asi que se puede demostrar

0
Key., = Ry(02) Kay.,, + 3 [0 6, 0]" (6.75)
donde el término 895 puede ser calculado tomando la derivada parcial (6.71), obtenién-
dose
0 9 ORs;:
00, (R23(p)* + Rss(p)?) Ré;(p — Ry 3(p) (Rz,s(P) R;;p(p + R3 3 (p)Rg’iz(p))
op v Ra3(p)? + Ry 3(p)? '

Asi que la velocidad angular esta dada por:

0

22+i _ T19+i )
waoyi = Ry(02) Wigyi + |02

0

Obsérvese que la velocidad angular de este cuerpo rigido esta dada como una funcién
de la velocidad angular de la parte 1 de la articulacién S correspondiente.

6.3.2 Calculo del modelo dinamico inverso

De acuerdo con (4.87)-(4.90) la energia cinética y potencial total del robot Hexapod

esta dada por:
25

Z ’Cl Z ml’UlT’Ul + lwllllwl} (676)

=1

25 25
=> U =- [Z mlrlT] g, (6.77)
=1 =1

Ahora, reemplazando (6.57) en (6.76) se tiene que

25

N Z .

’C(p? p) = §pT [ ml‘]g;l‘]Gl _I_ Kg;lIlKGl] p
=1



y comparando con (4.87) y (4.93), es claro que

25

M(p) = Z [miJd Ja, + K5 LK, | (6.78)

=1

donde las jacobianas Jg, y K¢, con | = 1,2,...,25, para el robot Hexapod fueron
obtenidas en la seccién anterior (ecuaciones (6.60), (6.61), (6.62)-(6.67) y (6.72)-(6.75)),
y los parametros dinamicos m; y I; fueron determinados para el robot Hexapod emple-
ando el modelo CAD del robot en SolidWorks.

Una vez que se calcula M(p), el vector de fuerzas centrifugas y de Coriolis puede
obtenerse a partir de (4.94) como:

Clo.p) = (o)~ 556" M(p) (6.79)

Finalmente, el vector de fuerzas gravitacionales puede ser obtenido aplicando (4.95)
a (6.77), es decir,

9(p) = 8%{7;@ = — [Z mlag(pp) ] g,=— [Z mljgl] g, (6.80)

donde g, = [0 0 —go}T, con g, = 9.81 [m/s?] como la aceleracién debida a la fuerza
de gravedad.

Una vez que las matrices del modelo dindmico no minimo, dadas por (6.78), (6.79),
y (6.80) son calculadas, es posible emplear la matriz A(q) dada en (3.42), es decir

1

A(q) = [ Q.9 " 1q.9)
o oq

9%x6
e R,

para calcular las matrices correspondientes al modelo dindmico minimo (4.97)

T = My(q)q + Cy(q,@)q + g,(q) (6.81)

-1
usando (4.98)-(4.101). Los términos 87(;%)’@ y a'y((?%,@ estdn dadas en (6.53) y (6.54),

respectivamente.



6.4 Validacion de los modelos

Para realizar la validacion del modelo cinematico directo y el modelo dinamico inverso
del robot Hexapod, obtenidos en las secciones previas, se llevaron a cabo simulaciones
en las cuales, para un perfil de movimiento asignado a las articulaciones activas, se
compararon los resultados obtenidos de los modelos obtenidos (el MCDP y el MDI) con
los correspondientes resultados obtenidos al emplear el software SolidWorks Motion.

Una vez definida la trayectoria articular deseada, fueron calculados a través de Solid-
Works Motion: (a) el vector de coordenadas de postura de la plataforma & € R® (tres
coordenadas cartesianas y los dngulos de Euler), el cual es la salida del MCDP; y (b) el
vector de fuerzas generalizadas en las articulaciones activas T, el cual es la salida del
MDI. Enseguida, los resultados generados por SolidWorks Motion fueron comparados
con las trayectorias proporcionadas por las expresiones analiticas del MCDP y el MDI
obtenidas en las secciones 6.2.1 y 6.3.2.

SolidWorks Motion es un moédulo de la familia de productos de SolidWorks®), el
cual es 1til para el analisis y diseno de mecanismos, cuando se cuenta con el modelo
CAD. SolidWorks Motion puede calcular el modelo cinematico y dindmico de forma
numérica para un movimiento deseado basado en el tiempo.

Las trayectorias que fueron asignadas a las articulaciones activas estdn dadas por el
vector:

co(1 — e‘“tz)sen(wot)
Clgl — e‘“tagsengwlt;
co(1 — e " )sen(wst
q,(t) = q(0)+ (1 — 6_“tz)sen (st) m, (6.82)
ca(1 — e‘“ta)sen(w@)
| es(1—e ™ )sen(wst) |

donde q(0) corresponde al vector de coordenadas activas en la configuracion de casa,
el cual, segin las especificaciones del robot esta dado por:

g(0)=01765[1 1 1 1 1 1]'m
y corresponde a la postura de la plataforma dada por el vector de posicién:
re(0) = [2(0) y(0) 2(0)]"=[0 0 0424 ] m (6.83)

y la matriz de rotacién °Rr(0) = I, o de manera equivalente, el vector de dngulos de
Euler (convencién ZYX):

(A0) w(0) »(0)]" = [0 0 0] rad. (6.84)



Los parametros de la trayectoria (6.82) fueron seleccionados como ¢y = ¢35 = ¢5 = 0.05
m], c1 = cg =4 = 0.08 [m] kK = 1[s73] y wp = w1 = 2wy = 2w3 = 4wy = 4dws = 3
[rad/s|]. Es importante notar que esta trayectoria comienza en la posicién inicial con
velocidad y aceleracion nulas (es decir, q,(t) = q4(t) = q4(t) = 0 para t = 0). También
noétese que cuando t — 00, la trayectoria deseada se reduce a una funcién sinusoidal
simple en cada eje.

Una vez que el vector de posicién rr y la matriz de rotacién °Ryr han sido cal-
culados siguiendo los pasos al final de la secciéon 6.2.1, los angulos de Euler ZYX son
determinados usando las expresiones siguientes:

A = atan (Tﬂ)
T11
—T31
/,L = atan <ﬁ>
VTt T

32
v = atan| — ).
733

donde r;; es el elemento 7, j de la matriz *Rp.

Los parametros cinematicos empleados son L = 0.866[m|, L = 0.3689(m]| y Hpg =
.090[m], mientras que los pardametros dindmicos son H* = .0791[m], l., = 0.0287[m],
le, = 0.03081[m] y los proporcionados en la tabla 6.2.

Tabla 6.1: Parametros dindmicos del Hexapod para validacién del modelo.

| Cuerpo rigido | Masa [Kg] || (Ixx,Iyy, Izz) [Kg - cm?] ||
Plataforma mévil 2.085 (198.58,199.84, 396.31)
Pierna k 0.44917 (54.66, 0.50, 54.78)
PU-articulacién parte 1 0.3194 (4.94,5.51,2.51)
PU-articulacién parte 2 0.2200 (1.76,3.36, 1.75)
S-articulacién parte 1 0.2200 (1.75,1.76, 3.36)
S-articulacion parte 2 0.3025 (5.864,1.22,5.218)

La figura 6.7 muestra la evolucién de las seis variables operacionales que definen la
postura de la plataforma calculada por SolidWorks Motion y las expresiones analiticas
del MCDP. Debe notarse que ambos graficos son muy similares. Si se consideran los
primeros 20 segundos mostrados en la figura 6.7, la maxima desviaciéon entre ambos
graficos esta dada por & = 0.55 [mm], § = 1.28 [mm] y Z = 0.235 [mm], & = 0.1314°
mm|, 8 = 0.1050° [mm] y ¥ = 0.1317° [mm].

La figura 6.8 muestra la evolucién temporal de las fuerzas generalizadas generadas

por SolidWorks y las expresiones analiticas del MDI. La desviaciéon méaxima de ambas
gréficas es: 7, = 0.179 [N], 7, = 0.239 [N], 7, = 0.143 [N], 7,, = 0.116 [N], 7,, = 0.094
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Figura 6.7: Coordenadas de postura de la plataforma calculadas por el modelo analitico
(linea azul) y SolidWorks Motion (linea negra), respectivamente.
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Figura 6.9: Diagrama esquematico del controlador de doble lazo.

[N] y 7, = 0.096 [N].
Es claro, por los resultados presentados en esta seccion, que las expresiones analiticas

obtenidas del modelo cinematico directo de postura y del modelo dindmico inverso del
robot Hexapod son validadas por el software SolidWorks Motion.

6.5 Experimentos en tiempo real

En esta seccion se presentan los resultados de la implementacién de dos controladores
de seguimiento de postura en espacio operacional en el robot paralelo Hexapod que se
encuentra en el laboratorio de Mecatrénica y Control del Instituto Tecnolégico de la
Laguna. Los controladores evaluados son:

e Un controlador jerarquico de doble lazo que consiste en un controlador cinematico
del tipo conocido como control de movimiento resuelto (RMRC) en el lazo externo
(cuya salida es el vector de velocidades articulares deseadas), y un PI en el lazo
interno, para controlar las velocidades articulares.

e Un controlador por dinamica inversa, cuya salida es el vector de torques deseados
requeridos para cancelar la dindmica no lineal del robot

Es importante mencionar que el controlador cinemético requiere el calculo de la
inversa de una matriz jacobiana analitica, mientras que el controlador dindmico usa el
modelo dindmico inverso del robot.

Los experimentos fueron llevados a cabo usando el software proporcionado por
Quanser, a través de la plataforma de Matlab/Simulink y la herramienta QUARC
para control en tiempo real.

6.5.1 Controlador de doble lazo

La figura 6.9 muestra el diagrama de bloques del controlador de doble lazo propuesto
como un controlador de seguimiento en espacio operacional para el robot Hexapod. La



aplicacion de este controlador a robots manipuladores seriales y el anélisis de estabilidad
correspondiente se reportan en (Camarillo et al., 2008).

Por control cinematico se entiende cualquier esquema que usa una jacobiana para
calcular las velocidades articulares deseadas directamente de las variables de postura
de la tarea deseada. Asi, un controlador cinematico es frecuentemente empleado como
un lazo externo de un controlador de doble lazo, tal como el de la figura 6.9. En este
trabajo se emplea un controlador cinematico del tipo conocido como ”de velocidad
resuelta’, el cual fue propuesto por Whitney (Whitney, 1969). Usando este esquema,
la velocidad articular deseada para el lazo interno, puede ser escrita como:

va=Jala)”" |&+ KE|. (6.85)

donde vy € R™ es el vector de velocidad articular deseado, Ja(q) € R®*C es la matriz
jacobiana definida en (6.56), éd € R% es la derivada temporal de €, £ = £, — £ € R®
es el vector de error de postura en espacio operacional y K € R%*% es una matriz de
ganancias de control simétrica y definida positiva.

Bajo el supuesto de seguimiento perfecto de velocidad, es decir, ¢ = vg4, pre-
multiplicando ambos lados de (6.85) por J4(q) y sustituyendo (6.56), se tiene

£ — —KE (6.86)

y como K es una matriz simétrica definida positiva, se llega a la conclusién de que

& — 0 conforme t — .

Sin embargo, un controlador de velocidad articular real no asegura el seguimiento
instantaneo de la velocidad deseada vy4. En la practica, se obtiene el seguimiento
de velocidad asintética en lugar de seguimiento ideal de velocidad. Por lo tanto, la
implementacién del control cinemético (6.85) requiere el diseno de un controlador de
velocidad articular.

Para este fin definase el error de velocidad articular como:
v=vy—qeR" (6.87)
De modo que ahora, considerando (6.56), (6.85) y (6.87), se tiene que:
£=—-KE&+ Ja(q)p, (6.88)

en vez de (6.86).

Para el lazo interno en la figura 6.9, cosidérese el clasico controlador proporcional



integral PI de velocidad usado en robots industriales, el cual puede ser escrito como:
t
T=K,v+ Ki/ vdt,
0

donde K,, K; € R™" son matrices diagonales definidas positivas, y n es el nimero de
articulaciones actuadas.

Resultados experimentales

Los experimentos comenzaron en la configuracién de casa del robot Hexapod, la cual
estd dada por el siguiente vector de coordenadas articulares:

g(0)=01765[1 1 1 1 1 1] m,
el cual corresponde a la postura:

rr(0)=[0 0 0.424}Tm y P(0)=[0 0 O}Trad.

Como trayectoria deseada se empled:

[ ci(1— 6_’“2) cos(wt)
ra(t) = ca(1 — e )sen(wt) m
ca(1 — ™) (sen(wt) — 20) + 0.424
[ cs(1— ™) cos(wt)
Yy(t) = | es(1- 6_“tz)sen(wt) rad
| (1 — e )sen(wt)

con ¢; = ¢ =cg = 2z = 0.02 [m], k = 0.01[s7*], w = 0.207 [rad/s], y cs = 5 = ¢ = &5
[rad]. Es importante hacer notar que se eligié esta trayectoria para que los vectores

. T .
correspondientes de las coordenadas de postura §; = [ rl v,/)dT } , comiencen en la

T
posicién de casa, mientras que los vectores de velocidades [ rl o, } y aceleraciones

.. T
de postura [ Pl ¢dT } sean cero en t = 0. Notése que cuando t — oo, la trayectoria

deseada se reduce a funciones sinusoidales simples en cada eje.

Los parametros cinematicos del robot, empleados durante los experimentos fueron
medidos directamente en el robot real, obteniéndose: L = 0.866[m]|, L = 0.378[m] y
HPQ = 090[m]

Durante los experimentos, la matriz de ganancias en el controlador cinematico fue
elegida diagonal e igual a K = diag{15, 15,10, 15,10,10}[s7!], y para el controlador
de velocidad, las matrices seleccionadas fueron K, = 30005 [Nm -s/rad] y K; =
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Figura 6.10: Controlador de doble lazo: Norma del error de posicion.

4750.616 6) [Nm/rad]. El proceso de sintonizacién del controlador se realizé eje por eje
a prueba y error.

Las figuras 6.10 y 6.11 muestran, respectivamente, la evolucion en el tiempo del error
de posicién (coordenadas cartesianas) y el error de orientaciéon (en dngulos de Euler
ZYX). Nétese que en ambos casos se tienen errores cercanos a cero, lo que significa que
la postura del efector final de la plataforma movil sigue la trayectoria deseada.

Las figuras 6.12 y 6.13 muestran las velocidades alcanzadas y los torques aplicados
a las articulaciones prismaticas actuadas, respectivamente.

Por otro lado, segiin los datos proporcionados por el fabricante, los motores pueden
aceptar una velocidad méxima de 0.65 [m/s|, y un par maximo de 0.530 [Nm)] (el par
méximo de arranque es de 5.65 [Nm]), que corresponde a 333.01 [N]. Las figuras 6.12
y 6.13 muestran las velocidades alcanzadas y las fuerzas aplicadas a las articulaciones
prismaticas actuadas en el desempeno del controlador de doble lazo. Nétese que T, y
q son relativamente pequenas.

6.5.2 Controlador por dindmica inversa

El control por dindmica inversa es una técnica clasica para realizar control de segui-
miento de robots manipuladores cuyo objetivo es encontrar una ley de control que
linealice y desacople el sistema mecéanico, al agregar los términos no lineales necesarios
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Figura 6.11: Controlador de doble lazo: Norma del error de orientacion.
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Figura 6.12: Controlador de doble lazo: Velocidades alcanzadas en las articulaciones
prismaticas.
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Figura 6.13: Controlador de doble lazo: Fuerzas aplicadas en las articulaciones prisma-
ticas.

a la entrada de control (Cheah & Haghighi, 2014).

En este trabajo se emplea el controlador por dindmica inversa en espacio operacional
propuesto por Khatib (Khatib, 1987), el cual emplea dngulos de Euler para parametrizar
la orientacion, por lo que se habla de un controlador por dindmica inversa en espacio
operacional. Este controlador esta dado por:

T =M(q)Ja(q)™" [Ed + Kv€ + Kpk — Ja(a)d] + Cla, q)q + a(q), (6.89)

donde J4(q) € R%*" es el jacobiano analitico definido en (6.56), J4(q)™! su inversa
y jA(q) su derivada respecto al tiempo, Kp, Ky € R*¢ son matrices de ganancias
de control definidas positivas, y € = €, — € € RS, siendo &, é’d y é’d los vectores de
coordenadas de postura deseada, sus velocidades y aceleraciones respectivamente.

La figura 6.14 muestra el diagrama de bloques del controlador dado por la ecuacion
(6.89). Sustituyendo esta ley de control en la dindmica del robot (6.81), y suponiendo
que J4(q) es de rango completo en la regién del espacio en que se desea trabajar, es
posible demostrar, usando & = J 4(g)q y su derivada temporal que el sistema en lazo
cerrado es:

E‘I'Kvé—l-KpE:OERG,

el cual es un sistema lineal con un equilibrio en el origen que es asintéticamente estable.



Figura 6.14: Diagrama esquematico del controlador por dindmica inversa.

Tabla 6.2: Parametros dindmicos del Hexapod para experimentos.
| Cuerpo rigido || Masa [m] || (Ixx, Iyy, Izz) 10~ *[Kg] - [m?] |

Plataforma mévil 1.7917 (253.98, 253.98, 505.01)
Pierna 0.3900 (46.54,46.54,0.35)
A. prismética 0.3194 (4.94,5.51,2.51)
A. universal 0.2200 (1.76, 3.36,1.75)
A. rotacional i1 0.2200 (1.75,1.76, 3.36)
A. rotacional 2 0.3025 (5.864,1.22,5.218)

Resultados experimentales

Para la implementacion del controlador por dindmica inversa se usaron la misma trayec-
toria deseada, las mismas condiciones iniciales y los mismos parametros cinematicos que
en el controlador de doble lazo. Los pardmetros dinamicos del robot empleados en los
experimentos se muestran en la tabla 6.2, y fueron obtenidos a partir de informacién
proporcionada por el fabricante y el empleo del modelo de SolidWorks disponible.

Durante los experimentos las matrices de ganancias seleccionadas fueron Kp =
diag{35, 35, 50, 80, 100,90}[10% /s*] y Ky = diag{190, 250, 420, 550, 550, 500}[1/s]. El
proceso de sintonizacién del controlador se realizo eje por eje y fueron empleados valores
aproximados a los obtenidos a través de las férmulas de sintonizacién de un controlador
PID, para lograr una respuesta criticamente amortiguada.

Las figuras 6.15 y 6.16 muestran la evolucion en el tiempo de la norma del error de
posicién (en coordenadas cartesianas) y del error de orientacién (en angulos de Euler,
convencion ZYX).

Notese que ambas normas se mantienen acotadas, lo que significa que la postura de
la plataforma mavil sigue la trayectoria deseada con un error relativamente pequeno.
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Figura 6.15: Controlador por dindmica inversa: Norma del error de posicion.
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Figura 6.16: Controlador por dindmica inversa: Norma del error de orientacion.

La figura 6.17 muestra las fuerzas aplicadas a las articulaciones prismaticas. Nétese
que T y @ son relativamente pequenas.
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Figura 6.17: Controlador por dindmica inversa: Fuerzas aplicas en las articulaciones
prismaticas.



Capitulo 7

Conclusiones

7.1 Aportaciones del trabajo

Enseguida se enumeran las aportaciones de esta tesis:

e Se llevo a cabo el andlisis de las diferentes convenciones de parametros D-H, el es-
tudio permitié observar que es posible definir dos convenciones mas de parametros
D-H no reportadas en la literatura. También se estudié la forma de implementar
la metodologia de Denavit-Hartenberg a la obtencién del modelo cinematico de
robots con cadena abierta, arborescente y cerrada.

e Se definieron los conceptos formulacion para modelo cinemdtico y formulacion
para modelo dindmico.

e Se realizo un estudio detallado de las cuatro formulaciones més importantes para
modelado dindamico de robots, y se investigaron las relaciones entre éstas.

e Se obtuvo el modelo cinemético y dinamico de un robot con cadena cinematica
abierta, un robot con cadena cinemaética cerrada y un robot movil con ruedas, a
través de coordenadas independientes, coordenadas sujetas a restricciones holo-
némicas y coordenadas sujetas a restricciones no holonémicas, respectivamente.
En cada caso se emplearon las formulaciones de modelado dindamico estudiadas.

e Se evaluaron y compararon cuantitativamente las cuatro formulaciones estudi-
adas, aplicadas a los mecanismos indicados en el parrafo anterior. Esta evalua-
cion permitié conocer que con el avance tecnoldgico actual, la formulacion de
Euler-Lagrange en estos dias resulta ser la méas rapida para calcular un modelo
dindmico mientras que la de Newton-Euler resulté ser la formulacién que propor-
cion6 el modelo dindmico con un tiempo de ejecuciéon menor, en comparacién con
las otras tres formulaciones analizadas, al menos para los robots analizados en la
tesis.
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e Se obtuvo el modelo cinematico y dindmico del robot paralelo Hexapod. Cabe
resaltar que el modelo dinamico de este robot no se encuentra ain publicado en
la literatura.

e Se implement6 el modelo CAD del Hexapod en SolidWorks Motion, con el fin
de obtener de forma numérica (a través de elemento finito) el modelo cinematico
y dindmico del robot. Los resultados obtenidos permitieron validar los modelos
analiticos obtenidos.

e Se implementaron controladores en el robot Hexapod que emplean tanto el modelo
cinematico como el modelo dinamico. Los resultados fueron bastante satisfacto-
rios, por lo que se logré llevar a cabo el control de postura del robot y la validacion
experimental de los modelos cinematico y dindmico obtenidos.

Como resultado de todo lo anterior, hasta la fecha se tienen las siguientes publica-
ciones y trabajos sometidos:

e Bernal, J., Campa, R. Analysis of the Different Conventions of Denavit-Hartenberg
Parameters. The International Review on Modelling and Simulations (IREMOS).
(Aceptado, 2018). (Bernal & Campa, 2015)

e Bernal, J., Campa, R. y Soto, I. Kinematics and dynamics modeling of the 6-
3-PUS-type Hexapod parallel mechanism. Journal of Mechanical Science and
Technology (Aceptado, 2018). (Bernal et al., 2018)

e R. Campa, J. Bernal y I. Soto. Modeling and motion control of the 6-3-PUS-type
Hexapod parallel mechanism. In: O. O. Vergara-Villegas, M. J. Nandayapa-
Alfaro and A. I. Soto-Marrufo (Eds.). Advanced Topics on Computer Vision,
Control and Robotics in Mechatronics. Springer (in press) (Campa et al, 2018).

e Bernal, J. y R. Campa. Control por dindmica inversa del robot paralelo Hexa-
pod. Memorias del Congreso Mexicano de Robodtica 2016. Mazatlan, Sinaloa.
Noviembre 2016 (Bernal & Campa, 2016).

e Campa, R., J. Bernal y I. Soto. Kinematic modeling and control of the Hexapod
parallel robot. Proceedings of the IEEE 2016 American Control Conference (pp.
1203-1208). Boston MA, USA. Julio 2016 (Campa et al., 2016).

e Bernal, J., R. Campa y I. Soto. Solucién de la cinematica directa e inversa del
robot paralelo Hexapod. En Memorias del Congreso Mexicano de Robdtica 2015.



Los Cabos, BCS, México. Noviembre 2015 (Bernal et al., 2015).

e Campa, R. y J. Bernal. Analisis de las Diferentes Convenciones de Parametros
Denavit-Hartenberg. En Memorias del Congreso Internacional de Robodtica y
Computacién 2015. Los Cabos, BCS, México. Abril 2015 (Campa & Bernal,
2015).

7.2 Problemas abiertos

Los puntos de esta tesis que quedaron pendientes y que se dejan como trabajo futuro,
se resumen a continuacién:

e Establecer una metodologia general que emplee paramétros D-H para la obtenciéon
del modelo cinemético de robots con coordenadas generalizadas independientes y
con coordenadas generalizadas sujetas a restriccioens holonémicas y no holonom-
icas.

e Proponer una metodologia general que emplee cuaterniones duales para la ob-
tencién del modelo cinematico de robots con y sin restricciones.

e Proponer una metodologia general que emplee nimeros duales para la obtencién
del modelo dindmico de robots con y sin restricciones. Actualmente solo existe
una metodologia aplicable a robot seriales.

e Emplear diversas formulaciones de modelado dinamico de robots para proponer
nuevas metodologias empleando numeros duales. Actualmente solo existe desar-
rollada la metodologia con niimeros duales para la formulaciéon de Euler-Lagrange
y Newton-Euler, para robots seriales.

e Aplicar y evaluar las formulaciones estudiadas en esta tesis a robots con mayor
nimero de grados de libertad, con la finalidad de evaluar su desempeno conforme
el nimero de grados de libertad aumenta.

e Proponer una metodologia para calcular la solucion real del MCDP de robots tipo
plataforma de Stewart, como lo es el Hexapod.

e Descubrir el significado fisico de la matriz %(éﬂ)), con la finalidad de obtener
de forma sencilla y practica sus valores singulares, ya que éstos determinan en
qué puntos el modelo cinematico y el modelo dindmico de robots con restricciones
holonémicas no pueden ser determinados, y ademas, el control tampoco es posible,

a través de las metodologias mostradas en esta tesis.



e Obtener una metodologia general para obtener el grado de movilidad de cualquier
robot con cadena cerrada.



Capitulo 8

Apéndices

8.1 Coordenadas de Pliicker y el principio de trans-
ferencia

Para localizar una recta en el espacio se necesitan cuatro coordenadas independientes.
Existen diferentes parametrizaciones de la postura de una recta, una de ellas fue prop-
uesta por Pliicker (Rooney, 2007) y consiste en especificar dos vectores: un vector
unitario w en la direccion de la recta y un vector de posicion p del origen del marco
de referencia a un punto de la recta. En la figura A.1 se muestra una recta y los dos
vectores que la caracterizan.

Las coordenadas de Pliicker estan dadas por:

{ S(pyu } eR

y se encuentran sujetas a las siguientes restricciones:

vu=1 |, u’ S(p)u = 0.

Ahora bien, dado que u es un vector unitario sus componentes son los cosenos de
los angulos directores a, o, y o, mostrados en la figura A.1, es decir:

cos(ay)

u= | cos(ay) (8.1)
cos(a)
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Figura 8.1: Parametros de una recta en el espacio.

y por lo tanto:

pycos(a;) — pzcos(ay)
S(p)u = | p.cos(ay) — prcos(a,) (8.2)
prcos(ay) — pycos(a)

donde p,,p, y p. son las componentes de p € R®.

En la figura A.1 se muestran también los segmentos a,, a, y a. que indican la
distancia minima entre la recta y los ejes X,Y y Z, respectivamente. De la misma
figura, y de la definicién del producto cruz de vectores, es facil comprobar que los
vectores unitarios en direccién de los segmentos a,, a, y a. son, respectivamente:

T XU . JjXu . kxu

a,=———; Qy,=————; G, =
“ sen(ay) Y sen(a,) Y sen(ay)

Es importante senalar que estos vectores indican la direccién de la normal comin
a la recta dada por uw y cada uno de los ejes del marco. Y como la distancia entre dos
rectas es igual a la proyeccién de cualquier vector que vaya de una recta a la otra en la
direccién de la normal comin a ambas rectas, entonces se tiene que

4y = pla, — pTS(;Z)u _ _;ZTS(p)u _ _pycos(az) — pocos(ay)
z x sen(az) Sen(am) Sen(am)




v PSGu §TS(Pu pacos(as) — pecos(as)

sen(ay,)  sen(ay) sen(oy,)
_ 1, _P'S(ku_ kTS(p)u _ pecos(ay) — pycos(as)
a, = pa,= =— =—
sen(a,) sen(a,) sen(a,)
Asi que
azsen(oy)
S(p)u = — | aysen(ay) | . (8.3)
a.sen(a,)

En (Rooney, 2007) se explica cémo las coordenadas de Pliicker se pueden expresar
con un vector de tres nimeros duales u + 0S(p)u € S2, C D3, donde, en general,

D={u+oveD":ulu=1u"v=0}

se denomina aqui una hiperesfera unitaria dual, que es una variedad de dimensién 2n.
De (A.1) y (A.3) se tiene que

cos(ay) — ogagzsen(ay) cos(a, + oa,)
u+oS(p)u= | cos(ay) —oaysen(ay) | = | cos(ay + oay)
cos(a,) — oasen(a,) cos(a, + oa,)

donde se ha usado la definicién de una funcién dual (ver seccién 3.2.3).

Por otro lado, si se define a = [, az]T € S? a=la; ay az]T € R? y la funcién
T T
coseno de un vector v = [v, v, v;]" como cos(v) = [cos(v,) cos(vy) cos(v,)] , entonces
es posible escribir

u+oS(p)u=[I+0cS(p)lu = cos(ax + ca). (8.4)

El término a + oa se conoce como vector de angulos directores duales. Notese que la
parte primaria de cos(a 4+ oga) es el vector de cosenos directores de u y por lo tanto
definen la direccién de la recta; la parte secundaria determina el desplazamiento de la
recta con respecto al origen (si @ = 0 entonces la recta pasa por el origen).

Lo que se acaba de hacer es comprobar que la parametrizacion de la postura de una
recta que no pasa por el origen, dada por las coordenadas de Pliicker, puede verse como
una extension de la parametrizacion de una recta que pasa por el origen dada por los
cosenos directores. Esto se logra simplemente “dualizando” los angulos directores, de
modo que

Qg — Qg + 0y,

Qy — Qy + 00y

a, — Oy + 0a,



En otras palabras, si un vector unitario u en la direccién de una recta que pasa por
el origen, es parametrizado usando

cos(ay)
cos(ay,) | € 8% C R,
cos(a)

entonces un vector unitario en la direccién de una recta que no pasa por el origen es
parametrizado por

cos(ay + oay) cos(ay) a, sin(oy)
cos(ayy +0a,) | = | cos(ey) | —o | aysin(ay) | € S5 C D,
cos(a, + oay) cos(a) a sin(a)

con las siguientes restricciones holonémicas:
2 2 2 _
cos”(ay) + cos*(ay) + cos™(a,) =1

a cos(ay) sin(ay, ) + a, cos(ay) sin(ay) + a, cos(a,) sin(a,) = 0.

Todo lo anterior es una aplicacion simple del llamado principio de transferencia que fue
establecido inicialmente por Kotelnikov en 1895, el cual menciona que: “geométricamente,
la relacién entre una cantidad real y su correspondiente cantidad dual es escencialmente
la relacién entre la geometria de lineas que se intersectan (geometria esférica) y la ge-
ometria de las lineas alabeadas (geometria espacial).”(Rooney, 2007)

Cabe recordar que las lineas (rectas) alabeadas (“skew lines” en inglés) son las
rectas que no son paralelas ni se intersectan en en el espacio; esto equivale a decir que
no pertenecen al mismo plano.

La geometria esférica tiene que ver con el conjunto de lineas rectas que se intersectan
en el espacio. La geometria espacial tiene que ver con la situacion méas general de lineas
alabeadas o no intersectantes en el espacio. Ahora bien, para rotaciones alrededor de un
punto fijo, O, todos los ejes de rotacién se intersectan en O y la geometria es esférica;
mientras que para desplazamientos en tornillo, es decir, rotaciones y traslaciones sobre
lineas alabeadas, la geometria es espacial.

La relacién entre la geometria esférica y la geometria espacial esta dada por el
Principio de Transferencia, el cual establece lo siguiente (Rooney, 2007).

“todas las leyes y férmulas relacionadas a una configuracién esférica (que
involucra lineas intersectantes y angulos reales) son también vélidas cuando
se aplica a una configuracién espacial equivalente de lineas alabeadas, si
cada angulo «, en la formulacion esférica se reemplaza por el correspondiente
angulo dual o + ca.”

El principio de transferencia y el algebra de nimeros duales son asi empleados para



obtener parametrizaciones de la postura (posicién y orientacién) de un cuerpo rigido a
partir de parametrizaciones de sélo la orientacion.

8.2 Analisis de las convenciones de parametros D-H

El analisis en esta seccién aplica a robots manipuladores seriales con n dof, los cuales
requieren un conjunto de 4n parametros D-H para definir su modelo cinemaético.

Primero hay que enfatizar el hecho de que, desde el punto de vista de cinematica,
todas la convenciones de D-H son equivalentes, en el sentido de que producen el mismo
modelo cinematico de un robot manipulador, con la tinica condiciéon de que los marcos
solidarios a la base y al elemento terminal sean los mismos. En otras palabras, el modelo
cinematico es independiente de la convencién D-H empleada para obtenerlo.

En la seccién B.1 se analiza primero el hecho de que para un robot dado, el conjunto
de los 4n parametros D-H de una convencién no es tnico, sin embargo, existe un
numero finito de conjuntos, obtenidos cuando el sentido de un par de ejes coordenados
de cualquier marco ¥; en la cadena cienematica es invertido (es decir, cambiando el
sentido de los ejes, pero no su direccién). Estos conjuntos de parametros D-H originados,
para una convencién dada, es llamado aqui: wvariante. Notese que dos variantes son
equivalentes si éstas comparten el mismo marco inicial y final (es decir, las dos variantes
producen el mismo modelo cinematico del robot).

Después de esto, en la seccién B.2 se hace una comapracion de las seis convenciones
que fueron descritas en (3.2), con el fin de resaltar las relaciones que existen entre
sus parametros D-H y mostrar como, de un variante dada, es posible determinar otra,
incluso de una convencion diferente.

8.3 Conjuntos equivalentes de parametros D-H

Si analizamos las reglas para colocar los marcos de coordenadas de las familias originales
y modificadas, observamos que, en ambos: (a) los ejes Z de los marcos asociadas a cada
eslabon siempre van a lo largo del eje de articulacién correspondiente (excepto el ultimo
marco, y el marco ¥ en las convenciones de la familia M), y (b) los ejes X van a lo largo
de la linea normal comun a dos ejes Z consecutivos. Pero las reglas no dicen nada sobre
el sentido de cada uno de estos ejes, y por lo tanto es arbitrario. Este hecho conduce a
la posibilidad de diferentes variantes de parametros D-H para el mismo robot, incluso
cuando se utiliza una convencién particular.

Para el analisis, notemos que el sentido positivo de un eje se indica por su punta de
flecha. Ademsds, si A (con A € {X,Y,Z} ) es un eje de coordenadas, entonces el vector
unitario correspondiente en la direccién de A, que indica su sentido positivo, es a (con



ac{zyz})

Con el fin de establecer un procedimiento general para determinar todas las posibles
variantes equivalentes de los pardmetros D-H en un robot manipulador, es necesario
definir una convencién base y una variante base para tal convencién (de modo que
todas las otras variantes se puedan calcular a partir de esa variante base). En lo que
sigue, supongamos que la convencién base es la O1 (esta eleccién no es significativa,
ya que como se mostrara en la seccién B.2, dado un conjunto de parametros para una
convencion D-H, el conjunto correspondiente para cualquier otra convencion puede ser
determinado.

Entonces la variante base (o variante cero) de la convencién 01, es la variante que
cumple con las siguientes reglas adicionales para colocar los marcos coordenados:

1. Parai =1,2,...,n,elegir el sentido positivo del eje Z;_; de modo que el movimiento
correspondiente del eslabén i con respecto al eslabon ¢ — 1, ya sea a lo largo o
alrededor de dicho eje (dependiendo del tipo de articulacién), produce un incre-
mento de la correspondiente variable articular (es decir, d; o 6; respectivamente).
El eje Z, se elige de modo que tenga el mismo sentido que el eje Z, ;. En un
robot real, como la direccién en la que cada variable de articulacion aumenta
normalmente se especifica, la eleccién de todos los ejes Z para la variante base se
determina facilmente.

2. Parai=1,2,...,n, elegir el sentido positivo del eje X; de acuerdo con lo siguiente:
si los ejes Z;_1 y Z; no son paralelos, entonces el vector unitario x; estda dado por
&; = z;_1 X z; (donde x representa el operador de producto cruz); si los ejes Z;_;
y Z; son paralelos entonces el vector x; senala de Z; ;| a Z;. El sentido del eje X
se puede elegir arbitrariamente.

Para identificar los ejes X y Z del i-ésimo marco coordenado de la variante base (los
que cumplen con las reglas anteriores), denotémoslos como X; y Z;; ademds sea &; y z;
los vectores unitarios que dan el sentido positivo de X; y Z;, respectivamente; entonces
ii(Xi, Y, Z-) es el marco correspondiente, donde el eje Y; tiene un sentido positivo dado
por el vector unitario y; = z; X &;.

Después de un andlisis detallado de las diferentes variantes de la convencion O1I,
obtenidas cambiando el sentido de los ejes Z; y X; de cualquier marco ¥; de la variante
de base, es posible llegar a las siguientes conclusiones:

e Sélo hay cuatro formas de orientar cualquier marco ¥; en la cadena cinematica
(1=1,2,...,n), dependiendo del sentido de los ejes X; y Z; correspondientes.

e Para describir cada una de las orientaciones posibles del marco ¥;, asignémosle
un par de pardmetros binarios pu; y v; que indican el sentido de los ejes X; v Z;,
respectivamente. Si u; = v; = 0, entonces se obtine ¥;(X;,Y;, Z;), este caso es



Tabla 8.1: Parametros y ejes para los cuatro casos que determinan la orientacién del
marco ;.

|[Caso i |vi| Xi | Zi | Si(Xy,Yi,Z) |
0 010 X | 4 | %(Xy,Y, %)
1 110X Z |S(-Xy Y2
2 0 1] X5 | -Z | %(Xs, Y5, —Zy)
3 11| =X | —Z | 8i(—-X, Y, - Z;)
0 0 0 Xz _z iz( _ia _ia Zz)

etiqutado como caso 0 en la tabla B.1. Los otros tres casos (etiquetados como 1,
2 y 3) también se presentan en esta tabla.

e Suponiendo, sin pérdida de generalidad, que el marco de base ¥y es el mismo, y
que posee los pardmetros g = 1y = 0 para todos los casos, entonces hay variantes
equivalentes de parametros DH que producen el mismo modelo cinematico de un
manipulador de robot en serie con n dof (es decir, tienen el mismo marco ¥y y
¥;). Pero, como también hay cuatro maneras de orientar el marco ¥, entonces
hay cuatro posibles modelos cinematicos, y un total de 4" posibles variantes.

e Cada una de las 4™ variantes puede ser identificada por un cédigo numérico for-
mado por n digitos, donde cada uno de los digitos puede ser 0, 1,2 6 3, indicando,
segun los casos de la Tabla B.1, como cada uno de los marcos ¥; de coordenadas
para) estd orientado respecto a la variante de base.

Segin la notacién anterior, para un robot con n = 4 dof la variante 2032 (o V/2032)
corresponde a la que ¥y se orienta como en el caso 2, ¥y como en el caso 0, X3 como en
el caso 3, y ¥4 como en el caso 2. Por lo tanto, vale la pena notar que las 4! variantes
equivalentes (con el mismo modelo cinematico) son aquellas que tienen el mismo ultimo
digito en el cédigo numérico, y que la variante base es la etiquetada con tunicamente
Ceros.

Como ejemplo, considere el caso de un robot planar de 2-dof. La fig. B.1 muestra
el diagrama cinemético de tal mecanismo utilizando las cuatro maneras diferentes de
colocar el marco coordenado intermedio ¥, el cual cumple con las reglas de la familia
O. De acuerdo con la notacion ya descrita y los parametros de sentido del eje mostrados
en el figura, los diagramas mostrados corresponden a las variantes denotadas como V00
(la variante base), V10, V20 y V30. La tabla B.2 muestra la conjuntos de parametros
D-H para los cuatro casos mostrados en la figura B.1, empleando la convenciéon O1;
utilizando estos parametros es posible calcular las MTH correspondientes y verificar
que todas estas variantes producen el mismo modelo cinematico.

El siguiente paso es obtener los parametros D-H para todas las posibles variantes,
siempre y cuando conozcamos los parametros D-H de la variante base. Para ello, se
representaran los parametros D-H de la variante base como d;, 0;, a; y @; los cuales dan
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Figura 8.2: Diagrama cinematico para las cuatro equivalentes variantes de un robot
planar de 2-dof: (a)V00; (b)V10;c)V20;(d)V30.

Tabla 8.2: Parametros D-H de la convencién O1 para los casos mostrados en la figura

B.1.
V00 V10
a6 Jale] [lal & [ a [o]
1 0 q1 Li |0 1 0 g1+ —L1 10
2 0 qo Lo | O 2 0 qo + T Lo 0
V20 V20
a0 [afo] [lal A [ a [a]
11010 @ | L1 | m 10 q+nm | L1 |7
21 0| —q | Lo | 7 210 | —gg+7 | Lo T




Tabla 8.3: Parametros D-H para las 16 diferentes combinaciones de parametros de
sentido.

| (i1, vic1, pa, vi) || (di, 05, a;, o) || (i1, Vie1, iy vi) || (ds, 0, ai, ;)

(0,0,0,0) (Ji,éi,(_li,di) (0,0,0, 1) (Ji,éi,(_li,di —|—7T)
(1,0,0,0) (di,ei—ﬂ',ai,di) (1,0,0,1) (di,ei—ﬂ',ai,di—l—ﬂ')
(0,1,0,0) (—di,—ei,ai,di —7T) (0,1,0,1) (—di,—ei,ai,di)
(1,1,0,0) (—di, —9i+7T,(_li,C_Jéi—7T) (1,1,0,1) (—di, —9i+7T,(_1i,di)
(0,0,1,0) (di,ei—l—ﬂ', —a;, —di) (0,0,1,1) (di,ei—l—ﬂ', —Q;, — O —7T)
(1, 0,1, 0) (dz, 0;, —aj, —di) (1, 0,1, 1) (dz, 0;, —a;, —di)
(0,1,1,0) (—di,—ei—ﬂ', —a;, —di-i—ﬂ') (0,1,1,1) (—di,—ei—ﬂ', —a;, —di)
(1,1,1,0) (—di,—HZ-, —(_li,—di-i—ﬂ') (1,1,1,1) (—di,—ei,—(_li, —di)

la postura relativa del marco ¥; con respecto al marco ¥;_; cuando los parametros de
sentido de ambos marcos es cero.

Es posible demostrar que, partiendo de los parametros D-H de la variante base, los
parametros de D-H de cualquier variante estan dados por las siguientes expresiones:

di = (=1)"d; (8.5)
0, = (=1)""(0; + [ + pia]m) (8.6)
a; = (=1)Fa (8.7)
0; = (1" (G + [vi +viam) (8.8)

donde (p;—1,vi—1) v (pi,vi) son los parametros de sentido de los marcos ¥;_; y X,
respectivamente.

Como solo hay 16 combinaciones de los parametros de sentido, para dos marcos con-
secutivos de coordenadas ( ¥;_1 y ¥;) podemos calcular explicitamente los pardmetros
D-H para esas combinaciones, y obtener la tabla (B.3), la cual es muy 1til para calcular
los parametros D-H de cualquier variante siempre que tengamos los parametros D-H
base y los parametros de sentido de todas los marco de la cadena cinematica.

Podemos verificar que los pardmetros D-H en la tabla B.1 cumplen con las expre-
siones (B.1)-(B.1) y también con la tabla B.3.

Como un segundo ejemplo, considere el robot de 3 dof en la fig. (B.2), y supongamos
que, por alguna razén, estamos interesados en calcular los parametros D-H considerando
los cuatro marcos coordenados mostrados en linea continua roja en la misma figura,
que satisfacen las reglas de la convencién O1. La figura (B.2) muestra también, en linea
discontinua, los ejes correspondientes a la variante base de la misma convencién, por lo
que es facil verifique que los parametros de sentido (u; y v4, ¢ = 1,2, 3) son los indicados



Figura 8.3: Diagrama cinematico de un robot de 3-dof, considerando la variante V312
de la convencién O1.

z
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Figura 8.4: Diagrama cinematico de un robot de 3-dof, considerando la convencién M1.

en la misma figura (se supone que el marco ¥ tiene pp = vy = 0). Entonces podemos
verificar que los marcos que nos interesan corresponden a la variante V'312.

Usando la Tabla (B.3) es posible verificar que los pardmetros D-H para la variante
base (V000) y la variante V312 estan dados en la Tabla (B.4).

8.3.1 Relacion entre las convenciones estandar

En la subseccién previa se desribieron la sreglas para obtener los parametros D-H de
todas las variantes de un aconvencion (la convencién O1). Pero que pasa, si se tiene
interes en usar una convencion diferente a la 01,7 En esta seccién se muestra como es



Tabla 8.4: Parametros cinematicos y dinamicos de los mecanismos analizados.

V 000 V312

Lilldi| 6 [ailoi [i]di] 6 [ ai [au]
L Lhi|la+5]0 |3 L0 |lan—5| 0 | 5
2 0 q2 L2 0 2 0 q2 —L2 s
31 0 qs3 Ly | 0 310 |ggs+7m| Lg | 7

Tabla 8.5: Parametros cinematicos y dindmicos de los mecanismos analizados.

Convencién O1 Convencion O2 Convenciéon O3
Lifldi] 6 Jaloa]| [ifldia] n [ ai [ oo | [i]dia] Oia [aia[aia]
1| Lh|gag+5] 0] 35 1| Li ¢ +5| O 7 1| Ly |@¢+5] O 7

2 0 q2 Lg 0 2 0 q2 L2 0 2 0 q2 L2 0

3 0 q3 L3 0 3 0 q3 L3 0 2 0 q2 Lg 0
Convenciéon M1 Convencion M2 Convencién M3
[([d] o [olo] G & & Jaales] [lda] oo o]
LI Li|@aa+5] 0|0 || Lt i+ 75 0 0 1| Lt o+ 75 0 0

21 0 q2 0|75 2 0 q2 0 5 2 0 q2 0 5

3 0 q3 L2 0 3 0 q3 L2 0 3 0 q3 L2 0

41 0 0 L3 | 0 4 0 0 L3 0 4 0 0 L3 0




posible establecer relaciones entre los corrspondientes parametros D-H de difeerentes
convenciones.

Para esto, considérese por simplicidad el modelo cinematico directo de un robot
manipulador de 2 gdl. Entonces, la MTH °T, para las tres convenciones de la falilia O
seria:

O1: OTQ = TZO (dl, 91)TX1 (al, Oél)Tzl (dg, QQ)TXZ (ag, Oég) (89)
02: OTQ = TZO (do, eo)TXl (al, Oél)Tzl (dl, 91)TX2 (ag, Oég) (810)
03 : OTQ = TZO (do, 90)TX1 (ao, Oé(])TZl (dl, QI)TXQ (al, Oél) (8.11)

(8.12)

Por otro lado, si se usa la familia M se tiene lo siguiente:

M1 : 01—'3 = TXO (al, Oq)Tzl (dl, 91)TX1 (ag, Oég) . T22 (dg, QQ)TXZ (ag, Oég)TZ3(d3, 93) (813)
M2 : 0T3 = TXO (ao, Oé(])TZl (dl, 91)TX1 (al, Oq) . T22 (dg, QQ)TXZ (ag, Oég)TZ3(d3, 93) (814)
M3 : 01—'3 = TXO (ao, Oé(])TZl (d(], QO)TXl (al, Oél) . T22 (dl, 91)TX2 (ag, Oég)TZ3(d2, 92) (815)

Pero como la primera y la tultima MTH son igual a la identidad, es posible comparar
todas las convenciones. Para el caso general, se tienen las siguientes relaciones entre
las tres convenciones de la familia O:

02— 01: di,0) = “Ndip1,0i01) v (s, 0) =" (a5, 05)  (8.16)

03— 02: %(di,0:;) = (di,0:) v “(as,0) = *(airr, i) (817)
03 01: (di,0;) = “"(dix1,01) v “(ai,00) = (i1, i) (8.18)

De manera similar se pueden obtener las relaciones entre las tres convenciones de
la familia M:

M2 M1 "(di,0;) = "™Nd;,0;) v "*ai, i) =" a1, i) (8.19)
M3 & M2: "™(di,0;) = "(dig1,0i01) y " (@i, 00) =" (@i, 00)  (8.20)
M3 M1 "™(di,0;) = "dit1,0i11) v " (@i, @) =" (air1, ia(B-21)

asi como entre las convenciones correspondientes de ambas familias:

M1~ O1: ml (dz, 91) = ol (dz, 91) y ml (ai, Oéi) =o! (ai_l, Oéi_l) (822)
M2 — 02 : mz(di, 91) = Oz(di_l, Qi_l) y mz(ai, Oéi) = Oz(ai, Oéi) (823)
M3 — 03 : mg(di, 91) = Og(di, 91) y mg(ai, Oéi) = 03 ai—1, Oéi_l). (824)

Empleando las expresiones anteriores, es posible determinar la relacién entre dos



convenciones de parametros D-H cualesquiera.

La figura B.3 muestra el diagrama cinematico de el mismo robot en la figura B.2,
pero ahora se siguieron las reglas para colocar los marcos segin la familia M. La tabla
B.5 muestra los parametros D-H de las seis convenciones estudiadas en este documento
para el robot mostrado en la figura B.2 (variante 000) y la figura B.3.

Es también importante notar que si se siguen las reglas para obtener el conjunto
n;base de parametros D-H, entonces, los ejes X; en todas las seis convenciones coinciden
(no asi los origenes de los marcos). Incluso, las tres conevnciones de cada familia tienen
la misma ubicacién de los marcos. Todo esto puede observarse en la figuras 3.3-77.
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Apéndice A

Coordenadas de Plucker y el
principio de transferencia

El contenido de este apéndice es tomado de (Bernal, 2013).

Para localizar una recta en el espacio se necesitan cuatro coordenadas independi-
entes. Existen diferentes parametrizaciones de la postura de una recta, una de ellas fue
propuesta por Pliicker (Rooney, 2007) y consiste en especificar dos vectores: un vector
unitario w en la direccion de la recta y un vector de posicion p del origen del marco
de referencia a un punto de la recta. En la figura A.1 se muestra una recta y los dos
vectores que la caracterizan.

Las coordenadas de Pliicker estan dadas por:

{ S(pyu } eR

y se encuentran sujetas a las siguientes restricciones:

vu=1 |, u’ S(p)u = 0.

Ahora bien, dado que u es un vector unitario sus componentes son los cosenos de
los angulos directores a, o, y o, mostrados en la figura A.1, es decir:

cos(ay)

u= | cos(ay) (A.1)
cos(a)
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Figura A.1: Pardmetros de una recta en el espacio.

y por lo tanto:

pycos(a;) — pzcos(ay)
S(p)u = | p.cos(ay) — prcos(a,) (A.2)
prcos(ay) — pycos(a)

donde p,,p, v p. son las componentes de p € R>.

En la figura A.1 se muestran también los segmentos a,, a, y a. que indican la
distancia minima entre la recta y los ejes X,Y y Z, respectivamente. De la misma
figura, y de la definicién del producto cruz de vectores, es facil comprobar que los
vectores unitarios en direccién de los segmentos a,, a, y a. son, respectivamente:

~

. T XU . JjXu . kxu

a,= a, =
sen(a,)” Y sen(qy) Y sen(ay)

donde 2, 3 y k son los vectores unitarios en direccién de los ejes X, Y y Z, respectiva-
mente.

Es importante senalar que estos vectores indican la direccién de la normal comin
a la recta dada por u y cada uno de los ejes del marco. Y como la distancia entre dos
rectas es igual a la proyeccién de cualquier vector que vaya de una recta a la otra en la



direccién de la normal comin a ambas rectas, entonces se tiene que

a, = pla,= p"S(1)u B _;ZTS(p)u _ pycos(az) — pscos(ay)

sen(az)  sen(as) sen(a,)
a, = pla, = p'S(3)u _ _jTS(p)u _ _pzcos(am) — pcos(a)
Y Y sen(ay) sen(ay) sen(ay)
a. = pla, = p'S(k)u _ _kTS(p)u _ _ pacos(ay) — pycos(ay)
) © sen(a) sen(a,) sen(as)
Ast que
agsen(oy)
S(p)u = — | aysen(ay) | . (A.3)
azsen(a)

En (Rooney, 2007) se explica cémo las coordenadas de Pliicker se pueden expresar
con un vector de tres nimeros duales u + 0S(p)u € S2, C D?, donde, en general,

L={ut+oveD"  v'u=1u"v=0}

se denomina aqui una hiperesfera unitaria dual, que es una variedad de dimensién 2n.
De (A.1) y (A.3) se tiene que

cos(ay) — ogagzsen(ay) cos(a, + oa,)
u+oS(p)u= | cos(ay) —oaysen(ay) | = | cos(ay + oay)
cos(a,) — oasen(a,) cos(a, + oa,)

donde se ha usado la definicién de una funcién dual (ver seccién 3.2.3).

Por otro lado, si se define a = [, az]T € S? a=la; a, az]T € R? y la funcién
T T
coseno de un vector v = [v, v, v;]° como cos(v) = [cos(v,) cos(vy) cos(v,)] , entonces
es posible escribir

u+oS(p)u=[I+0cS(p)lu = cos(ax + ca). (A.4)

El término a + oa se conoce como vector de angulos directores duales. Notese que la
parte primaria de cos(a 4+ oga) es el vector de cosenos directores de u y por lo tanto
definen la direccién de la recta; la parte secundaria determina el desplazamiento de la
recta con respecto al origen (si @ = 0 entonces la recta pasa por el origen).

Lo anterior permite comprobar que la parametrizacion de la postura de una recta
que no pasa por el origen, dada por las coordenadas de Pliicker, puede verse como
una extension de la parametrizacion de una recta que pasa por el origen dada por los
cosenos directores. Esto se logra simplemente “dualizando” los angulos directores, de



modo que

Q, — Qg+ oa,
Qy — Qy+ 0ay

o, — Q,+oa,

En otras palabras, si un vector unitario w, en la direcciéon de una recta que pasa
por el origen, es parametrizado usando

cos(ay)
cos(ay) | € 8% C R?,
cos(a)

entonces un vector unitario, en la direccion de una recta que no pasa por el origen, es
parametrizado por

cos(ay + oay) cos(ay) a, sin(oy)
cos(ayy +0ay,) | = | cos(ey) | —o | aysin(ay) | €S, C D,
cos(a, + oay) cos(a) a, sin(a)

con las siguientes restricciones holonémicas:
2 2 2 _
cos”(ay) + cos*(ay) + cos™(a,) =1

a cos(ay) sin(ay, ) + a, cos(ay) sin(ay) + a, cos(a,) sin(a,) = 0.

Todo lo anterior es una aplicacién simple del llamado principio de transferencia que
fue establecido inicialmente por Kotelnikov en 1895, el cual menciona que: “geomé-
tricamente, la relacién entre una cantidad real y su correspondiente cantidad dual es
escencialmente la relacién entre la geometria de lineas que se intersectan (geometria
esférica) y la geometria de las lineas alabeadas (geometria espacial).” (Rooney, 2007)

Cabe recordar que las lineas (rectas) alabeadas (“skew lines” en inglés) son las
rectas que no son paralelas ni se intersectan en el espacio; esto equivale a decir que no
pertenecen al mismo plano.

La geometria esférica tiene que ver con el conjunto de lineas rectas que se intersectan
en el espacio. La geometria espacial tiene que ver con la situacion méas general de lineas
alabeadas o no intersectantes en el espacio. Ahora bien, para rotaciones alrededor de un
punto fijo, O, todos los ejes de rotacién se intersectan en O y la geometria es esférica;
mientras que para desplazamientos en tornillo, es decir, rotaciones y traslaciones sobre
lineas alabeadas, la geometria es espacial.

La relacién entre la geometria esférica y la geometria espacial esta dada por el
Principio de Transferencia, el cual establece lo siguiente (Rooney, 2007).



“todas las leyes y férmulas relacionadas a una configuracién esférica (que
involucra lineas intersectantes y angulos reales) son también vélidas cuando
se aplica a una configuracién espacial equivalente de lineas alabeadas, si
cada angulo «, en la formulacion esférica se reemplaza por el correspondiente
angulo dual o + ca.”

El principio de transferencia y el algebra de nimeros duales son asi empleados para
obtener parametrizaciones de la postura (posicién y orientacién) de un cuerpo rigido a
partir de parametrizaciones de sélo la orientacion.



Apéndice B

Analisis de las convenciones de
parametros D-H

El analisis en esta seccion aplica a robots manipuladores seriales con n gdl, los cuales
requieren un conjunto de 4n parametros D-H para definir su modelo cinematico. La
totalidad de este seccion fue extrida de (Bernal & Campa, 2015).

Primero hay que enfatizar el hecho de que, desde el punto de vista de cinematica,
todas la convenciones de D-H son equivalentes, en el sentido de que producen el mismo
modelo cinematico de un robot manipulador, con la tinica condiciéon de que los marcos
solidarios a la base y al elemento terminal sean los mismos. En otras palabras, el modelo
cinematico es independiente de la convencion D-H empleada para obtenerlo.

En la seccién B.1 se analiza primero el hecho de que para un robot dado, el conjunto
de los 4n parametros D-H de una convencién no es inico, sin embargo, existe un niimero
finito de conjuntos, obtenidos cuando el sentido de un par de ejes coordenados de
cualquier marco Y; en la cadena cinematica es invertido (es decir, cambiando el sentido
de los ejes, pero no su direccién). Cada uno de estos conjuntos de parametros D-H
originados, para una convencién dada, es llamado: wvariante. Nétese que dos variantes
son equivalentes si éstas comparten el mismo marco inicial y final (es decir, las dos
variantes producen el mismo modelo cinematico del robot).

En la seccion B.2 se hace una comparacién de las seis convenciones que fueron
descritas en la seccién 3.2, con el fin de resaltar las relaciones que existen entre sus
parametros D-H y mostrar como, de un variante dada, es posible determinar otra,
incluso de una convencion diferente.
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B.1 Conjuntos equivalentes de parametros D-H

Si se analiza las reglas para colocar los marcos de coordenadas de las familias originales
y modificadas, se observa que, en ambos: (a) los ejes Z de los marcos asociadas a
cada eslabén siempre van a lo largo del eje de articulacién correspondiente (excepto
el ultimo marco, y el marco ¥y en las convenciones de la familia M), y (b) los ejes
X van a lo largo de la linea normal comin a dos ejes Z consecutivos. Pero las reglas
no dicen nada sobre el sentido de cada uno de estos ejes, y por lo tanto es arbitrario.
Este hecho conduce a la posibilidad de diferentes variantes de parametros D-H para el
mismo robot, incluso cuando se utiliza una convencién particular.

Para el analisis, nétese que el sentido positivo de un eje se indica por su punta de
flecha. Ademsds, si A (con A € {X,Y,Z} ) es un eje de coordenadas, entonces el vector
unitario correspondiente en la direccién de A, que indica su sentido positivo, es a (con
acf{zyz})

Con el fin de establecer un procedimiento general para determinar todas las posibles
variantes equivalentes de los pardmetros D-H en un robot manipulador, es necesario
definir una convencién base y una variante base para tal convencién (de modo que
todas las otras variantes se puedan calcular a partir de esa variante base). En lo que
sigue, supéngase que la convencién base es la 01 (esta eleccién no es significativa, ya
que como se mostrara en la secciéon B.2, dado un conjunto de parametros para una
convencion D-H, el conjunto correspondiente para cualquier otra convencion puede ser
determinado.

Entonces la variante base (o variante cero) de la convencién 01, es la variante que
cumple con las siguientes reglas adicionales para colocar los marcos coordenados:

1. Para i =1,2,...,n, elegir el sentido positivo del eje Z;_; de modo que el movi-
miento correspondiente del eslabon i con respecto al eslabon ¢ — 1, ya sea a lo
largo o alrededor de dicho eje (dependiendo del tipo de articulacién), produce un
incremento de la correspondiente variable articular (es decir, d; o 6; respectiva-
mente). El eje Z, se elige de modo que tenga el mismo sentido que el eje Z,_;.
En un robot real, como la direccién en la que cada variable articular aumenta
normalmente se especifica, la eleccién de todos los ejes Z para la variante base se
determina facilmente.

2. Parai=1,2,...,n, elegir el sentido positivo del eje X; de acuerdo con lo siguiente:
si los ejes Z;_1 y Z; no son paralelos, entonces el vector unitario x; estda dado por
&; = z;_1 X z; (donde x representa el operador de producto cruz); si los ejes Z;_;
y Z; son paralelos entonces el vector x; senala de Z; ;1 a Z;. El sentido del eje X
se puede elegir arbitrariamente.

Para identificar los ejes X y Z del i-ésimo marco coordenado de la variante base (los
que cumplen con las reglas anteriores), dendtese como X; y Z;; ademds sean &; y 2;



Tabla B.1: Parametros y ejes para los cuatro casos que determinan la orientacion del
marco ;.

[ Caso | |vi| Xi | Zi | %i(X,,Y5,Z) |
0 010 Xi | Z | %N(Xi,Yi,Z)
1 110X | % |S(-Xy Y2
2 01| Xi | -Z | %Xy, -Yi,—Z))
3 11| =X, | —Z | Si(—X, Y, - Z;)
0 0 0 Xz _z iz( _za _ia Zz)

los vectores unitarios que dan el sentido positivo de X; y Z;, respectivamente; entonces
Yi(X;,Y;, Z;) es el marco correspondiente, donde el eje Y; tiene un sentido positivo dado
por el vector unitario y; = z; X &;.

Después de un andlisis detallado de las diferentes variantes de la convencion O1I,
obtenidas cambiando el sentido de los ejes Z; y X; de cualquier marco ¥; de la variante
de base, es posible llegar a las siguientes conclusiones:

e Sélo hay cuatro formas de orientar cualquier marco ¥; en la cadena cinematica
(1=1,2,...,n), dependiendo del sentido de los ejes X; y Z; correspondientes.

e Con el fin de describir cada una de las orientaciones posibles del marco ¥;, se le
asigna a éste un par de parametros binarios y; y v; que indican el sentido de los ejes
X; v Z;, respectivamente. Si p; = v; = 0, entonces se obtiene 3;(X;, Y;, Z;) v este
caso es etiquetado como caso 0 en la tabla B.1. Los otros tres casos (etiquetados
como 1, 2 y 3) también se presentan en esa tabla.

e Suponiendo, sin pérdida de generalidad, que el marco de base ¥, es fijo, y que
tiene los pardmetros py = 1y = 0 para todos los casos, entonces hay variantes
equivalentes de parametros D-H que producen el mismo modelo cinematico de un
robot manipulador serial con n gdl (es decir, tienen los mismos marcos ¥g y ;).
Pero, como también hay cuatro maneras de orientar el marco X, entonces hay
cuatro posibles modelos cinemaéticos, y un total de 4™ posibles variantes.

e Cada una de las 4™ variantes puede ser identificada por un cédigo numérico for-
mado por n digitos, donde cada uno de los digitos puede ser 0, 1,2 6 3, indicando,
segun los casos de la tabla B.1, como cada uno de los marcos de coordenadas ¥;
(para i = 1,2,...,n) estd orientado con respecto a la variante base.

Segin la notacién anterior, para un robot con n = 4 gdl la variante 2032 (o V/2032)
corresponde aquella en la que Y; se orienta como en el caso 2, s como en el caso 0,
Y3 como en el caso 3, y X4 como en el caso 2. Ademas, vale la pena notar que las
4"~1 variantes equivalentes (con el mismo modelo cinemético) son aquellas que tienen
el mismo ultimo digito en el codigo numérico, y que la variante base es la etiquetada
unicamente con ceros.
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Figura B.1: Diagrama cinematico para las cuatro variantes equivalentes de un robot
planar de 2 gdl: (a)V00; (b)V10;¢)V20;(d)V30.

Tabla B.2: Pardmetros D-H de la convencion O1 para los casos mostrados en la figura
B.1.

V00 V10
Lifdi] 6 [aifai] [i]di] 6 [ a [ai]
1 0 q1 Li| 0 1 0 g1+ —L110
2 0 qo Lo | O 2 0 qo + T Lo 0
V20 V20
Lifdi] 6 [aifai] [i]di] 6 [ a [a]
11010 @ | L1 | m 10 q+nm | L1 |7
21 0| —q | Lo | 7 210 | —gg+7 | Lo T

Como ejemplo, considérese el caso de un robot planar de 2 gdl. La figura B.1 muestra
el diagrama cinemético de tal mecanismo utilizando las cuatro maneras diferentes de
colocar el marco coordenado intermedio Y1, que cumplen con las reglas de la familia
O. De acuerdo con la notaciéon ya descrita y los pardmetros de sentido mostrados en
el figura, los diagramas mostrados corresponden a las variantes denotadas como V00
(la variante base), V10, V20 y V30. La tabla B.2 muestra los conjuntos de parametros
D-H para los cuatro casos mostrados en la figura B.1, empleando la convencién O1;
utilizando estos parametros es posible calcular las MTH correspondientes y verificar
que todas estas variantes producen el mismo modelo cinematico.

El siguiente paso es obtener los parametros D-H para todas las posibles variantes,



Tabla B.3: Parametros D-H para las 16 diferentes combinaciones de parametros de
sentido.

| (i1, Vi1, iy vi) || (di, 0, ai, i) | [ iy, vi1, iy vi) || (di, 0, ai, i)

(0,0,0,0) (Ji,éi,(_li,di) (0,0,0, 1) (Ji,éi,(_li,di —|—7T)

(di7 01 -7, aiv dz)

(di, 0; — 7, 04,05 + )

(_di7 _eia aiv o — 7T)

(—d;, —b;, a;, &)

(_di7 _91 + T, a4, O — 7T)

(_di7 _91 + aiv dz)

(di7 01 + T, —a;, —Qy — 7T)

(di, 6, —a;, — ;)

(di, 0;, —a;, — ;)

(_di7 _91 — T, —Qj, —Q; + 7T) (—dz, —91 — T, —Q;,

—di)

)
)
)
) (dz, 0; + 7, —aj;, —di)
)
)
)

===
—| o= o~ —
===
S ===
P Y Y e (O RS
N’ Raw! N R’ ! N Rl

(_di7 _eia _aia -0y + 7T)

(_di7 _eia _aia _dz)

siempre y cuando conozcamos los parametros D-H de la variante base. Para ello, se
representaran los parametros D-H de la variante base como d,, 8;, @; v &; los cuales dan
la postura relativa del marco ¥; con respecto al marco ¥;_; cuando los parametros de
sentido de ambos marcos es cero.

Es posible demostrar que, partiendo de los parametros D-H de la variante base, los
parametros de D-H de cualquier variante estan dados por las siguientes expresiones:

di = (=1)""d; (B.1)
0; = (=1)"1 (0 + [pi + pria]m) (B.2)
a; = (=" a (B.3)
0; = (=" "(q+ [vi +via]m) (B.4)

donde (p;—1,vi—1) v (pi,vi) son los parametros de sentido de los marcos ¥;_; y X,
respectivamente.

Como solo hay 16 combinaciones de los parametros de sentido para dos marcos
coordenados consecutivos (¥;_1 v ¥;) se pueden calcular explicitamente los pardmetros
D-H para esas combinaciones, y obtener la tabla B.3, la cual es muy ttil para calcular
los parametros D-H de cualquier variante siempre que tengamos los parametros D-H
base y los parametros de sentido de todos los marcos de la cadena cinemaética.

Se puede verificar que los parametros D-H en la tabla B.1 cumplen con las expre-
siones (B.1)-(B.4) y también con la tabla B.3.

Como un segundo ejemplo, considérese el robot de 3 gdl en la figura B.2, y supéngase
que, por alguna razén, interesa calcular los parametros D-H considerando los cuatro
marcos coordenados mostrados en linea continua roja en la misma figura, los cuales
satisfacen las reglas de la convencion O1. La figura B.2 muestra también, en linea




Figura B.2: Diagrama cinemético de un robot de 3 gdl, considerando la variante V312
de la convencién O1.

Tabla B.4: Parametros D-H de la convencién O1, para la variante 000 y la variante
312.

V 000 V312

Lilldi| 6 [aloa] [ifdi] 6 [ a [oif
| Li|ga+5| 0| % 110 jgp—35] O 5
2 0 q2 Lg 0 2 0 q2 —L2 ™
3 0 q3 L3 | 0O 310 |gs+m Lj T

discontinua, los ejes correspondientes a la variante base de la misma convencién, por lo
que es fécil verificar que los parametros de sentido (u; y v;, @ = 1,2, 3) son los indicados
en la misma figura (se supone que el marco ¥y tiene pg = 1y = 0). Entonces se puede
verificar que los marcos de interés corresponden a la variante V'312.

Usando la tabla (B.3) es posible verificar que los parametros D-H para la variante
base (V000) y la variante V312 estdn dados en la tabla (B.4).

B.2 Relacién entre las convenciones estandar

En la seccion previa se describieron las reglas para obtener los parametros D-H de todas
las variantes de una convencién (O1). Pero ;qué pasa si se tiene interés en usar una
convencion diferente a la 0,7 En esta seccion se muestra como es posible establecer
relaciones entre los corrspondientes parametros D-H de diferentes convenciones.

Para esto, considérese por simplicidad el modelo cinematico directo de un robot



Tabla B.5: Parametros D-H de las seis convenciones, para el robots de 3 gdl, variante
000.

Convencién O1 Convencion O2 Convencion O3

Lild] 6 [aifoa] [i]da] bin [ & [ o | [d]dia] Oix [aia[ain]
LWLy | +5] 0| % 1| Lh |a+5] O z 1| L1 o +5] O z

2 0 q2 Lg 0 2 0 q2 L2 0 2 0 q2 L2 0

3 0 q3 Lg 0 3 0 q3 Lg 0 2 0 q2 Lg 0
Convenciéon M1 Convencion M2 Convencién M3
([al o [ale] L al o Tailas] Glai] s [ailag]
1| Li|ga+5] 010 1| L1 |aa+75 0 0 1| L1 |+ 75 0 0

21 0 q2 0| 3 2 0 q2 0 5 2 0 q2 0 5

3 0 q3 L2 0 3 0 q3 L2 0 3 0 q3 L2 0

41 0 0 Ly | 0 4 0 0 L3 0 4 0 0 L3 0

manipulador de 2 gdl. Entonces, la MTH °T, para las tres convenciones de la familia
O serian:

O1:Ty = Ty (dr,01)Tx,(a1,01)Tz(da, 02)Tx, (a2, )
02:Ty = Ty, (do,00)Tx, (a1,01)Tz (d,61)Tx, (a2, as)
03:Ty = Ty, (do,00)Tx, (a0, 20)Tz (d,01)Tx, (a1, 1)

Por otro lado, si se usa la familia M se tiene lo siguiente:

M1: 0T3 = TXo(ab al)TZ1 (db QI)TX1 (a2> a2)TZ2 (d2> 92)TX2 (a3> a3)TZ3(d3> 93)
M2 : OT3 = TXo(a(b aO)TZ1 (db QI)TX1 (ab al)Tzz (d2> 92)TX2 (a27 a2)TZ3(d3> 93)
M3 : °Ty = Tx,(ao, a0) Tz, (do, 00)Tx, (a1, 1) Tz, (dr, 61)Tx, (a2, 2) Tz, (da, b2)
Pero como la primera y la iltima MTH son igual a la identidad, es posible comparar

todas las convenciones. Para el caso general, se tienen las siguientes relaciones entre
las tres convenciones de la familia O:

02 =01 = (di,0;) = " (dig1,011) v ai, 0) =i, i)
0302 :  %d;,0) ="(di,0;) v (ai,u) = (a1, is1)
0301 %(d;,0;) =" diz1,0i01) v P(ai, ) =" ai1, 2ig1)

De manera similar, se pueden obtener las relaciones entre las tres convenciones de
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Figura B.3: Diagrama cinematico de un robot de 3 gdl, considerando la convencién
MT1.

la familia M:

M2 e M1: ™(di,6;) = ™(di,0;) v (@i, @) =" am, @)
M3 M2: "™(di,0;) = "*(dits,0i1) "2
M3 — Ml . mg(di, 91) == ml(di_H, 9i+1)

y i, )
ml

y (Giy1, ig1)

asi como entre las convenciones correspondientes de ambas familias:

M1 < O1: ™(d;,0) = °di,0;) y ™ (a, ) =" (a1, i)
M2 02: "d;,0;) = *(di1,0i1) vy "Hai, ) = (s, )
M3~ 03 : mg(di, 91) = Og(di, 91) y mg(ai, Oéi) = Og(ai_l, Oéi_l).

Empleando las expresiones anteriores, es posible determinar la relacién entre dos
convenciones de parametros D-H cualesquiera.

La figura B.3 muestra el diagrama cinematico del mismo robot en la figura B.2,
pero ahora se siguen las reglas para colocar los marcos segin la familia M. La tabla
B.5 muestra los parametros D-H de las seis convenciones estudiadas en este documento
para el robot mostrado en la figura B.2 (variante 000) y la figura B.3.

Es también importante notar que si se siguen las reglas para obtener el conjunto
base de parametros D-H, entonces, los ejes X; en todas las seis convenciones coinciden
(aunque no asi los origenes de los marcos). Incluso, las tres convenciones de cada
familia tienen la misma ubicacién de los marcos. Todo esto puede observarse en la
figuras 3.3-3.8.



