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Resumen

Un giroscopio es un dispositivo para medir y mantener la orientacién de un cuerpo en el es-
pacio, conservando su eje invariable, aun cuando este se encuentre en movimiento de rotacion. El
giroscopio tiene aplicaciones muy importantes en las dreas de ingenieria de transporte en gene-
ral; como ubicar la direccién en las naves espaciales; como piloto automatico en aviones, misiles,
submarinos, etc. El objetivo de este trabajo es realizar controladores para un giroscopio de marca
QUANSER configurado para 3 grados de libertad (control de cada uno de sus 3 cardanes). Para
ésto, primeramente se obtiene el modelo dinamico basado en las ecuaciones aplicando la meto-
dologia de Euler-Lagrange. Posteriormente se linealiza el sistema con el método de linealizacién
exacta por retroalimentaciéon no lineal de los estados. Una vez linealizado el sistema, con la ayuda
del software SIMULINK de MATLAB se realizan las pruebas necesarias para comprobar su co-
rrecto funcionamiento. Después se disena un controlador PID y uno LQR para la configuracién de
3 grados de libertad. Y por ultimo se comparan los resultados de ambos controladores utilizando
diferentes referencias para cada uno de los cardanes. Hasta donde los autores conocen, no se ha
encontrado en la literatura cientifica estas estrategias de control para controlar las posiciones de
los 3 cardanes, por lo cual esta investigacion podra ser de utilidad para trabajos futuros, ya que se
mostraran resultados de su comportamiento y asi podran consultar por lo menos dos estrategias

diferentes para la seleccién de un controlador adecuado para la posicién angular de este dispositivo.
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Abstract

A gyroscope is a device to measure and keep the orientation of a body in space, while retai-
ning its axis invariable, even when it is in rotational motion. The gyroscope has very important
applications in transportation engineering areas; like locate the orientation in the spacecraft; as an
autopilot in airplanes, missiles, submarines, etc. The objective of this work is to create controllers
for a QUANSER-brand gyroscope configured for 3 degrees of freedom (control of each of its 3
gimbals). For this, the dynamic model based on the equations is obtained first by applying the
Euler-Lagrange methodology. Subsequently, the system is linearized with the exact linearization
method by non-linear feedback of the states. Once the system is linearized, with the MATLAB
SIMULINK software’s help, the necessary tests are carried out to verify its correct operation. Then
a PID controller and an LQR are designed for the configuration of 3 degrees of freedom. And fi-
nally the results of both controllers are compared using different references for each of the gimbals.
According the authors’ knowledge, these control strategies do not exist in the scientific literature
to control the positions of the 3 gimbals, so this research can be useful for future work by showing
results of its behavior and so we can consult at least two different strategies for the selection of a

suitable controller for the angular position of this device.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

Un sistema de control automatico es una interconexion de elementos que forman una configu-
racion denominada sistema, de tal manera que el arreglo resultante es capaz de controlarse por si
mismo [1]. El desarrollo de estos sistemas, han desempenado papeles de gran importancia en el
ambito de la ciencia y de la tecnologia moderna, convirtiéndose en piezas clave para el desarrollo
de sistemas de vehiculos espaciales, robots industriales, procesos de fabricaciéon de alta precision,
o en cualquier proceso industrial en donde intervengan variables susceptibles a ser medidas y
controladas, como la presion, el flujo, la temperatura, etc.

Para el modelado y la simulaciéon de sistemas de control se utilizan software especializados
como herramientas de simplificacion, entre ellas MATLAB (Matrix Laboratiry), un programa ma-
tematico que ofrece un IDE (entorno de desarrollo integrado) con lenguaje propio de programacion
(lenguaje M). Entre sus multiples funciones destacan la manipulacién de matrices, representacion
de datos y funciones, implementacion de algoritmos y la comunicacién entre programas con otros
lenguajes [2].

La aplicacion del control en cualquiera de sus vertientes no se limita a un area especifica. Por
ejemplo, algunas de sus aplicaciones modernas son el control de posicién satélites y navegacién
automatica de vehiculos(aviones, barcos, cohetes, naves espaciales, submarinos, etc.), por medio

de giroscopios de control de movimiento. Un giroscopio se define como un disco que, en movimiento



de rotacién, conserva su eje invariable aunque cambie la direccién de soporte [3], el cual consiste
en un rotor giratorio y uno o més cardanes motorizados que bascula el momento angular del rotor,
como el rotor se inclina, el cambio del momento angular causa un momento de fuerza giroscopico
que hace rotar el soporte [4]. El giroscopio se atribuye a Léon Foucault que lo inventé en 1852 y
quien también le dio el nombre. Con este invento realizaba experimentos para demostrar la rotacién
de la tierra. Foucault se dio cuenta que al manipular algunos movimientos del soporte, el giroscopio
era capaz de alinearse con el meridiano e indicar donde estaba el norte, por lo cual también hacia
la funcién de una brijula. Sin embargo, en 1817, el efecto giroscopico fue desarrollado por Johann

Bohnenberger [5].

Como se menciona, el giroscopio tiene aplicaciones muy importantes en las areas de ingenieria
de transporte en general; por ejemplo, en el caso de las naves espaciales, cuando abandonan la
superficie de la tierra, sale de su campo magnético por lo cual pierde el propdsito de ubicar su
direccion y son los giroscopios los que detectan su inclinacion respecto a la posicién deseada del
rotor. En aviacién, los giroscopios son parte importante de lo que se le llama horizonte artificial,
indicando al piloto su posicién con respecto al horizonte. Otra aplicacion es la de piloto automatico,
ya sea en aviones, misiles, submarinos, etc.; el giroscopio gira en torno a un eje libre que coincide
con la direccién del vehiculo. Al momento de que el vehiculo cambie de direccion debido a una
perturbacion externa, el eje del giroscopio no cambia de posicién, por lo que genera una diferencia
con respecto al vehiculo la cual se corrige inmediatamente de manera automaética. Otra area im-
portante es la medicina, por ejemplo la electrofisiologia, formando parte del diseno de accesorios

para ayudar a caminar a personas con disfunciones[6].

1.2. Justificacion

El control de orientacién de cuerpos rigidos respecto a ambientes determinados, ha sido es-
tudiado a fondo en los tltimos anos, orientandose a controlar la posicién (orientacién en los ejes
coordenados x, y, z) del objeto rigido, llevando a este, de ciertas posiciones iniciales a una posicién
deseada con la mayor presicién y exactitud, en el menor tiempo posible. En los estudios de inves-
tigacién analizados [7-16], los avances del tema demuestran que los mejores resultados obtenidos
son con dispositivos variadores de momento angular compuestos por una rueda de reaccién (dis-

positivos de velocidad angular variable) y giroscopios (dispositivos de velocidad constante), cuyo
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funcionamiento de ambos es similar; basado en la generacién de momento par. En el analisis de
la informacion se demuestra también que los giroscopios poseen ciertas ventajas con respecto a
su competencia directa (las ruedas de reaccién), ya que son maés livianos y compactos, ademés de
presentar mayor control de estabilidad, lo que proporciona mayor momento par. Es por ello que

se utilizan en aplicaciones donde se utilizan maniobras de aceleraciones elevadas.

El uso de giroscopios es muy utilizado en vehiculos, ya que permite una respuesta casi ins-
tantdnea a grandes cambios. En el ano 2000, se desarrollé un sistema de control de precisién de
posicion con giroscopio para un telescopio montado en un globo, mostrando una alta velocidad de
respuesta a pesar de las amplias distancias y el peso (1.5 ton) [17]. En otra investigacién [18], se
demuestra que en el desarrollo de un controlador de posiciéon para un satélite pequeno utilizando
giroscopio de control de momento contra un sistema de ruedas de reaccién, se encontré que el
sistema con control giroscopico era mas eficiente que la rueda de reaccion, ya que el primero tenia
mejor velocidad de respuesta, su peso era menor, poseia menos volumen y se requeria de menos
energia para que funcionara.

El analisis, modelado y control de un giroscopio con tres grados de libertad, con ayuda de he-
rramientas computacionales (MATLAB), puede ser aplicado de forma eficiente para el desarrollo
de tecnologia de mayor precisién, sobre todo en el area de telecomunicaciones, mediante comuni-
cacién satelital, o las mediciones remotas para investigaciones cientificas (como el calentamiento
global), en cuyos casos es necesaria una orientacién exacta para el muestreo de fotografias o para
establecer comunicaciones con las bases centrales mediante la orientacién con las antenas recep-
toras. Ademas, la orientacién del satélite en Orbita espacial, también es un gran reto, sobre todo
el control de la posicién, por lo que se requieren sistemas con altas velocidades de respuesta para

estabilizar y orientar el satélite a un punto especifico.

1.3. Planteamiento del problema

El funcionamiento de un giroscopio consiste en que al aplicarle un momento de fuerza extra
al giroscopio, el eje cambia de posicién angular, por lo tanto se estaria cambiando el movimiento
de rotacion. Entre mas velocidad o masa tenga el cuerpo giratorio, adquiere mas fuerza inercial el
movimiento de rotacion, por lo que seria mas dificil variarlo, asi como el eje en torno al que gira.

Si se le aplica un momento de fuerza para cambiar la orientacion de el eje de rotacién, en lugar de



cambiar de posicion como lo haria un cuerpo que no gire, cambia de orientacién en una direccién

perpendicular a la esperada[l5].

Las principales dificultades que se presentan en el control de un giroscopio son, predecir los
movimientos del eje del disco y los cardanes conforme a los momentos que se apliquen a cada uno,
ya que su comportamiento se considera un sistema no lineal y presenta dindmicas de zona muerta
en sus actuadores, lo cual dificulta el diseno de cualquier tipo de controlador. Asi como también el
compromiso en la precision y velocidad de los movimientos del giroscopio, de manera que se pueda

obtener una respuesta adecuada en la orientaciéon y momento.

1.4. Hipotesis

Se puede crear un sistema basado en modelado matemético, para el control del momento
y orientacién de un giroscopio, apoyado con software de tltima generacién para su analisis y

simulacion, obteniendo respuestas de velocidad y estabilidad de alta eficiencia.

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo general

Disenar un controlador que permita controlar el momento y orientacién para alcanzar las refe-
rencias deseadas en un giroscopio de 3 grados de libertad (cardan interior, carddn exterior y marco

rectangular).

1.5.2. Objetivos particulares

» Estudio del estado del arte referente al modelado y control de giroscopios.
= Obtener pardmetros y desarrollar el modelo dindmico del giroscopio.

= Seleccionar una estrategia de control adecuada para aplicarla al giroscopio.
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1.6.

1.7.

Metodologia

Se llevd acabo la investigacién de antecedentes y estado del arte, para obtener conceptos que
ayuden al desarrollo de la implementacién del proyecto; como definiciones para entender el
funcionamiento del giroscopio de control de momento y sus aplicaciones, trabajos de inves-
tigacion que se hayan realizado referente a los giroscopios, y estrategias de control aplicadas

a estos dispositivos.

Se seleccionaron dos estrategias de control adecuadas para poder manipular la orientaciéon y

momento del giroscopio.

Se identificaron todos los requerimientos y las herramientas necesarias que se utilizaran pa-
ra completar el desarrollo del controlador del giroscopio. Como una PC con los softwares
MATLAB, SIMULINK y QUARC; un giroscopio de 3 grados de libertad marca QUANSER;
una tarjeta de adquisicién de datos como interfaz para la PC y el giroscopio; un amplifica-
dor para los 4 motores del giroscopio y el cableado necesario para las comunicaciones entre

equipos.

Se desarrollé el modelo matematico del giroscopio para realizar los cdlculos necesarios para

el desarrollo de los controladores.

Se realizaron simulaciones y pruebas a los controladores aplicados en el giroscopio de 3 grados
de libertad (cardan interior, cardédn exterior y marco rectangular) para obtener el andlisis
de los resultados obtenidos al final del proyecto de investigacién, comparandolos uno con el

otro, para comprobar las diferencias en cada uno.

Contribucién del trabajo

Existen varias técnicas de control aplicados al giroscopio en la literatura para la orientacién y

momento angular. Las técnicas de control seleccionadas para esta investigacion, hasta donde los

autores conocen, no se han aplicado para controlar la orientacién de un giroscopio de 3 grados

de libertad. Por lo que esta investigacion podra ser de utilidad para trabajos futuros, ya que

se muestran resultados de su comportamiento y asi podran consultar por lo menos un método



mas para la seleccién de un controlador adecuado para la posiciéon y momento angular de este

dispositivo.

1.8. Estructura de la tesis

En el capitulo dos, tenemos el marco tedrico utilizado en este trabajo, asi como el estado del
arte de trabajos anteriores a este, donde nos indican algunas formas de control del giroscopio. En
el capitulo 3 obtenemos el modelo dindmico para 2 y 3 grados de libertad, el cual se linealizé
por medio de retralimentacién no lineal de los estados y se usd para utilizar las estrategias de
control PID y LQR como se muestra en el capitulo 4. En el capitulo 5 se muestran los resultados
obtenidos al aplicar las técnicas de control presentadas en el capitulo 4. Y por tltimo en el capitulo

6 se presentan las conclusiones obtenidas.



Capitulo 2

Marco tedrico y estado del arte

2.1. Marco tedrico

2.1.1. Matrices de rotacion

En el algebra lineal , una matriz de rotacién es una matriz que se utiliza para realizar una

rotacion en el espacio euclidiano . Por ejemplo, usando la convencién de abajo, la matriz

cos (¢) —sin (9)
sin(¢)  cos ()

gira los puntos en el plano xy en sentido contrario a las agujas del reloj a través de un angulo ¢
sobre el origen de un sistema de coordenadas cartesiano bidimensional. Para realizar la rotacién
utilizando una matriz de rotacién R, la posicién de cada punto debe estar representada por un
vector de columna v, que contiene las coordenadas del punto. Se obtiene un vector girado utilizando
la multiplicacién de matrices Rv [19]. Como la multiplicacién de matrices no tiene efecto en el
vector cero (las coordenadas del origen), las matrices de rotacién describen las rotaciones sobre
el origen. Las matrices de rotacién proporcionan una descripcion algebraica de dichas rotaciones,
y se utilizan ampliamente para cdlculos en geometria, fisica y graficos de computadora [20]. Las
matrices de rotacion son matrices cuadradas, con entradas reales. Mas especificamente, pueden
caracterizarse como matrices ortogonales con determinante 1; es decir, una matriz cuadrada R es
una matriz de rotacién si y solo si RT = R~ y det(R) = 1. El conjunto de todas las matrices
ortogonales de tamano n con determinante +1 forma un grupo conocido como el grupo ortogonal

especial SO(n) , uno de los cuales es el grupo de rotacién SO(3). El conjunto de todas las matrices
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ortogonales de tamafio n con determinante +1 o —1 forma el grupo ortogonal (general) O(n) [19].

Matriz de rotacién en 3 dimensiones

Una rotacién bdsica (también llamada rotacién elemental) es una rotacién sobre uno de los
ejes de un sistema de coordenadas. Las siguientes tres matrices de rotacion basicas giran vectores
por un angulo ¢ del eje z, y, o 2z, en tres dimensiones, utilizando la regla de la mano derecha que
codifica sus signos alternantes [21]. Las mismas matrices también pueden representar una rotacién

en el sentido de las agujas del reloj de los ejes como muestra la figura 2.1.

1 0 0
R (¢) = |0 cos(¢) —sin(d)]| ,
0 sin(¢) cos(¢)

cos(¢) 0 sin (o)
R, (¢) = 0 1 0 ;

—sin(¢) 0 cos(9)

cos (¢) —sin () O-
R.(¢) = |sin(¢) cos(¢) O]
0 0 1_

Para los vectores de columna, cada una de estas rotaciones de vector basico aparece en el
sentido contrario a las agujas del reloj cuando el eje alrededor del cual ocurren apunta hacia el
observador, el sistema de coordenadas es diestro y el angulo ¢ es positivo. R, por ejemplo, giraria
hacia el eje y un vector alineado con el eje x, como puede comprobarse facilmente operando con

R, en el vector (1,0,0):

1 cos (90) —sin(90) O |1 0 —1 0f |1 0
R.(90) [0 = |sin(90) cos(90) Of [0| = {1 0 0| [0 = |1
0 0 0 1| |0 0 0 1]10 0

Rotaciones generales

Se pueden obtener otras matrices de rotacién de estos tres utilizando la multiplicacién de

matrices . Por ejemplo, el producto
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Figura 2.1: Una rotacién positiva de 90° alrededor del eje y (izquierda) después de una alrededor del eje z (centro)

proporciona una rotacién de 120° alrededor de la diagonal principal (derecha). En la esquina superior izquierda
estan las matrices de rotacion, en la esquina inferior derecha estan las permutaciones correspondientes del cubo con

el origen en su centro [22].

R=R.(a) Ry (8) Rz (7),

representa una rotacion cuyos angulos de giro , inclinacién y giro son «, 3 y 7, respectivamente.
Mas formalmente, es una rotacion intrinseca cuyos angulos Tait-Bryan son «, 3, v, sobre los ejes

z, 1y, x, respectivamente. Del mismo modo, el producto

R = R.(7) Ry (B) R. (@),

representa una rotacién extrinseca cuyos dngulos de Euler (impropios) son «, 3, v, sobre los ejes
x, y, z. Estas matrices producen el efecto deseado solo si se usan para premultiplicar vectores de
columna, y (ya que en general la multiplicacién de la matriz no es conmutativa) solo si se aplican

en el orden especificado [22].

Conversion desde y hacia el eje-angulo

Cada rotacién en tres dimensiones esta definida por su eje (un vector a lo largo de este eje no se

modifica por la rotacién), y su déngulo: la cantidad de rotacién sobre ese eje (teorema de rotacién de
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Euler). Existen varios métodos para calcular el eje y el dngulo a partir de una matriz de rotacién
(consulte también la representacién de eje-dngulo ) [24]. Aqui, solo describimos el método basado
en el cédlculo de los vectores propios y los valores propios de la matriz de rotacion. También es

posible utilizar la traza de la matriz de rotacion.

Determinando el eje. Dada una matriz R de rotacion 3 x 3, un vector u paralelo al eje de

rotacién debe satisfacer

Ru = u,
ya que la rotacién de u alrededor del eje de rotacion debe resultar en u . La ecuacién anterior

puede ser resuelta para u que es tinico hasta un factor escalar a menos que R = I. Ademas, la

ecuacion puede ser reescrita como

Ru=1Iu— (R—1I)u=0,
lo que demuestra que u se encuentra en el espacio nulo de R — I . Visto de otra manera, u es un
vector propio de R que corresponde al valor propio A = 1. Cada matriz de rotacién debe tener este
valor propio, los otros dos valores propios son complejos conjugados entre si. De ello se deduce que
una matriz de rotacién general en tres dimensiones tiene, hasta una constante multiplicativa, que
proporciona los valores propios o valores caracteristicos de la variable representada por el operador
matricial, y solo un vector propio real, que son los vectores no nulos que, cuando son transformados
por el operador, dan lugar a un multiplo escalar de si mismos, con lo que no cambian su direccién.

Una forma de determinar el eje de rotacién es mostrando que:

0=R"0+0
=RT(R—Du+(R-1DNu
= (R"TR—R"+R-1)u
=(I-R"+R—-1)u
= (R — RT) u
Dado que R — R” es una matriz sesgada simétrica, podemos elegir u tal que [u], = (R — RT).

El producto matriz-vector se convierte en un producto cruzado de un vector consigo mismo, ase-

gurando que el resultado sea cero:
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(R—R")u=[u,u=uxu=0.

Por lo tanto, si

a b c
R=1d e f|,
g h 1
entonces
h—f
u=|c—g
d—>b

La magnitud de u calculada de esta manera es ||u|| = 2sinf , donde @ es el dngulo de rotacién.
Tenga en cuenta que esto no funciona si R es una matriz simétrica, es decir, que la matriz sea igual
a su traspuesta. Si R — RT es cero, entonces todos los pasos subsiguientes son invalidos. En este
caso, es necesario diagonalizar R y encuentre el vector propio correspondiente a un valor propio

de 1. En la fig. 2.2 se representa la esquematizacion de la rotacién R alrededor de un eje.

A
I I,-'I
| a
TR(v)
s o
||' y _..-:'r.
QW
v q-'h"_,l'
— - -
/ @, d
\ (=P
T_,.I'f
¥

Figura 2.2: Una rotacién R alrededor del eje u puede descomponerse utilizando 3 endomorfismos P, (I — P) y Q.

[25]

Determinando el angulo. Para encontrar el angulo de una rotacion, una vez que se conoce el

eje de la rotacion, seleccione un vector v perpendicular al eje. Entonces el angulo de rotacion es
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el angulo entre v y Rv. Sin embargo, un método mas directo es simplemente calcular la traza ,
es decir, la suma de los elementos diagonales de la matriz de rotacién [26]. Se debe tener cuidado

para seleccionar el signo correcto para el angulo 6 para que coincida con el eje elegido:

Tr(R)=1+2cos#.

De lo que se deduce que el valor absoluto del angulo es

T —1
|6| = arccos (%)

Propiedades de la matriz de rotacién

Para cualquier matriz de rotacién n— dimensional R que actie sobre R", RT = R — 1 (La

rotacién es una matriz ortogonal). Resulta que:
det(R) = +1.

Una rotacién se denomina adecuada si det(R) = 1 e incorrecta si det(R) = —1. Para dimensiones
iguales, los valores propios de una matriz de rotacién aparecen como pares de conjugados complejos
que son raices de la unidad y se pueden escribir e**;, donde k es una constante. Por lo tanto,
puede que no haya un conjunto de vectores que no se vean afectados por la rotacion y, por lo tanto,
no haya ningtin eje de rotacién. Si hay valores propios reales, igualaran la unidad y ocurrirdn en
pares, v el eje de rotacion serda un subespacio dimensional uniforme de todo el espacio. Para las
dimensiones impares, habra un nimero impar de dichos valores propios, con al menos un valor
propio que es la unidad, y el eje de rotacion sera un subespacio dimensional impar de todo el
espacio. Por ejemplo, en el espacio 2 (n = 2), hay dos valores propios complejos o dos valores
propios reales iguales a la unidad. En el caso de los valores propios de dos unidades, la rotacion es
una rotacién nula, pero por lo demés, no hay un eje de rotacién. En el espacio 3 (n = 3), habra
un eje de rotacién (un distribuidor 1D o una linea a través del origen) o la rotacion serd nula. En
el espacio 4 (n = 4), puede que no haya ejes de rotacién, o puede haber un eje bidimensional, un
plano a través del origen, llamado plano del eje . Como siempre, cuando todos los valores propios
son la unidad, la rotacién es una rotacién nula [27]. La traza de una matriz de rotacién sera igual
a la suma de sus valores propios. Para n = 2, los dos valores propios son e*¥ y la traza serd 2 cos @

donde 8 es el angulo de rotacién alrededor del origen. Para n = 3, los tres valores propios son 1 y
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et donde 6 es el 4ngulo de rotacién alrededor de la linea del eje. La traza serd 1+ 2cosf . Para
n = 4, los cuatro valores propios son de la forma e*? y ¥ y la traza serd 2 (cos @ + cos ¢). Si
uno de los angulos, digamos 6 , es igual a cero, entonces la rotaciéon sera una rotacion simple, con
dos valores propios de unidad y el otro dngulo () sera el dngulo de rotacién sobre el plano del eje
abarcado por los dos vectores propios con valores propios de 1. De lo contrario, no habra un plano
de rotacién del eje. Si § = ¢ (una rotacién isoclinica ), los valores propios se repetiran e dos

veces, y cada vector desde el origen se rotard a través del angulo 6. La traza serd 4 cos 6 [28].

2.1.2. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Es una ecuacién diferencial parcial de segundo orden cuyas soluciones son las funciones para las
cuales dado un espacio vectorial es estacionario. Fue desarrollado por el matematico suizo Leonhard
Euler y el matematico italiano Joseph-Louis Lagrange en la década de 1750 [29]. Debido a que
una funcion diferenciable es estacionaria en sus maximos y minimos locales, la ecuacion de Euler-
Lagrange es tutil para resolver problemas de optimizacién en los cuales, dado algo funcional, uno
busca la funcién que la minimiza o la maximiza. Esto es analogo al teorema de Fermat en el cédlculo,
afirmando que en cualquier punto donde una funcién diferenciable alcance un extremo local, su
derivada es cero [30]. En la mecdnica de Lagrange, debido al principio de accién estacionaria de
Hamilton, la evolucién de un sistema fisico se describe mediante las soluciones a la ecuacién de
Euler-Lagrange para la accion del sistema. En la mecénica clésica, es equivalente a las leyes de
movimiento de Newton, pero tiene la ventaja de que adopta la misma forma en cualquier sistema
de coordenadas generalizadas y se adapta mejor a las generalizaciones [31]. La ecuacién de Euler-
Lagrange es una ecuacion satisfecha por una funcién ¢ de un argumento real ¢, que es un punto

estacionario del funcional

donde ¢ es la funcién que se encuentra:

q:la,)) CR— X

t—ax=q(t),
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tal que ¢ es diferenciable, ¢ (a) = xo v ¢ (b) = xp; ¢ es la derivada de ¢,
q = [CL, b] — Tq(t)X,

t=uv=q(t).

T,1X denota el espacio tangente a X en el punto ¢ (t). £ es una funcién de valor real con primeras

derivadas parciales continuas:

L:]a,b xTX — R,

(t,x,v) = L(t,z,v).

T X siendo el haz tangente de X definido por

TX:UxxTZX.

zeX

La ecuacién de Euler-Lagrange, entonces esta dada por:

L, (t,Q(t) . (t)> - %Ev (t,q (t) 7Q<t)> =0,

donde L, v L, denotan las derivadas parciales de £ con respecto a los argumentos segundo y
tercero, respectivamente. En fisica, un lagrangiano es una funcion escalar a partir de la cual se
puede obtener la evolucién temporal, las leyes de conservacién y otras propiedades importantes
de un sistema dindamico. De hecho, en fisica moderna el lagrangiano se considera el operador mas
fundamental que describe un sistema fisico. Esta reformulacién fue necesaria con el fin de explorar
la mecénica en sistemas alternativos de las coordenadas cartesianas, como las coordenadas polares,
cilindricas y esféricas, para las que la mecdnica de Newton no era conveniente [32]. El formalismo
lagrangiano permite alcanzar tanto las leyes de Newton como las ecuaciones de Maxwell, los cuales
pueden ser derivados como las ecuaciones de Euler-Lagrange de un lagrangiano clésico. Igualmente
la forma del lagrangiano determina las propiedades bésicas del sistema en teoria cuantica de campos
[33].

La mecanica de Lagrange tiene su origen como una formulacién de la mecéanica clasica. Es
una formulacion alternativa a la mecanica hamiltoniana. Se define el lagrangiano de un sistema de

particulas como la diferencia entre su energia cinética K y su energia potencial U:
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L=K-U=T-V.

Historicamente el formalismo lagrangiano surgié dentro de la mecanica clasica para sistemas
con un numero finito de grados de libertad. Este lagrangiano permitia escribir las ecuaciones de
movimiento de un sistema totalmente general que tenia restricciones de movimiento o era no-
inercial de modo muy sencillo [34]. Més tarde el concepto se generalizd a sistemas con un nimero
no finito de grados de libertad como los medios continuos o los campos fisicos. Mas tarde el
concepto pudo generalizarse también a la mecanica cuantica, particularmente en la teoria cuantica

de campos.

2.1.3. Linealizacion de un modelo no lineal

Los modelos dindmicos son una serie de ecuaciones que hacen una relacion de variables de
interés en un proceso dado, que permiten predecir el comportamiento de dicho sistema. es un
conjunto de ecuaciones lineales (es decir, un sistema de ecuaciones en donde cada ecuacién es de
primer grado), definidas sobre un cuerpo o un anillo conmutativo, pudiendo ser tanto ecuaciones
estaticas como ecuaciones dindmicas [35]. Por otra parte, los sistemas no lineales, se representan
por ecuaciones no lineales, pudiendo ser tanto ecuaciones estaticas como ecuaciones dindmicas [36].
La linealizacién de un modelo, consiste en obtener un modelo lineal aproximado a partir de un
modelo no lineal. Existen varios métodos de linealizacion, entre ellos la linealizacion exacta por
retroalimentacién. Este tipo de linealizacién se denomina exacta porque su validez no se limita a
un entorno alrededor de un punto. Por el contrario, en cada punto la linealizacion se recalcula,
con lo cual resulta exacta para un conjunto amplio de puntos. En esta linealizaciéon se realimenta
la senal del estado del proceso, de modo que mateméaticamente dicha senal ayude a anular las
no linealidades. Tras esto, se impone un comportamiento lineal a todo el proceso mediante una

realimentacion del estado mismo o de la salida del sistema [37].

2.2. Estado del arte

A lo largo del tiempo, se han desarrollado diferentes métodos para controlar el giroscopio.
Como podemos ver en [7] se desarrollé un controlador IDA-PBC (control basado en pasividad

con interconexién y asignaciéon de amortiguamiento) para un giroscopio de 3 grados de libertad
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(GDL), el cual estd disenado para alcanzar equilibrios deseados en sistemas no lineales, sin caer en
la linealizacion. Este controlador estd motivado por los principios de moldeo de energia e inyeccién
de amortiguamiento,y esta demostrado que el diseno de control basado en pasividad y el moldeo de
energia, son efectivos para resolver problemas de control donde se involucran sistemas mecanicos
subactuados. En los resultados experimentales se observd un error de estado estacionario. Este
error se mantuvo a pesar de el ajuste de ganancias para una sintonizacién adecuada debido a la
falta de compensacién de la friccién en el modelo. En [8] proponen eliminar este error causado por
la friccion utilizando el método extendido del IDA-PBC desarrollado para los sistemas mecanicos
subactuados con friccién dinamica. Dicho método considera la friccion dindmica solamente en las
articulaciones actuadas del sistema y no en las subactuadas. Al modelar y compensar la friccion
se reducen los efectos indeseables de ésta, y como consecuencia, se incrementa la precisién en la

posicion del giroscopio.

En [9] se basan en el método Lagrangiano Controlado para un giroscopio de 3 GDL, esta
técnica estd desarrollada para estabilizar sistemas mecénicos subactuados y consiste en el moldeo
de energia cinética y potencial para alcanzar estabilidad en un punto de equilibrio deseado. Con
algunos pequernios ajustes (permitir algunas fuerzas externas, actuar en la dindmica de lazo cerrado,
etc.), el Lagrangiano Controlado es equivalente al IDA-PBC. La diferencia es que este iltimo genera
una clase mas rica de sistemas que pueden manejarse desde el método de Euler-Lagrange por lo
que se genera libertad adicional al poder modificar la matriz de interconexion. Mientras que en
el Lagrangiano Controlado solamente se pueden modificar la matriz de inercia y la funcién de
energia potencial. La ventaja del Lagrangiano Controlado es que se pueden utilizar los métodos
de energia con una funciéon de Lyapunov la cual provee informacion de como elegir las ganancias
para alcanzar la estabilidad en lazo cerrado. Al igual que con el controlador IDA-PBC, se produce
un pequeno error estacionario por la falta de compensacion de la friccion, por lo que también
se utilizé6 un método extendido del Lagrangiano Controlado para los sistemas subactuados con

friccién dindmica [10].

También se implemento un controlador PID-PID en cascada [11], sintonizando dos controladores
PID anidados por los lazos de control, este método se aplico a un giroscopio de 2 GDL. El control
en cascada puede aplicarse cuando existen varias senales de entrada y una sola variable de control.
Algunas de las ventajas de estos controladores son que pueden proveer un mejor desempeno que

los controladores convencionales al estar bien sintonizados, ya que reduce el tiempo de respuesta

16



de los elementos del lazo interno que afectan directamente al lazo externo. Otra ventaja es que
tienen un mejor desempeno cuando hay cambio de carga en el sistema, y hace que el sistema de
lazo cerrado sea menos sensible a errores del modelo. Las desventajas son que es un controlador
mas complejo, la respuesta del lazo de control secundario debe ser mas rapida que la del lazo
primario para que pueda funcionar adecuadamente; al modificar la sintonizaciéon del controlador
secundario, generalmente también se debe modificar la del controlador primario; otra desventaja

es el aumento de las ganancias a sintonizar.

Por otra parte, se han aplicado técnicas de variacién lineal de parametros (LPV) [12] y [13], que
estan construidos a partir de sistemas lineales que dependen de paramétros que son variables en el
tiempo, pero también son capaces de representar sistemas no lineales. Las técnicas de control LPV
para ecuaciones no lineales estan basadas en dos pasos importantes que se realizan manualmente en
la mayoria de los casos. El primero es la factorizacién compuesta de términos no lineales dentro de
pardmetros dependientes de matrices de espacio de estados; y la parametrizaciéon de matrices[12].
Las técnicas LPV, ademés del comportamiento no lineal de la planta, también tienen en cuenta
los métodos de control H,, que llevan a problemas de optimizacion por medio de desigualdad de

matriz lineal[13].

Se ha utilizado también un enfoque de retroceso en cascada para un control por retroalimen-
tacion de estado para un sistema de giroscopio de momento de control, como lo podemos ver en
[14]. Este método consiste en aplicar una realimentacién de estado para la estabilizacién del sub-
sistema lineal, entonces, el segundo subsistema se estabiliza exponencialmente cuando se aplican
los pasos de retroceso. Por ultimo se puede ver que la dindmica de lazo cerrado del sistema es

exponencialmente estable bajo las condiciones de excitacién en la trayectoria de referencia [38].

En otras investigaciones, se proponen diferentes tipos de controladores para comparar con otros
existentes anteriormente, como por ejemplo en [15] se propuso un controlador PD-PD en paralelo,
el cual comparan con un controlador de seguimiento por realimentacion de estados disenado con el
método de “Backstepping” en cascada. En los resultados se pudo ver que el método de control PD-
PD en paralelo es mas eficiente que el de realimentacion de estados, ya que se obtiene una respuesta
mas rapida y un par adecuado para los actuadores. En [16] se crea un control de linelizacién
por realimentaciéon y se compara con 2 versiones adaptables del mismo, una red neuronal y un
controlador adaptable; ambos se encargan de linealizar el sistema sin necesidad de conocer los

parametros del giroscopio. En este caso, el control adaptable por realimentacién neuronal fue el
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que obtuvo menor error de posiciéon comparado con el controlador adaptable y el de linealizacién

por realimentacion.
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Capitulo 3

Modelo dinamico del giroscopio

Para obtener el modelo dinamico se utilizaran las ecuaciones de movimiento de Euler- Lagrange
(3.1). El lagrangiano L es la diferencia de la energia cinética K menos la energia potencial U como
se muestra en (3.2). Se considera que los marcos asociados a todos los cuerpos del giroscopio
coinciden con los centros de masa, entonces no existe energia potencial, por lo que se toma en

cuenta nada mds la energfa cinética [11].

d (0L oL
~ == ) — 22 ) = 3.1
dt(@q’ (q,Q)> 90 (.9) =7 (3.1)
L(g,q) = K(q(t),4(t)) — Ulq(?))- (3.2)
Marco -
rectangular
(A) Disco o
rotor
@)
Cardan
interior
©)
Cardan o’
exterior
B)

Figura 3.1: Cuerpos del giroscopio QUANSER de 3GDL.
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3.1. Cinematica

Nombramos las posiciones angulares de cada cuerpo con respecto a su propio eje como ¢; para

el cuerpo D, ¢y para el C, g3 para el B y por ultimo ¢4 para el cuerpo A.

Para poder calcular la energia cinética, primeramente obtuvo las matrices de rotaciéon de cada

cuerpo con respecto al cuerpo anterior, tomando como referencia, la posicién y los ejes que se

muestra en la figura 3.2.

Figura 3.2: Referencia de la posicién inicial del giroscopio.

o

cos (qq) —sin(qq)
sin(qq) cos(qs) O
0 0 1

cos(q3) 0 sin(g3)
0 1 0

—sin(g3) 0 cos(qs)

cos (qa) —sin(ga)

0
sin(q2) cos(qa) O
0 0 1
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1 0 0
RE = [0 cos(q) —sin(q)|- (3.6)
0 sin(q;) cos(q)
De las matrices de rotaciéon anteriores obtenemos la velocidad angular de cada cuerpo con

respecto a su marco anterior:

0 0 0 ¢
q4 0 qo 0

Ahora se requiere encontrar la velocidad angular de cada cuerpo con respecto a su propio
marco. Para esto se debe sumar cada una de las velocidades angulares relativas refiriéndolas al

marco correspondiente utilizando las matrices de rotacién obtenidas [15].

3.1.1. Velocidad angular del cuerpo A

Se obtiene mediante la siguiente expresién.

cos(qs) sin(gs) Of |0 0
wi = | —sin (qa) cos(qs) O [Of =10 (3.8)
0 0 | |ga qa
3.1.2. Velocidad angular del cuerpo B
Se obtiene sumando las velocidades w9 y w referidas al marco B.
wh = ROBW?4 + REws
R = RLR{
wp = RY (R + wp) :(Rg)T (wi +wi)
cos(gs) 0 —sin(gs) 0 0 —sin (g3)da
wp=| 0 1 0 0|+ |ds| [ = s : (3.9)
sin(¢g3) 0 cos(gs) qa 0 cos (¢3)qa



3.1.3. Velocidad angular del cuerpo C

Se obtiene sumando las velocidades w9, wi y wg referidas al marco C.

wé = RCwA + RSwi + RSwE

R§ =RZRg
RS =RG R
T
wé = RG (R{WY + Riwp +wl) = (RE)" (wp +wd)
cos (qa) sin(ga) O — sin (g3) 0
we —sin (g2) cos(gqz) 0 g3 + {0
0 0 1 cos (q3)qa G

— cos (q2) sin (g3)¢a + sin (g2)gs
we = | sin (g2)sin (¢3)gs + cos (g2)gs | - (3.10)
cos (¢3)qs + ¢2

3.1.4. Velocidad angular del cuerpo D

Se obtiene sumando las velocidades w9, wa, w8 vy w§ referidas al marco D.

=(RE)" (w6 +wp)

1 0 0 — cos (q2) sin (¢3)qa + sin (g2)g3 G
wp =10 cos(q) sin(q) sin (o) sin (g3)ga + cos (g2)gs | + | 0
0 —sin(q) cos(q1) cos (¢3)Gs + G2 0

— c0s (q2) sin (g3)qa + sin (q2)gs + G
wB = | cos (gr) sin (gs) sin (s)da + cos () cos (2)ds + sin () c0s (45)da + sin (g1 )

—sin (¢1) sin (g2) sin (¢3)ga — sin (¢1) cos (g2)gs + cos (¢1) cos (¢3)gs + cos (¢1)go

Debido a que la descripcién dinamica del sistema seria igual para cualquier posicién del disco ¢,
se considera que ¢; = 0 para efectos de analisis, reduciendo la velocidad angular del cuerpo D w5

COImo:
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— cos (q2) sin (¢3)qa + sin (g2)G3 + g1
wp = sin (ga) sin (g3)da + cos (¢2)qs : (3.11)
cos (¢3)da + G2

3.2. Ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange

Como se mencioné anteriormente, para desarrollar las ecuaciones de movimiento de Euler-
Lagrange se ocupa primeramente obtener el Lagrangiano L, para el cual se necesita la energia
cinética del giroscopio.

La férmula para calcular la energia cinética de todos los cuerpos del giroscopio es la siguiente:

K (0(6),4() = 5 3wl 1w, (312)
J=A

donde w7 es la velocidad angular del cuerpo J con respecto a su propio marco (3.8), (3.9), (3.10)

y (3.11) e I; es la matriz de momentos de inercia del cuerpo J (3.13).

]Aacac 0 0 ]Bmx 0 0
In=10 Iu O, Ig=|0 1Ip, 0 |,
0 0 [Azz 0 0 IBzz
- (3.13)
[me 0 0 [Da:a: 0 0
Ie=10 Ig, O, Ip=|0 1Ip, O
O 0 ]sz 0 O ]Dzz

3.2.1. Desarrollo para 3 grados de libertad (disco, cardan interior y

cardan exterior)

En este caso, para el modelo dinamico de 3 grados de libertad del giroscopio, se fija el marco
rectangular y no hay movimiento angular en su eje, por lo que ¢4 = ¢4 = ¢4 = 0. Al sustituir

obtenemos las siguientes velocidades angulares de cada cuerpo.

0
wi=10], (3.14)
0



0

B __ .
Wp = qs| »

0
sin (¢2)qs3
c )
we = [cos(q2)qs3 | »
Go

sin (q2)gs + q1

cos (¢2)qs
Go

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Como podemos ver en la formula, la energia cinética total es la suma de la energia cinética de

cada cuerpo K (q(t),q(t)) = Ka+ Kg+ K¢+ Kp. Por lo que obtenemos cada una de las energias

cinéticas.

0 0 Ip..| |0

1 .
KB = 5 Bny327
1 CT C
Iewe O 0 sin (g2)qs3
1
Ke =3 [sin (¢2)d3 cos(qz)gs g2| | O Icyy O | |cos(gz)ds

0 0 ]sz (j2
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1 3 . . .
Ke=3 (Icwa sin® (g2)ds” + Iy, cos” (q2)Gs” + Ic.2G27) (3.20)
L pT, p
Ipsz 0 0 sin (g2)qs + g1
1
KD - 5 |:Sin (q2)q3 + q.l COs (Q2)Q3 QQ:| 0 IDyy 0 COS (QQ)Q3
0 0 ]Dzz 42
1 : . . .. . . .
Kp = 3 (Ipaw 5i0* (q2)ds” + 21 paw 5 (G2) 3Gt + IDexGr” + Ipyy c08” (q2)Gs° + Ipzag®) . (3.21)

Con cada una de las energias cinéticas obtenidas podemos definir que el lagrangiano £ (¢, 4) es

el siguiente.

1

. . 1 . . . .
L(q,q) = 5 BuyyGs” + D) (Icws sin® (g2)G3” + Ioyy cos® (¢2)Gs” + Ic..G2°) +

1

(3.22)
3 ([Dm sin’ (¢2)Gs* + 20 pes Sin (¢2)G3G1 + Ipeati® + Ipyy cos® (g2)Gs* + IDzij22) .

Para resolver las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange (3.1) se necesita obtener las
derivadas parciales del Lagrangiano con respecto a cada una de las velocidades angulares, poste-
riormente derivar con respecto al tiempo cada una de ellas, y por ultimo obtener las derivadas

parciales del mismo Lagrangiano con respecto a cada una de sus posiciones angulares.

oL ) . . .
a_. (qh Ch) = [Da:cc S1n (C]Q)Q?, + ]Dwz(h)
q1

d (0L ) .. ) . .
— | == (@1, G1) | = Ipzz 08 (q2)Gags + Ipuw sin (¢2)d3 + Ipaadh,
dt 5’q1

oL .
a_ql (qlv Ch) - Oa

71 = Ipgs €08 (q2)Gags + Ipee sin (¢2)d5 + Ipeadi- (3.23)

oL ) . :
a_. (Q27 q2) = IszQ2 + IDzzQQa
q2
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d (0L . .
% (a_q2 (q27 Q2)> - ([sz + IDzz) q2,

oL ) ) ) ..
dqa (g2, G2) = (Icwz — Ioyy + Ipex — Ipyy) sin (g2) cos (qa)ds* + Ipes cos (g2)q1ds,
9

Ty = (Isz + IDzz) Q2 - (ICrx - [ny + IDxx - [Dyy) sin ((]2) COs (Q2)€f32 - [Dx:c COS (Q2)CI1Q3 (324)

oL

8_43) (q37 CJ3) = [Byyq3 + ([C'x:c + IDmc) Sinz (Q2)Q3 + ([C'yy + [Dyy) COSQ ((J2)C]3 + [D:c:(; sin (q2)417

d (0L, ) | B
% (8_(]3 (QSv QS>) = [Byyq3 + 2 ([Cxx — [ny -+ [D:m: — [Dyy) sin (QQ) CcoS (QQ)(]QQ3+

([C:m: + [Dx:r) Sin2 (QQ)Q3 + ([C'yy + IDyy) COSQ (Q2)QS + ID:mc COS (QZ)Qq42+

Ipae sin (q2)41,

oL .
8_q3 (q37 Q3) - 07

T3 = ]Byyq"?) + 2 (ICac;t - IC’yy + IDx:v - ]Dyy) sin (612) COs (QQ)Q2Q3+
(Icez + Ipes) sin® (g2)ds + (Ioyy + Ipyy) cos” (q2)Gs + Ipas €08 (2) GG+ (3.25)
IDxm sin (CI2)Q1

Podemos ver que desarrollando las ecuaciones de Lagrange obtenemos el modelo dindmico del

giroscopio que se compone de las ecuaciones (3.23), (3.24), y (3.25).

3.2.2. Desarrollo para 4 grados de libertad (disco, cardan interior,

cardan exterior y marco rectangular)

Para desarrollar el modelo dindmico de 4 grados de libertad, se utilizé el mismo procedimiento
se describe anteriormente con el de 3 grados de libertad, la tnica diferencia es que se utilizan

las velocidades angulares de (3.8), (3.9), (3.10) y (3.11), donde se incluye la posicién y velocidad
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angular del cuerpo A (marco rectangular). A partir de ahi se obtuvieron las energias cinéticas de

cada cuerpo.

1

1 . 9
KA = 5 [O 0 Q4] 0 ]Ayy 0 0f = §]Azz(J4 )

1
KB —ng[ng
Igse O 0 —sin (q3)qa
1
Kp = B [— sin(gs)ga g3 cos(gs)qa 0 Ipy O g3
0 0 IBzz COs (Q3)Q4
1 ) ) } )
Kp = 5 (me sin® (¢3)da” + [Bny32 + Ip.. cos® (Q3)Q42) ;
1 or c
Ko = 5 | cos (g2) sin (g3)qs + sin (g2)Gs  sin (go) sin (g3)gs + cos (q2)gs  cos (q3)qs + qg]
Iczz O 0 — cos (q2) sin (¢3)gs + sin (g2)gs
0 Igyy O sin (g2) sin (¢3)da + cos (¢2)gs
0 0 Isz COs (CI3)Q4 + (j2
Ko =3 (Iows cos” (g2) sin® (g3)Gs® — 2L ce cos () sin (g2) sin (g3)gsda + Iowe sin® (¢2)d3%) +
3 (Ieoyy sin® (g2) sin® (g3)Ga® + 21cyy cos (g2) sin (g2) sin (g3)g3ga + Iy, cos” (g2)Gs°) +
1 ) .. )
5 (]sz C082 (Q3>Q42 + 2]C'zz COS (Q3)QQQ4 + IszQ22) 5
I pr D
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1
Kp = 5 [— cos (q2) sin (g3)qs + sin (¢2)gs + g1 sin (g2) sin (g3)qgs + cos (q2)gs  cos (q3)dGs + q‘g]

Ipze. O 0 —c0s (q2) sin (¢3)qs + sin (g2)gs + ¢1
0 Ipy O sin (q2) sin (g3)ga + cos (¢2)gs
0 0 Ip,. cos (q3)qs + G2
1 2 . 2 .9 . ) .
Kp= 3 (IDm cos” (qo) sin® (q3)Gs” — 21 pee c0s (q2) sin (¢z) sin (q3)q3q4) +

21Dy cOs (q2) sin (g2) sin (g3)q1qs + Ipae sin (Q2)Q32) +
2 pae sin (¢2)G1G3 + Ipeai® + Ipyy sin® (¢2) sin® (g3)gs”) +

21y, cos (g2) sin (g2) sin (g3)qaGs + Ipyy cos” (g2)Gs”) +

(=
(
(
(

N~ NN~

Ip.. cos® (q3)Ga” + 2Ip.. cos (¢3)Gags + Ips2o ) .

Ya obtenidas las energias cinéticas de cada cuerpo, obtenemos el lagrangiano.

. 1 . 1 . . . .
L (Q7 Q) = _]AzzQ42 + = (IBOJLE Sln2 (Q3)Q42 + [Bny32 + IBzz COS2 <Q3)Q42) +

2 2
Ieuz c08” (g2) sin® (g3)Gs” — 2oy cos (g2) sin (o) sin (g3)g3Ga + Logs sin® (Q2)Cj32) +
Ioyysin® (g2) sin® (¢3)ga® + 21cy, cos (g2) sin (g2) sin (g3)gsga + Iy, cos® (g2)Gs°) +
Lo cos® (g3)Ga” + 21 0. cos (q3)Gags + Loz2G2”) +

Ipae c0s? (qo) sin? (g3)Gs® — 20 pas cos (g2) sin (g sin (q3)q'3q'4) +

2 pye Sin (42)G1G3 + Ipuati” + Ipyy sin® (g2) sin® (g3)qs”) +

(
(
(
(
(=21 pas cos (g2) sin (¢2) sin (¢3)G1Gs + Ipaa sin® (¢2)4s*) +
(
(21pyy cos (g2) sin (g2) sin (g3)gsgs + Ipyy cos® (g2)gs®) +
(

Ip. cos® (q3)Gs° + 21 p.. cos (q3)GaGs + Ip-2Go”) -

NI G LI O I ORI GRS ORI NN

(3.26)

Se resuelven las ecuaciones de movimiento de Lagrange aplicando las derivadas parciales del
lagrangiano con respecto a cada posiciéon angular, y la derivada con respecto al tiempo de las
derivadas parciales para cada velocidad angular como en (3.1); obteniendo el siguiente modelo

dindmico de 4 grados de libertad.
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71 = Ipeaqi + IDea SN (q2)G3 + Ipze €08 (G2)G2G3 + Ipea €08 (q2) 8in (q3)¢s — Ipea Os (g2) cos (3)qada
+ Ipea 8in (g2) sin (¢3)G2ds
Ty = (Icze + Ipz2) G2 + (Icze + Ip.z) cos (g3)4as + (Ioz. + Ip.z) sin (q3)Gaga—
(Icwe — Ioyy + Ipee — Ipyy) sin (g2) cos (qa) s+
(Isz - Iny + Ipys — IDyy) COos (Q2) sin (Q3)Q3Q4 — Ipgy cOS (Q2)Q1Q3—
(Icza — Ioyy + Ipae — Ipyy) sin® (q2) sin (¢3)GsGs — Ipaa sin (g2) sin (gs)giga+
(Ices — Loy + Ipae — Inyy) cos (g2) sin (g2) sin® (¢3)qa®
73 = IpyyGs + (Ioyy + Ipyy) €08 (q2)d3 + (Iowe + Ipee) sin® (q2)Gs + Ipae sin (¢2)¢i+
Ipzz €08 (q2)q1G2 — (Icaw — Ioyy + IDee — IDyy) cos® (q2) sin (q3)q2qa+
(Icae — Loy + Ipae — Ipyy) sin® (g2) sin (g3) GG+
2(Uoww — Loyy + Ipes — Ipyy) cos (g2) sin (g2)Gags—
(Icaa — Ioyy + Ipee — Ipyy) cos (q2) sin (gz) sin (g3)da—
(Ipae — Iz — Icz: — Ip.z) cos (gs) sin (q3)a® + (Icz: + Ip==) sin (gs)gagat
Ipas c0s (¢2) c0s (q3)G1Gs — (Ioza + Ipas) cos® (g2) cos (gs) sin (gs)ga*—
(Icyy + Ipyy) cos (g3) sin® (g2) sin (g3)gs*
o = LnzzG + Iaw sin® (g3)a + (Ipzz + Lozz + Ipzz) €05 (g3)Ga + (Iczz + Ipzz) cos (q3)a—
(Iczz + Ip.) sin (¢3)G2ds + (Icae + Ipea) cos” (g2) sin® (g3)da+
(Ieyy + Ipyy) sin® (g2) sin® (¢s)Ga — Ipaa cos (g2) sin (gs)di—
(Icww — Ioyy + Ipee — Ipyy) cos® (g2) sin (g3)gags+
(Iewe — Loyy + Ipax — IDyy) sin’ (g2) sin (¢3)G2gs—
(Iowe — Loy + Ipee — Ipyy) cos (¢2) cos (gs) sin (¢2)gs* + Ipga sin (g2) sin (g3)g1ga+
2(Ipsz + Iczz + Ipsz) cos (gs) sin (g3)gaGs — Ipaa cos (g2) cos (g3)g1gs—
(Iezz — Loyy + Ipew — Ipyy) cos (g2) sin (gz) sin (g3)g3—
2 (Icaw — Icyy + Ipae — Inyy) cos (¢2) sin (g2) sin® (gs)GaGa+
2 (Icgs + Ioyy + Ipex + Ipyy + IBex) cos (g3) sin (gs) sin? (¢3)gada.

(3.27)
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3.3. Ecuacién de movimiento para 2 GDL (Modelo obte-

nido de 3 GDL sin considerar disco)

En este trabajo ocupamos que el disco gire a una velocidad constante, por lo que el par aso-
ciado con su movimiento es despreciado. Para obtener la expresion de momento angular podemos

representar el modelo de la siguiente forma:

T=M(q)Gi+C(q.4)4, (3.28)
donde
T1 q1
T= |72 > 4= 1q
T3 a3
Entonces obtenemos:
M,y Mo M3 Cip Cip Cig
T= Mo My M3 q+ Co1 Coo Cog q;
M,z Mys Mss Cs31 Cs9 Csg
donde
Ml,l_[DI:E7
M1,2:07

M1,3 = [Dx:c sin (q2)7

M2,2 = (Isz + [Dzz) )

M2,3 = 07
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M3,3 = IByy + (ICx:Jc + IDmx) Sinz <q2) + ([ny + IDyy) COS2 (QZ)a
Cl,l = 07
1 .
Cia= §]Dm cos (¢2)gs,
1 .
01,3 = §IDII COS (Q2>CJ2>
1 .
02,1 = _§[Dzz COos (Q2)Q37
02,2 - 07
1 . : .
C’2,3 = _§IDCC$ COs (Q2)CI1 - (]Cx:c - IC’yy + ]Da:z - IDyy) sin ((I2) COs (QQ)Q?”
1 .
CS,l = §ID:1::): COs ((12>Q2>
1 , . .
03,2 = ilem COs (Q2)Ch + (ICLECE - Iny + Isz - IDyy) S111 (Q2) CcOs (92)6137
C’3,3 - (]sz: - Iny + IDac;t - IDyy) sin (QQ) COS (QQ)Q2
El momento angular se representa como p = M (q) ¢ [16], obtenemos p; (momento angular

del disco) el cual se considera constante Py , y se despeja de la ecuacién obtenida del disco para

obtener ¢(3.29).

P

IDmc

Gt — sin (g2)gs. (3.29)

Considerando el estado estacionario cuando el disco ha alcanzado una velocidad constante ¢ y

71 = 0 obtenemos:

41 = —Gaqs cos (q2) — gz sin (ga). (3.30)

31



Se sustituy6 (3.29) y (3.30) en el modelo de 3 GDL para eliminar la ecuacién del disco y obtener
el modelo dindmico de 2 GDL:

Ty = (Isz + ]Dzz) Q2—

) ) P, ) O .
(Toae = Iy + Ipes = Ty i (12 €08 126" — T €08 1) ( 7 = sin (s ) s
T3 = Ipyy@s + 2 (Lows — Ioyy + Ipse — Ipyy) sin (g2) cos (¢2)gags+
(Iewe + Ipas) sin’ (q2)ds + (Ioyy + Ipyy) cos® (92)d5 + Ipas cos (ga) <I L —sin (CI2)Q3) Qa2+
Dxx

Ipyesin (g2) (—q2gs cos (g2) — gz sin (g2)) -
3.4. Ecuacién de movimiento para 3 GDL (Modelo obte-
nido de 4 GDL sin considerar disco)

Como en el caso anterior (modelo dindmico de 2 GDL) se obtiene la matriz M (¢) y calculamos
el momento angular del disco P, para despejar la variable ¢;; después se despeja ¢; de la ecuacién
de movimiento para 71 = 0 y posteriormente sustituirla en las ecuaciones de movimiento. Con esto,

obtenemos la ecuacién reducida a 3 GDL al considerar la velocidad del disco constante.

B I Dzxx

¢1 = — cos (g2)G2g3 —sin (g2) sin (¢3)gags — sin (¢2) g3 +cos (g2) sin (g3)gs +cos (g2) cos (¢3)gsgs (3.32)

G — sin (g2)gs + cos (g2) sin (g3)qa (3.31)

Ty = ([C’zz + ]Dzz) Q2 + (ICZZ + IDZZ) COS (CIS)Q4 + ([C’zz + ]Dzz) sin (QS)Cj3(i4—
(ICxac - ]ny + ]Dxx - ]Dyy) sin (Q2) COs (Q2)Cj32+

(ICmm - Iny + ID:E:B - IDyy) C082 (Q2) sin (Q3)(j344—

P,
[Dxac CcOs ((Jz) <] !

Dxx

— sin (g2)¢s + cos (¢2) sin (Q3)(i4) g3—
(Ime — Iny + ID:E:B - IDyy) SiIlQ (Q2) sin (Q3)Cj3fj4—

. . P
Ipyssin (go) sin (g3) (I !

Dxx

— sin (g2)¢Gs + cos (gz2) sin (q3)q'4> Gat
(Iezz — Loyy + Ipew — Ipyy) cos (g2) sin (go) sin? (q3)q'42
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73 = Ipyyds + (Ioyy + Ipyy) €08” (q2)G3 + (Icwe + Ipex) sin® (¢2)43 + —Ipas sin (g2) cos (q2)gags—

Ipes sin® (g2) sin (q3)GaGs — Ipes Sin® (q2)d3 + Ipas sin (qa) cos (ga) sin (g3)ga+
P

IDma:

T sin () €08 (g2) 05 (g5)dsdis + pas €05 (@) ( _ sin (g2)ds + c0s (ga) sin <q3>q'4) G

(Icww — Ioyy + Ipae — Inyy) cos” (q2) sin (g3)Gaga—+
(Iowe — Loy + Ipee — Ipyy) sin’ (q2) sin (g3)Gaga+
2(Uowe — Loyy + Iz — Ipyy) cos (g2) sin (gz)Gags—
(Icza — Ioyy + Ipee — Ipyy) cos (g2) sin (gz) sin (g3)da—

([Bzx — IBzz - Isz - [Dzz> COS (Q3) sin (Q3)(j42 + (ICZZ + [Dzz> sin <Q3)Q2Q4+

P
Ipys cos (ga) cos (g3) ( !

T — sin (g2)gs + cos (¢2) sin (@3)‘14) Ga—

(ICxx + [Dyc:v> cos? <QQ) Cos (Q3) sin (Q3)(j42 - (Iny + [Dyy) COs (Q3) sin? (Q2) sin (Q3)(i42

T4 = [Azzq4 + [Bxac Sinz (Q3)Q4 + (IBzz + [C’zz + IDzz) COS2 (CIS)(]4 + ([C’zz + [Dzz) COs (QS)Qz—
Isz + IDzz) sin (Q3)42€f3 + (]Cacx + ]Dx:v) COS2 (Q2) SiIl2 (Q3)CI4+

Icyy + Ipyy) sin? (g2) sin® (g3)Gs — Ipas cos (o) sin (g3)

IC$$ - [C’yy + IDmc - IDyy) C082 (C]2) sin (Q3)4243 + 2 (IBzz + ]C’zz + ]Dzz) COs (q3) sin (C]S)Q3Q4+

(
(
(— cos (g2)g2qs — sin (ge) sin (¢3)gags — sin (¢2)¢5 + cos (gz2) sin (¢3) gy + cos (gz) cos (¢3)qGsqs) —
(
(Icze — Ioyy + Ipee — Ipyy) sin® (g2) sin (q3)gags—

(

Ime - IC’yy + IDa:x - IDyy) COs (Q2) COs (Q3) sin (Q2)(j32+

) ) P, . ) . 2\
Tpssin ) sin a) (71 — sin () + cos () s @) ) -
Dzxx
Py . . . 2\ .
Ipyy oS (CJ2) COos (Q3) i — sin (Q2)Q3 + cos (CJ2) sin (C]3)Q4 q3—

(IC;tz - Iny + IDa::z: - IDyy) COoS (QQ) sin (Q2> sin (%’))qg_
2 (ICxac - [ny + [Dx:p - [Dyy) COs (Q2) sin (Q2) SiIl2 (Q3)Q2Q4+
2 (ICxx + IC’yy + [Dx:r: + IDyy + [Bmc) COs (C]a) sin (C]3) Sin2 (QJ)Q3CI4

(3.33)
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3.5. Linealizacién exacta por realimentacién no lineal de
los estados

Al obtener la ecuacién reducida, ya sea de 2 o 3 grados de libertad, representamos el modelo

como en la ecuacién (3.28) tomando

T2 q2
T= , q=
T3 a3
para 2 grados de libertad. Y
T2 q2
T= 173> 4= 14q3
T4 q4

para 3 GDL. Entonces obtenemos las ecuaciones en forma que podamos apreciar la matriz de

inercias y de Coriolis (en este caso se utiliza la ecuacién de 2 GDL para demostrar):

My M| |Cii Cip
q+
Mo Mso Ca1 Cao

T =

donde

My = Ic.. + Ip..,
Mo =0,
Mo = Ipyy + Iows sin? (g2) + (Loyy + Ipyy) cos® (q2),
Cia =0,
Cia=—Picos(q2) + (—Icw + Loy + Ipyy) sin (g2) cos (¢2)ds,

C12,1 - (]C;tx - Iny - IDyy) sin (Q2) COs (92)% + Pl Cos (Q2)7
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C2,2 - (Isz - [ny - IDyy) sin <QQ) COs (Q2)Q2-

Se despejé la ecuacién para obtener la forma de espacios de estados (3.34). Posteriormente se
selecciona una entrada de retroalimentaciéon no lineal de los estados (3.35) y se sustituye en la

ecuacion, para obtener un comportamiento lineal del sistema.

i=M(q)" (r—Cl(q.4)d) (3.34)

T=M(q)U+CI(q,q)q. (3.35)

Al sustituir esta entrada 7 obtenemos una nueva ecuacién en la que interviene una entrada nueva

U y el sistema en espacios de estados se comporta como ¢ = U donde,

v |
Us
para el caso de 2 grados de libertad. Y
Us
U= |U;
Uy

para 3 grados de libertad.
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Capitulo 4

Control del giroscopio

En este trabajo se utilizaron dos métodos de control, los cuales fueron el controlador Propor-
cional Integral Derivativo (PID) y el Regulador Lineal Cuadratico (LQR, por sus siglas en inglés).
En ambos casos se controld el giroscopio en una configuracién de 3 grados de libertad, es decir, se
manipularon los dos cardanes (azul y rojo) y el marco rectangular (plateado); dejando el disco a
una velocidad constante. También se utilizo el controlador PID para una de las configuraciones de
2 grados de libertad, en este caso dejando el marco rectangular fijo, y asi controlar solamente los

dos cardanes restantes.

4.1. Controlador PID para modelo de 2GDL

Una vez obtenido el modelo linealizado, introducimos un control PID a cada una de las nuevas
entradas U, que se obtuvieron al aplicar el método de linealizacion exacta por retroalimentacion

no lineal.

U=ky,(qa—q) —kaq + k:Z

¢=|_|=(—9q

2= " = [w-qa

z9
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Donde ¢4 es un vector con la posiciéon deseada de cada uno de los cardanes y ¢ otro vector con
las posiciones de cada uno de los cuerpos del giroscopio. k,, kg ¥ k;, son matrices diagonales que

representan las constantes proporcionales, derivativas e integrales para cada una de las entradas.

qd2 q2 kyi 0 ka0 ki 0
qd = ) q= ; kp = P ) kd = ) ka =
a3 q3 0 Ky 0 kg 0 ki

Posteriormente se obtuvo la forma del modelo en espacio de estados X = AX + BU, para eso

primeramente se definen cada uno de los estados de la ecuacion.

X %
X 7
X3 2
X4 gs
Xs Z
X 7,

—X;

X,
- kpi X1 — kai Xs + kin X5
kpoXo — kg Xy + kinXe

r 0o 0 0 0 0
o 1 0o 0 0 0

Para obtener los puntos de equilibrio de cada estado X, se evalia cada una de las derivadas

de los estados igual a 0, entonces evaluando y despejando obtenemos que:
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Xoe =0,
Xz =0,
X4e =0,
X5 =0,
Xee =
donde
X1 =G24 — @2
Xo = q3a — g

Entonces podemos observar que el punto de equilibrio de la posicién ¢ es igual a g,;. Poste-
riormente se verifica si el sistema es estable, obteniendo los valores propios de la matriz A, los
cuales deben de ser menores a 0, en el caso contrario el sistema serfa inestable. Se propusieron los

siguientes valores a las constantes, los cuales se obtuvieron sintonizando por medio experimental.

kpl - kpz — 20,
ka1 = ka2 = 9,
kin = kiz = 1.

Y con ayuda de las herramientas del software Matlab se obtuvieron los siguientes valores propios

de la matriz:

A1 = —0.0506,
A2 = —0.0506,
A3 = —2.4747 — 3.69134,
Ay = —2.4747 — 3.69134,
A5 = —2.4747 — 3.69131,
Ag = —2.4747 — 3.6913:.
Donde podemos observar que cada una de las partes reales de los valores propios es menor a 0,
entonces se deduce que los estados son estables.
Se utilizé el controlador en simulink de Matlab, con los complementos de Quanser para utilizar

la tarjeta de adquisicién de datos y poder controlar el giroscopio de 2 GDL. Primeramente se
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introdujo una posicién deseada de ¢y de 30°, seguido de una posicién de 60° en g3. Posteriormente
se regresa @2 a la posiciéon inicial y por ultimo g3 también regresa a su posicion inicial, como se
muestra en la gréfica.
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Figura 4.1: Gréfica de posiciones angulares de g2 y ¢3.

4.2. Controlador PID para modelo de 3GDL

Para el modelo de 3 grados de libertad es practicamente el mismo procedimiento que el anterior,
con la excepcion de que en este caso se utiliza el marco rectangular en la ecuacién, lo que implica
que es una entrada y una salida mas. Como vimos en el método de linealizacién, al sustituir
la entrada como se muestra en la ecuacién (3.35) obtenemos que § = U, entonces aplicamos el

controlador PID en cada una de las entradas.
U=ky(qa—q) —kaq+ ki Z

q2
7= @G| = (@ —q)
q4

Z = 29 —/(qd—q)dt
<3
Donde g4 son las posiciones deseadas de cada uno de los cardanes, ¢ son las posiciones en que se

encuentran los cuerpos del giroscopio, k, son las constantes proporcionales del controlador, ky las
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constantes derivativas y k; son las constantes integrales. Cabe mencionar que g y ¢ son vectores.

Y las constantes proporcionales, derivativas e integrales se representan en matrices diagonales.

q2d q2 kpy 0 0 kg 0 0 kai 0 0
9a = |q3a|>» 9= |q3]> kp = 0 kp2 01, ka = 0 ke 0], ki=10 kio 0O
4d q4 0 0 s 0 0 kg 0 0 i

Ahora definimos los estados para poder representarlos en la forma X = AX + BU.

Xi 7
Xy a3
X3 qa
Xy 2
X=1X5|=|¢]>
X qa
X7 A
X3 Zy
| X | Z3
_ X ;
—X;
— X

ki Xi — kg Xy + En Xy
X = kpoXo — kg X5 + kin Xg | »
kpo X3 — kg Xe + ki X




0 0 0 -1 0 0 0 0 0
0o 0 0 0 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -1 0 0 0
ki 0 0 —ky O 0 Ky 0 0
X=10 kp 0 0 —kp 0 0 kp 0|X
0 0 ks 0 0 —ky 0 0 Fky
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0o 1 0 0 0 0 0 0 0
00 1 0 0 0 0 0 0]

Para obtener los puntos de equilibrio de cada estado X., se evalia cada una de las derivadas

de los estados igual a 0, entonces obtenemos que:

Xie =0,

Xoe =0,

Xz =0,

Xye =0,

X5 =0,

Xee =0,

X7 =0,

Xse =0,

Xge =0

donde

X1 = qaa — o, q2¢ = (24,
Xo = q34 — g3, 93¢ = q3d;
X3 = Qua — qu, G4e = q4d-

Se verifico si el sistema es estable, obteniendo los valores propios de la matriz A cuales deben
tener numero real negativo, de lo contrario el estado seria inestable. Se propusieron los siguientes

valores a las constantes.
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kpi = kpo = kpz = 20,
kar = kg2 = ka3 = 5,
kit = kig = kiz = 1.
Y con ayuda de las herramientas del software Matlab se obtuvieron los siguientes valores propios

de la matriz:

A1 = —0.0506,
A2 = —0.0506,
A3 = —0.0506,

Ay = —2.4747 — 3.6913i,
\s = —2.4747 — 3.69134,
X6 = —2.4747 — 3.6913i,
Ar = —2.4747 — 3.6913i,
As = —2.4747 — 3.69134,
Xo = —2.4747 — 3.6913i.

Cada uno de los valores propios tiene su ntimero real negativo, por lo tanto todos los estados son
estables. Se realizaron pruebas con el giroscopio introduciendo este método de control en simulink
de Matlab. Se introduce una posicion deseada de 30° en ¢, al llegar al punto de equilibrio, movemos
¢s a una referencia de 60°, y por iltimo movemos g, a —45°; cémo podemos observar en la siguiente

grafica.

D —q4

Posicion (grados
[
(=]

201 \ —a2d
-20 \ q3d
-30 - X —q4d
40 - \ q
50 ! L ! a
40 45 50 55 60 65

Tiempo (Segundos)

Figura 4.2: Gréfica de posiciones angulares de ga, g3 y g4 con controlador PID.
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4.3.

Otro Controlador que se utilizd6 para controlar los 3 cuerpos del giroscopio fue el LQR, el
cual estd basado en la retroalimentacion de todos los estados del sistema, multiplicados por una

ganancia K, la cual se calculé después de lienalizar el sistema. Primeramente, se definen los estados

Regulador Lineal Cuadratico para modelo de 3GDL

del sistema para posteriormente mostrarlo en la forma X = AX + BU.

o O o o o O

Para poder calcular las ganancias del LQR necesitamos asegurarnos que el sistema sea esta-
bilizable. Es decir, que si tiene estados inestables deben ser controlables. Por lo tanto primero se
verifico la controlabilidad del sistema, que es la capacidad de llevar al vector de estado a un punto

especifico del espacio de estado, a través de las entradas del sistema. La cual obtenemos con la

siguente féormula.

o O o o o O

o O o o o O

o o o o O =

o o o o = O

q2
a3
|
B
qs
. _44_
_X4_
Xs
Xe
Uy |
Us
_U4_
O_
0
! X +
0
0
O_
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e = [B AB A’B A3B A'B A°B|.

Con ésto podemos obtener la matriz de controlabilidad I'c de n x mn dimensiones, la cual es

totalmente controlable solo en el caso de que sea de rango n. Al desarrollar la formula obtenemos:

000
000
000
B= ,
100
0 10
00 1
100
010
00 1
AB = ,
000
000
000
000
000
, 000
A’B = ,
000
000
000
000
000
, 000
A’B = ,
000
000
000
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000
000
\ 00 0
A'B = ,
00 0
000
000
00 0
00 0
. 000
A°B =
00 0
00 0
000

Al unir las matrices podemos observar que la matriz de controlabilidad es de rango 6, por lo tanto
el sistema es totalmente controlable, entonces con esto aseguramos que es estabilizable. Con ayuda
de las herramientas de Matlab se calculé la matriz de las ganancias K de LQR utilizando como

matrices de pesos

500 0 0 00 O
0 500 0 0 0 0
0= 0 0 500 0 0 O 7
0 0 0 1 0 0
0 0 0O 01 0
i 0 0 0 00 20_
0.01 0 0
R=10 001 0
0 0 0.01

Como resultado obtenemos:

2236 O 0 234 0 0
K = 0 2236 O 0 234 0
0 0 2236 O 0 495
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Se probé el controlador directamente con el giroscopio utilizando simulink con la tarjeta de
adquisicion de datos. Se realizaron los mismos movimientos del controlador PID para comparar su

comportamiento.

S 20 / :
s 10| —_ -
c
S o i .
3 0L —q4 _
;_Dn 20~ —qed .
q3d
Gl —qdd i
-40 - = -
-50 - -
60 | I I |
40 a5 50 55 60 65

Tiempo (Segundos)

Figura 4.3: Grafica de posiciones angulares de ga, g3 ¥ g4 con controlador LQR.
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Capitulo 5

Resultados

Los resultados obtenidos el usar ambos controladores se muestran en las figuras 5.1 y 5.4, en
este caso se utilizé una refrencia de 30° en ¢, apartir del segundo 40, posteriormente se introduce
60° de referencia para ¢z en el segundo 45, y por ultimo —45° en ¢4 a los 55 segundos. En las
figuras 5.2 y 5.5 se muestran las entradas que generan ambos controladores, las cuales se les agrega
un limite de saturacion para la entrada a la tarjeta de adquisicén de datos del sistema, como

proteccion para los motores, presentando en las figuras 5.3 y 5.6 las entradas finales al sistema.

60 [~ R R Ee e
“—
40 T .
-
iyl ,’\/—— \/ 7
4 —q2
/ -

() (oo mas « cmome e e = = e - g3 | 4

L —g2d| |

-20 —q3d
q4d

40 —

Posicion (grados)

60 I I I I I
40 45 50 55 60 65 70

Tiempo (Segundos)

Figura 5.1: Gréfica de posiciones utilizando el controlador LQR. q2q = 30°, g3q = 60° y q4q = —45°
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Figura 5.2: Grafica de entradas del controlador LQR. gag = 30°, g34 = 60° y qqq = —45°
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Figura 5.3: Entradas para el contrololador LQR con limite de saturacién. qoq = 30°, q3q = 60° y quq = —45°
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Figura 5.4: Grafica de posiciones utilizando controlador PID. gag = 30°, qz3q = 60° y qaq = —45°
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Figura 5.5: Grafica de entradas para el controlador PID. gag = 30°, g34 = 60° y q4q = —45°
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Figura 5.6: Entradas para el contrololador PID con limite de saturacion.
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Como podemos ver en las graficas, al realizar un cambio de set point, cada uno de los otros
cardanes salen de su referencia debido a las fuerzas generadas por el efecto giroscépico. Podemos
observar que el controlador PID estda mejor sintonizado que el controlador LQR, para apreciar
mejor la diferencia de ambos controladores se grafico la posicién de cada uno de los cardanes del

LQR contra PID como se muestran en las figuras 5.7, 5.8 y 5.9.

50 T |
40 — 7
,a\ o
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2
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5=
o
g 10 |
Bl ——q2 LQR
0 = q2PID -
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-10 : ‘ ‘ I |
40 45 50 ° ? B "
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Figura 5.7: Gréfica g controlador LQR vs. PID. Referencia 30°
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Figura 5.8: Gréfica g3 controlador LQR vs. PID. Referencia 60°
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Figura 5.9: Gréfica q4 controlador LQR vs. PID. Referencia —45°

Las perturbaciones generadas en los cardanes al mover uno de ellos depende de las posiciones

en que se encuentren cada uno. Después de varios experimentos se pudo observar que en el caso
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de que el eje del disco quede coincidente al eje de otro cardan, deja de influir el efecto giroscopico
en ese cardan. Esto se puede comprobar evaluando la posicion de go a 90° de la posicién de origen,

quedando el eje del disco coincidente con el eje del cardan exterior rojo (gs). Para esto usaremos

el modelo de 2 GDL.

Ty = (Isz + [Dzz) Q2—

P
Icws — Loy + Ipse — Ipyy) sin (90°) cos (90°)gs? — I pas cos (90° L sin(90° Gz ) g,
Yy Yy
Dxx

T3 = IByng + 2 (IC:cz — ]ny + IDWC — IDyy) sin (900) COS (900)4261.3"‘

(Icwe + Ipes) sin® (90°)gs + (Icyy + Ipyy) cos® (90°) s+

P,
Ipys cos (90°) < L sin (900)(]'3) Go + Ipas sin (90°) (—gags cos (90°) — g3 sin (90°)) .

Dxx

Al evaluar sin (90°) = 1 y cos (90°) = 0, obtenemos:

Ty = (ICZZ + IDzz) Q27

73 = Ipyy@s + (Lcww + IDsx) G5 — IDsaGs
= (Icax + IByy) d3-
Podemos observar que las ecuaciones quedan independientes una de la otra, es decir, al introducir
una entrada al motor del cardan exterior rojo, no influye en la posicién del otro cardan. En cambio

si evaluamos las ecuaciones en la posicién de origen (g2 = 0°) podremos observar las diferencias,

sustituimos sin (0°) = 0 y cos (0°) = 1 en la ecuacién y nos queda de la siguiente manera:

T = (loz: + Ip2z) G2 — Pigs,

T3 = (IByy + ]ny + ]Dyy) g3 + Pigs.

En esta ocasién vemos que la ecuacién del cardén interior azul afecta también al otro cardén (g¢s)
y en la ecuacién del cardan exterior rojo también afecta directamente a ambos cardanes.
En las figuras 5.10 y 5.13 se muestran las graficas de ambos controladores con diferentes set

points, en donde primeramente se posiciona el cardan rojo (g3) a 90°, quedando el eje del disco en
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paralelo con el eje del marco rectangular (q4), despues posicionamos el marco rectangular a 60°,
aqui se puede observar que al mover el marco no perturba a los demas cardanes, y por ultimo
posicionamos el carddn azul (g2) a 45°. También se muestran las graficas de las entradas generadas
por los controladores en las figuras 5.11 y 5.14. En las figuras 5.12 y 5.15, se muestran las entradas

que recibe directamente la tarjeta de adquisicién de datos (DAQ).

Posicion (grados)

q4d

—qg2d
T

20 I ! ! ! !
40 45 50 55 60 65 70

Tiempo (Segundos)

Figura 5.10: Grafica de posiciones utilizando el controlador LQR. gaq = 45°, q3q = 90° y qaq = 60°
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Figura 5.11: Grafica de entradas del controlador LQR. gaq = 45°, 34 = 90° y qaq = 60°
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Figura 5.12: Entradas para el contrololador LQR con limite de saturacién. gag = 45°, g34 = 90° y q4q = 60°
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Figura 5.13: Grafica de posiciones utilizando controlador PID. gag = 45°, g34 = 90° y q4q = 60°
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Figura 5.14: Grafica de entradas para el controlador PID. goq = 45°, g34 = 90° y q4q = 60°
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Figura 5.15: Entradas para el contrololador PID con limite de saturacién. gag = 45°, g34 = 90° y q4q = 60°

En las figuras 5.16, 5.17 y 5.18 se muestran las comparaciones de cada cardan con su diferente

tipo de controlador con estas nuevas posiciones deseadas.
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Se realizaron varias pruebas para poder observar que tanto afecta el movimiento de un cardan
a los demads. Se introdujo una referencia de ciclos desde 60° a —60° a cada uno de los cardanes
por separado, desconectando las entradas de los demas, quedando libres los otros dos cardanes.
En la figura 5.19 se muestra la grafica de el control del cardédn azul (g2) con la posicién inicial
de origen, en la que se puede observar que afecta muy poco en los movimientos del cardan rojo
(g3) v del marco rectangular (g4). Al contrario que en la figura 5.20 donde se desea realizar el

mismo movimiento en el cardan azul, con la excepcién de que la posicién inicial se encuentra con

Figura 5.18: Grafica ¢4 controlador LQR vs. PID. Referencia 60°
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el cardan rojo a 90° de la posicién de origen, donde se observa que los 3 cardanes se descontrolan
totalmente, esto se debe a que al mover ¢, en esa posicidn, el efecto giroscopico genera una fuerza
mas grande directamente a cada uno de los dos cardanes. En la figura 5.21 se muestra la grafica
como resultado de querer controlar el cardéan rojo (g3), con las posiciones iniciales en el origen,
como consecuencia se observa que no es posible controlar ese cardan al no utilizar las entradas
de los demas, obtenemos movimientos en los cardanes sueltos y no permiten llegar a posicion al
cardan con la entrada de control. En la figura 5.22 se grafica el resultado de el mismo movimiento
que el anterior, solamente que las posiciones iniciales se encuentran en 90° el cardan rojo y azul.
En este caso observamos que el marco rectangular (gy) es el mas afectado. En la figura 5.23 el
marco rectangular es el que se requiere controlar, con la posicién inicial de origen observamos que
nada mas afecta el movimiento en el cardan azul. Con una posicién inicial de 90° el cardan rojo,
nos muestra la grafica de la figura 5.24 que el marco rectangular (g4) afecta muy poco a los otros
cardanes, ya que el eje del disco coincide con el eje del marco rectangular, por lo tanto al mover el

marco rectangular, la posicion del disco no cambia y no puede generar una fuerza de oposicion.
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Figura 5.19: Gréafica de controlador en go, posicién inicial en el origen
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Figura 5.24: Gréfica de controlador en g4, posicién inicial gz a 90° del origen
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se obtuvo el modelo dinamico del giroscopio comercial QUANSER, configurado
a 3y 4 grados de libertad. Posteriormente se les redujo 1 grado de libertad al meter la velocidad
del disco constante. La obtencion de estos modelos fue por el método de las ecuaciones de movi-
miento de Euler-Lagrange, el cual consiste en la obtencién de la energia cinética menos la energia
potencial. Esta ultima se desprecia gracias a que los marcos de todos los cuerpos coinciden con se
centro de masa, y por lo tanto no influye la gravedad. Se realizaron dos controladores para estos
modelos, para lo que primeramente se linealizé el modelo por el método de linealizacion exacta
por retroalimentacién no lineal de los estados, el cual consiste en obtener una entrada basada en
el modelo no lineal para asi poder eliminar las no linealidades del sistema. Los controladores que
se usaron fueron el Regulador Lineal Cuadratico (LQR por sus siglas en inglés) y el controlador
Proporcional Integral Derivativo (PID). Para ambos controladores se utilizaron las 3 entradas de
los cardanes. Por la observacién de los resultados concluimos que el controlador PID se compor-
ta mejor que el LQR, obteniendo una respuesta mas rapida y perturbaciones menores. A ambos
controladores se les saturé con un limite las entradas, esto para evitar sobre carga a lo motores.
Pudimos observar que las perturbaciones van a depender de las posiciones de los cardanes, ya que
hay ciertas posiciones que tienden mas a afectar a lo otros cardanes debido al efecto giroscopico.
Ya que, si un movimiento de cualquier cardan no forza al disco a cambiar de posicién, éste no

genera una fuerza de oposiciéon que pueda afectar el movimiento de los otros cardanes.

Para trabajos futuros, se puede dejar pendiente crear otros tipos de controladores, realizarles
los analisis de estabilidad y evaluarlos experimentalmente. Para asi tener mas opciones donde

compararlos, ya que en la literatura hay muy poca informaciéon sobre controladores que tengan de
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salida la posicién de los 3 cuerpos del giroscopio.
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