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RESUMEN EJECUTIVO

En el presente documento se utiliza una metodologia alternativa para la
identificacion de sistemas Hammerstein-Wiener mediante el uso de derivadas
fraccionarias no locales de tipo Riemann-Liouville.

La identificacion de sistemas se realizdé mediante la toma de datos muestrea-
dos de entrada y salida de tres sistemas dindmicos no lineales (dos tanques
acoplados, brazo robot y una columna de destilacion).

Tras obtener los modelos mateméaticos de cada sistema, se realizd6 una com-
paracion entre el modelo cléasico y el modelo alternativo obtenido mediante
la aplicacion de la derivada de Riemann-Liouville y con ello determinar las
ventajas y/o desventajas de estos modelos alternativos.

Asi como también se realizé una comparativa entre los modelos Hammerstein-
Wiener obtenidos y modelos Wiener-Hammerstein reportados en un trabajo
previo en el CENIDET, tanto con el calculo de orden entero como con el
calculo de orden no entero.



ABSTRACT

In the present research/document an alternative methodology for H-W sys-
tems identification is used by means of non-local Riemann-Liouville fractional
derivatives.

The system identification was done with a series of input and output sampled
data of three dynamic non lineal systems (two coupled tanks, robot arm and
a distillation column).

After obtaining each mathematical model, a comparison between the classi-
cal model and the alternative model using Riemann-Liouvile derivatives was
made in order to determine advantages and disadvantages of these alterna-
tive models.

Furthermore, a comparative between the obtained H-W model and a W-
H model previously reported from a research of CENIDET was done, the
comparison was done using whole order calculus and fractional calculus.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes.

El término Identificacion de sistemas fue establecido por Lofti Zadeh en el
ano de 1962 [1], y este decia:

Identificacion es la determinacion, en base a la entrada y la salida, de un
sistema, dentro de una clase de sistemas especificados, al cual el sistema pro-
bado es equivalente.

Varios investigadores [2|, [3], [4] indican que la identificacion de sistemas se
ha establecido como una ciencia de mucha importancia en el area del control
automatico.

En la actualidad debido al gran avance tecnolégico existen muchos sistemas
con modelos mateméticos muy complejos, dichos modelos son indispensables
cuando se requiere aplicar un control al sistema, ya sea para diagnostico de
fallas, simulacion o diseio de controladores [5].

La identificacion de sistemas es la ciencia o el arte de construir u obtener
modelos mateméaticos de sistemas dindmicos mediante la toma de datos de
entradas y salidas, que simulan de manera muy parecida el comportamiento
de un sistema en particular [6].

Este procedimiento de identificacion, va desde el diseno del experimento, la
adquisicion y tratamiento de los datos, la eleccion de la estructura del modelo
y la seleccion de los parametros, hasta concluir con la fase de validacion del
modelo.

Los sistemas dindmicos son abundantes en nuestro entorno y existe la ne-



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

cesidad de la obtencion de un modelo matematico que se ajuste a nuestro
sistema, por tal motivo las técnicas de identificacién de sistemas tienen una
amplia area de aplicacion entre las cuales destacan las siguientes: sistemas
electronicos, sistemas biofisicos, procesos quimicos, por mencionar algunos.

Hoy en dia en el area de la identificacion de sistemas uno de los problemas
mas habituales y frecuentes es la obtencion de modelos matemaéaticos de sis-
temas dinamicos demasiado complejos [7], [2], [8], [9], [10].

El célculo fraccionario es la rama de las matematicas que se encarga de es-
tudiar a los operadores diferenciales e integrales de orden no entero. A pesar
de que los fundamentos matemaéticos del célculo fraccionario se establecieron
hace mas de 200 anos, sigue siendo un tema novedoso y de gran importancia
en la ciencia e ingenieria. Sin embargo, el célculo de orden fraccionario no
habia sido utilizado en ingenieria debido a su complejidad y a la aparen-
te descripcion satisfactoria de los fendémenos con el calculo de orden entero
(ordinario), aunado al hecho de que no tiene una interpretacion fisica y geo-
métrica totalmente aceptable [11].

Sin embargo, debido al hecho de que representa con mayor precision algunos
comportamientos naturales relacionados con diferentes areas de la ingenieria,
se ha venido utilizando con mayor frecuencia. Por ello, este tipo de ecuacio-
nes ha asumido un papel importante para modelar la dindmica anémala de
numerosos procesos relacionados con los sistemas complejos en muchas areas
de la ciencia y de la ingenieria.

Para analizar el comportamiento dinamico de un sistema fraccionario se ne-
cesita el uso de una definiciéon apropiada de derivada fraccionaria. La com-
plejidad del célculo fraccionario radica en las miltiples definiciones que lo
describen. Algunas definiciones comunes se encuentran en [12]|. De hecho, las
definiciones de la derivada de orden fraccionario no son tnicas y existen varias
definiciones, incluyendo Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Weyl, Riesz
y la representacion de Caputo.

La teoria del calculo fraccionario se remonta a las cartas entre Leibniz y
L’Lopital, donde ambos discutian el significado de una derivada de orden no
entero. Estas notas llevaron a la apariciéon de una nueva teoria que involucra
derivadas e integrales de orden arbitrario la cual tomo més o menos forma a
finales del siglo XIX principalmente debido a: Liouville, Griinwald, Letnikov
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y Caputo [13].

Debido a que el calculo fraccionario permite considerar integrales y deriva-
das de cualquier orden real positivo, uno de los campos de aplicacion mas
extensos de esta herramienta es la viscoelasticidad, ya que es posible modelar
fendmenos hereditarios con larga memoria.

Las primeras aplicaciones del calculo fraccionario en control se dieron a prin-
cipios de los anos 60. Estas primeras aplicaciones hacian uso del operador
integral de orden no entero para el control de servos y de sistemas con satura-
cion. Estos trabajos, probablemente sin conocimiento de los autores, hacian
uso de las propiedades de la que Bode denominé funcion de transferencia
ideal en lazo abierto, es decir era un integrador fraccionario.

1.2. Planteamiento del problema.

Como se ha mencionado anteriormente para obtener un modelo matemético
es necesario conocer las leyes fisicas o principios fundamentales que rigen a
un sistema, en particular que describan el comportamiento de la dinamica del
proceso; sin embargo resulta dificil determinar en muchas ocasiones cuando se
trabaja con sistemas no lineales complejos, y es ahi cuando la identificacion
de sistemas es una buena opciéon para poder modelar y construir modelos
matematicos de dichos sistemas. Esto se debe a que en muchas ocasiones no
existe un modelo matematico exacto del sistema que represente fielmente su
comportamiento.

El modelo matematico obtenido tiene una respuesta y aproximacion muy pa-
recida al del sistema real, sin embargo puede llegar a tener comportamientos
de una manera inesperada sobre todo si el sistema que se estd intentando
representar es no lineal.

Uno de los problemas en el resultado que se obtiene del modelo identificado
es su complejidad, lo que implica un gran ntamero de coeficientes y el orden
elevado de sus derivadas.

Esto ocurre a menudo y de manera méas habitual cuando el sistema del que se
estd haciendo referencia es demasiado complejo, posee varias no linealidades
en su dindmica, y varios parametros que determinan su comportamiento.
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Debido a que el modelo matematico obtenido es muy robusto y complejo,
se requiere utilizar algoritmos més sofisticados en el area de la identifica-
cion de sistemas que utilicen estructuras mas compactas; en este sentido la
aplicacion de derivadas fraccionarias no locales permite reducir los modelos
matematicos ya que el orden de la derivada permite involucrar un grado de
libertad adicional; esto implica obtener modelos matematicos mas precisos y
compactos.

Ante lo dicho anteriormente se van a identificar tres sistemas SISO no lineales,
en el que las senales de entrada y salida de dichos sistemas a trabajar van
a estar muestreadas. La identificacion serd con una estructura matemaética
orientada a bloques Hammerstein-Wiener, el cual secciona el modelo en dos
partes estaticas no lineales y una parte dinamica lineal, por su parte se tiene
el inconveniente que al tratarse de sistemas no lineales complejos muchas
veces la parte dinamica lineal consta de varios coeficientes obteniendo un
modelo mateméatico demasiado grande.

1.3. Propuesta de solucion.

En este trabajo de tesis se describe una metodologia alternativa para cons-
truir modelos Hammerstein-Wiener involucrando operadores no locales frac-
cionarios de tipo Riemann-Liouville. El objetivo es reducir a su forma minima
el nimero de coeficientes involucrados en el modelo matematico obtenido, con
ello se tendran modelos més compactos (con pocos coeficientes) y mas preci-
sos, respecto a los modelos obtenidos utilizando operadores de orden entero.

1.4. Objetivos.

1.4.1. General.

Implementar métodos generalizados de identificacion de sistemas para la ob-
tencion de modelos Hammerstein-Wiener de orden fraccionario.

1.4.2. Especificos.

» Desarrollo mateméatico de la estructura Hammerstein-Wiener de orden
entero y fraccionario.

= Seleccionar, identificar y validar tres plantas mediante la estructura Hammerstein-
Wiener.
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» Comparativa de los modelos obtenidos, ventajas y desventajas de los
modelos de orden entero y fraccionario.

= Comparar el desempeno de este trabajo contra trabajos previos realiza-
dos en el CENIDET utilizando modelos Wiener-Hammerstein fracciona-
rios.

1.5. Metas.

= Presentar los modelos Hammerstein-Wiener de tres plantas no lineales
de orden entero y fraccionario.

s Utilizar dos librerias en la identificacion de sistemas para modelos Hammerstein-
Wiener de orden entero y fraccionario, optimizados con el algoritmo de
Levenberg-Marquardt.

1.6. Justificacion.

Hoy en dia el célculo fraccionario ha tomado mucha importancia en los am-
bitos de la ingenieria y la tecnologia, esto debido a las ventajas que ofrece
respecto al calculo de orden entero. Una de las méas importantes al menos
para el estudio y desarrollo de este tema es el de poder representar sistemas
dindmicos de orden superior y fenémenos complejos no lineales utilizando un
menor nimero de coeficientes debido a que el orden arbitrario de las derivadas
le da un grado de libertad adicional que permite ajustarse a un comporta-
miento en especifico.

1.7. Estado del arte.

Vazquez en |14] utilizo el calculo de orden fraccionario para identificar siste-
mas dinamicos no lineales basados en datos de entrada-salida de un sistema
real con una estructura Wiener-Hammerstein, usando 2 bloques lineales y en
su centro un bloque no lineal.

Los modelos identificados son mas precisos y compactos debido a que se lo-
gra manipular el orden arbitrario de la derivada dando como resultado un
menor numero de coeficientes con respecto a los modelos de orden entero y
una respuesta inclusive mas eficiente que con la identificacion clasica.
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Arteaga en [7] desarrollo la identificacion de un sistema generador de ener-
gia eélica; utilizando una estructura Hammerstein-Wiener compara diferentes
métodos de identificacion para sistemas no lineales, como lo son los algoritmos
CCA y N4SID, obteniendo una mejor respuesta con el modelo Hammerstein-
Wiener. Este modelo también presenta un alto desempeno comparado con la
identificacion lineal, sin embargo su costo computacional es mas elevado.

Gutiérrez [15] muestra una identificacion del modelado de la dinamica glucosa-
insulina que presenta una persona diabética (Diabetes Mellitus) tipo 1. El
autor considera la entrada como la infusién subcuténea continua de insuli-
na y la salida como la concentracion de glucosa intersticial. La estructura
Hammerstein-Wiener fue considerada para la identificacion de su modelo.
Como primer paso elige un esquema lineal ARX como estructura del modelo;
sin embargo no obtuvo resultados satisfactorios, por lo que eligi¢ estructuras
no lineales tales como el NARMAX vy la estructura Hammerstein-Wiener,
teniendo mejores resultados con este tltimo.

En la tesis de Garrido [5] se habla sobre la mejora de la resolucion de los pro-
blemas de identificacion y estimacion de estados de sistemas dindmicos no
lineales y el control adaptativo de los mismos. Se presenta un nuevo método
el cual estd basado en los algoritmos genéticos con una nueva técnica de bus-
queda que Garrido denomina “Optimizacion Genética Restringida” (OGR).

A partir de este algoritmo se tienen ventajas para la identificacion de siste-
mas no lineales variantes en el tiempo con modelos lineales y no lineales. El
algoritmo RGO también permite describir un nuevo estimador no lineal para
el filtrado de sistemas con procesos y modelos de observacién no lineales,
basados en la optimizacion con RGO.

Arboleda en [16] modeld el sistema de combustion de un horno cemente-
ro rotatorio, utilizando un balance de energia y una identificacion de orden
fraccionaria, para asi mismo poder disenar su propio controlador de orden
no entero asi como también la metodologia para encontrar sus ganancias
proporcionales mediante un regulador lineal cuadrético “Linear Quadratic
Regulator” (LQR). De tal manera que encuentra un modelo fraccionario pa-
ra el proceso y disena un controlador fraccionario para tener como mejora
la optimizacion del uso del combustible, aprovechando el poder calorifico y
reduciendo las emisiones de gases, que a su vez contribuye al medio ambiente
y al calentamiento global.
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Mohamed en [17] realizo varias identificaciones en el que la naturaleza de
los sistemas tienen una dinamica o comportamiento de orden fraccionario,
obteniendo muy buenos resultados, y esto debido a que en su trabajo empleo
una estructura no lineal fraccionaria, como lo fue un modelo Hammerstein
de orden fraccionario, donde el nimero de pardmetros a optimizar se redu-
jo, asi como también el modelo mateméatico fue mas compacto. La derivada
fraccionaria que utiliz6 es la de Riemann-Liouville.

Finalmente concluye que este enfoque es especialmente usado cuando la in-
formacion de la dinamica del sistema tiene comportamientos fraccionarios.

Pommier en [18] presenta un controlador de orden fraccionario mediante el
uso del CRONE aplicado a un actuador hidraulico no lineal; y para ello pri-
mero logra una linealizacion entrada-salida bajo difeomorfismo y realimenta-
cion. La relevancia de esta linealizacion cuando los pardmetros de la planta
varian se analiza utilizando la representacion de entrada-salida de Volterra
en el dominio de la frecuencia, ya que reduce dichos efectos de la variacion
paramétrica de la planta.

El control basado en la diferenciacion fraccional compleja finalmente se aplica
para controlar la velocidad del modelo linealizado de entrada-salida cuando
ocurren variaciones paramétricas, en el que los resultados finales demuestran
la eficiencia del sistema de control propuesto por CRONE.

Lanusse en [19] propone el disefio de un controlador fraccionario mediante el
uso de CRONE para un sistema hidraulico cuyo comportamiento es no lineal,
para luego implementarlo en un controlador logico programable (PLC). En
donde la presion del aire del tanque es la variable controlada y con ello se
valida todo el proceso del sistema hidraulico.

Las referencias mencionadas anteriormente se basan en dos grandes areas, las
cuales son trabajos realizados sobre identificacion de sistemas con diferentes
estructuras, entre las cuales se encuentran modelos Hammerstein-Wiener [7],
[15] donde se puede concluir que los trabajos realizados con esta estructura
han obtenido mejores resultados que otros modelos matematicos, asi como
también se concluye la efectividad del calculo fraccionario utilizado ya sea
en controladores [16], [18], [19] como en la identificacion de sistemas, donde
tomando como antecedentes algunos trabajos similares [14], [17] que se en-
cuentran en la literatura se llegd a la conclusion que el calculo fraccionario
puede ser usado en modelos mateméaticos que consten de al menos una par-
te dinamica lineal, y esta se encuentra en la clase de modelos orientados a
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bloques.

1.8. Organizaciéon del documento.

El presente documento esta organizado de la siguiente manera:

Capitulo 2.- Se explica detalladamente las definiciones y conceptos que in-
volucran la identificacion de sistemas y el célculo fraccionario con el fin de
ubicar al lector con los temas relacionados a dichas metodologias, asi como
también se desarrolla 1 ejemplo de identificacion no lineal involucrando una
estructura Hammerstein-Wiener mediante el enfoque por sobreparametriza-
cion, y 1 ejemplo mas con la misma estructura mediante el enfoque iterativo,
asi como el procedimiento y los algoritmos utilizados con estos dos enfoques.

Capitulo 3.- Se desarrollan 3 ejemplos de identificacion no lineal utilizan-
do la estructura Hammerstein-Wiener, aplicando calculo de orden entero y
fraccionario a cada uno de ellos.

Capitulo 4.- En este capitulo se hace una comparativa entre los modelos
obtenidos y la estructura Wiener-Hammerstein tanto para el orden entero
como para el fraccionario.

Capitulo 5.- En este capitulo se mencionan las conclusiones obtenidas con
el desarrollo de la tesis, asi como también las aportaciones de la misma.



Capitulo 2

Marco Teoérico

2.1. Identificacion de sistemas.

En general existen dos formas de obtener un modelo mateméatico, una de
ellas es a través del conocimiento previo del comportamiento del sistema, es
decir utilizando leyes fisicas sobre un fenémeno o un proceso. La otra forma
es la identifi cacion de sistemas.

En identificacion de sistemas se busca construir modelos matematicos de sis-
temas dindmicos basados en datos observados entrada-salida del sistema, que
describan su dindmica en un cierto rango de operacion.

El proceso de identificacion de sistemas se puede resumir como sigue:

= Generacion de un conjunto de datos.
= Eleccion de la estructura del modelo.
= Eleccion del criterio de ajuste entre los datos y el modelo.

= Eleccion de una forma de evaluar el sistema, proceso conocido como va-
lidaciéon del modelo.

Para la generacion de datos, una condicion que debe cumplir la senal de
entrada u(t) es lo que se denomina convergencia de excitacion. La entrada
debe tener suficientes datos como para excitar todos los modos dinamicos del
sistema. Solo pueden identificarse los modos que son observables desde las
salidas y son suficientemente excitados desde las entradas [20].

En cuanto a la eleccion de la estructura de modelo, basicamente, en la iden-
tificacion de sistemas se suele hablar de modelos de caja blanca, gris y negra.
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En los primeros, todos los pardmetros del sistema tienen un significado fisi-
co. Los modelos tipo caja negra son ttiles en los casos en que el sistema a
identificar es desconocido o de ecuaciones de muy compleja resoluciéon, como
consecuencia los parametros no tienen significado fisico.

En el presente trabajo de tesis, cuando se utilicen métodos de identificacion
de sistemas fraccionarios, se estaria aplicando un modelo tipo caja gris.

2.1.1. Sistemas dinamicos.

De manera general se puede decir que un sistema es un objeto en el cual
interactiian variables y se producen senales observables. Estas senales ob-
servables que son de nuestro interés son usualmente llamadas salidas, y los
estimulos externos que pueden ser manipulados por un usuario se denominan
entradas. Existen otros estimulos externos que no pueden ser controlados por
el usuario que se denominan perturbaciones [2].

En un sistema dindmico el valor de la senal de salida en un instante depen-
de, no solo de los estimulos en ese instante, sino también de los estimulos
anteriores. Un sistema se denomina estacionario si la respuesta del sistema
a una misma entrada es la misma independientemente del instante en que
se le aplica. Un sistema se dice causal cuando las salidas no dependen de
estimulos futuros.

Un sistema lineal cumple con el principio de superposicion, es decir, que la
respuesta a una combinacion lineal de una serie de entradas dadas se corres-
ponden con la combinacion lineal de las salidas individuales respectivas.

v

W
= . 1:‘I|r

u Sistema >
e

Figura 2.1: Sistema dinamico, donde: "u’ es la entrada, 'w’ es otra entrada que puede medirse pero no
manipularse, v’ son las perturbaciones (no pueden medirse ni manipularse), 'y’ es la salida del sistema.

Construir modelos para sistemas desconocidos es un objetivo importante de
la ingenieria de control. Estos modelos necesitan simular el comportamiento
real en los casos en que existe un conocimiento previo limitado de la estruc-
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tura del sistema.
El enfoque de la identificacion se puede realizar en funcion de la estructura

del modelo, y del comportamiento fisico o no fisico del mismo. Se puede dis-
tinguir:

» Caja blanca: La estructura del modelo se obtiene a partir de leyes fun-
damentales. Los pardametros tienen una interpretacion fisica [21].

s Caja gris: Algunas partes del sistema son modeladas basandose en prin-
cipios fundamentales, y otras como una caja negra. Algunos de los pa-
rametros del modelo pueden tener una interpretacion fisica; a este tipo
de modelos también se les conoce como “Tailor-made” estimando solo los
parametros no conocidos.

» Caja negra: Los pardmetros del modelo no tienen una interpretacion fi-
sica. Un modelo basado en leyes fundamentales es muy complicado o se
desconoce.

2.1.2. Estructuras de modelos.

En el conjunto de candidatos para determinar la estructura del modelo se
pueden encontrar modelos lineales como AR, ARX, ARMA, ARMAX, Box-
Jenkins, entre otros; sin embargo la mayoria de los sistemas fisicos requieren
de una representacion no lineal.

Para ello se pueden tomar diferentes estructuras no lineales tales como:
NARX, NARMAX, modelos de Hammerstein, Wiener, y la combinaciéon de
estos 2 ultimos; Hammerstein-Wiener y Wiener-Hammerstein.

La identificacion de sistemas no lineales se considera un problema dificil.
La razon es que identificar un sistema no lineal requiere de algoritmos mas
sofisticados para la obtencion de los parametros, en donde muchas veces el
sistema no puede ser identificado para ciertas estructuras o arquitecturas
matematicas, por la naturaleza a la que pertenece el sistema.

Una desventaja de los sistemas no lineales es que son mas complejos mate-
maticamente para realizar el control o la estimacion de los pardmetros; ya
que las técnicas méas estudiadas estan dadas para sistemas lineales.
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2.1.2.1. Modelo Hammerstein.

El modelo Hammerstein es un sistema de bloques orientados que permiten
resolver el problema de la no linealidad en la identificaciéon de modelos no
lineales a través de una no linealidad estatica.

Su estructura consiste en un bloque con un modelo no lineal estatico seguido
por un bloque de un modelo lineal dinamico.

u(k) | No Lineal | X®) .| Lineal | Y& .

Figura 2.2: Estructura de un modelo Hammerstein.

2.1.2.2. Modelo Wiener.

El modelo de Wiener tiene una estructura en sentido contrario que el modelo
de Hammerstein, es decir el bloque de la dindmica lineal seguido por el blo-
que de la no linealidad estatica.

_u(k).| Lineal X(k) .| No Lineal &

Figura 2.3: Estructura de un modelo Wiener.

2.1.2.3. Modelo Hammerstein-Wiener.

El modelo Hammerstein-Wiener al igual que el modelo Hammerstein, es un
sistema de bloques orientados que a través de dos no linealidades estaticas
permite resolver el problema de la no linealidad en la identificacion de mo-
delos no lineales.

_u(k) .| No Lineal | X(K) | Lineal | "%) .| No Lineal | Y.

.

Figura 2.4: Estructura de un modelo Hammerstein-Wiener.
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2.1.2.4. Modelo Wiener-Hammerstein.

Por tltimo se tiene el modelo Wiener-Hammerstein, que es un sistema de
bloques orientados el cual cuenta con 2 linealidades dindmicas y 1 no linea-
lidad estatica.

uk) | Lineal | %K) . NoLineal | "K) .| Lineal | YK).

Figura 2.5: Estructura de un modelo Wiener-Hammerstein.

2.1.3. Validacion del modelo.

Existen pruebas para verificar si el modelo es adecuado y si es valido para
su proposito. Estas pruebas son conocidas como validacién del modelo. Estas
involucran varios procedimientos para validar considerando como el modelo
relaciona los datos observados con la aplicacion del modelo al sistema. Un
comportamiento deficiente del modelo en estos términos nos hace rechazarlo,
mientras que un buen desempeno nos hara desarrollar cierta confianza en
dicho modelo.

Un modelo no puede ser nunca aceptado como una descripcion final y real
del sistema, sin embargo, puede ser reconocido como una descripcion lo sufi-
cientemente buena de ciertos aspectos que son de nuestro particular interés.

Para llevar a cabo la validacién se necesita de algunos célculos para poder
comparar las respuestas, una de las mas conocidas e utilizadas es el ajuste

(FIT).

2.1.3.1. FIT.

FIT proviene de la palabra en inglés y significa ajuste y en identificacion de
sistemas se refiere a la aproximacion de una senal estimada con respecto a la
senal original y su medida es proporcionada en porcentaje, la cual esta dada
por

FIT = 100]1- —2= Y| (2.1)

JEZN.Gi- 92
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donde:
= 7 es el vector de los datos muestreados de la salida del sistema € RY.
,yl :
="
YN

= j es el vector de la salida estimada del sistema € RY.

= |y| se refiere a la norma euclidiana del vector de los datos muestreados
de la salida del sistema.

ny=x YN, i correspondiente al valor promedio de la salida del sistema.

» N es el namero total de datos.

Se tienen 4 casos en los que el FIT puede ser grande, pequeno, cero o una
indeterminacion. A continuacion se plantean estos diferentes escenarios.

Se tiene un FIT grande cuando
= |y - ¥l es pequeno.
o XV - 9% es grande.
En este escenario se plantea un FIT alto, el cual es lo 6ptimo o lo que se busca

en un modelo matematico, porque mientras mas alto sea este mas parecido
tendré la senal estimada con el sistema real.

Se tiene un FIT pequeno cuando

= |y - 9| es grande.

. \/Zﬁl(f/i - 7)? es pequeno.
Este escenario quiere decir que si existe un FIT bajo el modelo matemético

casi no tendra similitud o una dinadmica parecida al del sistema real.

El FIT es cero cuando

“ 15 - 91 = XN 9

Cuando se obtiene un FIT igual a cero quiere decir que el modelo matemético

no tiene absolutamente ninguna similitud con el sistema real.
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El FIT se indetermina cuando

- JZNGi- 97 =0
n J7i =7, vi=1,2,--,N.

El escenario en el que el FIT se indetermina es aquel en donde el sistema
real es una contante; esto quiere decir que su dinamica es la misma en el
transcurso del tiempo.

2.1.4. Meétodos de optimizacion.

Cuando se conoce la estructura del modelo es necesario aplicar técnicas de
optimizacion para determinar el vector de parametros (6 = 6) de tal manera
que el modelo resultante pueda describir el sistema apropiadamente.

Antes de iniciar con cualquier algoritmo de optimizacion se necesita definir
una funciéon objetivo E(0), que es la descripcion matematica de lo que se
desea optimizar (que el error tienda a cero), la eleccion mas comun es el
error cuadratico medio, y este se define como

E(0) = Se(6" (2.2)
donde:

= ¢ es la diferencia que existe entre la salida del sistema y la salida estimada,
como se muestra en la ecuacion (2.3).

e(0) =y -9, (2.3)
= 7 es el vector de los datos muestreados de la salida del sistema € RY.

= y es el vector de la salida estimada del sistema € RY.

» O el vector de parametros del modelo a identificar.

En general, la funciéon objetivo E(0) es una funciéon no lineal, por lo que no
se dispone de algoritmos sencillos y exactos para encontrar sus minimos. En
consecuencia, se tiene que hacer uso de una busqueda a través del espacio de
parametros que idealmente, se aproxime de forma iterada a un error minimo
del sistema para los parametros adecuados.

De esta forma, se comienza una identificaciéon con algin vector inicial de pa-
rametros (algunas veces elegido al azar), después se genera un nuevo vector
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de parametros, esperando que con ellos la funcion objetivo se reduzca (aun-
que dependiendo del método elegido, no es obligatorio, y temporalmente se
puede admitir un incremento del error siempre y cuando conduzca a una
disminucioén posterior mas adecuada).

Eiste proceso se repite, normalmente hasta haber reducido el error a un mar-
gen tolerable, o cuando se satisfaga una condicion especifica de parada.

2.1.4.1. Gradiente Descendente.

El gradiente descendente es el algoritmo de entrenamiento més simple, tam-
bién el més extendido y conocido a pesar de su lenta convergencia, esto debido
a su aparente simplicidad. Este método, solo hace uso del vector gradiente,
y por ello se dice que es un método de primer orden. En la ecuacion (2.4) se
muestra la formula para obtener el gradiente descendente.

Ok+1 = Ok — 18, (2.4)
donde:

= 1 > 0 corresponde al coeficiente de aprendizaje.

m Ok, Oy es la sucesion de vectores de parametros que se construye con el
proceso iterado por cualquiera de los métodos de optimizacion.

= g es el gradiente de la funcion objetivo E(6), mostrado en la siguiente
ecuacion.

9(E(0))
Or1) = . 2.5
g(Ok41) 20 o0, (2.5)
Idealmente se desea encontrar el valor de 6, = 6 que satisfaga
9(E(0))
Ors1) = = 0. 2.6
8(Ok+1) 20 oo (2.6)

2.1.4.2. Meétodo de Newton.

El método de Newton es uno de los algoritmos conocidos como de segundo
orden, ya que hace uso del Hessiano. Tiene como objetivo encontrar las me-
jores direcciones de variacion de los parametros haciendo uso de las segundas
derivadas de la funcion objetivo E(0).
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Para ello, se hace uso del desarrollo de las series de Taylor que se pueden
aproximar alrededor del conjunto inicial de parametros.

1
E(0) = E(6x) + g7 (0 - ) + S0~ 0) H(0 - 6))), (2.7)
donde:
» H es el Hessiano de E(0), es decir la segunda derivada parcial de E(0).

Si tenemos en cuenta que g (el gradiente de E(0)) debe ser 0 para el minimo
de E(0), obtenemos la siguiente ecuacion

g+ H(O-6)=0. (2.8)

Asumiendo que la inversa de H existe, se despeja 6

0 = Qk—H_lg. (29)

En general, el método de Newton requiere menos pasos que el gradiente des-
cendente para encontrar el minimo de la funciéon objetivo E(#). Sin embargo,
tiene el inconveniente de que el calculo del Hessiano y su inversa tienen un
costo computacional muy elevado.

2.1.4.3. Meétodo Cuasi-Newton.

Como se ha visto, el método de Newton es muy costoso desde el punto de vista
computacional, ya que requiere muchas operaciones para calcular el Hessiano
y su inversa. Los métodos alternativos que se han construido para resolver
este problema se conocen genéricamente como métodos Cuasi-Newton.

En estos métodos, en lugar de calcular el Hessiano directamente y después su
inversa, se construye una aproximacion de la inversa en cada iteracion utili-
zando so6lo informacion sobre las primeras derivadas de la funcion objetivo.

Si llamamos a esta aproximacion C, la formula de Cuasi-Newton se puede
expresar como
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Ok+1 = Ok — (Cg)n. (2.10)

Los dos métodos mas utilizados para la aproximacion de la inversa del Hes-
siano son la formula de Davidon-Fletcher-Powell (DFP) y la formula de

Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) [22].

Este es el método por defecto para usar en la mayoria de los casos, ya que es
mas rapido que el metodo del Gradiente Descendente y no conlleva el incon-
veniente del alto costo computacional por el calculo del Hessiano y su inversa.

2.1.4.4. Levenberg-Marquardt.

Debido a que H corresponde al Hessiano, es decir la segunda derivada parcial
de E(0), existe la posibilidad que la matriz H sea definida negativa o cero y
por consecuencia envie a un maximo local, para evitar dicho problema se
debe asegurar que H sea definida positiva, el Hessiano puede ser alterado
adicionando una matriz AI y de esta manera hacer (H + AI) definida positi-
va asegurando que se llegue a un minimo local. Los que representaron este
concepto fueron Levenberg en [23] y Marquardt en [24].

Ope1 = O — (H + AI)'g, (2.11)
donde:
» [ es la matriz identidad.

= 1 > 0 corresponde al coeficiente de aprendizaje.

Se busca seleccionar una A de manera que la matriz H + Al sea positiva defi-
nida. La ecuacion (2.11) se aproxima al método del gradiente descendente si
A — oo y al método de Newton si A — 0.

Por ello, A se inicializa para que sea grande, de modo que las primeras ac-
tualizaciones sean pequenos pasos en la direccion del gradiente descendente.
Si alguna iteracion falla, entonces A se incrementa por algin factor, si no,
a medida que disminuye el error A disminuye, de manera que el algoritmo
de Levenberg-Marquardt se aproxima al método de Newton. Este proceso
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normalmente acelera la convergencia al minimo.

Este algoritmo es un método adaptado para funciones de un tipo particu-
lar, lo que hace que sea muy réapido cuando se entrenan redes neuronales
medidas con ese tipo de errores. Sin embargo, este algoritmo tiene algunas
desventajas. El primero es que no puede aplicarse a funciones objetivo que
tengan expresiones distintas, asi como también para conjuntos de datos muy
grandes, ya que la matriz jacobiana aumenta su dimension, y por lo tanto
requiere mucha memoria computacional.

El algoritmo de Levenberg-Marquardt, también es conocido como el método
de minimos cuadrados amortiguado.

T

Memoria

5

Velocidad

Figura 2.6: Comparaciones entre los algoritmos de optimizacion, respecto a su velocidad computacional
y la memoria requerida.

Como refleja el gréafico, el algoritmo de entrenamiento més lento es el del gra-
diente descendente, pero es el que requiere menos memoria [25]. Por el con-
trario, el méas rapido puede llegar a ser el algoritmo de Levenberg-Marquardt,
pero normalmente requiere mucha memoria y solo compensara en casos en
los que el entrenamiento se hace muy laborioso.

Una buena eleccion podria ser el método Cuasi-Newton, que consigue una
mejora considerable en la velocidad con respecto al gradiente descendente,
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sin necesidad de incrementar el consumo de memoria de forma dramaética.

En el Apéndice B se desarrollo un ejemplo analitico del algoritmo de
Levenberg-Marquardt, en donde se realizaron las derivadas parciales para el
gradiente, asi como también las segundas derivadas parciales para la matriz
Hessiana.
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2.2. CaAlculo Fraccionario.

La palabra calculo fraccionario es la denominacion acunada para la extension
del célculo que permite considerar la integracion y la derivacion de cualquier
orden, no necesariamente entero. En el dominio del tiempo, los operadores de
derivadas e integral fraccionarios vienen definidos por la operaciéon de convo-
lucion, por lo que estan especialmente indicados para describir fenémenos de
memoria; en el dominio de Laplace dichos operadores se corresponden con el
operador s, a € R [26].

Los primeros escritos que se tienen del nacimiento del calculo fraccionario
datan del 30 de septiembre de 1695, cuando L’Hopital le plantea por primera
vez a Leibniz en una carta sobre la posibilidad de obtener la derivada de
la funcion d"f(x)/dx™ cuando n = 1/2, posteriormente el calculo fracciona-
rio se sigui6 investigando por matematicos reconocidos, entre los principales
podemos mencionar a Euler, Laplace, Lacroix, Fourier, Riemann, Hardy y
Littlewood, sin embargo las aun extensas investigaciones en calculo ordina-
rio no permitieron profundizar de manera esperada en el planteamiento de
técnicas alternativas e innovadoras.

Sin embargo, fue hasta el ano de 1832 cuando el francés Joseph Liouville
destacod con su trabajo, siendo este el primero en considerar la posibilidad
de calculo fraccional, para convertirse en uno de los principales cientificos
investigadores en ese rubro, y ademas ser considerado como el creador de las
bases del calculo de orden no entero o fraccionario.

A partir de ese entonces, y con especial énfasis en las tltimas cuatro décadas,
el calculo fraccionario se ha empleado con éxito en el modelado de fenéme-
nos y sistemas fisicos estudiados en multitud de campos de la ciencia y la
ingenieria, como por ejemplo el procesamiento de senales.

En el area del control automatico fue Oustaloup en [27] quien introdujo la

idea de controladores de orden no entero en su trabajo Commande Robuste
d’Ordre Non Entier (CRONE).

2.2.1. Derivada Fraccionaria.

La rama de las matematicas que estudia la teoria de las integrales y derivadas
de orden arbitrario que unifican y generalizan las nociones de orden entero
es el calculo fraccionario [28].
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Una ecuacion diferencial fraccionaria es una ecuacion que contiene derivadas
de orden no entero; y una ecuacion integral fraccionaria es una ecuaciéon que
contiene integrales de orden no entero.

Un sistema de orden fraccionario significa un sistema descrito por una ecua-
cion diferencial fraccionaria o una ecuacion integral fraccionaria o por un
sistema de tales ecuaciones.

El nombre corto para las derivadas de orden arbitrario son las derivadas frac-
clonarias.

El calculo fraccionario no cuenta con una sola definicion de derivada fraccio-
naria tal como lo hace el calculo de orden entero sino de diversas expresiones
matematicas que cumplen con las caracteristicas necesarias para definirse co-
mo derivada fraccionaria.

A continuacion se presentan algunas de las mas conocidas definiciones de
derivadas fraccionarias.

2.2.1.1. Derivada de Riemann-Liouville.

La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden a de x(t) se define
COmo

RLpas() = 2 / t(Ldr (2.12)

T(n- a)dt t— r)anel s
donde:

= n es un numero natural (entero) que satisfaga que n-1< a < n.

m o es el orden de derivacion fraccionario.

La forma clésica de calculo fraccional estd dada por la integral de Riemann-
Liouville, y su definicién para una funcion real continua x(t) esté establecida
por la forma

a 1 b x(1)
ﬁlex(t)—m/a md’[, (2.13)
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donde:
= b>a.
= ¢ es el orden de integracion fraccionario.

» ['(@) es la funcion Gamma de Fuler.

2.2.1.2. Funcién Gamma.

La funcion Gamma representa la generalizacion de los factoriales n!, lo que
permite que n considere cualquier nimero real. Por lo que la funcion Gamma
es una de las més importantes funciones en el area del calculo fraccionario
[29].

Sea z € C tal que Re(z)>0, su expresion matemética es representada en la
ecuacion (2.14)

I(z) = /O ) e 't7ldt. (2.14)

Por lo que la funcion Gamma es continua para los numeros reales positivos.
Una propiedad basica de la funcion Gamma es

[(z +1) = zI'(2). (2.15)
Si z es un numero natural, se tiene
I['(z+1) =2z

De modo que si z = n, con n € Z* y con el uso de la propiedad de la ecuacion
(2.15), se tiene

['(n+ 1) = nl'(n),
I'(n+1)=n(n-1DI'(n-1),
I'(n+1)=n(n-1)(n-2)---TI1) = n.

2.2.1.3. Derivada de Griinwald-Letnikov.

La definicion de Griinwald-Letnikov es comtunmente utilizada para soluciones
numéricas de derivadas fraccionarias [30].
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Esta derivada es la representacion discreta de la derivada fraccionaria de
Riemann-Liouville.

La derivada de Griinwald-Letnikov para una funciéon x(t) esta dada por
GLya N g -
JeDYx(t) = lim — Y (-1Y| | |x(t - jh), (2.16)
’ h—0 h* i J

donde:

= j es el incremento del tiempo, esta definicion esté formulada para cuando
acR".

» o es el orden de derivacion fraccionario.

= h es el paso de integracion.

Una de las propiedades importantes que comparten ambas definiciones de
derivadas fraccionarias es la no-localidad. Esto significa que el valor de D*
depende de todos los valores de x en el intervalo [, t], es decir de toda la
informacion historica de la funcion t [30].

La ventaja de utilizar sistemas de orden fraccionario respecto a los sistemas
de orden entero es que los primeros tienen memoria infinita, mientras que
los otros tienen una memoria finita. Esta es la principal ventaja del uso del
calculo fraccionario en comparacion con los modelos clasicos de orden entero
en los que tales efectos son de hecho despreciados.

Los coeficientes binomiales son el kernel de la derivada de Griinwald-Letnikov.

Todas las definiciones de derivadas fraccionarias son no locales, porque po-
seen una integral asociada en su definicion (excepto la derivada de Griinwald-
Letnikov) la cual evalia en una vecindad o una region de puntos, dando como
resultado el concepto de memoria en el célculo fraccionario, a diferencia del
calculo clasico el cual solo evaliia en un punto.

Solamente existe un caso en el que todas las definiciones de derivadas frac-
cionarias son iguales y esto es cuando el orden de derivaciéon a = 1 ya que se
recupera el caso clasico.

Las derivadas fraccionarias tienen un operador el cual estd compuesto de 5
elementos, por ejemplo en la ecuacion (2.12): RL es el sentido de la derivada
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(Riemann-Liouville), a y t son los limites o rangos en el que se esta evaluan-
do la derivada, « es el orden de la derivada y x(¢) es la funciéon que se desea
derivar.

2.2.2. Transformada de Laplace.

Los distintos operadores fraccionarios admiten una representacion en el do-
minio de la frecuencia, mediante la aplicacion de la transformada de Laplace
[31]. A continuacion, se mostraré la transformada de Laplace para el opera-
dor de Riemann-Liouville.

2.2.2.1. Integral de Riemann-Liouville.

La integral de Riemann-Liouville puede expresarse mediante una convolucion

a-1

I%x(t) = 11: @

con lo que aplicando la propiedad de convolucion se obtiene

* x(1),

a-1

£ {I%x(1)} = E{ '

r(0[)}1: (x(0)}.

Teniendo en cuenta que £ {t“‘l} =T'(a)s™, se obtiene

LAIx(t)} = sT“F(s).

2.2.2.2. Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville.

Por la definicion D*x(t) = D™I™ *x(t), por lo tanto

L {D(t)} = £ {D™I™*x(£)}

considerando g(t) = I™ *x(t) y aplicando la férmula de Laplace de orden
entero m se obtiene

£{D"g()} = "G - % s (0) = "Gl - r:z shgm k() =

m-1
=s"G(9) - % s"F1gM0),
=0
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donde g™ % 1(t) = DM kM= x () = D¥ R 1 x(1).
En virtud al resultado obtenido para la integral fraccionaria, se tiene que

LAI™x(t)} = s ™ DE(s),

con lo que resulta

LA{Dx(t)} = L {D™™x(t)} = s"s ™ DE(s) = ¥ sF[D*F T x(t)]1zp =
k=0

= s%F(s) = Y, s[D“*1x(t)] 10,
k=0

donde (m-1=< a = m).

Se hace notar la inexistencia de una interpretacion fisica de los valores de
las derivadas fraccionarias para t = 0, es decir las condiciones iniciales de la
derivada fraccionaria.

Desarrollando un ejemplo de lo antes mencionado, el modelo de un sistema
fraccionario considerando un sistema SISO lineal invariante en el tiempo,
puede ser descrito mediante la siguiente ecuacion diferencial

aODﬁ"y(t) + alDﬁly(t) 4ot anDﬁ"y(t) = byD®u(t) + byD“ u(t) + -+ + by, D " u(t),
(2.17)
donde:

m a,, ai, -, ay by, by, -+, b, son los coeficientes de la ecuacion diferencial.

» u(t) y y(t) son las senales de entrada y salida respectivamente, las cuales
son diferenciables en 6rdenes reales (enteros o no enteros).

w So, 1,5 Pus O, @1, -+, &y SO los Ordenes de las derivadas, las cuales per-
tenecen al conjunto de los nimeros reales.

La transformada de Laplace de DPy(t) y D®u(t) es s"Y(s) y s*U(s), respec-
tivamente, considerando las condiciones iniciales iguales a cero, por lo que
aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion (2.17) se tiene

Ay Y () + a;sP Y (s) + -+ + ansP Y (s) = bos®@U(s) + bys®U(s) + - + bys®™U(s).
(2.18)
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Una vez que las ecuaciones diferenciales estan en el dominio de la frecuencia,
se puede obtener su representacion en funcion de transferencia de la siguiente
manera

(aps™ + ajsP + - + apsP)Y(s) = (bys® + bys™ + - + byps®™)U(s), (2.19)

Y(s)  bos™ + bys™ + - + bps™

U(s)  apsh + ajsP + - + apsh

(2.20)

Estas definiciones matematicas mencionadas son la base del modelo Hammerstein-
Wiener de orden fraccionario, en la parte del bloque lineal.

En la mayoria de las metodologias encontradas en la literatura sobre la iden-
tificacion de modelos Hammerstein-Wiener [3|, [32], [33] el bloque dindmico
lineal se encuentra en tiempo discreto, sin embargo para poder aplicar el uso
del calculo fraccionario en este tipo de modelos a bloques, la funcién de
transferencia necesita estar en tiempo continuo [17], [14].

2.2.3. CRONE.

Los resultados del trabajo de esta tesis se encuentran en el capitulo tres; en el
que los 6rdenes no enteros de la funcion de transferencia fueron desarrollados
con la paqueteria CRONE, la cual es una caja de herramientas de Matlab y
Simulink dedicada al célculo fraccionario [34].

Una version clasica de la caja de herramientas contiene tres modulos princi-
pales:

= El «<mo6dulo mateméatico» implementa varios algoritmos para el calculo
fraccionario.

= Bl «moddulo de identificacion del sistema» extiende la frecuencia comun
de la identificacion del sistema y las herramientas en el dominio del tiem-
po a los modelos de orden fraccionario.

» Bl modulo «CRONE Control-System Design» utiliza 6rdenes fracciona-
rios como parametros de diseno de alto nivel para facilitar el diseno de
sistemas de control robustos.
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2.2.3.1. Funciones de CRONE utilizadas.

Para el desarrollo del capitulo tres de esta tesis se utilizaron dos comandos
de la paqueteria CRONE, los cuales se muestran a continuacion

frac_poly exp(coef,order)

Del inglés explicit fractional polynomials (polinomios fraccionarios explici-
tos),
donde

= coef se refiere a los coeficientes de los polinomios.
» order se refiere al orden de cada coeficiente.
Por ejemplo

frac_poly exp(|2 1 3[,[1.2 0.5 0])

Da como resultado
2512 4§05 4 3,

frac_ tf(num,den)

Proporciona una funcién de transferencia fraccionaria; es una clase que per-
mite la representacion de sistemas fraccionarios.

Se construye con dos argumentos; numerador y denominador los cuales son
polinomios de orden fraccionario, un ejemplo se muestra a continuacion

frac_tf(frac_poly exp([3 2 4],[3.2 1.75 0]),frac_poly exp([1 2 1],[1.2 0.7
0.3]))

Da como resultado

3532 + 25170 1+ 4

sb2 4+ 2507 4+ 037
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2.3. Modelos Hammerstein-Wiener enfoque por sobreparametri-
zacion.

2.3.1. Introduccion.

Existe una gran necesidad en los modelos no lineales para mejorar la calidad
del control de la planta. Una buena opciéon o propuesta son los modelos orien-
tados a bloques, que separan las partes no lineales y lineales invariantes en
el tiempo (LTT) en bloques. Las estructuras en bloques méas simples son los
modelos Wiener y los modelos Hammerstein. Estos ya se usan en un amplio
dominio de aplicaciones que van desde amplificadores de potencia, procesos
quimicos, hasta sistemas fisiologicos.

Una estructura en bloques méas general es el modelo Hammerstein-Wiener co-
mo se muestra en la Figura 2.7. Y estos modelos son utilizados en un amplio
rango de aplicaciones tales como procesos quimicos, detecciéon submarina,
entre otros [8]-[9].

Diferentes enfoques de identificacién son propuestos para identificar modelos
Hammerstein-Wiener o modelos con estructuras muy parecidas.

Entre los cuales se encuentran:

= El enfoque iterativo.

El enfoque por sobreparametrizacion.

Métodos en el dominio de la frecuencia.

Métodos por subespacios.

Algoritmos estocésticos.

vk o) XK Hg K g k)

Figura 2.7: Sistema Hammerstein-Wiener. Las no linealidades estaticas son representadas por los bloques
f vy g, la dindmica lineal es representada por el bloque H(qg).
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2.3.2. Polinomios no lineales.

La entrada no lineal f del sistema puede ser modelado como una combinacion
de funciones basicas f;

x(k) = f(u(k)),

x(K) = ¥ cfi(u(k), (2.21)

t=1

donde:
= m es el nimero de funciones bésicas usadas.
= u(k) es la senal de entrada tomada en la muestra k (dato actual).
= ¢; son los coeficientes a estimar del polinomio no lineal de entrada.

» f; son las funciones bésicas con respecto a la entrada.

La salida no lineal g del sistema es considerada a ser invertible (g™*) por lo
que también puede ser escrita como una combinacién de funciones basicas g;

y(k) = g(r(k)),
r(k) = g ' (y(k)),

mm:gmMﬂmx (2.22)

donde:
= p es el numero de funciones basicas usadas.
= y(k) es la senal de salida tomada en la muestra k (dato actual).
= d; son los coeficientes a estimar del polinomio no lineal de salida.

= g son las funciones bésicas con respecto a la salida.

2.3.3. Funcién de Transferencia.

El bloque lineal invariante en el tiempo H(q™!) es modelado usando la si-
guiente ecuacion en diferencias

_ b, + blqj + bzq:z +o+ ban:”b _ B(q:l), (2.23)
- mq ' —aq?-..—a,qg™ Alq?)

H(g™")
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donde:
= n, es el orden del denominador.
= 7y es el orden del numerador.

= g es el operador de atraso.

En la estructura de un modelo Hammerstein-Wiener, estos bloques no se
pueden identificar de manera tnica a partir de los datos de entrada y salida
del sistema. Infinidad de realizaciones pueden ser obtenidas para el modelo,
intercambiando factores de ganancia entre el bloque lineal y las no linealida-
des estaticas.

v(k)
J
)y gy XK g MEL@ s(k). qu} (ST RN y(k).

Figura 2.8: Un modelo Hammerstein-Wiener con ruido aditivo. v(k) es la fuente de ruido aditivo.

Las estructuras de un modelo Hammertein-Wiener ya estan estudiadas en
la literatura. Uno de los enfoques mas populares para su identificacion es
presentado en [4].

El modelo Hammerstein-Wiener estudiado en Bai es descrito por la siguiente
ecuacion de entrada y salida

(k) =3 a {ﬁ digily(k - i>]} £ b, {f e fi[u(k —m} +o(k),  (2.24)
=1 j=0

i=1 =1
donde:

= Z}’z”o b; {Zﬁl cifi[u(k - j)]} corresponde al primer polinomio no lineal, el
cual se ve involucrado por el numerador de la funciéon de transferencia.

e a; {z digily(k - i)] } correponde al polinomio no lineal de salida,
el cual se ve mvolucrado por el denominador de la funciéon de transferen-
cia.

= v(k) es la fuente de ruido aditivo.
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2.3.4. El problema de la Identificacion.

Como se mencion6 anteriormente existen muchos métodos para identificar
un modelo Hammerstein-Wiener. La salida de este modelo esta dada por

y(k) = g(H(q)f (u(k))). (2.25)

Esto muestra que la identificacion de los parametros resulta un problema de
optimizacion que es no lineal en dichos parametros.

Este problema puede ser reescrito usando las expresiones matematicas de los
polinomios no lineales y de la funcién de transferencia. Como se muestra en
la Figura 2.8 la senal intermedia s(k) del sistema puede ser escrita de dos
formas, como una funciéon de la senal de entrada u(k)

s(k) = Z b; {Z cif[u(k - )]} + v(k). (2.26)

=1

Y también como una funcion de la senal de salida y(k)

n

s(k) = Iéaodlgl[y(k)] +Y a {21 digi[y(k - 1)]} . (2.27)

[gualando la ecuacion (2.26) y la ecuacion (2.27), para después despejar a
modo de dejar todo igualado a cero, se tiene

Z bj {tZl cefeu(k - )]} (k) = li adigly(0)] + 3, a {IZpl digily(k - i)]} ,
(2.28)

apdigi[y(k)] - Z

M~

S dgily(k - ﬂ}+db=m

I=1

aidigily(k - n}+mm=a
(2.29)

f@{ﬁo&@&—n@—

j=0 t=1

f {f‘, bcifilu(k - j)] } i aodigily(k)] - Z {
j=0 ( t=1

|=

~
Il
—_
~.

3

"M“@ r—H

—_



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 33

Eista expresion es bilineal en los parametros a, b, ¢ y d. Este problema bilineal
puede ser convertido a un problema lineal, usando el enfoque por Sobrepa-
rametrizacion.

2.3.5. Enfoque por Sobreparametrizacion.

El problema de la bilinealidad en los pardmetros de un modelo Hammerstein-
Wiener puede ser resuelto usando el enfoque por sobreparametrizacion [32].

Por ejemplo la ecuacion (2.29) es la expresion matematica de un modelo
Hammerstein-Wiener y puede ser reescrita en una forma sobreparametriza-
da, de tal manera que la expresion matematica de dicho modelo quede aco-
modado en matrices, y sea lineal en los parametros, los cuales representan el
producto de los originales.

= i{g bicfi[u(k —J')]} - Ié aodigi[y(k)] - i {Z a;digi[y(k - )]} + v(k),

I=1

0 = (k)0 + v(k),

(2.30)
donde ®(k) y 0 estan dados por
®y(k) = [fi(u(k)) foluk)) - fu(u(k))],

Qy(k) = [fi(u(k - 1)) fo(u(k - 1)) fm(u(k - 1)) fi(u(k - 2))

fou(k - 2)) fm(u(k - 2)) fi(u(k - ny))

fo(u(k - ny)) fm(u(k - nmp))],

D3(k) = [~gi(y(k)) -g2(y(k) - —gp(¥(K)],

Oy(k) = [-g1(y(k-1)) -gay(k-1)) ~gp(y(k-1)) -gi(y(k - 2))

-&(y(k - 2)) -gp(y(k - 2)) -g1(y(k - ng))

-g(y(k - ny)) -gp(y(k - na))],

(k) = [@1(k) Da(k) Ds(k) Pu(k)], (2.31)
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0 = [b()Cl b()Cz b()Cm blcl blcz blcm
bnb C1 bnb Co bnb Cm aodl aodz a()dp a d1 (232)
ady, - ad, o agdy andy - ay, dp]T.

De esta forma se obtiene que los parametros de 8 sean lineales, como se mues-
tra en la ecuacion (2.32).

Para poder construir la matriz ®(k) se necesita conocer las muestras actuales
de f(u(k)) vy g(y(k)), y para eso se escoge el valor mas alto que hay entre
n, y np y a dicho valor se le suma la unidad, siendo esta la posicién
inicial y actual en la tira de datos de las funciones f y g.

Una vez que ya se conoce la posicion inicial en la tira de datos y se estima
®(k), se adelanta una posicion, pasando a ser la nueva muestra actual y con
ello una nueva ®(k). Este proceso se repite hasta llegar al altimo valor en la
tira de datos, como se muestra en la ecuacion (2.34)

®(k) = ®(max(ng, np) + 1), (2.33)

PCID(méx(na, ny) + 1)‘

®(max(rg, np) +2) (2.34)

®(N)
donde:

» N es el namero total de datos.

Los parametros de 6 pueden ser estimados aplicando la descomposicion en
valores singulares (SVD)

L
®=UxV' =Y oo/, (2.35)
=1
L=(ny+1)m+(n,+ 1)p,
> =diag [0'1 oy O'L] .
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Dada la descomposicion en valores singulares uy, el cual corresponde al L-
ésimo vector singular izquierdo, vy es el L-ésimo vector singular derecho y la
matriz ¥ es la que contiene los valores singulares, siendo o7 el valor singular
mas pequeno.

La estimacion de los parametros del vector 6 esta dado por

0= oy (2.36)

En donde la norma euclidiana de dicho vector es igual a 1. Esto permite
obtener una soluciéon tnica para la sobreparametrizacion lineal en el vector

6.

A~ A

2.3.5.1. Estimacion de los parametros a, b, ¢, d.

Una vez que 6 es estimada, los parametros son reacomodados en las siguientes

matrices
— boci bicy - by -
6, = | 02 Biee v buer| (2.37)
bocm bicwm - bp,cm
—aodl ad; - anadl‘
o = |20 @ nd (2.38)
apd, ard, - an; d,

A

Los parametros a, b, ¢, d son calculados aplicando nuevamente la descompo-
sicion en valores singulares a las matrices 6y, v 0,4

min(ny, m) .
O = 3 Sfivi, (2.39)
I=1
min(ng,p) .
Qad = Z (pl/lla), . (2.40)

I=1

Donde f es una matriz que contiene los vectores singulares izquierdos, y y
es una matriz que contiene los vectores singulares derechos de 6p.. Asi como
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A es una matriz que contiene los vectores singulares izquierdos, y w es una
matriz que contiene los vectores singulares derechos de 6,4.
Los valores singulares de 0y, v 6,4 estan dados por §; y ¢; respectivamente.

A

Por lo tanto los parametros a, b, ¢, d estan dados por

a= @ wi, (2.41)
b=y, (2.42)
é=pi, (2.43)
d=M. (2.44)

2.3.5.2. Ajuste de los parametros.

A

Los parametros a, b, ¢, d se ajustan con la norma euclidiana de la siguiente

manera
a
= ||, 2.45
e |3 2.45
= 14 (2.46)
el N l€l
E N
b = 5,8.5— M, (2.47)
lal \ ||
¢
C=S—, (2.48)
B
= di, (2.49)
Id]
donde:

A

m 5., S, sg denotan el signo del primer elemento no cero de a, ¢, d, respec-
tivamente.

2.3.5.3. Comprobacion de los parametros.

Para tener una descripcion tnica de un modelo Hammerstein-Wiener, se
deben comprobar los parametros a, b, ¢ y d de la siguiente manera
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lel = 1, c=[c o cml?,
"d” = 13 d = [dl dz o dp]Ta

2.50
v eotwn O

2.3.6. Ejemplo de una identificacion Hammerstein-Wiener.

En base al método por sobreparametrizacion, se prosigue a realizar una iden-
tificacion con los datos muestreados de entrada y salida de dos tanques
acoplados.

Primero se establece la cantidad de funciones bésicas a utilizar tanto en el
polinomio de entrada, como en el polinomio de salida, asi como también
el nimero de polos y ceros de la funciéon de transferencia, quedando de la
siguiente forma

Basandose en las ecuaciones (2.21) y (2.22) se prosigue a construir las sefales
de los polinomios no lineales de entrada y salida

x(k) = eifi(u(k)),
r(k) = digi(y(k)).

Las funciones basicas fy(u(k)) y gi(y(k)) quedaran de la siguiente manera

flu(k) = u'(k), (251)
gi(y(k) = y'(k). (2.52)
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Por lo que se obtiene en las senales de los polinomios no lineales de entrada
y salida las siguientes ecuaciones

x(k) = ciu(k), (2.53)
r(k) = dyy(k). (2.54)

Se continda a construir la matriz ®(k) la cual se conforma de las funciones
de entrada y salida, tanto actuales como retrasadas, como se muestra en la
ecuacion (2.31), para luego construir la matriz ® tomando como referencia
la ecuacion (2.34).

Una vez formada la matriz ® se le aplica la descomposicion en valores singu-
lares, para posteriormente estimar los parametros de @ (ecuaciones (2.35) y

(2.36)).

Por lo que se obtiene el siguiente vector

0= [3,5581x10™* —-6,76306x10™* 3,4153x107* 0,4142 -0,8163 0,4025]".

Una vez calculado 6 se contintia con la metodologia por sobreparametrizacion,
y en base a las ecuaciones (2.41)-(2.44) se obtiene

|
b= [-3,5581x107* 6,7630x10"* —3,4153x10‘4]T,
¢=[-1]",
d=1[-1]"

A A

Por ultimo se ajustan los parametros a, b, ¢, d como se muestra en las
ecuaciones (2.46)-(2.49)
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a=[0,4142 -0,8163 0,4025]",

b= [3,5581x10* —6,7630x10* 3,4153x1074]
c= [1]

a=[]".

Una vez estimados todos los parametros se calcula la norma euclidiana a cada
uno de dichos vectores, obteniendo como resultado la unidad (ver ecuaciéon
(2.50)), con lo cual se valida la eficiencia de los parametros.

En la Figura 2.9 se muestra el resultado del modelo matemético obtenido

por el enfoque por sobreparametrizacion, obteniendo un FIT del 62.76 % con
respecto a la salida del sistema de dos tanques acoplados.

Salida del sistema vs Salida Hammerstein-Wiener
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Figura 2.9: Comparacion entre la salida del sistema y el modelo Hammerstein-Wiener de dos tanques
acoplados, enfoque por sobreparametrizacion.
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2.4. Modelos Hammerstein-Wiener enfoque iterativo.
2.4.1. Sistemas Hammerstein-Wiener.

Un sistema Hammerstein-Wiener esta dado por la conexion en cascada de un
bloque no lineal estatico seguido por un bloque dindmico lineal que a su vez es
seguido por otro bloque no lineal estatico, como se muestra en la Figura 2.10:

u(k) f(u) v(k) H(q) x(k) g(x) y(k) .

Figura 2.10: Sistema Hammerstein-Wiener.

El primer bloque no lineal se representa por la siguiente ecuacion:

v(k) = f(u(k)). (2.55)
Donde u(k) y v(k) son la entrada y salida respectivamente del primer bloque
no lineal.

Por su parte el segundo bloque no lineal se representa por:

y(k) = g(x(k)). (2.56)
Donde x(k) v y(k) son la entrada y salida respectivamente del segundo bloque
no lineal.

2.4.2. Polinomios no lineales.

Los bloques no lineales pueden ser aproximados por propios polinomios de
grados propuestos, como se muestra a continuacion.

o(k) = F(u(k) = 3 il (k) (2.57)

I=1

wm:guw»:gg#@y (2.58)
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2.4.3. Funcién de Transferencia.

La funcion de transferencia es modelada por la relacion entre las ecuaciones
(2.60) y (2.59) que son polinomios escalares con el operador de atraso q'.
En donde v(k) y x(k) son la entrada y salida respectivamente del bloque
dindmico lineal.

A(q_l) =1+ alq_l + azq_2 + o+ apq ",

B(q7') = by + big + byq i+ o+ g ", (2.60)
1, Blg™h)

H(q™) = . 2.61

1 Alg™) 201

2.4.4. Predictor de un paso adelante.

El célculo de x(k) se desarrolla con la formula del predictor de un paso
adelante muy conocida en el area de la identificacion de sistemas, como se
muestra en la ecuacion (2.62).

x(k) = B(q (k) + [1 - A(g)]x(k). (2.62)

En el que el vector x toma valores iniciales de cero hasta llegar a la muestra

actual x(k).

e
0

x(k)
donde:

» x(k) = x(max(m, n) + 1), que corresponde a la muestra actual de x el cual
también se inicializa en cero.
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Una vez formado el vector x de ceros se desarrolla la ecuacion (2.62), para
posteriormente anexar dicho valor en x; se repite este proceso hasta generar
un vector final x.

X

x(k)

X =

.

En un modelo Hammerstein-Wiener las variables u(k) y y(k) son medibles,
mientras que las variables internas v(k) y x(k) no lo son.

La descripcion de entrada-salida de un modelo Hammerstein-Wiener resul-
tando de la sustitucion de la ecuacion (2.55) en la ecuacion (2.62), y este en
la ecuacion (2.56), el resultado seria una expresion altamente no lineal tanto
en los parametros como en las variables, por lo que no es muy apropiado para
la estimacion de los parametros. Sin embargo, la sustitucion mencionada seré
aplicada con el objetivo de derivar a una forma mas simple la descripcion del
modelo [3].

Basandose en la ecuacion (2.56), el segundo bloque no lineal puede ser des-
compuesto y reescrito de la siguiente manera:

y(k) = gix(k) + g’ (x(k)). (2.63)

En donde la variable interna x(k) es separada en 2 términos. Por su parte
la ecuacion del predictor de un paso adelante o del bloque dinamico lineal
también puede ser reescrito como:

x(k) = bov(k) + [B(q™") = bo]u(k) + [1 - A(g™)]x(k). (2.64)

Donde la variable interna v(k) es separada. Despues de reescribir estas 2
ecuaciones ahora si se puede completar la descomposicion para la salida del
modelo Hammerstein-Wiener.

Resultando de la sustitucion de la ecuacion (2.55) en la ecuacion (2.64) (so-
lamente en el primer término de v(k)) para posteriormente ser sustituido en
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la ecuacion (2.63) (de igual forma solo en el primer término de x(k)), por lo
que la ecuacion de salida de un modelo Hammerstein-Wiener sera:

(k) = gi[bof (u(k)) + [B(q") = bo]u(k) + [1 = A(g)]x(k)] + g (x(k)). (2.65)

En el que las caracteristicas de los bloques son directamente proyectadas ha-
cia la descripcion del modelo, siendo f para el primer bloque no lineal, A(g™!)
y B(q™') para el bloque lineal, y g’ para el segundo bloque no lineal.

La descripcion de 2 bloques no lineales pueden simplificar significativamente
la ecuaciéon de salida del modelo, y con ello la linealidad en todos los paré-
metros del mismo.

Como un sistema Hammerstein-Wiener consiste en la conexion en cascada de
3 subsistemas, la parametrizacion de la ecuacion (2.65) no es tnica porque
muchas combinaciones de parametros pueden ser encontrados [33].

Por lo tanto un parametro en almenos dos bloques tiene que ser arreglado en
la matematica del modelo para poder ser tnico. Por lo que las elecciones de
g1 =1y b, =1 en la ecuacion (2.65) simplificaran la descripcion del modelo
Hammerstein-Wiener, dando como resultado que la ecuacion final de salida
de dicho modelo sea

y(k) = éﬁu’(k) +[B(g™) - 1o(k) + [1 - A(q )]x(k) + légle(k). (2.66)

Las ecuaciones (2.57) y (2.62) definen las variables internas v(k) y x(k)
respectivamente, y la ecuacion (2.66) representa la salida de un modelo
Hammerstein-Wiener.

El modelo es lineal en parametros para u(k), v(k) y x(k), y puede ser escrito
en forma vectorial

(k) = d(k)8. (2.67)
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Donde el vector de parametros y el vector de datos estan dados por

O0=1fi fp ~ fo by by -~ bn a

& o oa o g o gl (2.68)

o) = [ulk) w2k -~ wk)  vk-1) o(k-2) ~ ok-m)
-x(k-1) -x(k-2) - -x(k-n) x*k) x(k) - x"(k)].

(2.69)

2.4.5. Estimacion de los parametros.

El modelo Hammerstein-Wiener contiene 2 variables que no son medibles,
por lo que la estimacion de los parametros no pueden ser desarrollados direc-
tamente con la ecuacion (2.67). Por lo tanto sera apropiado aplicar el enfoque
iterativo, en el que los pardmetros tendran un valor inicial escogido al azar,
y las variables internas seran actualizadas en la ecuacion (2.69) después de
cada iteracion.

Sustituyendo las ecuaciones (2.59) y (2.60) en la ecuacion del predictor de
un paso adelante (ecuacion (2.62)) se obtiene la expresion matematica final
de esta ecuacion.

#(K) = v(k) + 3, bolk - 1) - 3, a(k i), (2.70)

El algoritmo iterativo se basa en el uso de las estimaciones precendentes de
los parametros del modelo para la estimacion de las variables internas, las
cuales se iran calculando iteracion tras iteracion con las ecuaciones (2.57) y

(2.70).

El error va ser minimizado en n-iteraciones con algin método de optimizacion
(ver ecuaciones (2.4), (2.9), (2.10), (2.11)) para la obtencion de los pardame-
tros que mejor se ajusten a la dinamica del sistema a identificar basandose
en una funciéon objetivo.

El error estd dado por:

(k) = (k) - $(K). (2.71)
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2.4.6. Ejemplo de una identificacion Hammerstein-Wiener.
En base al método iterativo, se desarroll6 una identificaciéon con los datos

muestreados de entrada y salida de dos tanques acoplados.

Para este ejemplo, se establecieron los siguientes ordenes del modelo mate-
matico a obtener:

En la Figura 2.11 se muestra el resultado del modelo mateméatico obtenido

por el enfoque iterativo, obteniendo un FIT del 89.87% con respecto a la
salida del sistema de dos tanques acoplados.

0.6 Salida del sistema vs Salida Hammerstein-Wiener
. |

I I T T
Y — — — Salida del sistema

h\ FIT Hammerstein-Wiener=89.878782

|
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Amplitud (Metros)
o o ¢
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N
=

0.1

——
.

0 100 200 300 400 500
Tiempo (Segundos)

Figura 2.11: Comparacién entre la salida del sistema y el modelo Hammerstein-Wiener de dos tanques
acoplados, enfoque iterativo.
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Capitulo 3

Modelos Hammerstein-Wiener
aplicando calculo fraccionario

3.1. Sistemas no lineales identificados.

Se continua la identificacion con la estructura orientada a bloques Hammerstein-
Wiener, tanto con el calculo de orden entero como para el calculo de orden
no entero.

Se llevara a cabo la identificacion con 3 sistemas no lineales y un enfoque
iterativo en el que los pardmetros se inicializaran aleatoriamente, y en cada
iteracion se aplicard un método de optimizaciéon no lineal, en esta tesis se
considera el algoritmo de Levenberg-Marquardt, el cual se basa en una fun-
cion objetivo que trata de minimizar el error.

También se podran ver las diferencias entre los 2 modelos mateméticos fina-
les, de dichos sistemas identificados.

Para poder mezclar las senales discretas del sistema real en el modelo mate-
matico que cuenta con una funcion de transferencia que es continua, se usa
un retenedor de orden cero para que las senales discretas de entrada y salida
del sistema real se mantengan constantes entre muestra y muestra; de esta
forma se convierten en senales continuas, ver Apéndice C.

El desarrollo de los 6rdenes fraccionarios de la funcion de transferencia se

realiz6 con las funciones de CRONE mencionadas y explicadas en el capi-
tulo 2.2.3.

46



CAPITULO 3. MODELOS HAMMERSTEIN-WIENER APLICANDO CALCULO FRACCIONARIOAT

Los sistemas no lineales a identificar seran:
= Dos tanques acoplados.
» Brazo robot.

» Columna de destilacion.

3.1.1. Dos tanques acoplados.

El primer sistema a identificar consiste en un par de tanques, en el cual el
agua fluye a través de una tuberia al tanque 1 y desemboca en el tanque 2,
el nivel de agua del sistema es ajustado a través de un pequeno orificio en
el fondo del tanque 2; la entrada al sistema es la alimentacion aplicada a la
bomba que alimenta al tanque 1 (en volts) y la salida es la altura del agua
en el tanque 2 (en metros), como se muestra en la Figura 3.1. Este sistema
fue tomado del manual de identificaciéon de Matlab, con el objetivo de poner
a prueba a las estructuras no lineales desarrolladas, el conjunto de datos uti-
lizado de entrada-salida es de 3000 muestras.

En la Figura 3.2 se muestra la entrada y la salida del sistema de dos tanques
acoplados.

ENTRADA
BOMBA
(volts)
TANGQUE 1
TANQUE 2 SALIDA
ALTURA
[metros)

Figura 3.1: Sistema de dos tanques acoplados.
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Entrada del sistema
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(b) Salida del sistema

Figura 3.2: Entrada y salida del sistema de dos tanques acoplados.

3.1.1.1. Identificacién con calculo de orden entero (ordinario).

Para la obtencion del modelo mateméatico se consideran 2 polinomios de gra-
do 3 para los bloques estaticos y una funciéon de transferencia con 5 polos y
4 ceros para la parte del bloque dinamico.

Quedando su expresion matematica de la siguiente manera.
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o(t) = f(u(t) = lﬁ ful(o),

(1) = gx(t)) = lz g (o),

A(S) = ag + ays + aps® + - + a,s”,

B(s) = by + bys + bys® + -+ + bys™,

H(s) = %

Donde el vector de parametros 6 esta dado por

0= 1/ fi fo -~ fp by by b,
b a a a - a, 8o 81 &

g 1"

El vector de pardmetros 6 se inicializ6 aleatoriamente, posteriormente se
programo y con ayuda del algoritmo de optimizacion no lineal de Levenberg-
Marquardt se estimaron dichos parametros de tal manera en que el error se
minimice lo mas cercano a cero.

e(t) = y(t) - y(1).

Lo cual se realizo de forma iterativa obteniendo el siguiente modelo matema-
tico identificado:

o(t) = =0,8999 + 0,9553u(t) — 0,00703u*(t) + 0,0031u°(¢),

1,653s* — 36,51s% + 344,45% — 6797s + 7548
s3> +5,567s* + 346,553 + 102052 + 225605 + 3026

H(s) =

y(t) = 0,0098 + 0,0013x(t) + 0,0013x%(¢) - 0,000023x°(t).
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En la Figura 3.3 se puede observar el resultado y la comparacion del modelo
matematico obtenido por el enfoque iterativo, en el que se tiene un FIT del
89.82 % con respecto a la salida del sistema de dos tanques acoplados.

Salida del sistema vs Salida Hammerstein-Wiener
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Figura 3.3: Comparacion entre la salida del sistema y el modelo Hammerstein-Wiener de dos tanques
acoplados, enfoque iterativo aplicando Levenberg-Marquardt.

3.1.1.2. Identificaciéon con calculo fraccionario.

Para la obtencion del modelo matematico fraccionario se aumentaron el ni-
mero de parametros a estimar, ya que ahora también se deben estimar los 6r-
denes fraccionarios del bloque dinamico lineal, también se estimaron de forma
iterativa dichos parametros de 6 con el algoritmo de Levenberg-Marquardt.

Para la identificacion fraccionaria se utilizo la derivada de Riemann-Liouville,
los polinomios igualmente se consideraron de grado 3.

n

p

L,
3.

Quedando su expresion matemética de la siguiente manera.

600
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o(t) = f(u() = lﬁ ful(o),

(1) = gx(t)) = lz g (o),

A(s) = aps? + aysP + aps? + - + apsh,

B(S) = bosa‘) + blsal + bzsaz + e+ bmsam,

B(s
H(s) = Q,
A(s)
donde:
=, &1, -, A Y Po, P, o+, Pn son los 6rdenes de derivacion fraccionarios,

los cuales se encuentran entre 2 nimeros enteros consecutivos reales.

El vector de parametros 0 esta dado por

0=1h fi £ ~ f b b b

bm a9 a1 a - ap & & &
g o o oo o am B B
ﬁz ﬁn]T

El vector de parametros 6 se inicializ6 aleatoriamente, posteriormente se
programoé y con ayuda del algoritmo de optimizacion no lineal de Levenberg-
Marquardt se estimaron dichos parametros de tal manera en que el error se
minimice lo més cercano a cero.

e(t) = y(t) - y(b).

Lo cual se realiz6 de forma iterativa obteniendo el siguiente modelo matema-
tico identificado:

o(t) = 0,9384 — 0,3183u(t) + 0,0159u%(t) — 0,0012u°(2),

_ —0,3549571°1% + 0,48825717%%
0,865257063705 1. (11875717474

H(s)
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y(t) = 0,0593 - 0,0447x(t) + 0,0085x%(t) + 0,000609x°(t).

En la Figura 3.4 se muestran 4 graficas, cada una de ellas corresponde a
cierto ntmero de iteraciones del modelo matemético (40, 80, 120 y 160 ite-
raciones), respectivamente. La Figura 3.5 corresponde a la iteracion nimero
200, la cual es la ultima iteracion del modelo matematico.

En la Figura 3.5 se puede observar el resultado y la comparacion del modelo
matemaéatico fraccionario obtenido por el enfoque iterativo, en el que se tiene
un FIT del 90.95 % con respecto a la salida del sistema de dos tanques aco-
plados.
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Figura 3.4: Iteraciones con el algoritmo de Levenberg-Marquardt.
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Salida del sistema vs Salida Hammerstein-Wiener Fraccionaria
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Figura 3.5: Comparacion entre la salida del sistema y el modelo Hammerstein-Wiener fraccionario de dos
tanques acoplados, enfoque iterativo aplicando Levenberg-Marquardt.

3.1.2. Brazo robot.

El siguiente sistema se obtuvo de la base de datos de identificacion de siste-
mas DalSy, los cuales corresponden a un brazo robot. El brazo esté instalado
en un motor eléctrico. La salida corresponde a la aceleracion angular del bra-
zo flexible y es adquirida midiendo desde el par de reaccién del brazo y la
entrada aplicada es un barrido sinusoidal periédico, tanto la salida como la
entrada se pueden apreciar en la Figura 3.6.

3.1.2.1. Identificacién con calculo de orden entero (ordinario).

Para la obtencion del modelo mateméatico se consideran 2 polinomios de gra-
do 3 para los bloques estaticos y una funciéon de transferencia con 4 polos y
3 ceros para la parte del bloque dinamico.

Quedando su expresion matemaética de la siguiente manera.

600
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Figura 3.6: Entrada y salida del sistema del brazo robot.

o(t) = f(u(t)) = lﬁ f (o),

y(0) = g(x(0) = % gix' (1),
-1
A(S) = ag + ays + aps® + - + a,s”,

B(s) = by + bys + bys® + - + bys™,

H(s) = —.

Donde el vector de parametros 6 esta dado por
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0=1[f fo = fo by by by = by

T
a a a - ap & & - &l

El vector de pardmetros 6 se inicializ6 aleatoriamente, posteriormente se
programoé y con ayuda del algoritmo de optimizacion no lineal de Levenberg-
Marquardt se estimaron dichos parametros de tal manera en que el error se
minimice lo més cercano a cero.

e(t) = y(t) - y(1).

Lo cual se realiz6 de forma iterativa obteniendo el siguiente modelo matema-
tico identificado:

o(t) = 0,3606u(t) - 0,049u*(t) + 0,078u°(t),

_0,08248s® - 1,9525% - 0,009379s + 0,03217
~2,708s* +0,03041s° + 2,082s% + 0,008639s + 0,2321’

H(s)
7(t) = 0,5028x(t) + 0,00066272x*(t) - 0,0027x°(t).
En la Figura 3.7 se puede observar el resultado y la comparacion del modelo

matematico obtenido por el enfoque iterativo, en el que se tiene un FIT del
85.95 % con respecto a la salida del sistema del brazo robot.
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Figura 3.7: Comparacién entre la salida del sistema y el modelo Hammerstein-Wiener del brazo robot,
enfoque iterativo aplicando Levenberg-Marquardt.

3.1.2.2. Identificaciéon con calculo fraccionario.

Para la obtencion del modelo matematico fraccionario se aumentaron el ni-
mero de parametros a estimar, en este caso los ordenes fraccionarios del
bloque dindmico lineal, de igual manera se estimaron de forma iterativa di-
chos pardametros de 6 con el algoritmo de Levenberg-Marquardst.

La identificacion fraccionaria se realizd con el uso de la derivada de Riemann-
Liouville, los polinomios igualmente se consideraron de grado 3.

n=4, m=3,

p =73 r=3.
Quedando su expresion matemaética de la siguiente manera.

vm=fwu»=éﬁwm,

ﬂﬂ=ﬂﬂm=ég#m,

A(s) = aps™ + aysP + aps? + - + apsP,

B(s) = bys™ + bys™ + bys® + -+ + by, s,

H(s) = %,



CAPITULO 3. MODELOS HAMMERSTEIN-WIENER APLICANDO CALCULO FRACCIONARIO58

donde:

=, &1, -, A Y Po, P, o+, Pn son los 6rdenes de derivacion fraccionarios,
los cuales se encuentran entre 2 nimeros enteros consecutivos reales.

El vector de parametros 0 esta dado por

0= [h fo ~ fo bo bi by - by

ap a a - 4adp & & - 8
G o 0 - Oy ,50 ﬁl ﬂz
Bl

El vector de parametros 6 se inicializ6 aleatoriamente, posteriormente se
programoé y con ayuda del algoritmo de optimizacion no lineal de Levenberg-
Marquardt se estimaron dichos parametros de tal manera en que el error se
minimice lo mas cercano a cero.

e(t) = y(t) - y(b).

Lo cual se realiz6 de forma iterativa obteniendo el siguiente modelo matema-
tico identificado:

o(t) = 2,1577u(t) - 0,3255u°(t) — 0,4069u°(t),

~ _0,0889133’5595 + 0,0995733,3559 + 0,076273—0,2205 + 0,0034863_2’1975
B 1,56232,6782 + 1,08632’4611 + 1’2333—0,0066016 + 0’35213—0,044313 + 0,14055—2,3104’

H(s)

y(t) = =3,192x(t) - 0,0013x2(t) + 0,0036x°(¢).

En la Figura 3.8 se puede observar el resultado y la comparacion del modelo
matematico fraccionario obtenido por el enfoque iterativo, en el que se tiene
un FIT del 89.65 % con respecto a la salida del sistema del brazo robot.
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Figura 3.8: Comparacién entre la salida del sistema y el modelo Hammerstein-Wiener fraccionario del
brazo robot, enfoque iterativo aplicando Levenberg-Marquardst.

3.1.3. Columna de destilacion.

Para este tercer sistema los datos muestreados que son identificados estan en
valores de desviacion estdndar, los cuales son de 2,23188 y 104,868 para la
entrada y la salida respectivamente.

En la Figura 3.9 se muestra la entrada y la salida del sistema de la columna
de destilacion.
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Entrada del sistema
0.15 T T T T

0.1

0.05

Calor (kW)

-0.05

-0.15 | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Tiempo (Horas)

(a) Entrada del sistema

Salida del sistema
30 T T T T T T T

M N 1 e A

Temperatura (°Centigrados)

W VUYL | Lﬂ» :

15 | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Tiempo (Horas)
(b) Salida del sistema

Figura 3.9: Entrada y salida del sistema de la columna de destilacion.

3.1.3.1. Identificaciéon con calculo de orden entero.

Para la obtencion del modelo matematico se consider6 2 polinomios de grado
3 para los bloques estéticos y una funciéon de transferencia con 4 polos y 3
ceros para la parte del bloque dindmico.



CAPITULO 3. MODELOS HAMMERSTEIN-WIENER APLICANDO CALCULO FRACCIONARIO61

Quedando su expresion matematica de la siguiente manera.

o(t) = f(u(t)) = lﬁ ful(o),

(1) = gx(t)) = ,Z g (o),

A(S) = ag + ays + aps® + - + a,s”,

B(s) = by + bys + bys® + -+ + bys™,

H(s) = %

Donde el vector de parametros 6 esta dado por

O0=1f/ fi fo =~ fp o br by
b a a1 az - an g &1 &
g 1"

El vector de parametros 8 se inicializo aleatoriamente, posteriormente se
programo y con ayuda del algoritmo de optimizacion no lineal de Levenberg-
Marquardt se estimaron dichos parametros de tal manera en que el error se
minimice lo mas cercano a cero.

e(t) = (1) - ¥(1).

Lo cual se realizo de forma iterativa obteniendo el siguiente modelo matema-
tico identificado:

o(t) = 0,0035 + 0,1588u(t) + 0,1045u%(t) - 8,2185u°(2),

120,65 + 11,46s% + 255 + 1,968

H(s) = 4 3 2 J
s* +0,3698s° + 0,2358s= + 0,076s + 0,004019

J(t) = =7,4727 + 5,7121x(t) + 1,6407x°(t) - 0,2845x°(¢).
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En la Figura 3.10 se puede observar el resultado y la comparaciéon del modelo
matematico obtenido por el enfoque iterativo, en el que se tiene un FIT del
80.38 % con respecto a la salida del sistema de la columna de destilacion.

Salida del sistema vs Salida Hammerstein-Wiener
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Figura 3.10: Comparacion entre la salida del sistema y el modelo Hammerstein-Wiener de la columna de
destilacién, enfoque iterativo aplicando Levenberg-Marquardt.

3.1.3.2. Identificaciéon con calculo fraccionario.

Para la obtencion del modelo matematico fraccionario se aumentaron el ni-
mero de parametros a estimar, en este caso los ordenes fraccionarios del
bloque dindmico lineal, de igual manera se estimaron de forma iterativa di-
chos parametros de 6 con el algoritmo de Levenberg-Marquardst.

La identificacion fraccionaria se realiz6 con el uso de la derivada de Riemann-
Liouville, los polinomios igualmente se consideraron de grado 3.

Quedando su expresion matemética de la siguiente manera.

4000
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olt) = f(u(t)) = lﬁ ful(o),

(1) = gx(t)) = lz g (o),

A(s) = aps? + a1 + apsP + -+ apsP,

B(s) = bys™ + bys™ + bys™ + -+ + by, s,

B(s
H(s) = L
A(s)
Donde:
", o,y Ay Y o, P, o, Bnoson los Ordenes de derivacion fraccionarios,

los cuales se encuentran entre 2 nimeros enteros consecutivos reales.

El vector de parametros 0 esta dado por

0= i fo — fo b b1 b

bm a9 a a - ap & & £
gy o o am P P
ﬂz ﬁn]T

El vector de pardmetros 6 se inicializ6 aleatoriamente, posteriormente se
programo y con ayuda del algoritmo de optimizacion no lineal de Levenberg-
Marquardt se estimaron dichos parametros de tal manera en que el error se
minimice lo més cercano a cero.

e(t) = y(t) - y(1).

Lo cual se realizo de forma iterativa obteniendo el siguiente modelo matema-
tico identificado:

o(t) = 0,00097 + 0,0631u(t) + 0,0402u%(t) — 3,22961u°(t),

1 0033_0’76359 + 1 1783_0’7714
= 0,00318150218%6 4 0,0007013-075624"

H(s)
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P(t) = —4,0095 + 2,6821x(t) + 0,1628x2(t) — 0,0144x°(¢).

En la Figura 3.11 se puede observar el resultado y la comparacion del mo-
delo matematico fraccionario obtenido por el enfoque iterativo, en el que se
tiene un FIT del 80.46 % con respecto a la salida de la columna de destilacion.

Salida del sistema vs Salida Hammerstein-Wiener Fraccionaria
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Figura 3.11: Comparacion entre la salida del sistema y el modelo Hammerstein-Wiener fraccionario de la
columna de destilacion, enfoque iterativo aplicando Levenberg-Marquardt.

3.1.3.3. Validacién.

Una de las maneras de asegurarse de tener un modelo matemaético que repre-
sente fielmente la dindmica o comportamiento de un sistema, es mediante la
validacion.

Esto consta en una segunda toma de datos de entrada-salida limpios, los
cuales van a tener alguna variacion respecto a la primer toma de datos, por
las condiciones tanto del sistema como del medio que lo rodea.

Posteriormente se evaliia en el modelo matemético identificado de la primer
toma de datos. para obtener una respuesta a la salida practicamente igual a
la primer respuesta ya obtenida.

4000
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Para el caso clasico se obtuvo un FIT del 77.01 % como se muestra en la
Figura 3.12, lo cual da validez al modelo matematico identificado ya que con
la primer toma de datos se obtuvo un FIT del 80.38 %.
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Figura 3.12: Validacién del modelo Hammerstein-Wiener de la columna de destilacion, enfoque iterativo
aplicando Levenberg-Marquardt.

Para el caso fraccionario se obtuvo un FIT del 77.68 % como se muestra en
la Figura 3.13, lo cual da validez al modelo matemético identificado ya que
con la primer toma de datos se obtuvo un FIT del 80.46 %.
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Figura 3.13: Validacion del modelo Hammerstein-Wiener fraccionario de la columna de destilacion, enfo-
que iterativo aplicando Levenberg-Marquardt.



Capitulo 4

Simulaciones comparativas

En este capitulo se va a comparar la metodologia Hammerstein-Wiener uti-
lizada en el presente trabajo de tesis contra modelos Wiener-Hammerstein
reportados en un trabajo previo desarrollado en el CENIDET, se conside-
ran 2 sistemas o plantas en comun, tanto para el caso clasico como con el
fraccionario.

4.1. Dos tanques acoplados.

4.1.1. Caso clasico.

El modelo matematico orientado a bloques Wiener-Hammerstein reportado
en la tesis de Patricia Vézquez |14] es el siguiente.

0,03758s + 1,776

Wi(s) = ,
(s) -0,09868s2% + 0,9309s + 0,7992

x(t) = 1,2798 - 0,323240(t) + 0,702390%(¢),

_-0,00002429s + 0,0003066
©0,8705s2 + 1,279s + 0,1873°

H(s)

En las Figuras 4.1 y 4.2 se puede observar la comparacion entre los modelos
Hammerstein-Wiener y Wiener-Hammerstein, en donde el primer modelo
mencionado tiene una mejor aproximacion con la senal real del sistema.

4.1.2. Caso fraccionario.

El modelo matematico orientado a bloques Wiener-Hammerstein fraccionario
reportado en la tesis de Patricia Véazquez [14] es el siguiente.

66
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Comparaciones entre metodologias
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Figura 4.1: Comparacion entre los modelos Hammerstein-Wiener y Wiener-Hammerstein de dos tanques
acoplados.
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Figura 4.2: Comparacién y acercamiento entre los modelos Hammerstein-Wiener y Wiener-Hammerstein
de dos tanques acoplados.

_ 0,25295>°" - 1,016
0,009337540329 4 1 5870.95668 4 (0 2041

W(s)
x(t) = 1,5847 — 0,537790(¢) + 0,503130°(¢),

_0,000042885"%63% + 0,0001349
1,119514163 — 1 661500005 1 1 986"

H(s)
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En las Figuras 4.3 y 4.4 se puede observar la comparacion entre los modelos
Hammerstein-Wiener y Wiener-Hammerstein de orden fraccionario, en donde
el segundo modelo mencionado tiene una mejor aproximacion con la senal real
del sistema, y esto se debe a que tiene méas grados de libertad por los 6rdenes,
ya que cuenta con 2 funciones de transferencia.

Comparaciones entre metodologias fraccionarias
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Figura 4.3: Comparaciéon entre los modelos Hammerstein-Wiener y Wiener-Hammerstein de orden frac-
cionario de dos tanques acoplados.
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Figura 4.4: Comparaciéon y acercamiento entre los modelos Hammerstein-Wiener y Wiener-Hammerstein
de orden fraccionario de dos tanques acoplados.



CAPITULO 4. SIMULACIONES COMPARATIVAS 69

4.2. Brazo robot.

4.2.1. Caso clasico.

El modelo matematico orientado a bloques Wiener-Hammerstein reportado
en la tesis de Patricia Vazquez [14] es el siguiente.

0,2487s* — 0,2139s> + 0,3466s% + 0,1603s + 0,001803

W(s) = 5 4 3 2 )
-0,9303s° + 1,916 + 0,08211s3 — 0,03078s2 + 0,8702s + 0,007968
x(t) = —0,0047119 + 0,857694v(t) + 0,0246150%(t),
-0,199s* + 1,073s> — 1,4s* + 0,02678s — 0,05864
H(s) =

~0,1849s5 + 0,3973s* + 1,923 + 0,3703s% + 0,1937s + 0,07631

En las Figuras 4.5 y 4.6 se puede observar la comparacion entre los modelos
Hammerstein-Wiener y Wiener-Hammerstein, en donde el segundo modelo
mencionado tiene una mejor aproximacion con la senal real del sistema.

Comparaciones entre metodologias
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Figura 4.5: Comparacion entre los modelos Hammerstein-Wiener y Wiener-Hammerstein del brazo robot.
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Comparaciones entre metodologias
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Figura 4.6: Comparacién y acercamiento entre los modelos Hammerstein-Wiener y Wiener-Hammerstein
del brazo robot.

4.2.2. Caso fraccionario.

El modelo matematico orientado a bloques Wiener-Hammerstein fraccionario
reportado en la tesis de Patricia Véazquez [14] es el siguiente.

0,3828s%% - 0,402s*% + 0,115s>% + 0,073s%%° + 0,0033

Wi(s) = ,
(s) —0,52s%13 + 0,645288 + 0,775288 + 0,6735288 + 0,295068 + 0,0011
x(t) = -0,021876 + 0,851860(t) + 0,52210°(¢),
H(s) 1,0865*%? — 1,055%%* — 0,2415*>7° - 0,2565%77 + 0,00066
S

B 1,0135%28 + 0,7695%%5 + 0,031 + 0,0155282 + 0,2485%95 + 0,022

En las Figuras 4.7 y 4.8 se puede observar la comparacion entre los modelos
Hammerstein-Wiener y Wiener-Hammerstein de orden fraccionario, en donde
el segundo modelo mencionado tiene una mejor aproximacion con la senal real
del sistema, y esto se debe a que tiene méas grados de libertad por los 6rdenes,
ya que cuenta con 2 funciones de transferencia.
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Comparaciones entre metodologias fraccionarias
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Figura 4.7: Comparacion entre los modelos Hammerstein-Wiener y Wiener-Hammerstein de orden frac-
cionario del brazo robot.
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Figura 4.8: Comparacion y acercamiento entre los modelos Hammerstein-Wiener y Wiener-Hammerstein
de orden fraccionario del brazo robot.

En este tltimo sistema (brazo robot) hay una notable diferencia entre los
modelos Hammerstein-Wiener y Wiener-Hammerstein fraccionarios, y como
ya se explico se debe a que tiene mas 6rdenes fraccionarios el segundo modelo
mencionado.

El modelo Wiener-Hammerstein tiene un total de 18 coeficientes con 6rdenes
fraccionarios en sus dos funciones de transferencia, con lo que se identificé un
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modelo Hammerstein-Wiener con el mismo numero de 6rdenes fraccionarios
en su unica funcion de transferencia.

El modelo matematico identificado es el siguiente.

B(s) = - 1,031s" + 0,4971s>"7 + 0,45025>%" + 0,2345>%° + 0,12245>7*° - 0,5275%%*¢
- 0,6652s"117 - 0,7557%%%% — 0,0735 %%

A(s) = - 0,338257°%° + 2,9795*°"1 +0,68685"7% + 0,1719s"7" + 0,4247s"7* - 0,31495>*
+ 2,4293_0’208 + 0,20513—2,504,

u(t) = 0,0842 — 0,4049u(t) + 0,0258u%(t) + 0,3459u°(2),

P(t) - 0,0129 + 1,9295x(t) + 2,6151x%(t) - 2,5043x°(¢).

En la figura 4.9 se puede observar el resultado y la comparacion del mode-
lo matematico Hammerstein-Wiener fraccionario aumentando el ntimero de
ordenes, en el que se tiene un FIT del 90.69 % con respecto a la salida del
sistema del brazo robot.
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Figura 4.9: Modelo Hammerstein-Wiener de orden fraccionario del brazo robot, con un mayor ntimero de
ordenes.
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Conclusiones

La estructura orientada a bloques Hammerstein-Wiener es una muy buena
alternativa a la hora de identificar sistemas altamente no lineales, por la ca-
pacidad de seccionar o dividir su modelo matematico en partes no lineales y
una parte lineal.

Sin embargo alguno de los inconvenientes es la obtencion de modelos mate-
maticos muy grandes, sobre todo en la parte lineal que se representa por una
funcién de transferencia la cual actiia como un filtro.

En el presente documento de tesis se abordé la idea de implementar el calcu-
lo de orden fraccionario aplicado al area de identificacion de sistemas; se
consideraron 3 sistemas dinamicos no lineales (dos tanques acoplados, brazo
robot y una columna de destilacion) basados tinicamente en datos muestrea-
dos de entrada-salida de dichos sistemas, el objetivo fue generar un modelo
matematico que represente lo més fielmente la dinamica de los sistemas antes
mencionados.

Los resultados que se reportan en el presente documento fueron obtenidos con
el uso de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville. Para la programacion
de esta derivada se utilizaron las funciones de CRONE con la herramienta
de apoyo de Matlab.

Los modelos Hammerstein-Wiener implementados con las bases del calculo
fraccionario son una excelente alternativa para identificar sistemas altamente
no lineales, ya que se obtuvieron resultados satisfactorios, entre los cuales
destacan 2 aportaciones muy importantes:
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= La obtencion de un mejor FIT a la respuesta de la dinamica del sistema
identificado.

= Obtener un modelo matematico mas compacto en la parte del bloque
lineal.

Eistos resultados se deben a que se aumenta el niimero de parametros a op-
timizar con el algoritmo de Levenberg-Marquardt en la parte de los érdenes
de la funcién de transferencia, ya que no se restringe el orden en ser sola-
mente numeros enteros, sino que se abre la ventana o posibilidad que entre
2 nimeros enteros consecutivos el orden de la derivada pueda tomar varios
valores y con ello un mejor ajuste, asi como también el de reducir el ntimero
de coeficientes a optimizar en la funciéon de transferencia, por los grados de
libertad adicional que se obtienen al poder modificar o manipular dichos 6r-
denes de la derivada.

Lo antes mencionado se debe a que en muchas ocasiones la naturaleza del sis-
tema pertenece a la clase de modelos con dindmica fraccionaria [35], abriendo
asi la posibilidad de futuras investigaciones sobre la interpretacion fisica de
dichos modelos obtenidos.

También se hizo una comparacion entre los modelos Hammerstein-Wiener
y Wiener-Hammerstein tanto para el caso clasico como para el fraccionario,
en el que se obtuvo una mejor respuesta con los segundos modelos antes
mencionados, y esto se debe a que este modelo cuenta con dos funciones de
transferencia y con ello un mayor nimero de érdenes no enteros.

Por su parte se identifico un modelo Hammerstein-Wiener con el mismo nu-
mero de 6rdenes que el modelo Wiener-Hammerstein ya reportado en la lite-
ratura; en donde se mejoro la respuesta pero esta no llega al mismo FIT que
el modelo Wiener-Hammerstein. Esto se debe a que no todas las estructuras
matematicas se acoplan a todos los sistemas reales.

Asi como también se concluye el uso de un algoritmo alterno a lo que nor-
malmente se encuentra en la literatura, como lo es el calculo fraccionario
aplicado en la identificacion de sistemas.

La union de ambos enfoques representa una aportacion importante para la
ciencia y la tecnologia, pues explota lo mejor de dos lineas de investigacion
diferentes, con el tinico objetivo de garantizar mejores resultados.
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5.1. Trabajos futuros.

Debido a que existen multiples definiciones de derivadas fraccionarias, las
cuales tienen diferentes propiedades y con ello permiten una mejor descrip-
cion del sistema, se podrian involucrar derivadas que contemplen kernels no
singulares locales y no locales en la metodologia antes descrita.

También podria considerarse el uso de operadores locales conformables en la
parte de la linealidad del modelo matematico.

El diseno de controladores de orden fraccionario es una tarea muy interesante
que también puede abordarse.
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Apéndice A

Modelos Hammerstein-Wiener
fraccionarios de diferentes 6rdenes y
grados

En este anexo A se muestran varios modelos matematicos de orden fracciona-
rio del sistema de dos tanques acoplados, en el que se prob¢6 variar la cantidad
de coeficientes de la funcion de transferencia, asi como también el grado de
los polinomios no lineales.

A continuacién se muestran 3 escenarios diferentes.

A.1. Modelo 1.

El siguiente modelo matematico fraccionario mantiene el mismo nimero de
coeficientes en la funciéon de transferencia con respecto al modelo matematico
reportado en el capitulo 3, sin embargo se redujo el grado de los polinomios
no lineales, obteniendo un FIT del 90.36 % con respecto a la salida del sistema
de dos tanques acoplados, como se muestra en la Figura A.1.

u(t) = 0,0804 — 0,0217u(t) - 0,000096u(t),

~1,387s"7%%% + 1,49551°%
©1,181526854 4+ 0,1745515549°

H(s)
P(t) = 0,0765 - 0,3259x(t) + 0,2615x%(¢).

A.2. Modelo 2.

El siguiente modelo matematico fraccionario aumenta el nimero de coefi-
cientes en la funciéon de transferencia con respecto al modelo matemaético
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Figura A.1: Comparacion entre la salida del sistema y el modelo Hammerstein-Wiener fraccionario de
dos tanques acoplados, modelo N° 1.

reportado en el capitulo 3, a su vez también se aumento el grado de los po-
linomios no lineales, obteniendo un FIT del 91.06 % con respecto a la salida
del sistema de dos tanques acoplados, como se muestra en la Figura A.2.

A.3.

H(s)

o(t) = =0,1638 + 0,0664u(t) — 0,0083u%(t) + 0,00105u°(¢) - 3,9116u*(¢),

_ -0,73015%°%% + 0,22575™ %1984 4+ 1,628570-2204
1,215517722 4 0,789951:0523 4 () 73375069717 4 () 172550:21181°

J(t) = 0,0564 + 0,0931x(t) + 0,0358x%(t) — 0,0109x°(t) + 0,0013x*(¢).

Modelo 3.

El siguiente modelo matematico fraccionario reduce el nimero de coeficientes
en la funcion de transferencia con respecto al modelo matemaético reportado
en el capitulo 3, por su parte mantiene el mismo grado de los polinomios no
lineales, obteniendo un FIT del 72.72 % con respecto a la salida del sistema
de dos tanques acoplados, como se muestra en la Figura A.3.
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Figura A.2: Comparacion entre la salida del sistema y el modelo Hammerstein-Wiener fraccionario de
dos tanques acoplados, modelo N° 2.

o(t) = 2,3688 + 0,0269u(t) — 0,0945u%(£) + 0,0025u%(¢),

-0,02277577178

H(s) = )
(s) 0,7049 524103

J(t) = 0,0726 + 0,6681x(t) + 1,8007x%(t) - 2, 5208x°(¢).

0.6 Salida del sistema vs Salida Hammerstein-Wiener Fraccionaria
. | I I T T

Wik | — — — Salida del sistema i
FIT Hammerstein-Wiener Fraccionario=72.722771 /H |
05 /l) I _
| f
/ |
/ I

o
~
T

Amplitud (Metros)
o
w

Wl

o

nN
R .

=

0.1

0 100 200 300 400 500 600
Tiempo (Segundos)

Figura A.3: Comparacion entre la salida del sistema y el modelo Hammerstein-Wiener fraccionario de
dos tanques acoplados, modelo N° 3.



Apéndice B

Desarrollo analitico del algoritmo de
Levenberg-Marquardt

A continuacion se desarrolla un ejemplo de un sistema a bloques con la es-
tructura Hammerstein, en el que se van a estimar los pardmetros de dicho
modelo matematico el cual consta de 6, mediante el desarrollo analitico del
algoritmo de optimizacion no lineal de Levenberg-Marquardt.

Los parametros iniciales estan dados en el siguiente vector

al 5
a2 4
b1 2
Qinicial = b2 = 10!
b3 6
b4 4

En donde el modelo mateméatico consta de la siguiente estructura

u® [ )+ aptl| v | BB G

b,+bz"

Figura B.1: Modelo matematico Hammerstein.

v(k) = ayu(k) + ayu®(k),

blz_z + b22_3
b3 + b4Z_2 .

H(z™ =

83
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Quedando el modelo matemaético inicial de la siguiente manera
(k) = 5u(k) + 4u?(k),

2272 +10z73

6 +4z72
La salida del modelo matematico se deja expresado en una sola ecuaciéon para
poder desarrollar las derivadas parciales con cada uno de los parametros,
como se muestra a continuacion

H(z") =

y(k) bz + bz
o(k) by +bz?

9(k)(bs + byz™?) = v(k)(b1z % + byz ™),
b3 y(k) + byy(k - 2) = b1 v(k - 2) + byo(k - 3),

(k)— [blv(k 2) + byov(k - 3) - byy(k - 2)].

Se sustituye el valor del pohnomlo no lineal "o"

y(k) = b, [alblu(k 2) + apbyu’(k - 2) + abyu(k - 3) + az b (k - 3) - byy(k - 2)].

En donde el error se define como la diferencia que existe entre la salida del
sistema y la salida estimada

e(k) = y(k) - y(k).

B.1. Funcion costo.

Posteriormente se establece la funcion costo E(6), que es la descripcién ma-
tematica de lo que se desea optimizar (que el error tienda a cero), la eleccion
fue el error cuadratico medio, el cual se define como

1

E(6) = - e(60),
5(0) = 5(y(k) - SR,
E(0) = 1(y(k) - —[alblu(k 2) + agbyu’(k - 2) + aybyu(k - 3) + aybyu’(k - 3)-

bs
= byy(k - 2)])".



APENDICE B. DESARROLLO ANALITICO DEL ALGORITMO DE LEVENBERG-MARQUARDTS5

B.2. Gradiente.

Se desarrolla el gradiente, el cual consta de las derivadas parciales de la
funcion costo con respecto a cada uno de los 6 pardmetros que se van a
estimar.

IE(0)

§7 750

—5 [bru(k - 2) + byu(k - 3)] = [y(k) - y(k)]
~5[bru(k - 2) + bpu?(Kk — 3)] = [y(k) - y(k)]
- au(k - 2) + agu*(k - 2)] = [y(k) - $(k)]

g= -y [aru(k - 3) + au?(k - 3)] « [y(k) - J(k)] :
@[al b1 u(k - 2) + azbl uz(k - 2) + d; sz(k - 3) + agbzuz(k - 3) - b4}7(k - 2)] * [y(k)—
-y(k)]

y (k= 2) » [y(k) - (k)]
B.3. Hessiano.

Posteriormente se desarrolla el Hessiano, el cual se considera un sistema de
segundo orden, ya que consta de las segundas derivadas parciales de la funcion
costo, las cuales son con respecto a cada uno de los 6 parametros que se van
a estimar.

9*E(0)
H= >
20
() 9 9E(b) 9 9E(0) 9 9E(0) 9 9E(6) 9 9E(0)]
8a1 8a1 8a2 8a1 8171 aa1 abz 8a1 8b3 8a1 8b4 aal
) "o 9E(D) o 9E(D) o 9E() ) o' 9E(D)
8a1 aaz 8a2 8az 8171 8ag 8b2 aaz ab3 8a2 8b4 aaz
0 "o 9E(b) o 9E(D) 0 "o’ 9E(D) o' 9E(D)
H — 8a1 8b1 8a2 6b1 8171 8b1 8b2 8b1 ab3 8171 8b4 8b1
~ | 9 9E(0) 9 9E(0) ) 9 9E(D) 9 9E(0) RGN
8a1 abz aaz abz 8b1 8b2 8b2 abz ab3 8172 8b4 8b2
9 9E(0) 9 9E(0) ) 9 9E(0) 9 9E(0) G
8a1 8b3 aa 81)3 8b1 8b3 8[)2 8b3 ab3 8173 8b4 8b3
9 9E(0) 9 9E(0) 9 9E(0) 9 9E(0) 9 9E(0) 9 9E(D)
8a1 8b4 8a2 ab4 abl 8b4 8[)2 8b4 ab3 8174 8b4 8b4 4
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A continuacién se muestra el resultado de las 36 derivadas parciales

H, = ( bl[blu(k 2) + byu(k - 3)])
H, - ( {brutk - 2) + byulk - 3)]) (—bi[blu%k—zwb2u2<k—3>]),
H; = ( b%[blu(k 2) + byu(k - 3)]) (—b%[alu(k 2) + ayu*(k - 2)])

+ [y(k) - y(k)] (—b—3u(k 2))

H, = (—bi[blu(k ~2) + byu(k - 3)]) <—bi[a1u(k = 3) + ay(k - 3)]> .
+ [y(k) - (0] (—biguac _ 3)) |

H - (—bi[blu(k- 2) + bzu(k—S)]> ( L raybu(k - 2) + ayb i(k - 2) + @y byu(k - 3)+

(bs)?

+ azbyu’(k - 3) - byy(k - 2)]) + [y(k) - 9(K)] ( [bru(k = 2) + byu(k - 3)])

(bs)?*

Hs = (_b_[blu(k 2) + byu(k - 3)]) < ! y(k - 2)> ,

b—[blu (k - 2) + byu®(k - 3)] (—— [biu(k - 2) + byu(k - 3)])
b3[
b, [

— bluz(k 2 + bzu (k 3) < a1U(k 2) + du (k 2)])

()
H, = (-— b (k - 2) + byu(k - 3)] )
(o)
[y(k) - y(k)] <_b_3u (k- 2)) ,
Hy = (—big[bluz(k ~2) + byl - 3)]) <—bl3[a1u(k = 3) + ayul(k - 3)]) .

+ (k) - (0] (—bigu%k - 3)) ,
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H = (_b%[bluz(k A bzuZ(k ) 3)]) <@[alb1u(k -2)+ aZbluz(k - 2)+

+ arbyu(k - 3) + ay by’ (k - 3) - byy(k - 2)]) + [y(k) - y(k)] (
+ byu(k - 3))),

Hy; = (—b%[bluz(k -2)+ bzuz(k - 3)]) (big);(k - 2)) ,

1
(bs)?

[byu?(k - 2)+

Hy, - (—bi[alu(k _2)+ ayu(k - 2)]) (-bi[blu(k _2) + byu(k - 3)]) .

3

+ (k) - (0] (—biguac : z)) ,

H, = (-l[alu(k _2) + ayu(k - 2)]) (-bl[bluz(k = 2) + byu(k - 3)]) N
- (R - $(R)] (—%zf(k _ z)) |

Hs = (—bl[alu(k -2)+ azuz(k -2)]) ,

3

Hy, - (—bi[alu(k _2) + ayi(k - 2)] (-bi[alu(k _3) 4 ayul(k - 3)]) ,

3 3

Hy; = (—i[alu(k - 2) + ayu’(k - 2)] (L[al biu(k - 2) + abyu®(k - 2) + a;byu(k - 3)+
bs (bs)?

bl -3) - b3t - 2 109 - 300 (Lot -2 (k- 2)] ).
= (- Lotk -2+ (k- 2)]) (566 2)

1

- brulk - 2) + bou(k - 3)]) ¥

Hyy = (—bl[alu(k -3)+ azuz(k - 3)]) (

+ [y(k) - (k)] (—éu(k : 3)) |

Hyp = (_bl[alu(k -3) + aui(k - 3)]) (—b%[bluz(k - 2) + byu'(k - 3)]) +

D0 - 500 (- 6= ).

3

Hy; = (—i[alu(k -3) + ayu’(k - 3)]) (—i[alu(k - 2) + ayu’(k - 2)]) ,
b3 b3
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Hyy = (—bi[alu(k -3)+ azuz(k - 3)]) )

3

Hy; = (—bl[alu(k -3) + ayu’(k - 3)]) ((b v [a1bu(k - 2) + aybyu’(k - 2) + a;byu(k - 3)+

3

+ aybou’(k - 3) = byy(k - 2)]) + [y(k) - y(k)] (( 1)2

b [alu(k - 3) + Clzuz(k - 3)]) 5
Hy, - (—i[alu(k 3) + ayu(k - 3)]) (bly(k—z)),

bs

Hys = <(b1)2 [a1b;u(k = 2) + aybyu?(k - 2) + a;byu(k - 3) + aybyu(k - 3)-
3

= byy(k - 2)]) (—b%[blu(k - 2) + byu(k - 3)]) + [y(k) - y(k)] ((b v [bru(k - 2)+
+ byu(k - 3)]),

Hy = ((bl)z [arbyu(k - 2) + axbyu®(k - 2) + aybyu(k = 3) + aybyu’(k - 3)-
3

- byy(k - 2))]) <—bl3[b1u2(k - 2) + byu’(k - 3)]> [y(k) - y(k)] <( b (b’ (k - 2)+
+ byu(k - 3))),

Hy; = ((b1)2 [a1b;u(k - 2) + apbyu?(k - 2) + a;byu(k - 3) + aybyu®(k - 3)-
- byt - 2)) (—big[aluu« -2)+ au(k - z>]) ACEG) ((b alarutk - 2)+

+ ayu’(k - 2))),
Hyg = ((bl)z [a1bu(k - 2) + aybiu’(k - 2) + aybyu(k - 3) + apbyu®(k - 3)-
3

- gt - 2~ Tarath - 3) a0 ) + 0 - 5000 (ol -3

+ ayu’(k - 3))),
Hy = ((b v [a1b,u(k - 2) + aybyu?(k - 2) + a;byu(k - 3) + aybyu®(k - 3)-

2
(bs)’

= byy(k = 2)])* + [y(k) - 9(k)] (- [a1byu(k — 2) + agby (K - 2) + a byu(k - 3)+

+ azbzuz(k -3)- b4)7(k - 2)]),
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1
Hsy = ((b )2 [a1byu(k - 2) + azbyu’(k - 2) + arbyu(k - 3) + aybyu®(k - 3)-
3

- bij(k - 2)) (iy%k - 2)) « [y(K) = $(6) ( G- z>> ,

Hs; = (blf/(k— 2)) ——[byu(k - 2) + byu(k - 3)])

( bs[
Hs, = (blf/(k - 2)) ( ; [blu (k-2)+ bou’ (k - 3)])
H33 = (bl?)j)(k - 2)) ( b%[alu(k 2) + azuz(k 2)])
1, 1 )
H34 = (b_3y(k - 2)) ( b—3[611U(k 3) + au (k 3)])
His = ( y(k - 2)) ((bl) [a1b,u(k - 2) + apbyu?(k - 2) + a;byu(k - 3) + aybyu®(k - 3)-
= bay(k - 2)]) + [y(k) - y(k)] ( (b (k- 2))

1 2
Hsg = (b_gﬂk - 2)) .

Quedando el Hessiano de la siguiente forma

H H, Hs H, H; Hs
H7 H8 H9 HlO Hll H12
H = H13 H14 H15 H16 H17 H18
H19 HZO H21 H22 H23 H24
H25 H26 H27 H28 H29 H30
H31 H32 H33 H34 H35 H36

Se define el valor de A el cual corresponde al coeficiente de aprendizaje y este
tiene que ser positivo, para evitar que el Hessiano sea definido negativo o
cero, y conlleve a un maximo local.

El valor de A escogido para las primeras iteraciones fue de 50, de modo que
al ser un valor alto se aproxima al método del gradiente descendente; esto



APENDICE B. DESARROLLO ANALITICO DEL ALGORITMO DE LEVENBERG-MARQUARDT90

hace que los parametros ideales estén en una vecindad local cercana, poste-
riormente se cambi6 el valor de A a 1 para las siguientes iteraciones, de modo
que al ser un valor muy pequeno se aproxima al método de Newton; al ya
estar los parametros en una vecindad local cercana hace que la convergencia
sea al maximo.

Una vez calculado el gradiente y el Hessiano, se desarrolla el algoritmo de
Levenberg-Marquardt, el cual se define como

Orer = O — (H + AD)'g,
donde:

= O corresponde al vector de parametros a optimizar con los valores ini-
ciales o actuales.

= 0,1 corresponde al nuevo vector de parametros, luego de una iteracion.
= [ es una matriz identidad de las dimensiones del Hessiano.

Una vez desarrollado el algoritmo, se repite el mismo proceso para la siguiente
iteracion, en el que el gradiente y el Hessiano van a tomar nuevos valores por
la estimacion de los nuevos parametros de 8, y en el que 6., obtenida de la
primera iteracion va pasar a ser 6 durante la segunda iteracion.



Apéndice C

Retenedor de orden cero (ZOH)

El retenedor de orden cero o por sus siglas en ingles "zero order hold"(ZOH)
permite mantener una senal discreta constante hasta la siguiente senal de
muestreo y asi sucesivamente con todas las muestras, convirtiendo de esta
manera un sistema discreto en uno continuo [36.

— ZOH|—*

_.iTs ig—

Tiempo de muestreo
Figura C.1: Operacion de un retenedor de orden cero (ZOH).
En un sistema controlado por computadora, el control aplicado a la planta
no es continuo, es constante entre los instantes de muestreo (efecto del rete-

nedor de orden cero) y varia discontinuamente en los instantes de muestreo,
un ejemplo de lo antes mencionado se refleja en la Figura C.2

~

ADC M..
|
|

Df‘C PLANTA
| ZOH H(s)
-1

H(Z')

Figura C.2: Sistema de control mediante un convertidor analdgico a digital seguido de un retenedor de
orden cero (ZOH).

/
Y

91
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donde
= DAC es un convertidor de senal digital a analogica.

= ADC es un convertidor de senal analogica a digital.

La retenciéon convierte un pulso de Dirac dado por el convertidor de digital
a analogico en el muestreo instantaneo en un pulso rectangular de duracion
T, que puede interpretarse como la diferencia entre un paso y el mismo paso
desplazado por T;. Como el paso es la integral del impulso de Dirac, se deduce
que la funcion de transferencia de retenedor de orden cero es

1 - -sT;
Hyon(s) = + (C.1)

La ecuacion (C.1) permite considerar la retencion de orden cero como un
filtro teniendo una respuesta de frecuencia dada por

1-e/vh sen(wTy/2) _. 1,
H. w) = =T B C.2
zor(jw) W S wT2 (C.2)
Por lo que la funcion de transferencia en tiempo continuo global seré
— e_STs
H’(s) = ——H(s), (C.3)
$

a la que se asocia una funciéon de transferencia de pulsos.

En la Figura C.3 se muestra como una senal discreta pasa a ser una senal
continua en el tiempo.

u(k) u(t)
——3 ZOH |——

Figura C.3: Conversion de una senal discreta en una continua mediante el retenedor de orden cero (ZOH).

A continuacion se muestra una grafica de como se visualizan varias senales
discretas al ser convertidas en senales continuas con el retenedor de orden



APENDICE C. RETENEDOR DE ORDEN CERO (ZOH) 93

cero.

Las senales muestreadas se mantienen constantes hasta la siguiente muestra,
y este comportamiento se debe por el orden cero del retenedor; ya que cual-
quier valor elevado al exponente cero da como resultado la unidad, y esto se

representa en que la senal se mantiene constante entre muestra y muestra;
no tiene cambios.

u(k+2)

u(k)

®
u(k+1) u(k+4)
]

L
L u(ke+3)

W

Figura C.4: Grafica visual de un sistema discreto.

Aplicando un retenedor de orden cero al sistema de la Figura C.4 se obtiene
el siguiente sistema continuo

u(t+2)

u(t)

u(t+1) u(t+4)

1 1 1 Iu{t+3)l

L
1 1 1 1 1 -

Figura C.5: Grafica de un sistema continuo obtenido con un retenedor de orden cero.
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C.1. Retenedor de orden uno.

A continuacién se muestra una grafica de como se visualizan varias senales
discretas al ser convertidas en senales continuas con el retenedor de orden uno.

Las senales muestreadas se intersectan de punto a punto o de muestra a mues-
tra volviendose un sistema continuo, y este comportamiento se debe por el
orden uno del retenedor; ya que da como resultado respuestas lineales entre
segmento y segmento.

Aplicando un retenedor de orden uno al sistema de la Figura C.4 se obtiene
el siguiente sistema continuo

+ U(t+3)

1 1 1 1 1 -...
1 1 1 1 1 -

Figura C.6: Grafica de un sistema continuo obtenido con un retenedor de orden uno.

C.2. Retenedor de orden dos.

A continuacién se muestra una grafica de como se visualizan varias senales
discretas al ser convertidas en senales continuas con el retenedor de orden dos.

Las senales muestreadas se intersectan entre ellas en forma de parébola, vol-
viendose asi un sistema continuo, y este comportamiento se debe por el or-
den dos del retenedor; ya que da como resultado respuestas parabodlicas entre
muestra y muestra.

Aplicando un retenedor de orden dos al sistema de la Figura C.4 se obtiene
el siguiente sistema continuo
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Figura C.7: Grafica de un sistema continuo obtenido con un retenedor de orden dos.
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