


.‘_11]".'.1‘5
n“' S P iRl

S E P . 5 f Suhsscretur (o de Educazidn Supsriar
@} Direzcite Gieperal de Educacidn Seperior Tecruligica

d \c. .I} -t ..
£ * ' SEP M g
SECHETALIA TE é“'iﬁ& Instlcutos Tacnoldgices Institely Teopoiogion de lo Leguin
EQLCACION FUBLICA

DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO E
INVESTIGACION

Control de sistemas no 11110:&195 inciertos via
inmersion ¢ invariancia (I&1)

Por
Ing. José Fernando Herndndez Castaiieda

TESIS

PRESENTADA COMO REQUISITO PARCIAL PARA DBTE—_NJ:}H. EL
GRADO DE MAESTRO EN CIENCIAS EN INGENIERIA BELECTRICA

DIRECTOR DE TESIS
Dr. Francisco Jurado Zamarripa

ISSN 0188-9060

RITTEC: (05)-TMCIE-2014

Torredn, Coahuila de Zaragoza, México.
Junio 2014



Suboeerenma de Filicocion Supenar

brecciin (renerel fe Lduciciin S (Rt '|'r|-rln1|.'r_4l il

bapszimta Teewlogiva de b Laging

DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO E
INVESTIGACION

Control de sistemas no lineales inciertos via
inmersion e invariancia (1&1)

Por
Ing. José Fernando Hernandez Castaneda

TESIS

PRESENTADA COMO REQUISITO PARCIAL PARA OBTENER EL
GRADQO DE MAESTRO EN CIENCIAS EN INGENIERIA ELECTRICA

DIRECTOR DE TESIS

Dr. Francisco Jurado Zamarripa

ISSN 0188-9060

RIITEC: (05)-TMCIE-2014

Torredn, Coahuila de Zaragoza, México.
Junio 2014



SEP
- A
KU o DIRECCION GEMNERAL DE EDUCACION SUPERIGR TECNOLOGICA
institute Tecnelosica de la Larung

"201a, Ao de Dicgavio Foe

Torredn, Coah. RELS st eae:
Dependencia; DEP/CPCIE

Cficioc.  DEPI/CPCIE/D33/2014
AsUNta: Autorizacion de
impresion de tegs

€. JOSE FERNANDO HERNANDEZ CASTANEDA

CANDIDATO AL GRADO DE MAESTRO EN CIENCIAS EN INGENIERIA ELECTRICA.
PRESENTE

Despues de haber sometido a ~evision su trabajo de tesis titulado:
“Control de Sistemas No Lineales Inciertos Via Inmersion e Invariancia”
Haliendu cumplido con todas las indicaciones guJe el jurado revisor de tesis hizo. se le comunica guese

le cancede la autarizacion con numero de registre RIITEC: (05)-TMCIE-2014. para que proceda 7 la
impresian del mismo.

ATENTAMEMTE

EDLTACLSN TR LOGTEA FLENTE BE [NaoAc SN

_|" -
3..

28] il e -Loacls e il I vy . = i
(6 L E % 1 130 313 e i s b
WWAALITIAREE L, L0 Tk




D
3
Mcdnit e U LG DIRECCION GENERAL DE ERUCACION SUPERIOR TECNOLOGIC A

Instituto Tecoolbgico de fa Laguna

20Ea, Ao e O favia Pae

Tarrean, Coaly, MEFENrai s

DR. JOSE LUIS MEZA MEDINA i
JEFE DE LA DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO E INVESTIGACION

Por medio de la pressrte, hacemes de su concinierto gue después de habes sometids a revision @

trabajo de tesis titulada:
“Control de Sistemas Mo Lineales inciertos via Inmersion e Invariancia”

Dezarrollado por el €, José Fernande Hernandez Castafeda, con numera de control MO6130222 v

habicndo cumplido con todas las correcciones que se le indicaron, estamos de acuerce gue se e

conceda la autorizacion de |z fecha de exarmen de grado para gue proceda a la impresion de la misma.

ATENTAMENTE
Frpcacron TECNOLOGICA FUENTE DE INNOVACIGN

Dr. Frandsch Jurad arripa Dr. Ahfm%g £. Dzul Lopez

Asesor!Director Comité Tutorial

Y

= ./,f ..lr S—
i lr'r ; fi |
fulu}uh Vazquez Ruaga Dr. Victor A, Santibafiez Dévila
= Comite Tutorial Comité Tuterial

Wt A guna. eu mx i



Dedicatoria

A la persona qus, no conforme con darme lo vida, we ha entregado lo suya; md Moave.
A ma padre; gue con el gjemplo me ha ensenade a frobajar y Hevar wna vida digna.
A swis hermanos que han sido los mejores comparieros de la vide.

J. Fernando

111



Agradecimientos

A los profesores Dr. Wicarde B. Campa Cocom, Dr. Vietor A. Santibanez, Dr. Alejandro
Dzul, Dr. J. Alfonso Démanes, Dr, Miguel Angel Llama, M C. Edmunde Javier Ollervides
v oal Dr. José Luis Meza, por su paciencia y enseintizas dentrn vy frera del aula de clases,

Agradezeo al Dr. Franciseo Jurade Zamarripa por su confianga, apovo v sohretode paor
ity puniiales asesorias, sin las eoales e hobiers resultado muy dificil entender los temas
dezarrollados en el presente trabaio,

A mis compeneros el Ing. Pedro Zifiiga, Ine, Eduardo Cruz, M.C, Dena Ruiz, M.C.
Jose Armando Sdenz, M.C. Jests Eduardoe Fierre v la Ing, Fo-Lyn Yong Primero, con
quienes comparti mas que un salon de clases

Al Consejo Navional de Cleacia v Teenolog’a (CONACYT) por el apova econdimnico
brindade para estudiar el posgrade.



"Si he visto mds alld que los demds, sole ha sido porque me he parudo £
hombros de gigantes"

[sanc Newton

WII



Resumen

I3 progente documente es muestra del estudio ¥ uplicacion de la réenica de inmersion e
invariancia (I&1) en el control de sistemas no lneales. Eu pacticular, se aborda el nso de la
téenicn para el preblema de essabilizacion, por realimentacién de estados, de wn punto de
equilibrio de un sistema no lineal, sin cmbargo, la téonica puede ser aplicada b una amplia
clase de problemas de conwrol referentes a estimacidén paramélrica, estimacion de estados
v estabilizaciin por realimentacién a la salida.

La técnica 1&] fue propuesta por los reconocidos nrolesores Alessandro Astolfi v Romeo
Chrvega en el aniculo * fmmerston and Invaviance: A New Tool for Stabilization end Adep-
tive Conbrel of Nonlinear Systems " 1], que después derivaria en la publicacion del {bro
" Nonlinear and Aduplive Control with Applications™ 2] ¥ de los cuales cstd basado el
contenide de la presente tedis. Se estudiaron v desarralaron alsnnes de log problemas
shordados en la obra en cuestion, ademds de validar el contenido de la misma mediante
ln réplica en simulacion de algunos de los resultados.

El método I&] reduce el problema del diseno del controlador en otros subprobleitas
los enales, en algunas ocasiones, pueden ser més faciles de resolver. Este difiere de muckus
mietodologins pasa el digelio de controladores por que no requiere, en prineipio, del conoei-
miento de uua funcion de Lyapunov, Es muy deseado en gituaciones donde un conmraladar
de estabiizacién para modelos nominales de orden reducide es conocido v para ¢l cual se
desea hacerlo robusto con respecto o la dindmica de alty orden, Esuo puede conseguirse
medianie ¢l disenio de una ley de contrel donde la dindmica completa de la planta gqaede
inmersa en forma asintotica dentro de ara dindmica de orden reducido.

Del presenre estudio de tesis surge la propuesta del nso de la metodologia 18] para el
control de un rovot monipulader de dos grodos de libertad v cuvo desempeno es validado
mediante simulacidn atendiendo dos casos: 1) sara cuando no ge considera la friceion v 2)
para cuando se asumne el coaocimientio de la misma, Se propone ademds un centrolador
181 on el contrel de seguimicnto de trayectoria de un vehiculo espacial cuvo desempein es
tambicy validado mediante simulacidn.
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Abstract

This dosument is o garaple of the study and application of the Immersion and Inva-
rlance (L&) rechmicque for the control of nonlinear systerms, I partionlar, the use of this
techaigue for the stabilization problem of an equilitrium poine of & nonlinear system, by
state feedback. is addressed; however, the Lechnique can be applicd to a wide class of cou-
teal problems concerning to perameter estimalivu, state estimation, ard stabilizatinn by
outpus feedback.

The iz technigne was proposed by the renowned professors Alessandro Astolfl and
Remies Ortesa in the paper * fmanersion and Invartenee: A New Tool for Stabilization and
Adaptive Control of Nenlinear Systems” (1], which would lead Lo the publication of the
book * Nenlinewr and Adaptive Conbrol uwdh Applicaiions” 2] and from which, the conrent
of this thesis is hased. Tn order to get a better undergtanding of the 18] methodalogy. we
rotagen sorie of the problems included in this latler ceference, reproduciug in a devailed
way, with respect to that given by the authors, the synthesis on the desipn of the [&]
controllers.

The T approach recduces the controller design problem to other subproblems whicly,
in gome instances, might be cusier to selve, Tt differs from most of (he existing consroller
design methodologies becanse it does not require, in principle, the keowledge of a can-
trol Lyvapunov function. It is well-suited to situations where a stabilising coutroller for o
notminal reduesd-order model 15 known, and we would like to robastify in will respect to
higher-order dvuauies. This is achieved by designing a control law thar asymptotically
irmmerses the ll svstem dynamics into the redvueced-order ones.

In this work. we explore the 1&1 methodology for the design of & control law [or 4
rabot manipalator with two degrees of freedom and whose performnance is validated wia
simmlation addressing two cases: 1) when friction setween joints 18 neglected and 2) when
friction is knowr: Furthermore, we propose and el contealler for trajectory tracking of a
spacecrall, whose performance s also validated via simulation.

Al



Indice general

. Introduccion

Clontrol 1&1

Al

L35

s i

24

Estabilizacion via 1&1 de un robot manipulador de 2 g.d.l.
3:1.
3.2,
3.3
3.4.
3.0
3.6.

37
3.8

3.4,

Caracteristicas prineipales S S R
Perspectiva de estabilizaciin por [.:'_f.{ ...........
Bstetiliapebn L&D 0 U0 e Do o D wne T o g
241, Principio de estabilizacidn 1&1 .

2.3.2. Sistemas con esiructuras especiales . . . .. ..
3.3.2.1, Sistema singular perturbado . . . . .
2.3.2.2. Sstema en o lorma reallmentada . . . . L
2.3.2,3. Sistema en forma prealimentada -

3.8, Apheadienes HEsan oo v a aie an et G 6 e e
4.53.3,1. Levitador mpegnéties . ., . .. .. .. ...
2.4.3.2. Robon de articalaciones Hexibiles T RT
2333 Bistemaegepceptreduls o Lo oo w Lo s

Modelo dindgmico de un robot manipulador de nopdle o0 L
Objetivo de condral . © o 0 0 0L L L
Maodelo dindmico de un robot manipulador de 2 g.:i.l .....
Diserin del conlrolador &1 o0 0 0 0 0L L o
Resultados .2 o5 wvw o8 o0 s o9 &3

Dicenao del controlador &2 . . . .. .. .. ...
Resultados .« . . . b S RS e W e
Comparscion entre las leves de control T&L-1) L':LI—? v PD I

Respuesta controlador &1 incuvendo friceidn viscosa

Control de postura para un vehiculo espacial via T&]

"

4.2
4.3,

Maodelo dindmico de un vehiculo espacial . .
14.1.1. Ecuaciones cinemarticas
4.1.2, Muodelo dingdonicg

Ohjertvede-contrel o s o e e i w s
Dhigenio del controladar

Xl

-1 =1

(o]

10
13
13
14
19
27
43
35
47
18
e
it
52
30
ol
Gl
(5]

BT
67
b
Th
70

70



indice de figuras

b
L
: o

b B KBS b
=1 I o

[
o

153
-.J-‘-
o

2 11}
2.13

21l
3.2,
3.3.
A4
3.3
3.6
B
3.8,
3.9.
310

B b

 Velocidad del carra, . o s e e sl
232

Interpretaciin de la submersion de los métodos de disenio bosadoes en Lya-
PUIMINV. . : FIOE R moly wTm o giTe P T L R T

Hustracion grafica cel mapeo entre las Lravectorias del sistema a controlar

v o] gistenia objetive para p=2y =38, . .. L cu i s e w0 e
Hustracion grafica del enfogque de 1&T . 0 - 00 00 v 0o o0 0 o
Dingrama del sistema de levitaeion magnetica . . o 0oL oh - 0w
Desplazamionto @) V8 E1e = w0 ve s vr e s s p sa g om v
Ertrads devontrol . . o0 oo sy wi cw i = i
Frror G BoRICION o o s o goew e

Péndule sobre un carro v la correspondiente ttum"mm objetive . . .
Trayectorias del sistema carro-péndido (el drea somoreada corresponde a la
varipdad ipvariante z =0 .. - 0. T AN TR W
Posicién angular del aéndulo, . 0 00 o2

Velocidad anpalar del péndulo,

Eatracda de consral. . . . ; R SEG WY TR MRS AU RN

Rabar de @ oed ] . L
Puosicion, velocidad, error v par cortespor lehu g al mhhuu] —
Pusicion, veloeidad, error v par correspondientes al eslabon 2,
Dinamica = haecia la vacdedad, . . . . . ., el 9 § :
Mustracion grafica de la funcion f(£€) pama § € 'I"E EOE UG RO ES o3
Posicién, velovidad, error v par correspondientes al eslabon 1.

Posicion, velocidad, error v par correspondientes al eslabon 2. . . . . .
Dinamica z hacia la variedad, . . . . R

Par resultante leves de control 1811 l&l vy FD—I— W G R TR G s
Respuesta del sistema con y sin friceion para el eslabin 1 |Ltillaantlu ]'Ll levy
de control 1&l-1, [&l-1c indica la presencia de friceién en el modelo.
Respriesta del sissema con y sin friccidn para el eslabén 2 utilizando la ley
de contral Tizl-1, [&l-1c indica la presencia de friceion en el maodelo.

2, Respuesta Jel sistema con v sin friceion para el eslabdén 1 utilizando la ley

de contral 181-2, T&1-2¢ indicn la presencia de friccion en el modelo.

XY

G
10
27
31
52
32
39

hd
55
a6
(]
£l
61
€2

&3

G4



Indice de tablas

9.1, Parametros utilizodos [T la girmlacion del sistema fZ..’iE‘i] com la lev de

control dada en (22890, ., L L L o e e e e e

4.1, Parametres del robet manipuladm de 2pdl . . L, L

XVII



Capitulo 1

Introduccion

En los dltimos afios hemos sido testigos de la aparicidn de una gerie de problemas
desafiantes en ‘negenieria de control los cuales exhiben dos caracteristicas comunes: 1] el
rango e nterés de operacidn del sisterna no esté necesariamente eercano o un equilibrio,
por lo tante, los efectos no lincales deben ser explicitamente tomados en cuenta pare un
disefio exitoso del vontrelader v 2) a pesar de gque el modelado fisico permite idencificar
cot precisidn ciertos efectos no lineales bien definidos, ol conlrolador tiene cue hacer frente
a un alto nivel de ineertidumbres debidas a le falta de conocimiento de los pardimetros del
sisterna v lo incapecidad de medir el sstado completa del sistema. Esza situacion justifica
la necesidad de desarrollar herramicntas pora ¢ digenio de controladores de sistemas 20
lingales inclertos. Recientemente, una nueva metodologia basada en las nociones de inmer-
sidin del sistema [5, 6, 17] ¢ invariancia de la varviedad [5, G, 26, los cuales son herramientas
clasicas de la tearia de regnlacion no lineal ¥ control peomdétrice no lineal [4, 37], para ol
Ciseno de controludores no lineales v adaptables para sistemas ne lineules, ha sido reporta-
daen la liceratura como Inmersion e Invariancia (I&L) (Immersion and Tnvarionee, TT)
[L, 2. 38|, La idea basica del enfogue lazl es conseguir el objetivo de contrel mediante la in-
mersion de la dindmica de la planta deccro de an sistema objetive, posiblemente de orden
renor, que capbure el comportamento deseado. El prablema de control es luego reducido
al disefio de una ley de control gque parantice que &l sistema convrelado asintdticamente se
comporte comao el sistema objetiva,

El eoncepto de invarianeia ba sido ampliaments usado en la teoria ce control. Bl desa-
rrallo de la teorfa de cortro. geoméirieo lineal v ne lineal 4)-[6) ha demostrado que los
subespacios invarianies v sus contrapsrees no lineales eomo distrinciones invariantes, jue-
gan un papel fundamental en la solucién de muches problemas de diseno, Variedades
invarisotes lentas v rdpidas, las cuales surgen de manera natural en os sistemas singulares
perturbados, han sido wliizadas para estbilizacion [7] v andligis de sistemas de adaptacion
lenta [8], L nocidn de variedades invarianies es ademds crucial en ¢l disenin de leyes de
control estabilizadoras para sistemas no lineales. La weoria de variedad cenvral (9] ha sido
instriunents en el disenio de loves de control cstaliilizadoras pura sistemas chn aproxiing-
cion lineal no contrelable [10] mieatras que el concepto de dindmica ceto v la fuertemente
relacionada nocion de variedad cero han sido explotadas en diversos métados de estabili-



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

zacion local ¥ global, ncluvendo el contral basade en pasividad [11), boekstepping [12] ¥
Jorwarding [13], La nocitn de inmersidn tiene ademds una larza tradicion en la teoria de
control. Si ides. basice es la de teansformar el sistems en consideraeion o un sistems con
propiedades especilicas, Por ejemple, el problema clisico de inmersion de un sistema no
lineal genérico dentre de un sistema lineal ¥ controlable por medio de una reslimentacion
de estados estidtica o cinamica la sido extensamente estudiada en |5, G,

L ooservacion de estados ha side furmulada en términes ce la innersisn del sistema
[16]. Mds revientemente, la inmersidn ha sido usada en la teorfa del rezulador no lineal on
la obtencidn de condiciones necesarias y sulicientes para regulacidn robusta, En particular,
en [17, 18] se demuestra que la. regulacion robusta puede consegnirse considerando que ¢l
exusistema pueda ser inmerso dentro de un sistema Hneal y observable, Fn 191, se muestra
i un sisveing dindmice, postblemente de dimension infinita. tiene nn equilibrio cstable si
este puede ser inmerso dencra de otro sistema dindmico eon un squilibrio eetable medianie
el lun denominado mapeo de preservacidn de estabilidad

Los metodos de disena basades en Lyvapunov son de alouna maners dusles al enifocyie
descritg anteriormente, De hecho, en ¢ disetio basado en Lyapunov uno Susea una fimeion

) detinida positiva v propis, si se busea luego probar estabilidad global, tal que el
gistema Vo= a(lV), para alguna huneion a(0), tenga un equilibrio (globalmente) asintoii-
camente estable en el origen. Note que la funcion Voo ¢ — £, conde { es un intervalo del
eje real, es una submersion v la dindmica objetive, denom nads dindniicn de o Jurieian e
Lyapunoy, sou wuidimensionales (ver Figura 1.1).

La reformulacién &I del problema de estabilizacion sstd iuplicita en el control por
modos deslivantes, donde las diramicas objctive son las dindmicas de] sisterna sobre lu
variedad deslizante, ln cual es hecha atractiva por medio do una lev de cantrol dizscontinua,
en tanto que la entraca de control w{z) s ol tan denominado control equivalente [20).

Un procedimiento similar a Tl es propuesto en [21), con la diferencia fundamental de
que p (dimension cel sistema dindinico objetive) es igual a n (dimensidn de le planta) v
por consecuencia el mapeo 7{-) delinido en [1] no es una mmersidn, sine un cambio de
coordenadas.

La estabilizacion via 1&1 estd ademas relacionada con el métoco de estabilizacion ba-

s |
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Figura L1 Inlerpretacion de la submersion de los mérndes de disefio basadoes en Lyapunov,



sado en pasividad (22, 23] v en la teorfa de disipatividad [22], En el control basado en
pasividad la estabilizacion es conseguida cocortrando una salida pera la cual el sistema
soa. pasivo con alguug funcidn de almpeencmicnto adecanda, e.g., con un minimo en el
equilibrio a ser estabilizado. 51 el sistema no es pasivi on lago ablerto, es necesario encon-
trar una sefia. de salide de grado reacivo ung v cuya dinamicsa cero sea de fase minima.
Como se detnuesira en [24], bajo adecvadas suposiciones existen condiciones necesarias
vosufivientes paracgue ol sistema aoser reallmeptade sea eguivalente a un sistema pasivi.
Coma s explicara posteriormente v con mavor detalle en el capitule 2, en 1&I 1a ey de
cantrol estabilizadora es obtenida corenzando por la seleceidn de un sisteme dindmico
objetive £ — o), hiego se calonla el mapeo x — (), se define la variedad V. y tinalme-
te disefiandn nra ley de control que conduzea la distancia || desde la variedad a cero. Es
claro que como se vera en el capitulo 2 el sistema & = f{z) — g{r)w con salida ¢ es de
fase minima v su dindmica eoro son precisamente lag dindimicas del sistema objetive, 51
el grado relativo de ¢ es uno, luego el sistema sera realimentado equivalente a un stetema
pasive.

La metadologia &1 se basa en las nociones de inmersion del sistema 5. 6, 17] e inva-
riancia de la variedad 5 G, 26 la enal posee las sigulentes caracteristicas principales: 1)
El método reduce €l problema del diseno de! controladar a otros sub-problemas, los cuales
en algunas ocasiones pueden sor mas [Beiles de resolver; 2) este difiere de la mayorda de las
metadologias existentes para ¢l diseno de controladores porgue no roquicre, ¢n priceipin,
del conocimiento de una fureion de Lvapunov; 3) resulta adsenado para situaciones donde
i controlader estabilizacor para un modelo noerinal de orden redueido es conovido v se
desca hacer.o robusto con reapecto a la dinamica de alto orden, esta se consigue meciante
el diseno dewna ley de eororo! que asintoticamente inmersa [ dindmica completa del siste-
ma dentro de otra de erden rediicido; £) en problemas de contrel adaptable la metodologia
conduce a esquemas de estabilizacion que toman en cuenta ol ofecte de incertzdumbres
parametricas adoptando vua perspectiva do rolnstes on contraste con algunos de los dise-
nos adaptables existentes, apoyvades de ciertas condiciones de emparejamiento, gne tratan
estos terminos como perturhaciones a ser rechazadas La formulacion &l ne invoca el
principio de equivalencia cierla ni requiere ds wns parsiiel vizacion lineal, Mas adu, ésie
provee un procedimiento para sumar lerminog vruzadoes entre los pardmetros estimados v
los esrados de la planta en la funcion de Lvapunov [2].

La metagdologia 1&1 requiere de la seleccidn de un sistema dindmice objetive, lo cual
no es una caren trivial va que la solucion del problems fundamental de diseno del control
depende de tal seleccita. Las dindunives objetive cldsicas para sistemas no Lneales son
lineales (5. 6] La scleccion de la dindmica objetivo lineal para sistemas fisicos no es ne-
cesariemente la s adeenada, ya que, per un lado, los disenos realizables podrian tomar
en cuenta las restricciones impuestas por la estructita fisice v, por el olro Jado, es bign
sabido gue muchss de los sistemas lisicos no son linealizables por realimentacion.

En problemas de control adeptable a metodologia concnre a esquemas de estabilizacion
gue toman en euents e efecto de incertidumbres paramerricas acontands una perspectiva
de robustes en contraste con slgnnes de los disenios adaptanles existentes, apovados de cler-
tas condiciones de cmparejamierto, que tratan esios términes come perturbaciones o ser



4 CAPITULQ 1. INTRODUCCION

rechazadas. La formnlacion &1 no requicre de invocar el principio de equivalencia cierta
il de une parametrizacion lineal, Ademds, provee un procedimienio para sumar teriminogs
crizados en la taneion de Lyapunov entre los pardmetros estimados vy los estados de la
plenta ast como también de un marco de trabajo para la [ormulacion v solucion de proble-
mes de disefio de observadorss v de estabilizacién robusta por realimentacién a la salida
con observacion del estede y estimacion paramdétrica tratadas de maners nnificada. Fsta
metodologia permite también formular v resolver ol problema de disefio de controladores
proporeional-integral no lineales para una clase de sistemas de ba'o orden(l, 2, 38].

En [2] se presenta una serie de problemas de disetfio de control para los cuales os posible
definir alguna dindmicy, objetive para luego explorar la formulacidn el Los problemas
de disefio en cuestion abordan sistemas [fsicas como un levitador magnético v un rabar de
articulaciones flexibles as! como un sistema suhacluade carro-péndule, La técnica 8] es
tambicn aplicable a dos clases ce sistemeas eon estrictury espeeial, las enalos han atraido la
atencion de algunos investigadores, coma lo son os sistemas dados en la lormn realimentada
v prealimentada,

En [32| se aborda el control de un misfl autopiloteado basado en Lel. Un nmevo mareo
para el disefio de controladores adaptables via I&] para sistemas no lineales no linealmenre
paramelrizados es propuesto en [35]. En [34] se ahorda ol control adaprable via 1&] para
au guadrotor. En (28] se estudia ¢l control 1] de un sistema de suspension magnética v
s reportan resultados experimentales de la robustez del controlador no lineal disefiado,
En [33] se analiza el cortrol adaptable en tiempo disereto para sistemnas estrictamente v
forma realinientada, cn la comatruccicn del controlader se utilize un algoritmo de control
en tiempo discreto basado en backstepping Junto con ln metodologia &1 En [28] se abor-
o el uso de la téenica INT para generur leyes de control estabilizadoras desde un enfoque
CONSLIUCLIVO para una clase de sistemas mecanicos subactundos. Come ejemplo, el enfoque
es aplivado al sistema péndulo eon mieda inereial v 8o revela una interssante comexiin eon
la téeniea de invérconexion v asignacion de armortiguamients, control basado en pasividad
(IDA-PBC), En [30] se propore un enfogue de control pars una clase de sistemas olee
Lroreeanivos basados en [&1, v en el cual se consideran dos cases: 1) enande se conoce

la informacidn completa del sisteme electromecdanico v 2) euando se desconocen eiertos
pardmetros del sistema. En 31 se introdues un obgervador basado en 1&] para ol cdleulo
de la veloeidad v dngule de retacion del sisterms bola y barra.

Objetivo general
El abjetivo geaeeal di la presente investigacion consiste en el estidio de la metodologia

Inmersion e Invariancia (1) [ fmmersion and Tnvaviunce, 1&1), propuesia recientemente
e la Literatura, en el disefio de controladores para sislemas no lineales,



Objetivos especificos
Los objetives especificos consislen en:

» Fl cstacio de lo metodologia Lil;
« Estudio del resultado principal de le metodologia 1&] aplicada & la estabilizacion:

w Lu replica de alpunos de los resultados reportados en lu lteratura que exhiben el
desempenio del controlador Ta-T,

s Aplicacaa del recarso Tl para ol caso de regulaciin de un robot manipulador de 2
god. L

w Aplicacion de la metodalogia 141 cu el confrol de postura de nna pmave espacizl.

Notacion

i el presente estudio se consideran sisiemas dindmicos deseritas por ecnaciores dite-
renciales de la forma [2]
g PR LY,

el cnal incluve sistemas mvariantes en ol ticmpo v sistermas afmos en ¢l control, donde
& R s ol estade del sisterna, o & R es la sefial de entrada v ¢ denota el tiempo. Las
trayectorias de la ecuacion anterior s¢ denotan por 2(t) donde t € 0,7 para 0 < T = oo
L trenspuesta do une matriz 4 se denota por AT e I representa la matriz identidad, Ta
matriz disgonal de n % es representada como diaglay, .., 2, ), donce a; son los elementos
de 1z diagzonal Un vector columna consistente de subvectores xy, ..., oy, es reprosensado
corno eol{zy, ..y,

El valor absoluto de nn escalar y es denotado vomo [y, La norma p de un vector
5= Ty, nitn]T € R™ para 1 £ p < o0, &5 definida come [34]

[ O T e L L

Note que si 1= | luego ||¢]l, = & para tode 1 < p < 5. En el presente docomento se
usa e norma euclidiana (o norma 2) en cuvo caso el subindice p no es considerado, §e.,
| & Jil|o- La novma p inducida de una matriz A, para 1 < p< oo, estd definica como

Arx|,

| | Tr I i ?.r:

(R

donde sup deneta sl snpremo, &¢., la minima cozasuperior. Pava p=21la definicién anteriar

conduce o [14]] 2 14l = (Maa (AT AN donde Ayl ATA) es el maximo cigenvalor de
AT A

La novma £, de wn vector 2(t), definida para toda t 2 0, para 1 £ p < og, os delinida
LTI

|Al|, = sap

A )

§ e )
HELI™ 4 |'.JJ (il i;J‘“rH-J .
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L, denote el espacio de sefiales o @ Rag — RY tal que ||]lp existe ¥ es finita (R
denota el eonjunio de los nimeros reales no negativos): £, denota ol espacio de sefilos
Tt Rsn — R que estdn acotadas, fe, supgegl(t)] existe v o5 finite,

Denctereres o la clase de wapeos diferenciables n voees como ¢ 6], i.e., sus derivadas
parciales de orden i existen ¥ san continnas. A lo lareo del presarte downmpnto de resis
emplezremos el térmuno suaee [smoofl) para resaltar ma peos que son CF [6], para alguna
k gronde tal que Lodas las derivadas requeridas estén oien definidas,

Para teda funcidn €LV : R™ = R v cualquier campo veclor f:rRPxR™ xR =+ R,
LVir) denota la derivada de Lie de Vo lo lazge de f en 7, f.e,

s

LWz} 2 —1 Flam g t)
f I‘."ll_a'i' l'-""",."

Organizacién del documento

Fl presente documento de tesis estd organizada de la sipriente manera: Bl capitulo 1
trata con el estado del arte v establece el abjetivo gencial ast como los ohjetivos especiloos
g persegnir en el presente estudio de investigacion, Se establece tambidn la notusién it
concepros a considerar en ¢l presente trabajo, [l capitule 2 Luta sobre ¢l contral TA1, su
cafogque y caracteristicas principales, Se aborda ol resultads basico de Lo estabilizecidn &l
v para el cual se desteca el conjunio de condiciones sudeientes para la construceion de leyes
de control por realimentacion estdtiva de estados. estabilizadoray, ce forma asintOliva v
globul para sistemas no lineales ofines en ¢l control. Se aborda el estudio de alpunas
aplicaciones de la téenica 18l scbre sistemas von estrueiures especiales como sistenas
singidares, sisteinas en forma realimentada, sistemas en forma prealimentada v aleunos
siatemas con aplicaciones [isicas como un levitado: masnation, un robot con articnlaciones
Hexibles v ol sistema carro-péndule. En el capitulo 3 e trata con =1 diseiio del control
de regulacion via 1&] para un robot manpulsdor de n gradns de libertad v se exhiben
oz resultados del desempefio del eontrolador en cuestion, obtenidos mediante simulacion,
sobre un robot manipulador de 2 g.d 1, El prablema del control de pestura de un vehienlo
espacial. en 2] cual se busea que describa una trayectoria de postura deseada, se aborda
en el eapitulo 4 signiendo Lo metodologia TeT v so fustrg ol desempeno del contrelador
LT enno resultado de Ja validacion en similacion. Las conclusiones del presente estidio
se asientan al donal del docnmeno de tesis.



Capitulo 2

Control 1&1

Un mmevo mésotdo pura el diseiio de controladores no lineales ¥ adaptables para siste-
mas no lineales (inclertos) es presentado. Bl método se basa en las nociones de sistemas
de mmersion v variedad invariante, las cuales son herramientas eldsieas de ko teoria de
regulacion ne lineal v contral goomdétricn no lincal, pero dstas son usadas desde una pers-
pectov difereme. Esta nueva metodologia es llamada como fnmersidn e Invaiancia (181)
{Frromersion and Tovarionce, 181 La idea bidsica del enfoome de Lel es lograr €] objetivo de
control mediante la inmersion de b dindmica de la planta dentro de un sistema asjetive,
posiblemente de orden iwlerior, gque caplure el comportarniento deseado.

2.1. Caracteristicas principales
Las caracleristivas principales de la metodologia 1&] son destacadas & continuacian,

» T] método reduce el problema del diseno del contrelador en olros subproblemas los
cuales, o1 algunas coasiones, punden ser mas faciles de resolver.

= [ste difiere de muchas metodologias para el dizefio de contreladores por que no
reguicre, en principio. del coneeimiento de una lineldén de Lyapunov.

» [y muy deseado en sitnaciones donde i controlador de estabilizacion para modelos
nominales de orden reduacico es conccido, ¥ nos gustaria hacerlo robusto con respecio
a la dindamics de alto orden. Esto es logradoe disefando una ley de control que mmersa
asintoricamente la dindmica completa de le plante denrro de una de orden reducido,

r En problerims de conurol adapuatle. a metodologia lleva & esquemas de estabiliza-
cicr que cuentan con el efocto de pardametros inciertos, adoptando una perspectiva
robusta, lo cnal estd en contraste con algnnos disenos adaptables existentes que Lro-
tan eatos términes (dependiends de clertas condiciones de omparejamicnto) emno
perturraciones a ger rechazsadas, Bl método de inmersion & inveriancia no invaca gl
principio de equivalencia cierta, no requiere vua perametiizacion lineal, Ademds, éste
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privee un procedimicalo para sumar téemines eruzados entre pardmetros estimados
¥ los earados de la planta en la funcién de Lyapunoy,

2.2. Perspecliva de estabilizacion por 1&1

A continuacion se flnstra el enloque W&l con el problema bésico de estabilizacion por
realimentacion de estados de un panto de equilibrio de un sistemna no lneal, EL problems
de extabilizacion por realimentacion de estados es elezido pors facilidad de la presentacidn,
sin embarge, el enfoque es aplicablea una amplia clase de problemas de control en los {ite
s incluye seguimiento, estimacion pararétrica, estimacion de estados v estabilizacidn por
Fealiamenlacipn w s salida,

Considere e sistema

£ = flx) + glaju (2.1)
con . € R u £ R™ v el prablema ce encontrar, de ser posible, una ley de control por
realimerineion de estados w = wir] tal que el sistema en lazo cerrado posea un eqyuili-
briv {globalmente) asintdticamente estuble cn ol arigen. Este problema prede abordarse
considerande el problema de encontrar un sistema dindmico abjetivo

£ = of{f)

(2:2)

con § € RY v p < n.el enal posea un equilibrio {zlobalmente) asintéticamente estable en
& VI ] i _
el origed, un mapes £ = 7(£) suave ¥ una ley de contral w(e) tal que

m(E(0)) = =), (2.3)
Ti0) =0, (2:4)
¥
: : P25
TN +aimtE)nlm(e)) = groid). (2.5)

51 me condiviones anteriores se cunplen luego toda travectoria 2(f) del sistema en lazo
cerrado

&= flz) + gla)ulx) (2.8)

es lu imagen, & través del mapeo m(-), de una waveetoria £(4) del sistema objetivo (22},
come se ilustra en la fipura 2.1 De (2.4) v del heeho de que el equilibeio del orizen el
sistema objetivo ¢s asintoticamente estable, esto implica quae »(¥) converia al origen. Asi el
problema de estabilizacitn pura el equilibrio cero del sistema (2,17 puede ser reformulado
coma el provolema de resolver la ecuacidn diferencial parcial (2.3) con las condiciones de
[ronters (2.3) ¥ (2.4).

Ensegnida se brinda ana interpretacion geomérrica de (2.3)-{2.5), Considere ol sistema
e wzn cerrado (2.6) v una variedad en el espacie de estados do dimension n definida (o

V- (e R =nle). € € R),
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Figura 2. : Thastracion grafica del mapeo entre Jas trayectorias del sistema a coutrolar ¥ el
sisbema onjetivo para p = 2 ¥ =4

v 1al que (2.3} v (2.4} se cumplan. De (2.5}, la variedad V es invariaate’ con dindmics
interna (2.2), por lo tanve todas les trayectorias x(t] que comienzan sobre la variedad
permaneceran alli v asintélicamente convergerdn al punto ={0]. el cual es el origen, por
(2.4}, Ademads, la condicién (2.3] gurantiza que el estado inicial de (2.6] descanse sobre 1a
variedad V

La formaracion aulerior resulta impréctica por dos razones, Primera, de (2.8) ¥ (2.3),
ol mapec (- v el control v(.) dependen, en general. de las condiciones iniciales. Segund,
pudiesa ser imposible encontrar un mapeo 7(€), para cualquier (0) € R", tal gque (2.3,
(2.4) ¥ (2.3) sean satisfochns,

Lstos obstécnlos pneden evedirse determinande ura solucion de (24) v 12.5) dnica-
wente v por modificacion de la ey de contral w = vla) tal que para todas las condiciones
iniciales lag trayectorias del sistema (2.0) permanezean acotadas v converjan asimtotice-
merte & la variedad o = w(E), Lo, que V' seg arractiva.

Lo atraceién de la variedad W puede expresarse en términos de la distancia

€| = dist{x. V),

la sual debers ser levada a cern. Cabe resallar que la distancia ] puede no definirse de
manets inica, Esto provee un grado de libertad adicional en el diseno del control,

Una ilustracion grifica delenfoque (&1 para p= 2 v n = 3 s wostrada en la figura 2.2,
Note que 7<) tapea wira rayectoria sobre el espacic { a npa travecloria gobre ol egpacio
de estados z. lo cual se restrinzge a que o variodad Vo contenga el origen. Ademds, todas las
Lravectorias que comienzan [uera de la varledad V, 4.2 con |{] # 0, convergeran al origen.

2.3. HKstabilizacion 1&1

En la pregente seceion se enuneian les condiciones de suficiencia para la canslruccion
de una ey de control por realimentacion de estados. estdtica, globalmente asintoticanente

'Wna variedsd ¥ BT rsdmvariante sf zi0) € ¥ = 2{t) & ¥ para todo b > 0, vea definicion A7 al
tnal cel document:
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Figura 22 Hustacion gréfica del enfoque de 18|

establlizedors pare sistemas no lineales afines en el control, las cuales son parte del re-
sultado basico de la estabilizacion por Tél. Sin ciebargo, consideraciones similares pueden
plantearse para sistemas no afines v para el problema de seguimiento.

Para flustrar este resultado se ansliza una serie de elomplos en los que so ineluven sis-
lemas singulares perturbados y sistemag tanto e la forma reéalimentada coto en la forma
predlimentaca, ss! ¢omo uu sistema mecinico con medes Jexbles. un sittoma electrome-
canico con dindmica. pardstta en el actusdor v un sistema weeanico subaciuado,

2.3.1. Principio de estabilizacion [&1

5l principio de estabilizacion de un punto de equillbrio de un sistema no lineal via J&]
es asentado en el signiente teoremd.

Tearema 2.1. [2] Considere el sistema

&= flr]+ gle)u (2.7)
con 7€ R* w € R™ ¥ un porea de oquilibrio 2 € BY a ser estabilizada, Asimma que
CXISLEN WAPRos Suaves o @ R — B, 7t RP o R 0 - RY = RYP. o RP — R™M 4

| “¥r=] ; .
(e RV 5 R con p<one taces que sostengan lo signiente:

(A1) El dgistema ahjesivi
£ = wig), (2.8)

con § & RY posee un equilibrio globalmente asintoticamente estahle e E"ERE ¥
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(A2) Pura tode £ € RY,

Flrle)) +ginlg el () = —ﬂ’ £) (2.9)
(A3) El conjunta identidad
{g e R dia) =0} ={z e Bz = wl€).£ € KT} (2,107
se satisface,
(A4) lodas las irayectorias del sistema
= Ir:-‘)]—lrﬂ[f'{.z.] + gle il 21} (2.11)
dr )
T = fla)+glmvin.zn (2.12]

estin acotadas v (2.11) peses un equilinrio globalmente unilormemente asintoticamente
estable #n 2 =0,

Lucgo «* o3 un equilibrio globalnente asimdticamente estable del sisterna en lazo co-
rradio

&= flo) +glojuls, ¢iz)), 1213
Prueha: vea [2],

Los resul.ades del reorema 2.1 son interpretados de la siguiente menerar Dado el
gistersa (2.7) v el sistema dindmico objetive (2.8), ¢l objetive es enconlrar una varie-
dad V., descrita implicitamente por {z € R @la) = 0}, v on forma parametrizada por
{w & R e =niE). & € RP}, la cual pueda liacerse invariante ¥ asintGticamoernte estable tal
que la restriceion en lazo cerrado del sisteria para V osea descrita por § — o{£).

Cabe resaltar que el control w gque haps b variedad invariante no serd Anien. va one
este estd nicameute definido solo sobre V. G, vim(€L0) = eln(€)) De todaos los posibles
controles se debera seleccionar aquel que lieve las coordenadas z, fuera de la varedad, o
cero v mantenga acotadas las travectoriag del sistema, Le, tal que (Ad) sea satislecha.

Las signientes observaciones referentes o las suposiciones (A1)-(Ad) del teorems 2.1
son tadas en forma ardensda.

L. En la mavoria de las aplicaciones del teorema 2.1 el sistema dindmico abjetivo serd
definido a priord, por lo que la condicién (A1) se satisfoce de maners putomdrica.

2. 51 el pbjerivo de control consiste en deseribir wna tragectoria dada, luego el teorema
2.1 tene que ser reformuladoe en términes del error de seguimiento v e sistema dindmico
ohictive deberia generar la travectoria de referencia.

3. Dado ¢l sistema dindmico objetive (2.8), la ecuacion (2 [Jj de la condicion (A2) defline
ura ecuacion diferencial pareial en la funcidn desconocida 7.( donde ¢f+) es un parametro
likre, En general, encontrar una soluclon para esta ecuacion e une tarea dificil. A pesar
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de esto, una adecnada seleceion de la dindmice objetivo sipniendo las consideracionos
fisicas y tedricas del sistema, permiritd siviplifivar sstae ares. En alguios casos es posible
entrelazar los pases de la dindmica ahjecive (2.8) ¥ la gereracidon de la variedad (2.10)
viendo la ecnacidn (2.9) vome una ecnacidn algebraica relacionondo o) con 7., v sus
deriviadas parciales, v seleccionando lueso expresiones adecuadas para. wi+) quo Aseguren
lag propiedades de estabilidad deseadas de Ta dindmica objerive.

4. La suposicion (A3) establece que la lmagen del mapeo () puede ser expresada
coma ol conjunta de nivel coro de mna faneidn @(-) suave. En términes genera.es, okta o8
nne condicion sabre o invertibilidad del mapeo que se traduce en un restriccion de rango
sobire 'rj—g En el caso lineal, donde 7€) — 7€ con alguna matriz T ¢ R constante, se
tieme @la) = T, donde 74T = 0, ¥ (A3) se mantienc si v solo si T es do rango pleno.
En geveral, siom: R? —+ R” es una Inmersién invectiva y propia® Liego la imagen de n1(.) oy
ung subvariedad de R Por lo tanto (A3) reguicre que tal subvariedad pueda ser deserita
(globalmente] como el conjunto de nivel zero de la funcién ¢{.). Finalmente, note que si
existe una particion de @ = collry, #35), eon @ € R v 4y € R, ¥OUNa colrespongiente
particion de w{£] = collm (€], 72(£)) tal que (£} es un cifeomorfismo global, luego lu
funcion @) = @y — ma{m; "(ry)) serd tal que {A3) se sostiene.

5. Fn muchos casos de interés prictico, tener convergensia asintotica de 204 hacia
@ es sulicionte para requerly que ol sistema (2.11) posea un equilibrio unfermemente
globalmente estable en =2 = 0 ¥
lflrﬁg[.:r:{.fj}l:mf wit), z(1)) — u(x(f),0)) =0, {2.14)

[—

L. o necesariamente se regquicre alearzar la variedad, Esve hecho, 21 enal distingue e
presente enfoque de otros, tal como modos deslizantes, os un instrumento para el desarrollo
de la teoria de control adaprable v de realimentacion o la salida.

G, En el weorema 2.1 una ley de control estabilizadoru se obtiene comenzando por a
seleceion de nr sistema dindmico objetivo, Desde otra perspect v dado el mapen = (),
por lo tanto el mapes @ = &), eneaentre {de ser posible) wna ley de control que haga (a
variedad = = () nveriante ¥ asintéticamente estable v un veclor campo € = o £), con un
equilibrio £ globalmente asintéticamente estable tal gue la ecuscidn (2.9) se HIANTeTEA,
De censeguicse esle objulivo luege el sistema, (2.7) con salida 2 = d(x) es (globalmente) de
fase minima ¥ su dindmica cero, 4., la dindmica sohre la varicdad V de selida cero, estdn
dadas por (2.8), En este sentido, ¢l resultado del teorema 2.1 puede ser consideradn coro
un dual de los métodes clisicos de estabilizacion basados en la construecidn de salidas
pasivas o de fase minima.

La siguiente definivion e usada g lo largo del doenmenio para proveer declaraciones
concisas.

Definicion 2.1, 2| Ur sislema deserito por las couaciones de la forma (2.7) con dindmica
ohjetiva (2.8) =0 clee gue es (localmente) 181 estabilizable si las suposiciones (Al)-(Ad)
del teorema 2.1 so sostienen {loealmente.

Miia irinersion es un mapeo wf-) ; B¥ — R, con p - n, Feta g inveetive el ranpola) = p v s propiu
v ] i
g | dmmpen inversa de cnalgiier conjunto eompachn o8 fambitn cormpaco:
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2.3.2. Sistemas con estructuras especiales

F1i esta seccitn se aborda el estudio de le aplicacion de Ja metodelozia 1 en el control
de na sisteria singalar perturbado v sissemas en fa orma reelimentada y prealimencada.,
2.3.2.1. Sistema singular perturbado

Se inicia el estudio mediaate un ejemple académico, cou la linalidad de comprender la
perspective de la fornmiacion &l
Comnsidere ol sistema bidimensional [2]

Gt
.I.I.: = &Lk :21'-:!]
el =1ry | w
con (0} = 0y dindmica objerive
£=—£" (216,
donte € € R. Estableciendo 7{€) = &, las ecuaciones (2.9) resultan,
ST N _r:-E-} 2 1‘7"|
E”‘:h\_.]_l = = (2.17)
1 I"jl'_'JT': aa
malf)l +alf) = —e——F [2U18]
|IL‘1- "1J r.-iIE
De (2.17) se obtiene as{£) = —£¥*, la cual estd definida para £ 2 ( mientras que el mapeo
ef ) es definido per (2.18). La variedad @ = (£} pucde ser deserita implicitamente por
: 443 i, \ I S8 Iy
alr) = ry—x" =0 v la dindmica (211 fuera de lo variedad csta dade por
= d :
r.:" = 'll{-:-n!'1 -‘rJII + -v[-'"_l + Eflﬁlf.-x;__; {2.11—3}
- 1.5 - v s A4 "
El disefio 18] se completa eligiendo v(z,z) = —uag — Jex) 23 — 2. la cuel conduce a la
dindrmica en lazo cerrado
FE = —2,
o= -'-!-'111’-%7 {22“]
; i i3
eFy = —%F.]"l" Ty — 2

De la primera ecuacion en (2.20) es clarg que el subsisterna z tiene un equilibio global-
mente asintétivemente estable en cero, por lo que para completar la prueba basta solo
demostrar gue lodas las trayectoriag del sistemea (220 estdn acodadas. Para este lin,
vousidere ol cambio [pareial) de eoordenadas 7= @ + L1“ lo gue conduce o
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donde =(1) v 5 #) estan acotedns para todo €. Bl acotamiento de #1{1t) se prucha observando
¢rae la dindmica de & puede ser expresada en la forie

#y =t + plen),
para alguna funeion pf-) satisfaciendo [ploy, n)| < k()| [* paca alouna k() > 0 v (7| =

1. Finalmente, la ley de control resultantie estd dada pror

[

. 4
w=rdle)) = 2 — 4”{ j’,'l

1+ 3%
Como resultade, ol sistema (2.15) es estabilizeble via &l con dindmica, objetive (2,16 en
st deminio de definicidn

Un resultado global de estabilisacion pruede abtenerce si en lugar de [2.16) se escogn la
dindmira ohjetivo £ = — £1%2. Luegp, la:solucion (217)-(208) s 7y (&) = £ % me(f) = —€).
Come resnltada, la variedad toma la formes é{c) = 20 + |1 = 0 ¥ ésta ouede hacerso
glabalmente atrpctiva manteniendo todas las —rayvectorias acotadas moediante la ley de
vontrol uw = —2ws — elm; i) ~ |1y,

2.3.2.2. Sistema en la forma realimentada

Yonsidere ol sistema deserito en la foree realimentada
ol Ty ),
v = flxag), )
oy ==,
gan &= colley, 1) ERM xR, v € Ry F(0L11) = 0, donde e sistema

= I.lp[.'l: i “:'

tiene un equilibrio globulmente azintéuicaente estable en el origen. Una eleceidn sensible
para 2l sistema dindmico chjetivo estd dada por

£= f(£.0) (2.23)
o gue implica que el mapeo w(-) = colim (), m2(-]) e tal que 7, = m(€) = £,

[ giguicnte proposicidn resume la aplicacion de le meradologia lél para la clase de
sistemas eu la forma realimentacla,

Proposicion 2.1, [2 Considere i sistemy deserito por lag geunciones (2.22) con f{D.0) =
) ¥ suponga que el sistema o = fizg, U} tlene un equilibrio elobalmente asintéticamente
estable en cero, Luego ol sistema (2.22) ef tglobalmenie) [l estasilizable con dindimica
abjetivia (223

L2
Prucba 2.1, [2]. Para establecer la afirmmacidn se require probar que las condiciones (A1]-
(A4) del teoremra 2.1 se mantienen, Para esto. note que la condicién (A1) se satisface de
[orma trivial, mientras que los mepoos

mil€) _-E el N i T
[ Tr':':f) ] = \‘ 0 } s f--(-'-} =1 ol T = Ea,
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e |

aom tales que las condiciones (A2)-(A8) =e satisfacen,

Note shora que la variable z = @y fuera de la variedad puede ser usada como una
coordenada pareial, por lo que en lugar de verificar (A4) simplemente s¢ necesita demoes-
trar que es posible seleccionar w tal que las travectorias del sistema en lazo cervado se
vrwlenlyan acoladas y 2 = &5 converge 4 cero,

Para esto, sea o = —H @ @e)ea, con Kiiw) = & > ) para toda (x,.:2) ¥ para
alpung k> 0, v considere ol sisterna
= i i -I-.
IJ .'Ir‘i;'h 21 IEE-"]_J
Lo = —f\ I::r‘. L-gjb:g.

Note que s converge a corn, Para probar el acotamicnto de o, elija alpuns M >0 v sea
Vir ) una funcidn deficida positiva v propia tal que

7L "
— Fr )< 0 (2:25)
dT|
para toda ||z, > M. Note que l;al funeidn V{x,) existe, por la estabilidad global ¥
asintotica del equilibrio del sistema & = f(x,. 0] en cero, pero V' x ) no es necesariamente

wna funeidn de Lyvapunov para @y = firy, U), Considerando aliora la funeidn

Wimma) = Wiey) 4 a3 (2.26)

B2 —

cefinida posiziva y propia, ¥ notando que para alguna funcidn Fliag, 22) v para alpung
funeion suave y(xry) > O, se tiene

W

o
EJ'.'?"'.

W=

&ty
ol
|Gy
Cohe resallar gue cungue en (2 no se detollan los pasos en el acotamicnto de la fun-

cicn W, en el presente estudio se lleve o cabo ol provcelimiento en cnestion con fines de
e} T”'P]-f.i'li.'r'f.["i'lfj?'! "

oV 1
= .|r 11U|+

i % 1) g’ j 2 L 3 3
= + (e ) || E o 2| |F 25 — A{aq, o3)es.
d I{?l_:l | A | t | 2 I'. '

Suponga que se puede separar la faneidn flr,x,) en dos rérealnes, tal que uno d
estos sea fgual a le funcidn [, 29) cuando el estado zq 8 cero, {6,

flan, ma) = flay, O — Fizy, og)as,
Li derivada W ode W a lo largo de las traysctorias del sisternn (2.24) resully,

LoV 1%
W= g0 )'{—P[

I\:"
:;.
_*“

De la desigualdad de Young, la cual establece que

1 rpnd L L 2
i e Sy P | e St U511
51l = ol
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se cumple para eualgnier valor de ¢ I] £ € Ry y € R, sclecvionandn 3 = £X

15 S

# = Flxy, 2a)oy se tlene que ol término - ;' (i, g Jes Duede acotarse superiormoente coma

av |

i ] _ ’
|+ ) £ e )2

——Fieq, 2efies < —
el gitae

I|r|

Tenienda en cuenta que g es un escalar, entances

v
2 By, a)es <
I".i’:”f']_ ’:r' L |

+ ol )| | F ey ma)| fas
i | (e )| F iy 22} “m

Seleceionando (x;) tal que

av

(2, 0) + 2y
far?

u‘rl

]
=

()
para toda ||z]| = M v seleecionando

Ky, 4a) > 4w ) |F(a, 2a)|

Lo amzerior condnee a enmplir la proposicion.

Aungue el sistema [2.22) os estabilizable bajo el cufoque frckstepping, la lev de control
obtenida usando beckstepping difiere de la lov de contzol augerida por la proposicion 2.1,
La primera mequiere del eonocimiento de uua fncion de Lyvapunoey para el sistema 7 =
Tl 0F tal queen laeo cerrado la variedad 70 = (O no sea 'Jm*ﬂrlu_u[.v HUentras que para csta
tltima se sequicre solo del conceimienta de wna funeidr Vie, ) que satisfizo lo councién
(2.25) para una || suficientemente prande v que haga la ‘L"'Ll‘ledd.[l 9 = [ invariante v
atractiva de forma slobal.

Para ilustrar e] resnltado de la praposicidn 2,1 y compararlo con el contrel backstepping
en cuesticn, considere el sistema

e L .i.;uf;l::p_x

La ley de control estabilizadora basada en buckslepping resulta dada pos
w=—Arrl —

entanto que nna aplicacidn directa del procedimiento deserito en la prucha de la propo-
sicier 2.1 mmestra que la ley de control estabilizadora Ll results come

= S mPYas.

Fsta altima no requiere del conocimionto del pardmetro A, sin embergo, en general, ésta
o5 mas agresiva debido a la alta potencia en oy,
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A pesar de que en [2] no se muestra o delalle e desarrollo en la oblencidn de lu ley
estabilizadora 18| wtilizando lo propeswion 2.1, como exigencia del presente ostudio se
flustroe o continuacion ol srocedimients que conduce al resultado anterior.

Considers nuevamente el sisterna (2.27). Para ol sistema en caestion, 1a fmeion f{e. 24
imeda definida de la siguiente manera

flay,ag) = flon 0) | Flep gz, = -2+ —"--T?”'-'Ju
ce la cual se tiene
flr 0) = —m,
Py ) = Azt
Luega, habra de seleccionarsn una Viz,) definida positiva v propia tal que

. .
— o @) =<
iy ARG
se eampla para toda x| = W con M > 0.
Fligiendo Vi) = g su derivada estd calda por
'F{Ju]ul T
la cnal, eveluada a lo largo de las trayectorias de {2.27) results
Viey) = (=2 + Axima)
de donde se observa que
ay . 3
— floy 0 =—a7 <
ke

s¢ cumple para todo (o = 0.
Posteriormente, particndoe de la desigualdead

- a
v 1 av |7
— fln ) 4+ —— ||5— i
oy i) ||y
v recmplagands erininos se Liene
—J‘If bl <
P
lo gue equivale a
I s
ms | 7y s
yixi)
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Atendiendo lueso lus propiedades para las desi maldades se tiene
! I I E

1

||l.-|
“HJE_:"

<1

lo guo eenivale & seleccionar
sl
donde la funcidn v{z:) = %;; satisflave la desigualdad anterior para cualgquier valor de
t1| > D con x> 1 Porotra 'r;arw hahed de seleccionarge tma Kz ) tal que satisfaga
lu, stpiiente condicidn
Ky oxy) > vz )| Flag za)|*

Boemplazando términos se tiene

. B 1) \
Fif il Lk ,-.-':
K{3yae) > ot | Aws|
o que equivale a
| LY g s
K 0 - ; E.:rr'l}' .jk"r.?.‘l

de donde

Para cnmplir con lo anterior se elige IO (wq.wa) = v + 2, lo eue Analmene condiice o la
ley cstabilizsadors Tl
th— —{xf + )iy,

Considere uhora el siguiente sistema dado nor

.I" = :’1{!‘?}.‘{.‘} = Fl{.‘?:l!xﬁig}.‘fg.

(2,28)
I'a =

con ry £ Ry 0 € R* n victor constanle desconoeido, Suponga gue s mosriz 1[6’} rs
Hurwits para woda £, Luego ¢! sisrema es estabilizable T&T con dindmiica ohjetiva € ~ AlGE

Una ley de contral Tl ectabilizable estd dada por
— LT o - .
u=—{l4at)||Flzsaes)||fmy s,

la enal no reguiere del conoecinients de una funcién de Tva punov para el sisteima &y =
Aley o del conocimiento del pardmetro 8.
siguiendo lo metodologia de la proposicion 2.1, f{e;, ) queda cefinida de lu Signiente
TATIETA
Tz} = flan,0) + Flxy, 3a)es = ARz + Flxy, 29010

clonde

J'FI:.'E'_ ; “} == 4:5":|.T|
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Proponiendo Via, | = %'rf.. su derivada V' con respecto al tiempn resulta

| -
Viz) = —4:

oy =
Evaluando V a lo lareo de las iravectoriss Jel sisterna (2.28) se tiene
E'"L.?'lj ot Al)mi+ fI'::'JL‘II:i?'I_“T.'_:I}:TQ
de donde 51
Fle,0) =l AP <0
2
debido a gque la matriz A0 o3 Hurwits para toida £, En la bisgoeda de alpuna funeidn
+(+) suave gque enmpla con la desigualdad

2

LT <1,

av
[, Q) +m

Ay

{_JJ: 1

sruivalente o

i e ]
ri A{#iry 4 7 J.r?&w < M,
Lt

i 2

se tiene que pard ana (e = el @ + 1 = a7+ 1, con ||a|| > M, la desigualdad antervior

ex satsfocha. Tneso, de la desigualdad
Klzpo) = vie) [l
trpuivalente o
LTI (Rl P T R A
.I.hl. ._.ﬂ],.t]_; e |,-l:_+ J-_l ||~I I_-'{'11"I-.§.ll'|
selvecionando &z me) = oy + 1) | |[Fa.a)||” + 1 se lega a la ley de control realimentada
+ 1hir |2 C.
w=—[(zy + 1) [ Fleiez) [T+ Mg

lo cuwl, desarrollando términos equivele &
;
w= —{r] +1) |[Flay,za)||" 20— ws0
2.3.2.3. Bistormma on forma prealimentada

Considere la elase de sistomas en forma prealimentada descrito por

iy = Py,

. 2.20
Ty = flara) + gz ). ko)
von o = collwae) € Rox BY v € Ry &{0) = 0y f(0) = 0 donde se asuine que el

equilinrin del sigstema dn = fea) es glovalmente agintdticamente estahle. Fn vizea de esta
suposicion, una eleceidn aatural para ol sistema dindmico objetivo es

£= {8, (2.30)

lo que impiica que el mapeo w(-) = col{z; (), wal)] s tal que &y = w3(8) = &
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Proposicion 2.2. 2| Considere el sistema deserito por las ecuaciones de la forme (2.24)
v suponga que ¢l equilibrio del sistenca iy — flas ) os globalente asintdticamente estable,
Asuma tambien que existe una funcién M () suave tal gue. para toda s, Loz} =
Ty, el conjunie § = {0 € R7|L, M {rs) = 0} estd compuesto por putitos aislados v
0 ¢ & Lucgo el sistema (2.29) es globalmente 1&1 estabilizable con dindmica objerive
(2.30).

A pesar de gque en (2 no se muestra a detalle el desarrollo de fa prueba para la proposi-

cidn anterior, come exigencia del présente estudio la proebu es tlustrado con deternimients
i confinnaeion,

Prueba 2.2. Vea [2]. Para que la propesicion 2.2 sea en efecto vdlida, s necesario de-
mostoar gque las condiciones (Al)-(A4) del teorema 2.1 se cumplen. Pera esto. debidn
a les propiedades cel sistemn &y = frg), una eleecidn natural para el sistemas dindmico
ubijetive es _
&= Jig)

con lo que lo condicion (A1) es satisfecha.

Degarrollando 1s condicidn (A2), utilizando el mapeo o = [, (&), 7l 1" v las Tunciones
descritas en el siszema (2.249), se obtiene

L&) h.-{ ) [5}]
wald

!
!
) = Hralf1) + wimai€))eg)

de donde seleccivanado 7308) = £, debido a las propredades de estabilidad del sistema
dindmico obijotivo (2.30) eonduce «
&) = higl.
€= J1E) +9.6)e($),

snstituvendo algunos térrinos se Lieae

(£ - s
e "if' h Iy
5 FE) = hee
r = ' F " ="
FEY = fFi&) +4lg)els).
Utilizanco la notacion de la Derivada de Lic para las derivades v sustiluyendo T = M-
Be Ll
Lqudr'.tﬂt )= 'ri'.l:rf}._
&)= f18) + al&lelg),
de donde se obsorve de la primers eenacion nua de las condiciones deseritas en la propo-
sieion 2.2 v de la dopunda ecnacion se observa gue a condicitn (A2) se cample solo si la
Tneion ef ) = con lo gue el mapeo 73 queda finalieute definido como
e Mg
¢ "

mal€) |
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Lu variedad implicita que describe la condicion (A3) es obtenida de la signiente igualdad
dlee) = wy —my(mgH{za)) =0
para 1o cual, al sustitnir los valores del mapeo mi-) puede reescribirse como
ala) = & —Mizs) = .
Definiendeo ahora
= @lx) = oy — M{irg)
la dindmica fuera de lo variedad queda deserita como
=gy — Mz
o equivalentemente

dM () .

Ty

= .?E'] = 3
{j'.'.i'_'g

donde la derivada evaluada a lo largo de las travectorias del sistema (2.29) esta dada por
d;\.’{ | L }j
il

Ly

= iy [ (ze) +glas! i

Desarrellands el lado derecho de esta dluima ecuacidn, paede reescribirse como

M| 22)

M (s
= L‘ﬂf rj:-' J = J’L,.ilr:'l

l".']If_:;
o equivalentemente, vtilizande 2 notacion de la Deriveda de Lie, como
= h{zy) — Ly Mz2) — LM {0 u
De la condicidn establecida en (A2), donde Ly Mizz) = filiz), la dindmica fuera de la
variedad es descrita com
I — IF.-',-:.:'.L-'.IF'::.?‘?}'I.
FPara E{nmplmfar la praeba, resta verificar la condicidn (A4) calternativamente la condicidn

s fléinil {2.14), Para este fin, sen

L Lg My, z
T S S M. ik ' s

1+ | .r,.-[.-r.g:||| b || Ly M (iza)| | T
eon e = elpg) = (0 v considere el sistemsa en lazo corrado
1 (LM i) z

= . T
1 —|lglas)] gMiwa) | 14 ||=]|
Iy = hlza).

I N .
k L+ |lgle)]l 14 I[LyMza)]| 1+ [iz]]




22 CAPITULO 2. CONTROL T4:!

Note ahcra de la primer ecuacion gue = estd acotada debido a e el térming

1 Ly M(9))*
1 ks | gf{fgjl il + |JII..'_.,__|-.‘|.-IFI .i'.}'g} |

S Biepre positivo, ¥ en tanlo que e sea lo suficientemente pequefio también wy estard
agorada. Ademds, @, LOLVErge a cero df:bldﬂ a que @ tiende a cero, va gque cuando esio

7z At 2y !
e ¥"5 _II—-' b ek 4 . 3
sueede o] ternuing e o ooy R R ey e “z” = 0, lo que pormite que | dindmica de @, sea

pobernada 1‘]{{'E1'E:‘~i"ﬁ.-'5111'&'[itlf por la funecidn f{-), v debido a les propiedades de sstabilidad de
este tltimoe sistemi, se asegura qus (a8 trayoctorias deé o tiendan a cerg, Note ademds e,
si e o8 lo suficlentemente pequenio, 2 convergeri exponencialmenze a cera. Como resultade.
7 = 11— Miry) esta acoisdo por lo que ry estd tambicn wcolada para todo ¢, 1o que
garantiza ln lemostracion,

Lasequida se repasan un par de problemas tomados de [2] con el fin de asimilar lo pn-
posicign 2.2, Cabe destoear que aungue para cstos no se presenta wn desarrolle delallodo
pure su solucion en lo obru en cuestion, por ln cogencie del presente estudio nos dimos o
e turea de verificar los vesultados con wayor deleninients y cuyo desarrally se exhibe o
detndle o continuacidn,

Considere el sistema

Iy = .I'E:],

: 9 :
Lag = Ly, (231}
e —I:_ﬁl - :,{:3.3 TS

Por analogia con el sistema {2.29) se observa que

¥ W |
hita) = 1,

f{ru\ i [ ;‘-'}3 j-E, } I

Como primer paso en la aplivacion ce la proposicién 2.2, es necesario demmasirar que ¢l
Sisbora

Tz = flan)
o equivalentemente
"E';g[ = J;J
o3} = 49e .
: 4 1 (2.42)
gy == i e

riene un equilibrio globalmente asinidvicamente estabie Con este fin, considers la funeisn

1 )
Vize) = ;0 + 1%
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definida positiva v prapia, fe. Viaw) > 0 para teda @ # 0y V(1) = 0, ¥ radialmente

desacatada. La derivade Vies) de Ve esté dade por

N g .
Vi) = -T-‘-":r.-'rzl t gz
la cusl, evalnada a lo largo de las soluciones del sistoma resulta como
A

[r_;} "IAJE“"+J"'-""|:; .12_ g

Desarrollando ¢l término de a derecha se tieno

= i 44 o A
Vizy)= dgydign — Fapbygy — Loy

Lo ¢ue conduce a
T =) f
Vida) = —25

la cual es definida negativa para toda @y 0 con V{0) =1, lo que demuestra la estahilidad

asinzotica glebal del sistema (2,32),

' LR LY moI i B - s b ’ i
Como lo establece la proposicidn 2,2, ahora es necesario encontrar una funcidn M)

suave tal que la siguiente relacion se cutnpla
Lllﬂl'_jr[;.l'g] FI',I:'I-JJ

1 o cqivalentemente
M xs !
ey = fil 2.
B ."[fnJ 1)

Sustituvendo los valores de las [unciones del sistema (2.31) se tiene

M I::i’:z! .'niﬁ o
~—gr— || A EDTR

s -ty

deszrrollando Tuego,

tFray i 5 e | = LQ]_

i i
[ AMire)  dhEEg) JI Wan | e
—¥gr — 4L |

Realizando la mulriplieacion veetoral se obtiene

aMiry) ,  OM{x)

i a0
: o - St L L
gy ilitan ! 3
Seleccionando M{zs) = —28 — T3 conduce.a
== — .T--:aﬂ] I".?:.,_, {?[—;I:r_u = -’F-EEJL_I;] - L‘:L‘,I -l s
sy . o ey o

evaluands las derivadas parcisles resulta

< F i W PR
dpg = (=4 — dgp) = 2%
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Desarrollonndn la ecnacion anlorior ge tiene

lo gue conduee &

satisfaciendo la relacion LeM{uz) = h(7y) ¥ donde la variedad queda deserita implicita-
menbe Curr

i =olz) =3 — M)
noen forma explicita
2= o) =y — (g —2ag)
oquivalente a
z=up{r) = 2+ L5y + Toa.

La dindmica fuers de la variedad esta dada por
=L, Miru

o equivalentemente
E} ‘;Ijjr :'T -} |I i
——i=tg(da
thrn

Kb

Desarrollando o expresion anterior,

fing, iy

_ | oMfizs)  OMw) ] FJ .
| | J Ll

¥ austituvendo M {ry) se obriene

it s flran

. ¥ r'E =iy — 2] ﬂ:—xm—-"u:_i] ] |i (] ] i

Evaluanco les derivadas parciales resulca

g | w

Jonule oaliencs

Z = u
Seleceionandn v = —z conduce a gue ¢ gstema antesior posea nn equilibrio globa mente
asintoticamente estably en cere, El sistema (2.31) satisface todes las suposiclones de la
proposicion 2.2 con Mies ) = M ixa, 2g) = ey — 24y Como resultade, su equilibrio esro

es Ldel estabilizable por Ja ley de control v = -z con 2 = &1 4+ @9y + Tox
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Considere ahora o] sisloma

i [} A
: o - 2.33)
®g = —ay -+ {1 ;s u,

El primer paso o seguir de peuerdo a lo establacido en la proposicién 2.2, consiste en
demaostrar gue el sisterma dindmico
Bp = f{1s)

0 equivalentemente

i = —uh, (2,34

pasea un equilibrie globalmente asintdticamente estable. Para esto, es fGeil notar que
seleceionandn

. 1 4
V(is) = sk,

5
-

la enal es una funcian definida positiva v propia, su devivada evaluada a lo largo de las
travectorias del sistema (2.34), f.e,

Vizg) = —as,
s una funcion definida negativa, lo que parantiza la esiabilidad asintotlea v global del
suosistema {2.34). I siguiente paso en el disefic del controlador para el sistemma (2.33]
congigte en encontrar ana funcidn M e, suave tal que

Ly M{xg) = hiz:)

se sat.sfaga. Para esto, note gue

Ej"llflil')]jlf \ bl
- Vg = A
fj.T-_'; ! I
o cguivalontemente
d’ﬂl? ':..'.!'g} . S

7 —ilal =0 o

g - :
dende s¢ observe qne seleceionando M {24} = —tg se cumple gue

E:i — Il '
——I ) EJ L—r},‘ijl - rf!

L}R‘_{

resiltanido en
—T{—af) = =}

A

Loy e ecprivale ¢

||
ha oo

e Es
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Cbzerve ahcra que el conjunto § = {uy € RY LA rs) = 0} queda definido por
S: -{;r:f = J-nnll-::l — —-_}

v la dindmica fuera de la variedad como

== fg."'ll'r [_.i'-‘z_]ﬂ
cguivalents a
fj;‘l-ft).'q] ( ]
= ————pfaa)u.
.a.{fg
Revmiplazando los 1érmines Mra) v gles)
. N—iql,
T = - 2 1 = I
Ejl;]"g 3
v desarrollando se 1iene
e f 1‘||Ll I"}!:I i
lo que conduce a
£ = {1~ &

Abora deberd seleceionarse nna entrada de control v ral que la solucion =(t) del sistema
tengs un eouilibrio globalmente asintdlicamente eszable en ol oripen, para esto, eligiendo
] — 8§

)

(I+zh)"

U= —

cs la entrada que produce gue la coordenada z deseriba el sigulente coniportamienta

/ PAT:
.o ALyl

(1 + )

g § o i i 4 B E o F
e dande se abserva la estabilidad del sistema debido & que el térmiro —l,T_h:_{’-ﬁ = () Asl se
T=a;

concluve que el sistema dindmico [2.33) con dindricn objetive (2,34) os &1 estabilizehle
por la ev de control
|

= |:_'|_ _Tq':ll:_.l"_ +...'_‘3:.|.
N
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2.3.3. Aplicaciones [isicas

2.3.3.1. Levitador magnético

Figura 2.3: Disgrama del sistema de levitacion magnética

Considere un sisterna de levitacion niagnética que consiste en nna bola de acero dentro
de un campo magnético vertical creado por un electromagneto (vea Agura 2.3) v cuyvo
modelo, con dominio de valides —oo < gy < 1, 82 muesira a continuacion

. 1
1= s
W
; Loy (2.5
PE= Sy — g |20
e

s = =g el = o)y = v

donde ol vector de estado poeconsiste en la posicion de la bola gy, su momento gy v el Hujo
en la induetancia gg, woes o lension aplivada al eleclromagneio, nees la wasa de 1 bola, ¢
ey la acaleracion de la grovedad, Hs os la resistencia del en:bobinade v & e2 una constante
positiva gue depende del uiuners de vaeltas del cmbebinado.

En aplicaviones de baja potencia s comnn rochagar b cindamica del actipador, por lo
(uie se asnre que o es l varaole manipuleda. En aplicacicnes de media a glta potencia la
tension woes penerada ulilizando mt rectificacor gqne inchive una capacitancia, La dindmica
de esle actusdor puede ser deseriza por el cirenito RC mostrado en la Figura 2.3, donde
la tersion de contral es u mientras que ) v O modelan la resistencia v capacitancia
parasitas, respectivamonne. Bl modelo del sisiena incluyendo la dindmica del setuador
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estd dado por las ecuacioles

; 1
I = —iiq,

T

|

TR EJ”T; — ey

) (2.36)
dy = I{|'IH'J|:_-| — 1wy
. l | 1
g [ﬂ( — @y} — Hlﬁlu_'_ﬁ“

donde 1y = py, #5 = po, ¥y = py v iy = w representa la Lensién & través del capacitor, Note
que (2.35) es el modelo reducico de (2.36) al considerar la constante de tiempo pardsiu
HC como un pardmelro pegueno.

Considere el sistema [2.36) v ol problema de estahilizar (ocalmente) la bola alrededor
de una pesicion dada. Una solucion a este problema es expresada en la siguiente proposi-
cli.

Proposicién 2.3. [2] El modelo de orden complets (2.36) s 1] estabilizable con dindmica
objativa (2,351, donde w = wi(p) es alguna réalimentasién de sstudes estabilizodors tal fque
(2.33) en lazo cerrado con wiplt))+elt), donde off) es una senal acorada, tiene travectorias
aroladas.

Prueba 2.3, Vea 2], Como (A1) se satislace de forma automitics a. seleccionar [2.35),

nnicamente verificaremos Zas condiciones (A2)-(A4) del teorema 2.1, Pritnera, uria soly-

con de lo ecuacion (2.9} esté dada por el mapeo wig) = collp, pa, ps. w(p)). Esta solicidn

puede ser obtenida Ojando wy(p) = g1 ¥ m3(p) = pa, la cual captura el objetivo de control,
Verifiando la eordicion (A2) se tiena

o = —malpl,
¥l :
Taiph) = L;}? — g,
RN _2"' 4 A0

1 l i 4 )
= Rall - pylpe+malp),

1

1 |
ﬁ“ — PL)ps —m=malp) + w—=e(n(p))

i iy €

Sustitnyende el valor de lu dindmica obijetivo p = alp) se tiene

faye) = —

1 B i_ (p)
LT

. b -xq

fa = ﬁﬂ@ — T,

1 l .
_EHEH — ply = w = =l — oy )ps 4+ malg)s
h
|

| N ;
= — (”_‘1( | — @y s Wu.' e Wﬂ'-'.?"';.ﬂl.l-
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Por analagia, de la primera ecnacion puede apreciarse que malp) = pz. De la terceea
ecuacion so fena 74 p) = w,
Luego el mapeo rompleto de m(-) queda definido como
T(p) [
)
Moyt Fal
r=Tln) = ,"r} =

o) 2]

Tl w(p)
La wariscad © = wlp) parametrizada puede ser implicitamente definida como @lie) =

wy — wizy, e.mwg) = O, lo que satisface Ja condicion (A3). Esta variedad es obtenida
mediante la particién de los estados definida en ol resultaco principal de estabilizacion

COATICH Sigue .
[ mew
Al
dende w es la dimensiér: del sistema a controlar v p es el orden del sistema dindmico
alxjetivo, en mmestro cago n = 4 v p = 3 Podernes delinir la variedad medianve la signiente
formula
@) = xa— Gl (x))

donde, para oueslro caso,

it T
== | 2=
oy
Yoy =ity con
i) 1
G = | mal)
w3l
v
Gy = T4l

por lo que naesira variedad resulta definida come
@) = wy —a{Byomaxs) =0

Finalinente, resia elegir una funecion »(e, 2) tal que mantenga acotadas las soluciones ¥
estabilice asintéticamente ¢l equilibrio de la dindmica fuera de la variedod {2.11), Para
pele fin, 3e deling

2= Hlrk.

Lia dindmica fuera de la variedad o8 obtenida derivande con respeeto sl tiempe esta altima
ecuacion, resultando coma

o gue equivale u
3 =y — . Taaty)
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fle dowde

) |
fq=—=(l —y)as - Ty —wlE 2]
7| R, il (2]
ner lo que para este problema la dinamica fuera de la variedud estd dada corn
. e iy i ] — 2.37)
= = —= {1 =Xy sy — —— iy —o(x, 2)) — 1, S
=t oy = i \

donde i ox evaluada sobre la variedad, por 1o que es caleulable para la dindmica de orden
compleso {2,36). Una seleceidn simple v obvia estd dudy por

i ; I
vl gl =xg—z2+ RCuw + T_I,’l = )Ty,

la cual conduce al sistena

3 I

T

, |
Xy =—=

m

. 1 4 ——
Eq = '?—J%::r.'3 — Tk [‘g_d&j
: R
Iy = —%[l — by iy 4+ 2y
£y = ——H](,: o

Pera gompletar ln prushba de la proposicién, resta probar que pata una wi ) cade, las solu-
ciones de (2.38) estin avotedas, Para este fin, nore que on las coordenadas (2.2 ey, 1,9,
COIL #f = g — ey, B, @), el sistenn es descrito por las fouactones

!
ST
: 1
T.'| = —=a
i
.
T e R
ay 2 Iy — g
Ha ) )
gy = —f{l — i)y | WL E ) + T,
- 1
= z,
Ir JT?.‘(-_-r

de lo cual se conclaye quo 2 converge exponencizlmente o coro, per lo oue 1 Eta acotada,
Lo prucba se completa invocando la supuesta propiedad de rolwstez con respecto w per-

turbaciones de entrada acoladas, Finalmente, la lev de control estabilivadora via 1&] esti
dada por

iy .
U=wixy . ma ay) + 0 + ?lll — a1 )da. {2.39)
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Tahla 2.1: Pardmetros utilizades para Lo simulecion del sisterra (2.36) con la ley de control
dads en (2.34).

Pardunelra | Valor
i 0814 Kg
I 64042 = 1077
i . ohm
R 2.25 ohns
¢ 1010 °F
' (L0005
I 9.81 5
by 200.7
! 33.4

Los resultados en simutacton pare ol sistema de levitacion con la ley de control Tad
(2.39) son exhibidos en las igusas (2.4)-(2.6), donde se ha utilizade una ley de conmrel wi-)
estabilizadors por interconexion v asignacion de amortiguansiento (TDA) para el sistems
cinamico objotivo deserito on [2'} O
; (0 — ) )ay — h:,,{%-j": +. gy — %’u — gf%;r; — )
conde ) = w0 - @y ¥ a0 =0 — Tye, €00 T-, ¥ Ty. la posicion deseada v flujo megnéi-
et deseado, respectivamente. Los pardmetros del sistems v del controlador utilizados en
simulacion son mostracos en la tabla 2.1,

La simulacion consiste en llevar la bela de su posicidn de reposo en x((0)] = 0 a una
posicior de 2+ 1077 mts durante natre segundos, ego a 3. 107 mis durante cinen
segundes v finalmente regresar a 2- 10 * mts durante enatro segundos. Las figuras 2.4-2.6
munestran log resnltados ahrenidos en gimulacidn,

Lat igura 2.4 muestra el desplagamiento de la bola de acero bajo o efecto del campo
magnétieo genevado por el scruador {induetancia). En fste se observa come la bela parte de

u{iry o, w3) =

Furickin i)

1 I 1 i i 1
(] ¥ K W ] i v 12 e a ‘B
T e

Figura 2.4: Desplazamiento @ v o
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‘elinga (Yot |

L
o LR i i i i i
[} 1 2 a L] t fi T B 9 i =t b I = R | 14

Nempa iaesi

Figura 2.5; Entrada e control

la posicion de repose x{0) = 0 ¥ de farma snave se cleve & la posicidn desvada o, = 2. 10
mts: Después de transcurridos los primeros cuatre seeundos. Ja sefial de rofirencia DELre
ln posicion desesda es establecida enox, = 3107 mts v la coal es aleanzada por la
dola de lormea snave. Transcurridos los cineo seguncos. la posicion de referencia deseada es
nuevamente establecida en wy, = 2:107 mts, la cual es aleanzada por la bola. Trauseurridos
ematro segundos, la seiial de referencia se vielve a vstablecer 2 v, = 3+ 107 mis v la
bola, sin problemas, vuelve a seguir la reterencia desenda hasta dar por terminada la
simulacion al térming de gquines segundos. En la Sxura 2.5 se ilustra la tension aplicada
a la inductancia, donde se observa que la tension aumenta v disminnye segin s camnbie
la referencin para la posicion deseada para la bola. Eu la Dpurs 2.6 se ilussra el error de
posicion de Tz hola, de la cual se observa que el error en estado estacionario s practicamente
cero ¥ los picos méximos de error Anetian entre =1+ 107" mts segin cambin o sefial de
referencia.

w

J
==

= e L L A ' i P [T —
a 1 5 1 1 ] i t B ] o b T# Lk | 14 5

TR k|

Figura 2.6: Frror do pesicion
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2.3.3.2. Robuol de articulaciones flexibles

Considere ol maodelo de un rabot cen articulaviones flexibles de n grados de libertad

(ri-DOT)

Diglg + Cly.qlg+ Kig—#0) =0, g 4)
J+ K0 —q) = i L
donde g € R” v # & R" san los dngules del eslabon y del eje del motor respeclivamente,
Dig) = Dig)" > 0 ¢s la metriz de inercizs del brazy rinido, J es la matriz de inercias
diagonal constante de los actusdores, Cla, ¢) es la matriz de tuerzas centrifugas y de
Coriolis, (g ed el vector de fuersas sravitacionales del brazo rigide, B = diag{ky. ..., k) =
0 s la matris de rigides en las articalaciones ¥ w s el vector de dimension n de pares
aplicados al eje del moror. La representacion del modelo en espacio de estacos estd dada
O

£y =&y

Ty = D_l{xﬂ'{{f{;c., 2a)wa + Glr) + Ky — )], (2.41)
£3= 1y

gy =T MK 35 —q) —ua),

con iy = g, s — g, ty — 0, a4 — 0. Descuidando los modos Hexibles del robol, resulta
ltego el modslo de arden reducido

£ —&

£ = — D& HCE) L)+ GlE) — wifi. Ea)),

=y

(2.42}

demde w(+) es el vector de pares aplicados a los eslabones v definido como una funcion
de & v &, Note que (2.41), con salida ¥ = &3 — @, — K~ w(iy, 1), Liene un vector de
prado relativo (ryy ey = (220, 2) v la dindamica cero estd dada por la dicdica objetivo
{2,42).

Considere aliora el problema de sesuimiente global para el robol de articulaciones
flexibles de n-DOF. A continuacion se presenta ua procedimiento para robustificar algin
controludor de seguimiento global por realimentacion de estados diseniado para el robot
rigido,

Proposiciom 2.4. 2|. El modele (2.41) del robot con artieulaciones fexibles ss 18T s
tabilivable con dindmica objetivo (242), donde w = wi€, 1) es s.guna realimentacion de
estados variable en el tiemps que asegure gue las sohciones £00) de (2.42) sigan global-
mente cualgnier trayectoria £ () acotada y cuatre vecea diferenciable con lo propiedad
aciciomal de que en lazo corrado con w4 + ell), donde ¢(t) es una senal acotada, las
trayectoriag permanerean acolades,
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Prueba 2.4. [2]. Dado que el objetive de eontrol consiste en seguir una travectoria de
referencia, (Al) es reemplazada por una condicion sobre la travectoria del sistema dindg-
mico ebjetive (2.42). Por Io tanto, para estanblecer lo alinmacién se doberd verificar e los
vondiviones (A2)-(Ad) del teorema 2.1 sean satisfechas, Una solucion para las ecuaciones
(2.9) estd deda por el mapeo

P o

w2

TG I T

donde my(é. 1) = i—g‘—f‘iE. O L f como se delinio en (2.42). Fsto zolueibn sigue inmediata-
mente considerando (2417 v fijando 7(€) = &, vomo se requiere por el objetivo control,
La delinicidn anterior del mapec 7(€) es obtenide aplicendo lo eondicidn de inmersion

oy

i £

o | _ o _ | mfe)
e = Ty —.i'l_ffl_ .;T‘i(élll

o walé) |

Desarrollando la condiviim de inmersidin para nuestro sistema so tiepe

£ ma (€] (2.13)
Tal€) =~ MECELma E))ma(€) + GLE ) + K (&L — mal£)), (2.44)
mag)l = mlg) (2.45)
wll) = —J K mE) = &) —u). (2.46)

De la ecuacion (2.43) se obtiene el mapeo my(€), debide a que so eonoca el valor de £
delinido o1 €l sisteme dindmico gbictiveo como

&1 f_:'
i
mtE) = &,

Ll mapeo mal&) se deduce de la ecnacion (2.44) al considerar que 7o(€) =& e,
g2 =0 GNCE m)m + GlE) — K(E — m3(E))
nego, del modelo de order reducidoe (2.42) para £2 se tiene
=D HENCE &)+ Gl&) — w(€, 1)) =—D"HENO(&, )6 + G& )+ K (& — malé))
del enal, al multiplicar por la izquierda ambos lados sor —D{5) resulta

Clbisballn + GIE) — w(E ) = CléL£,)6 +G&) + K(g —=7giEy):
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Desaejendo wié 1), se tiene
(€ 1) = Cl6, &)6 + GG ) + E(&r —msll)) — Gl L) — GG
vole la propiedad dol inverse aditive se lega a
—u € 1) = K{§ —myi&)).
Multiplicando Tnego por la izoguisrda nbes lados de la identidad por K= resnlts

—K T

! it
I

RN

De o anterior se dednee
N e T

Luezn, 7o) es obtenids divectamente de la ceuncion (2.45) come

n4l§, = myl§)
voeonaidersnda gue m40£) egtd en funcion del tiorpo, debido al térming w(E ), se tiene

’jTJ':E:' - dral£)

! (S -ll . T o
i e E it
ek
, Gagl€) »  Omalé) o dmal€)
DT i e 5. TR AL A\ £ R
-'.‘i 4 d{-:-_ Hl+ 5':_3 ‘:—+ ar_
eouivalente o
i B3 .-I?l:'f Eq | ﬁ?LﬂfJ | 1 : {.. ‘-_.-IH-_. ¥ig § e i " E-}Tr'ji{_:l
St = g Jr ) | DHENC(6 Ea)a+ GLE:) ”"I*'E}:l.' i
Constderandn el mapeo &) v desarrollandy resulta
— e ) :
T 1|:'J.; L) = (Ell -I—.I|I {?El \I:_:I
oy g A = =
+ VSRS Blieviole £k + 68 = wig.d)
I".IL!'__: : =
Coy | Ft}'n!.l'.:'rg._ ||.\||
— Kt —
!
De csra manera, 78] queda delineds com
£
i) = = . (247)

£ 124 H"r(fjll'
maté, i)
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Lo cque sigue es oblener la variedad (A3), para lo cual se parte de la sipuiente definicion

com yp € RP vy € R7Y7P, donde nes la dimension del sistema dindrico no lineal ¥ p es
la dimensidon del sistema dindmico objerivo. De la defivicidn anterior podemos encontrar
la variedad aplicando la siguiente identidad

Gl )) =0 (2.18]

Ol

- Ty
b ==
il
=
7 o iy |
o .
n'._1_

Evaluando la eenacion (2.4%) en lo determinacion de la variedad se tiene

i) = | g l l malrl (@) *"Tgllr-'f:'.]:'

|_ G 71 el iy ]_:'T.I'[m:j] |

tlotde se ha sustituido X, v2, & ¥ & Ahora, como los mapeos 7 (-} ¥ 70} son lunciones

enyos codeminios son iguales w sus dominios, resulta ser que las funciones inversas de esios
mapeos tanibién tienen esta propiedad, Le., £75e) = v v 73 ) = ©o, o que lleva 4

R g, g
i) = "
Ly

Tl i) }

iy, 2y)

Finalmente,

gt = | B | | T E T w0
o Ty _ walEp, @) '
Ahora. =i
\ @
ili) =
o
- 4
ety
g4 =Tl — I':;"]u'[.r'. i
v

g = ity — waliy ma).
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il - " u @ 14
|'.u.‘:~i|,.';'| ']||.][|'Ii:'l. CHCTLAA I l!f]llL'l.":‘i.llf‘."jr.i‘ il

. Bulie 1)
=y — dig— & P,
e
BB AT ceiawe .
— R ‘—_-L—“I |— ™ Y I s e + () — ol .".]}]
iy -
I i i

e ,mw::...f;l

i

Hsta (ltima dehnicién de ¢, no es atilizads por la complicacidn posterior de los cdleulos,
Por otro lade se utiliza I signicnte definicidn

\ g — ) — K Ll L)
T, 1) = — il R . b 1
) aqg—xan— K J—“ g — S O e MO (g madma + Gl ) 4+ K(xzy — 28)) + H!:
| iy i J T |
“ {2.49)

Es importante “esallar que, mientras que gy (>, 1) es obtenida de lg seleceidn
L 1

& [ t) = mq — T-'r-:f'f. f:'|£1—l-1 fa—ras

e 2

el sérmineg el 1) no es definido de la misma manevas Sin embargo, o] conjunto identidad
12100 es saristecho de jonasl forma por esta dltima definieidn. Para vesilicar esto observe
e

il

44 T'T-l'r'E:-f.:||§'1—1'1-5:=.1£':5 = thalz b))+ K '

CA

B R e =y — ol Il

utilizands @a{e 1 come &0 deseribe en osa ltima definieian, se obsern que ol filiime
termine de la derecha es precisamente o e, 1) Bl ferds en definir oafz, 1) de esta manera
e gue @ = @y, simplificando la tarea ce estabilizar el equilibrio de las didmivas luvra de
la wvariedad. las cualey estdn dadas por

e
Il
-
Fonre
s
SR

derivandso

ectivaleriemente

i
&

luego, sustituyendo los valores de @ () v dy0r), se tiene

Py =i =y — K- ltf,'l:'.r...ft} (2,50}
I - il ._":il?" ':T:-‘IEL' i i Ii'“l
dp=dy —dg— K7 | ——m — — D7 e WOy, o iy = Glary) + Wl — i) + = | -
it Lh'l e At S PSR a by W (i — )+ o

(2.51)
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Sustituvendo [2.40) ¢n (2.50), se tiene

: - [Bwiz. 1) Juilae, ) a1
=&y — &g 0 - "I'?" b RO | s J-|

Byt = Y s
e iy o |

cauivalertemente

soypomEt)]

dy =gy my - Ky
1 1 /] E}r 2
— {'i;.l._l.llf ) - = i ) i
.h IT D I[.]fJH_C:;T--I. J_HJ.';"-‘l I E_TL.T]] + JH. I,l_.'F'| R Is} |

_ Bula, 1)
=g

ol
Sustituvende (2.40] en (2.51). ee tiene

':E xr —..,lir_ll :.Ir'i.,l:Z]‘::.; = .J"_.:I = 'lJ.J

-2 ey | @l ma)ms 4 Gy )+ K () — )
d | Bw i - i " e
A 'm E}ﬂflri - d,;-: DY M iy, 24 ) + Gl )+ K2 —aa)) + Ejl :

Lo que nos leva a la siguiense definicidn para las dindimices fuera de la variedad

f|—a2

J

sa =m0 — T lelx, 2,1)

donde e, £) puede ser calealada via diterenciacion de @ufz 1), Resnlta lne T LA TAres
trivial el seleccionar una ley doe contral vix, 2, 81 que aslntolicuimente escabilice ol eauilibrio
del sistema =, siendo ana simple v olivig seleceidn

iz, 2:1) = —Jimin )+ K2 + Kaz).

conl patrices arbitrarias Ky v Ky delinidas posiiivas. Para complerar la prucha s necesarin
demostrar gue todas las soluciones del sisterna on lazo cerrado con estados (#,7) cstan
utbdas, Para este fin, es suliciense reescrisir el sistema en las coordenadas (21, 9, 21, )
y usar argumentos similares a los utilizacos en la prucha de la propesicién 2.3,

2.3.3.3. Sistema carro-péndulo

Considere el sistemna carro-acndulo deserito en lo hgura 2.7 v asnma cue una linealiza-
clon por realimentacion parclal de estados ha sido aplivada, Después de una narmalizacian
égra eonduce al modelo

iy A

—
=]
=
L]

e

Ty = seniry | —ucos(rq)

b=,
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oy k3
i '
= ey
—_— = .
a1 £
P »
-
ey a1
- 2 T -

& ©

Figura 2.7 Péndule sobre un carro v la correspondiente dindmica objetivo

donde (@, 09} € 8 x R son el dugulo del péumdulo (cen respeero o la vertical haela arriba)
v osu respectiva velocicad, @y © R es la velocidad de carro v w € R s la entrada, El
ecnilibrio a ser estabilizads o= para |4 pogcion vertica. havia arriba para o péndule, con
veloeidad de cero para el carro, lo que carresponde a 2 = ().

Para los sisteius mecdnicos snhactuacos, un sensible sistema objetive es la parte subag-
Fuacda el mecanisme, aosibiemente con un conlrol por realimentacion. En esta situacian
a delinicion del sistema objeriva, Lo cunl ne es dnics ¥ orovee nn graoo de libertad para el
chgeno, pueds nsarse para la solucldn del prosleme por T8l Para el sistema e cuestion. L
ez clave es sumergir el sistenia de tercer arden dencrn de un sisteng de sesundo order,
cuva energia potencial ¥ lincienes de amortignamiento pueden considerarse como opeiones
e disedin. Las dindmicas objetivo pueden considerarse coro dadas por

=_E!

e L , 1 £258)
=~V (&) — RI&EE

Wy, AT,
I

A3 ruales son las ecuaciones del péndiulo ecompleramente aetuado con Tuncidn de enerefs
Mg 6) = 16+ V(&) v Tuncidn de amartignamiento -}, sesiblemente no lineal, defini-
da como una fineidn de £ ¥ £, Para asegurar que ol sistemns ohietivo tenga un equilibrin
wealmente asintolicaments esteble en el origen, ze wse quo lo fancién de energiz po
reneial V&) satistace V' (0) = 0 v V'(0) = 0, v la luncién de amartiguamiento es tal que
R0, 4) = 0.

El siguienle crunciado describe un procedimiento para genecar las leves por realimen-
racion [&l estabilizadoras sin la necesidad de veselver las ecuaciones diferencialos parciales
(2.9).
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Proposicion 2.5. 2] Sea (-] 8 xR — R tal que 22 seq dnicamente una funcion de

A
Gy
r sen (&) cos(£y) Omy

Ve )= I RE el == 2.94)

: Alg] wol =Ry @ )
Con

{ f'J"'.T"g iy
Al&) = 1+ cos(&y) {2.55)

s

Asuma que las funciones A{g) ¥ {5, &) son tales que A{0] < 0 v R(0,0) > 0. De esta
manera ¢l sistema (252) en lavo cervado con el eontroluder L1&]
1 ll_':x".'T'j r'i'fr;.;

BN = et b S 4 G
AR .'i\l_.T|I|: e By _,-I-dr!

senfa ), (2.56)

pon ¥ =0y o] = 2 — mylry, ) tiene un eguilibrio locelmente asindlicamente sstable
enocent, e, oloorigen.

Prueba 2.5. (2| Procediendo o verificar las hipétesis (A1)-(A4) del teorema 2.1, de |a
hipdtesis de que ol sisterma objetivo (2.53) tiene un eqnilibiio localenle asintéticament e
eateble en el origen, (A1) es satisfecha, Dados Jos abjetivos de contral v la eleceidn de la
dipdmics objetivo, una seleceion natural del mapeo #{-) es

1
T(€) = £ (2.57)

Tal&r. &3]

dondle 73(-) es una funcién por delinir. Con esta eleceion de w(0) v de la dindmica objetivo,
la eeuacidn diferencial pareial (2.9) se reduce a

sen(§y) — cos(ile(m(S)) = V(&) - & &lba (2.58)
. iy Fra . ) i
elmlf)) = SjE'I'E!#— {}_._,_[['; (Ea) 4 RIE Ealba). (2.58]
Reemplazande of+) do (2.59) en (2.58), covduce a la ecuacién diferencial parcial
{ P -Ii}'-"l';; . . ,. " st
| eosiLy) g {61 £ )AL ) )| & = sen(dy) + A&V (&), (2.60)
|

donde Af-] ha sido definida en (2.55), Claramente, (2.60) se mantiene por (2.54), por lo
gue (A2} tambicn se satisface.
La condicion de variedad implicita (A3) se verifica notando gue lu variedad V puede
sor descrita implicitamente por V = {i € R3alr) = 0} con é(x} = 55 — walry, @0}, La
dinamica fuera de lo variedad es

lﬁ'ﬂ—ﬂ f}?l";

= _EIU - dl_} .[:I_].[-f-'l: | -ﬁ{:i"[:li"l:.’.f', =] I:EE'II'I
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Selevoicnd o

(2] = — 2 S eyl | (2.63)
FAY R iy f2 i )
la enal, por hipdtesis, esté bien definida lovalinente alrededer de ceroconduee a £ = =32, lo

que permite probar la condicidn (Ad). Finalmente, reemplavando = = ¢fr] en la ecnacion
amtertor eandnee al controlader (2.56]. Para completar 1o orueba s¢ miaesirs que par
conjunta de condiciones inciales contenidas on una vecindad del origen, las soluciones del
sisterna (2.11)-(2.13), V&,

E= —va,
= (2.63)
- . ' t ]
Fa=genfa ) — edslaJule, 2},
fg—=ulr £

con (-} dada por (2,56), estdn acotadas, Para este fin, note gue de {2.55) v (2.54] exislen
Py 0 voeg = 0 lades gue. loealmente aredador de cern,

Hlmy) € —e.. A(my ) = ey, {2.61)

Usandeo aliea lus lunciones Vol v B-) delinidas en (2.54), las primeras tres ecuscioles
de (2.63) pueden recseribirse en o forme

i=—=z
T = Fa, o
- (2.63)
s % Arioata)
wn ==V (ay) — Ry oy ey — —————=
AN 4
Clansiderando la funciém Hir, ) = %r.c: 4 ]-’_f,a;r} + —'—-:dr_gl v notando que, de {2_5-1],
g : e,

4 . & CLL 5 i ‘ vom
(i T 0) = —ﬁ = U, por lo tatte la funcion H{z,,x,) ¢ definida positiva con
un minimoe leeal en cero. Devivando o lo Targo de log travectorias de (2.65) resulta

u 2
; ; ¥ COSLTY | T g
H =—Rirucaes + “————mez -z
() FuEd
o .
B -4 Pe
i e . B Lz (2.66)
% Jeoed (e
2
En =
< ——':?‘f — - ,x::"_
27 Zegr?

donde se ha usado (2.64) v la desigualdad de Young, De lo anterior se deduce gue exisie
ung vecindad del orizen tal que las teavectoring (g (1), cal(t), 2(0)) que com enzan e este
coujiuto pertnatecen acotadas v asintdticomente convergen a (0,0, 0). El aceramienta de
1y se deduce del becho de queny(t) = 2(t) +my [ [t 2 (1)) — 200) « 5 0) v ol Lade derecko
esté. acotado,
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Para comploetar o] disefio, so propenen mapeos 740-) que confirmen las :.111;{14{ iones
Al <0y B{0.0) = A) las cuales, en vista de (2.54) v (£.58), Imponen que —-“[J" 0¥
14 r::—lfl]} < (0. Log dos posibles tmapeos son

L
TI'.'J-[-'L'I i 1’2} = —hywy  byry fg,ﬁ‘,’;
v
; ki —
Ty Py, ) =k, — ———rs, (2.68)
1Il. | £ .. W _,I
cosla )

(donde By =0 ¥ By =1 son las ganancias de sintonizacion,
Alternativamente, para asegurar un COMPOrsAamients partic n]FT‘ sobre la dindmicy abjetive
s¢ puede fijar 1o energia potencial V{-) descada y luego trabejar lucia atrds en ol edleule

do ). Al v R(+). Una eleccidn particnlarmente interesante es V () = & fana,)
cor kg = 0. n cuil Liene un minimo tuleo en cero v ey radiamente desacotada sabre
el intervalo (—Z2. 2. Iil;:mpluandu en (2.54) conduce a Afp,) = —-cos* (), la cual

satisface Ia 51‘!}](].‘:![.]0'{1 Af0) =
e (2.55) v despuds de u,lgmm:a calevlos resalta

o3 B e

p— ’ ek = ¥ LR | o 1 P |

Mg EL Pl = = | b okt () | a + (e
Veos(ag) o kg

donde w9(-) es una funeidn libre. Puede vevificarse que 2O 0) = :[C'|'J."-"I-:[:|]. por lo que
wrl) deberd elegirse tal que 1 (0) < U para asegurar un amortiguamiento positivo, ...
i) = —kaey con &y = 10,

Asi, para [2.658) se fiene

T e P e i — - ol = Fypiy + kot Ei ————— 1 .
: ,5;‘2 = [_r (Fg i 4 e t!tJBI;._:IL']} i ) Tila e haniis ) LﬂlJ-"‘i{.'f.'l_:' + )

Cabe rosaltar sme el eontroledor en guestion presenta ung singularididl en £7. Las signien-
bes gralicas exhibven la dindmica del sistema carro-pénculo v ol desempeno rhnl controladar
cotne resultado de la validacion en simulacion. La siimulaeidn ha sido Uevadsa a cubio para
condiviones inietales £(0) = (£—10.1,0,0) donde se han supmaste como cero las velocidades
iniciales lineal y angular del carro v del péndulo, respectivamente. El péndulo ha sido co-
locado cerea de la horizantal ¥ los pardmenros del comtrolador establecidos como ki=3yw
g = 4 pura v = 1. Les resultades claramente muestran el comportamiento en lazo cerrado
deseado: primern, convergencia hacia la varicdad = = 0 a una velocidad determinadi pur
7 ¥ Inega, una vez cercano a la varleded, donde el sistema earro-péndnlo s LOmporti
como nn péndulo simple, se consigue la comvergencia hacia ol ecpuilibrio. De fa floura 2.8 ge
observa que incrementende % se inerementa la volocidad de eonvergencia hacia la variedad
¥ £5l0 uo necesariamente coaduce £ una respuesta transitoria mas rapida,

Iin la fipura 2.9 se puede ebsevar como ¢l pandulo comienza en ana posicidn serca
de la horizontal con valer de 14708 rad v rapidamente oseila de esli, & nna posicion de
—1.389 rad en 2.7 seg v luego a (065 rad en 6.7 seg. terminando s ITAYECTO COTeATID &
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— =1
— =10

Figura 2.8 Trayectorias del sisrema earro péadulp (el drea sombreada corresponde a la
varieclad invariante = = 0]

0 rad transenrridos aproximadarente 16 seg. De la Higura 2,10 g8 puede ghservar comn
la veloeidad angular del péndulo se nersments rapidamente hasta un valor de —3,7 =

iy

en .18 ser v despuds regresa carmbiando ol semido hasta Hegar a una velocidad de 18

=.~'T Leanscurtides 257 see, terminando s beavecty con awa volocidad de O r"L' e eataddo
psbab ¢ & partir de los 26 sseundos aproximadamente. De la fizura 2,11 o puede observar
cowo lu velocidad del carre eomientza on 0 2 iy oy rapidamente se inerementa o 10,14 7= ey

||||*
=2
en 4.67 sop tencingnde en la posicion de eguilibrio O ™ transeurrzdos aproximedarnente

16 seg. Por nltime de la figura 2.12 eorrespondiente & 15. r*n’rmdn fie contral col sisterma, se
observa conng a sefial de cornro finetia entre valores maximoes de 16 v -0 para despnds
tender a I} conforme el tienipo tiene a 20 seg,

L8 seg. prradespuds distinuis v camiliar rc'l senbido hasta Hegar aoun valor de —-i 3
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Capitulo 3

Estabilizacién via I1&I de un robot
manipulador de 2 g.d.l.

En &l presente cepivals e aborda el diseio del control de regulacion por reallmencacion
patatica de estades para un modele matemdtico, en el cual se desprecia la friccidm, de
ur robot manipulador de 2 gl via &L La idea funpdsmental del disenio consiste en
seceecionar e digdmica objerivo, de enor ordes gue ol onden del sistems digdamico del
robot, gque dependa de los errores de posicién de cada una de les articulaciones, para liego
wtilivar de forma conveniente una warisdad que peemita levar los estados del sistrme &
ln mizma % haccrla invariante, de tal forma que una vez dentro de la variedad ol sistema
corpleto imite ol comportariiento del sistema dizamico abjetivo.

3.1. Modelo dinamico de un robot manipulador de n
o.d.l.
=]

&l medelo dinamico de un rebot manipulador de o gl estd deserito sor la siguiente
centacion

Mg+ Cla @)~ olg) = 7 3.1)

donde Mg) € R es la matriz dp inercia, Clg, §) € R e la matriz de fuerzas
centrifigas v de Corlolis, gl € R os ol veetor de hierzas 0 pares gravitacionales, v 7 € R°
e e veobor de uersas o pares externos. Los vecrores g, g, f © ®Y representan s posiciones,
voloeidades v aceleraciones de las variables arriculares del robor, respectivamente,

El modela dindmico de un robot manipulador de »n g.d.l. puede representarse en ter
minos del espacio de estadus renombrando las variables arviculares como wy — g v a2 — .
o e mes Heva a la signiente repregentacion

:I:I =k |L-s a1
ity = M) Hu — Clitsixalies — gliey]] Fini

donde: seha reemplazado 7 por w € R”. Aplicande un cambio de variables al sistema se
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define ol vecror del error de posicion artieular de 14 siaviente wanera
PR —— (3.3)
donde ¢ € R” v 2, € R" son el vecror de errozes articulares v ol vector eonstante de Posi-

ciomes articulares deseacas, respectivamente, De la definicién anterior podemos entonces
reescribic el sistema (3.2) comwn

é=—iy
: - . . 3.4)
By = Mg — o) Hu— {2y — ¢}, )iy — glag - el] i)
o eguivilentemente
Xi=—x3 iR
a — KA L=t _‘I"" . N o i i v l‘il'-"]
Xz = Miwg —x1)7 [ — Ol{eg — x1 ) Xaxs — g(ng — %1
con veelor de estado y = [r"" et = Rl

3.2. Objetivo de control

Considere ¢l modele en espacio de estades deserito por el sistema (3.5). Bl shjctive
COHSIELE en creontrar uis Loy de contrel estatica por realimentaedm de estados w(e, rq, 2) =
w1y xeoz) tal gue las travectoring del sissera en lazo cervado y(1) € R*, partienda do
enalouier candicion inicial diferente di cero. sean levadas al punte de equilibrie v*

[0 o, s,
,Hﬂ_ll =-no(t)=0 (3.G]

lov qque dmpliva que w{0,0,0] = 77 con 7° = glrg). lo gque leva a cumplic & abjetive do
conlrol de posicido.

3.3, Modelo dinamico de un robot manipulador de 2
g.d.l.

El madels dinamice ce ua hrazo robot manipulador del tipo serial de 2 p.d.l. es deserito
el la presente seceion., El brazo manipulader consiste de 2 eslubones rigides de longivudes
fy ¥ {y v masas m| ¥ g, respectivamente, Los desplazamiensas del robol se realivan e o]
plane vertical 2=y a traves de uniones del tipo revoluvion vomo se nestrs on la Figura
3.1. La distancia entre los ejes de givo v los eentros de masa o denotada por L v La. [y @
Iy corresponden a los momentos do inercia de les eslabones con respecio al eje que pasa o
traves de sus centres de masas v que es perpendicalar al planc e-y. Los grados de libertad
son asociades a los dngulos g, el cual es medido desde la pesicidon vertical hacia abujo, v
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_\-\-\-‘-\-\-"‘--..\_ n
iy Hr

Figura 3,1 Robot de 2 g

fa. medida a partir de la extension del eslabdn 1 hesta ol eslabén 2, siende aicbog positivos
en sencido contrario al movimiento de las manccillas del velaf,

Lag ecuaciones dindmicas que modelan el robol maoipulador son oblenidas niilizande
¢l recurso de Lagrange 3] v estén dadas come

71 = [maly 4 el < mald, + 2malilacosios) = L + Ll
+ [l + mgl g 00s(ga) + Lalia
- Zrrrol dasen | ta b Gy
— wrtaly Lasen (s ]f}ﬁ
[-m|.’,_1 = 1raly| gsenl e+ maglaseng) + ga) s S
g = malty + traldwcoslags ) + L)

[readze + falds — miulylesen (g )d?

Maglesen g — qgs) (3.5)

Obedegionde o Ly norgeidr definids en (1] para un robot manipalader de wogdl., las
matrices Mgl Clg,q) ve veotor olg) guedan estrnetiradas de s siguiente manera

. Malg) My
JHI'r \; = LULVA A
Iy, May i‘f] Manle)
Ol i) = Cialgiig) Chralg.q)
e L Colo.q) Caalgut)
[ oi(g) ]

gla) = | i)
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Qi

Mi(g) = myl +F??g ." + fu | 201 coslge) |+ 1) + 1s
Mizlg) = ?'iz_f,,g + lilacosigs) — Iy
Ma (q) = my [l + Lz cos{e2)] + 1
Mag(g) = mialt, + I
Culg. q) = —mal lsen( g2 s
Cralg. @) = —malylssen(42) 16, + gy
Coilgy ) = muadylasen{ga)
Caalg g) =0
g} = [l +mody|gsen(agy ) + malggseniar + o)
gulq) = malaysen(yy +ya).

3.4. Diseno del controlador I1&1-1

A contimacidn se describe el diseno de una ley de control por realimentacidn de esti-
o qve cumple el objetivo de control enteriovmente expuesto uiilizando 1o metadologiz
[&]. Aplicando lo formulaciim propussts en el teoreme 2.1, se cowdenza por seleccionar le
dirdimica objetiva.

(A1) Sisteme dindmico ohjetivo.
Se define el siguiente sistenn dindmico obijetivo

E= K¢ 4.9

donce £ € R" ¥y K = () rs una malrig clagonal de coelicientes constantes. te i
diaglfr, - k), v cuve sistema (3.9) tlene un equilinrio globa lmente asincéticamente osta-
lowmE = =R"

(A2) Condicidgn de fnmersion.
S define el signiente mapeo

F = "1{] é;l B E ik
! lm I € ] h [ ma i) l (3.10)

donde el mapeo 7 |§) = £ es selecconado debido a que se desea que lu coardenada vy, que
es el vector de erroves articulares, se comprrte como el sistema dindiico objetiva, 1.6, que
presenle un comporlautento exponencial decreciente, por lo que solo resta selecconar el
mapeo o tE) aplicanda la formulacicn deserita on {2.9).

Sustituyendn (3.10) en (3.5) tenemos

(|
=

=
Sl

£ = —malk) (3.11)

o Y ! =1 i i X B ey 1 ‘2 r
tall) = M{wg — 7 |elé) — Clla — E)nal&)hnalé) — glza — &) (3.12)
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donde so nbserva do la primera ecnacidn gque £ og conocida, por lo que sustituvende (3.9]
en {3.11) resulta

=HE —wull) (3.13)
i) = Mg —E7 [o(€) —Cl{mg — € mal€))malE] — glieg — 1 (3314}

D Ja veuseidn (3.13) secobserva gue
malE) = FCE,

por Lo gue aliom el mapes 7 &) g5 definido por eompleto como

c |
=1 2, {(3.15)
[ %%
cumpliendo con la definicidn descrita en [A2) del teorema 2.1
(A3) Variedad snplicito.
Acorde a ls idenridad (2.10) se define la siguiente variedad implcita
VE {xy e B™pix) =0} ={x € R®|x- =& x»= KE ¥E € R"}, (4.16)

domde se satisfce que wo== 2o, e el urcen del sistems dimimico objetiva (3.9) es nenon
que el orden del sistema (3.3). Luego, =iy es descritg por log siguiontes compotent oz

Bl @17
i
- sigiiente cenacion cumple con las condiciones cescritas on la definzeidn (3.16)
Plx] = ¥a _.'I'I_:l'::ﬂ'l._';.'{l]] =k (3.15)
Sustituvenda o] mapeo inversa v 70 (=), obtendo de (3, 13), =i (3.18) s tiene
X)) — xz—malxa] — 0
Luega. sustituvendo waf-) de (3.15) se ticoe
wix) =pg —Hpn =1 (3.1%)
o eguivalenterme nte
Blx) =20 —Ke =0, (3.20)

con lo gue gqueds definide o variedad V' ode forma explicica,

(A4) Dinarnica fuera de la cariedad y acotamiento de soluciones,
La dindmica feera de la wriedad se obtiene a parti= de la siguiente definicicn
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con @y) como se abtuve de (3.19), donde la derivaca a lo largo de las traveesorias del
sistema (3.5) resulsa cotne

3=d(x) = % - K. (3.21]
Sustituyendo (3.5) en {3.21) ohrenemaos

=My - x0)7 e —C(lmg — x1)s xa)xs — gl — vill + K {xa)- (3.22]

Luego, el disefic ez cowpletado seleccionande una enteada de comtrol w Lal que el subsisterma
(3.22) renga un conilibrio globalmente asintdricamente sstab’eon ol origen, i.c.,

s = (),
ity

vue las mayectorias del sistema resultante estéy acotadas, Pary cste fin, se selecciona de
focos los posibles controladares gque estabilicen el sistema (3.22) la siguiente Ly e eontiol

= Mg —x1)=Tz — Kyal+ Oflmg — i) oxve) e + o3 = i) (3.23)

donde 17 =0 es una matriz diagonal de coeficientes constantes I = diag(=y. oo+ .. 1. Esta
eleceion es debida a que ests ley de eontrol conduce a la siguiente dindniica

$==Tz (3.24)

para la coordenada 2. la cual resulta de sustituir {4.23) en [3.22), doude se observa, por
les propiedades de la watriz Ty el signo uegativo, que el sistema (3.40) tiene un equilibrio
gobalmente asintéricamente estable en el arigen,

Ahora bien, al sustivuir (3.23) en {3.5) se obticne €l siguiente sistema

A= T
:';'u —Fa — .r'lnr"I{'] :'3.251:'
E=—ga

en funeion de las coordenadas |y, z), donde se obseryva que las travectorias de 2(1) estén
acotadas ¥ tienden a cero de forma expenencial, por lo que le dindmiva Je la coordenada
Xt} en algun momento eu ol tiempo solo dependerd del fériming — K ye, ol cual debido ol
signo negativo y oo gue & 2 0 permitivd que las lrayectorias de vs(t) estén acotadas v, M8
afr, tiendan a eerd, por lo gque también las travectorias de y, (1) 8¢ mantendrdn acoladas
debido a su dependencia directa con la coordenada va, cor 1o que la condicién (A4} del
teoremea 2.1 o5 satistecha,

3.5, Resultados

Con el fin deilustrar ol desermnpene del controlador 13.23), se llewd a cabo la implementa-
citm en aimulacion del mismo utilizando el modelo dindues (3.5) de un rober, manipulador
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de 2 prados de linertad con articulaciones rotacionales mostrado en la fgure 3.1, Para pro-
pasilos posteriores de comparacion, la levde contra. [3.23) propuesta es agui denominada
oome ley de contrel Liz-1. La gimulacion os llevada a cabo hajo les signientes condiciones

iniciales: _
oy a0 {)
= 3 = !
210) [ i ] [ i ]

| o) 0|
T2 0) = [ a2(0) | ' l i [

Las posiciones desearlas parn los eslobones sor definidas como

. ge | _ | wi 1
Lt = [fhﬂ-‘ o [ 1I_||'JE |

Cabe considerar que los actuadores del robot manipulador estan Emitades & les siznientes
walores admisillps: R

m T | +150 N -
|7 | | =taN-m |

Los valores de los parametres del robot manipulador se muestran en la tabla 3.1
Las gananciag wiilizadas en el controlader estdn dadas por

. 5o 1 o
I‘_{n J r‘{u §

Los resnltados obtenidos en simmlacion ulilizande Lo ley de contral T&1-1 {3.23) son mos
tracos en las ligioras 3.2-3.4.

labla 3.1 Pardinetros del relol wanipulador de 2 g.d.l.

Déscripeitn Notacion | Valor | Unidades
Longitud eslabién 1 | kg (450 1its
Longitnud esinban 2 la (0,450 s
Distancia a centro de masal Eslabon 1) {o1 0,081 s
Distancia a conlro de magalEslabin 2) fem [ mrs
Masa eslabom 1 i 25902 by
Masa eslahdn 2 e F.580 ki
Inercia eslabién | ! ! 1.266 | kg m®
Inercia eslabdn 2 f (.093 kg om®
Aceleracion de la gravecad 4 0,81 m/seg®
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Figura 3.2 Posicidn, velocidad, error v par correspendientes al esiubon 1.

D los resnltacos en cuestion, se observa de la Hgura 3.2, que el eslalidn 1 aleanza la
posicion deseads de § rad en 1471 seg, presentincose mna vespuesla suave (erfticameno
amortiguadal, la velocidad angular no supera los 22 ¢l error de posieidn deoreee v a
partiz de 1471 ses éste no supera un valer de 0,001 rad. El par no sebrepasa e ningin
momments los valores admisibles, comienza en 1106 N v deerece nara después mantenerse
eilun Dar en estado estacionario con valor de 2549 Nm. Un comporianienta similar s
thistrado en Lo ligura 3.3 para el eslaban 2, donde se observa que este alcanza la posicidn
desenda de 3 sad cn menos de dos segundos, 1LE6T seg para sor exactos; kb velocidad
angular se mantiene por debajo de los 4 2= ¢l error de posiwcidn oo sapera los 0,001 rad
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Fipura 3.4 Posicion, velocidad, error v par eorrespondientes al eslabén 2.
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Figura 4.4: Ditdmica z hacia la varisdad.

pasaclos L.67 seg v también of par generado no supera los lmites admisibles, este comienza
enn 18.7 N v disminuve hasta llegar a un valor en estado estadionarie de 1.292 N n
la figmra 3.4 82 ilnstra la respuesta de la coomdenada =, la enal estd compuesta par dos
clememos voon donde so observe que estes tiondon o cero de Torma exponencial v lo hacen
#F oo Tenod de un segundo,

3.6. Diseno del controlador 1&1-2

La ley de contral {3.23) desarrellada en la seceidn 3.1 8¢ obtuve selecrionando una
dindrnica objetive 139 cumpliends con las condiciones descrizas en el tearema 2.1, sin
ernbargo, s seleccion del sissema dindmice elbijorive o 0z (uica, vate es uno de los yrades
de Tiheread que permite o oetodelogia 186D Con el fin de flustrar v hacer uso de este
arpdo de lbertad, s selecciona otro sistema dindmico objetivo v se aplica la metodolosia
Lizl en el disefio de nn nueve convroladaor, o eanl s comparado posteriormente con ol
controlador 13.23), Considerando la metodologia [&] se parte lnego de la seleccion de una
meve dindmica vojetivo

(A1) fnarmica obyetivo.,
Se deflne ol signiente sistema dindmico objetivie

|
£=-K £ [3.26)
oy e} e At
1+ |i£]
vonf © WY vy K > 1) una matriz clegonal de coelicienies constantes K = disgliy o k),

donde o funeitn f(8) = =z es una fumcién escalar [+ R* — D cou D & (0.1], Unn
Hustracion grafica de la Tuncidn f{€) es mostrada en le feura 3.5,

D¢ lay prapiedades de la mamrz &% v de la definicion para la huncidn £€): ¢l gisterna (3.26)
tiere un equilibrie globalmente ssintoticamente estable on el vrigen.
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Fignra 3.5: Nustrucidn graficd de Ja luucidn f{£) para £ € R2

(A2) Condividn de inmersion,
Se define el siguiente mapen

X

donide se ha seleceionedo el mapen 7 (€] =

& X1 ] N | m(€)

{3.27)

]__

[ €
Tatg) |’

& debidu w que enmple con el obietivo de

ronernl La condieién de inmersidn impone encontrar un mapes walé) utilizando el sistemn
dindrilco (3.9 como se muestra en (2.9), Para esio, considere nuevacuente el sistema

¥1 = —Xz
X2

donde sustituvendo el mapeo [3.27) resulta

.':: —'."l'_J':{fl!'
Mizg—E£ [u

Tolf)

Mirs— xo)7 ="y — %1

f.-r['ll;'f?,_.' e EJ. ?[;'f_f]:l '-'I_.'![E]

b Xaida — 8\ Ta — Xt

gl — &l

sustituvendo el valor conocide de € lpuesto por ¢l sistema cdindmico obiotivo resulin
4 g P 1

£) -

'C-‘{(-'»'»'.': = ‘f‘-' ”2{{:”72(63 _ﬂ[lﬂf.'f == lf]'|

de donde se observa de lo prirera ecuaeion que

meld)= K

|

el



3.6, DISENO DEL CONTROLADOR ldcl-2 3T
von o L] el IAe i'T[E} t’.'_ut‘:da definide como
ula [m@[_[ S|, (3.20)
X2 | watf) | Komas '

conl lo gue se cneuple la condicion (Ad) del tearema 2.1,

(A3) Vardedud implicita.
Stcleline ln siguicobe variedad mplicice acorde o (2.10) como sigue

V=R cRMolgl=={yeR" =L =K Ly IEIIS’ sy el

donde se sat.sface que w2 2o e eoorden de ladipiomica del sistena objetivo (3.26) es
menar fue al orden del sistema (3.28) Luego, 510y os déserita por los siguientes compo-
TR RS

(S ,
e e ] : (3.31)
R |
la siguiente eeaacion
dly) = e — mlaTx)) =0 (3.32)
cnmple con ias condiciones deseritus en Lo definicion (3.30]. Sustitnvendo el napeo inverso
i ey ebtenido utilizande {3.20), en (3.32) se obtiene
) = s —malpn) =0,
Luega, sustituvendo ma{) oblenido en (3.29) resulta
e 1 .
M = —N—— =0 (3.33)
L{laa]
o eqnivalent ermente
o 4 : ;
@lix) =@y — K ——a—A»), {3:34)
L+

cont Lo gque gueda definida de forma explicita la veriedad V.

(Ad) Dindmica fuere de lo variedud y acotamienro de soluciones.
Lu dindmica fuers de la variedad se oblicne a partir de Ja siguiente definicidn

z 2 alx)

con o) como se obluve en (3.33), donde ls derivada a lo largo de las soluciones del
sistema (.28} resulte como

= o g LD - (3.45)
= rp-"_.'| fo— e, | e ; Mz
-I'I...,.' 'H I"EJI J_ —i' ||_:'Irll ” 1Il. | k .].
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o equivalentemnente

=~ K [floko + fah 1 (3.36)

b
— 7%+ Sustituyendo

con flyy) — TRy Vsl regpectiva derivada dada por f(y ) = _WT‘

(3.28) en (3.36) obtenemos
X& X1 v

|I'x|I 1+ PalPY ™ T=

2 1

2= M{za—x1) "u-C{lra=x1)s xa)xe—9lri—x1) ik
(3.37)
Simpliicando el dltimo wérmino Ce le derecha para la expresién anterior se tiere

s 1 it : . T (£ 1
2= Muxa—x1) le=C({ra—w)xa)xe —ploa— x| = K [—? = w——r | Rt
(P+ 2l T4 |l
(3.38)

Luego, el disenio es completado ssleecinmando tuna entrada de eontrol o tal que el subsistema
(a8 ) Lenga un equilibrio globalmente asintéticamente estahle er el origen, 1.¢.

lir 2(f) =

i
v yue las sohaciores del sistame resuliante estén acotedas. Con este fin, se geleccionn de
todos los pusibles controladores que estabilicen el gistema [(3.38) la signiente lev do control

A xal L '
Ml xzez) = Mize— x1) ""'“3"";‘(- 2

FE (e — X1 xa)xa + glza — xy) (8.39)
donele & = (1 es una matriz diagonal de coeficientes consiantes A = diag{A..-. | A,),

[ista eleccion es debida a que esta ley de control eondnee a la sguiente dmamlm pars la
coordenada =, la cual al sustituir | J.JD:I en (3.38) conduce a

P=—Az [3.40)

donde se observa, por las propiedades de la matriz A voel s sipno negativo, que el siscema
[A4.40) poses nn w{ml Lrin globalmente asintéticamente estable en el aPigen,
Sustituvendo (3.39) en (3.28) se abdene el siguiente sistema

T = Xz {341}
. . L ||\1||

R a3 (3,47
g (1+|x.| FESEE (342)
f o= M (3.43)

del cual se observa de la wercera eomacion que = estd acotada v tiende a cero de i"DI‘L‘LlEi

expunencial, ¢l acotamients de vy 80 garantiza observandao que ol término 1 |";1|| L1+I1< i
rtd b

salistace

. 1

<1, Yy e R
L4 ||[xql| U"‘”lh”l' 2
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3.7 BESULTADOS

por Lo gue este férming o5 SICIPre 1N CHenpy Positivo ois depende do los errores de posicion
el eobiot manipulador v ademds, debido a K > 0y al signo negativo, sablendo que (1)
COLLYRree  cero, se conclitve que las trayectorias de yo(¢) estan acotadas vy tienden a cern,
por Lo gque tamnbicn las travectoring de y, (8 estén acotacos

3.7. Resultados

Con el n de ilustear el desempenio del consrolador (3.39] se llevo o cabo ln implemen-
leion en simulecion del mismo ucilizando el modelo dindmico de un fobot manipoladar
des 2 prados de libertad von arliculaciones del tipo revelueids mescrado en la hgura 301
Para propésitos de comparzcion, le ley de contvol (3.39) es agqui denominaca como lew
de control TI-2, La simulacién es devada a cabo considerando las signientes condiciones
infeioles pera ol braze maripulodern:

I g (0 B [n
e2(0) = wl | =l

[ &40 } [
Fall) = | ) |

Las posiciones deseadas para os ¢slabones som essablecidas come

. _ (] _ [#=M4
el g i [ 'h_.J'I.E J )
COT EATATICIAS .
. 3 10 0
‘r‘_{uaJ’ “_[u 8

para el controlador. Los valores de los parametros del rabor manipnlador son los mostrados
etl la tabla 3.1, Los resultados obtenidos en simalacian som mostrados en las graficas 5.6-
3.5

e o figure 3.6 <o observa que el eslabon 1 aleanza la posicion dessada Trad en | 8seg,
Lenieneo ung redpaesta suave (eritieamerse amortiguada). La velocidac aneular no supera
los 1,125 j‘l ol error de posicién decrece v wopartir de 18 seg éare no supera ol valor de
BO0L rad. El par no sobrepasa en ningin momento el valor linmive especificado de 150 Nm,
sormienza en b LYNm v decrece hasqa alearcar un velor en estado estacionasio de 25 46N
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Figura §.6: Posicidn, velocidad, error v par correspondiertes al eslabdn 1.
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Figura 3.7; Posicion, velocidad, error v par correspondientes al eslabén 2

Un comportamierto similar os lustrado e la figura 4.7 para ¢l eslabén 2, donde se
observa gque ¢ste aleansa lo posicién desedds Frad en 195 sep, la velocidad angular se
mantiene por debajo de los 2,222 ”“' el error para la posicion noe supera los 0.001 rad pasados
L98 seg v ol par ejercide no s |1nm los Trnires especilicados paza Lo tarea, ésie comienza
en .97 N v disminnye hasta alcansar un valor en estado esracionario de 1,799 Nm. En
la figura 3.8 8o ilnsira la respuesta de la dindmics = on dende se oliserva que Gita tende
v oera de forma exponencial en poco menos de un sezundo.
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Figra 3.8 Dindmica # hacia la variedad.

3.8. Comparacion entre las leyes de control 1&I-1,
1&1-2 v PD+

Considere la ley de eontral PTY mids compensacién de gravedad para un robos manipu-
lader de 2 wil ], deserito en |3], dada por

= Koxs — Kuxa+ gloe — x2) (3,44)

dewde 7, v I son matriees de disefio denfinidas positivas, aseciadas o las pznancias
proporcional v derivative, respectivamernte, La ey de control (3.44) seid desde phare de-
neminada coma PO Se by wiilizade el modelo dindimics (3.1) del robot manipuladar
de 2 g deseritocen la seccion 3.3 cuves parametros son deseritos en la tabla 3.1, Las
condieiones indeialss utilizodos para la simulacion son ks establecidas o las secoiones 3.5
¥ 3.

Con lo lnalidad de realizat wng cotparaeidn ou ignaldad de comdiciomes entre 1os
eomtroladores Tl-1 I&E2 v PD—, s¢ han sintonizado las ganencias de cada uno de estos
controladores para que efeeriien la misma tavea de control. Esta tarea cousiste e que el
esanin 1 del manipulador tenga una respuesta eriticamente mnortizieda v Hegne a la
posicion deseada de = rad en L5 segundos, tomando come referencia que se ha llegado a
lo posicidm deserda cuando el error de posicidn se encnentre onore =0.001 ad. De i ]
manera, el eslabon 2 deberd tener una respnesta eciticamente amortisnada v Degar a la
poesicion deseada de Srad en 2 sesundos. De esta forme se supone que los tres controladores
tienen la capacidad de realizar en tiempo ¥ forima lo nigma tarea de control de posicion,
Cuyns paratnetros estan dados por

. b . |35 8

ey U Il* £ _[ G .'3|
para la lev do dentrsl PDL;

; 185 1) oo

=1 ;4.&1} =19 1w



G2ZCAPITULO 3 ESTABILIZACION VIA 1&1 DE UN ROBOT MANIPULADOR DE 2 G.D.T..

para la lev de control 1&1-1 v

|64 0] ﬁzlu}ﬂw
b 438 0 10
para la ley de conteol 181-2, Los resultados de la validacion comparativa en simulacian
se exhiben a continuacion. De la figura 3.9 se abserva que el consumo inicial de par pare
el eslabdn 1, eu las leves de control PIM- ¢ [&1-1 es similar, toriends un valor inicial de
86.30 Nm v 1074 N, vespectivamente, Por el contrario. ol consumo inigial e par para
la v de control L&1-2 del eslaban 1 es mucho menor, teniendo un valer infeial de 31.02
Nm disminuyendo suavemente hasia legar a un valor constante en estado estacionario de
28.49 N Un comporramiento similar es abservado pars ol eslabdn 2, donde el par inicial
para las leyes de control PD+ e 1&1-1 es 14.77 Nrn v 13.32 N respectivamente, v 2] par
con el que nicia el controlador 1&1-2 ¢s 6,176 N, iniciando muy por debajo de los demis
controladores, para después estabiccerse en la posicidn en estade estacionario con vilor de
1201 Nm. Con esto se obgerva que aungue lus tres controladores estudindos cumplen ol

“&6C ” T T T T T 1
— o |
- = = &1
= =g I&I—E.
= |
= \
z N
i o5p \ Al
& L 1 i i
] 0% a4 8L ag E 1:2 14 14 1.8 z
I igmrpes fsogh
fh———r— i e—_— -
%‘ i+
;4
& B e
i = - 1 L. i ~
o 02 04 KR HE:] 1 1.2 14 %6 18 2
| iempo-(5eg)

Figura 3.9: Par resultante leves de contrel T&T-1.1&1-2 v PO+

objetivo de eontrel de posicion, ¢l controlador 181-2 1o hace ejerciendo signiflcativamente
une menor cantidad de par.
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3.9. Respuesta controlador [&I incluyendo friccion
viscosa

Com el abjetive de observar ¢l comportamiente del sistome dindizico de oan fobou ma-
wipulador bujo o presencia de friccidn, en ssta seecion se llevd a cabo ta simulacion de la
aplicacion de la ley de cortrol 1&1-1 e [l2 obtenidas en las seceiones 3.4 v 3.6 para ¢l
caso del robot manipulador mostrade en la seccidn 3.3 incluvendo triceion viseosa, Consi-
derando un mode.n estatica de friceldm en las mniones rotacionales, la ecuacion dirdmica.

peneral del manipulador esed dada por
. f % b Il . ¢ E '
Migig~+Clg dig + glal + flg) — 7 (3.45)

domde flg) = Fog es el téroiine de friccidn viseosa ¥ £, o8 una matriz disgonal ce coc
ficientes nonstartes correspondiontes a los coelicientes de Iriecidén viscosa de cada una de
g artienlaciones del manipulador F, = diagl fey, o0, Sl Los coelicenles de [Hieeidn
viseosa ntilizados en sitnulacion son .

2288 )

Lag sipuientes graficas muestran los resultados obtenides en simulacidn para las leves de
control [&sl-1 & L&l-2 al incuir el términe de friccion viscosa en el modelo dinamico del
rizbol,

oie = <
— 1& —1
E 0. IE 1.5 = == = | B
e o
= us o ]
B
" o 1211 E 3.5
T — — — Al 14 sl
tt - n
o D5 i 1.5 2 Q 0.5 1 1.5 2
Hempo (seg)i Tempo (seg)
1:ald
LT &1
q = = = l&i—"a C— = = = S0
& E 100
i s
2
= = 50
_,.-—"'_'_'—
1 =] = [+ (% e | E T2 =
Timrmgc {mag Timaripey {meg)

Fignra 3:10: Respmesta el siscema con v sin (riecian para o eslabdn 1 utilizande 1o dev de
cantral [&1-1, 1&]-1e indica lz presencia de felecidon en ol models.
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Figura 3.11: Respuesta del sistema con v sin Iriecicn para el eslabon 2 wiilizando 1 lew e

contrel lel-1, lal-1e indica le presencia de friceidn en el modelo.
0.8 = ——
- 5 i&l-2
B oOE = — — —1&|-2¢
£ 3
= 0. =
= — R
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2 9ar — — —&i-za]| B
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Fgura 3.12: Respuesta del sistema con v sin friccion para o] eslabon 1 urilizando Lo lew de
control I&1-2. 1421-2e indica la presencia de [riceitn en el modelo.
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Fioura 3.13: Rospuesta del sistema con v sin friceidn para el eslabdn 2 util'zando la ley de
comtrol Tel-2, TaeT-2¢ indica Lo presencia de [mecion en el modelo,

Se nhserva de las Jguras 3.10-3.13 que ol comportamiente del sistera ante la presencia
de friceion es muy parecide v on esode extranarse, debide & que s6lo se ba ncluide el
twodelo e frieciin viscosa cuvos valores o0 relativerente bajos ¢omo para represeular g
gran ceanbiooen s respuesta del sisaoma.
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Capitulo 4

Control de postura para un vehiculo
espacial via I1&1

s nwve espacial o satélite o5 un vehiculo disedado para fpcionar inds alld de la
atmidsfera werrestre Los vebicuales espaciales robdticos potencialmente reprosentan nngs al-
rernativie cecndmica v segnea o complementaria para el hombre en Iy constroceion, mante-
nimiento v operacicn de estruetiuras espaciales. Sin eminargo, estos “epresentan problemas
de control especificos v dificiles. en gran parte cebido a las dindmicas no lineales.

B este cupitulo se abordn of contrel de seguitnienco de postura vin T&T de ua vehiealo
espacinl operade por ruedas de reaceion, En la practica, los vehionlos espaciales pueden
ademas estal eguipndos con siswemss de propulsion de gas gque se usan para controlar el
movimients traslacional del sistema o compensar ¢ momento trasacional impartido por
Aas cargas o ovikar saturacion en las Tiedas de reaccion.

4.1. Modelo dinamico de un vehiculo espacial

Un wehiculo espacial e condiderado oo un cuerpo rigido cuyva postura pacde ser
deserita por las ecuaciores cinematicas, 1a cuales relacionan las derivadas temporales de
las coordenadas para la posicidn angular con o veloeidad angular, v las cenaciones de la
dindmica, las cuales describen lo evolucidn de la velocidad angular.

Urimeramemne habrin de definirse los mareos de referencia para los cuales serd deserito
ol problema de control de sostura. Se agume que los pares de conteol serdn oplicodos
a traves de nn conjunto de medas ae reaccién a lo lergo de Lres ejes ortonormales, ver
fgura 1.1. Baszados en estus ejes se deline un mupeen de celereneia ortonoroeal arbiizrio
ligaclo al vehiondo espacial; al cual nos relerivemos como merce del velioulo espaciol El
origen del mareo del vehiculo sspacial no pecesarinmente deberd coincidir con el contro de
masa del mismo ri log ¢jes serdn necesariamente los efes principales del vehieulo sspacial.
Astma la definicidn de un marco de referencia inercial arbitrario con Tespecto a, va sea.
algin conjurte 8o de estrellag o alguna referencia que pueda ser considerada coro irercial
Aurante laomaniobrs de postura, como por ejemplo algung estacion espacial,

f7
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EI

Ay

Figura 1.1: Marcos de relerencia en el control de postura, a traves de ruedas de reaccion.
do un satélite,

Ll vector de velocidades angulares del vehiculo espacial es denotado por w. Las ecua-
ciones que describen la evolucidn de w ew ol tiempo son deseritas eomo

Hir=pxw7 {4.1)
con la malriz de imercias M simétrics v definida positiva. la eual, puede ger eserita eomo
H=H—i" (4.2)

donde HY e3 la matriz de inercias central total, la cual incluye la inercia del vehiculo
espacial v la inercia de las ruedas de reaccion, HY es la matriz disgonal de inevein de luy
ruedas axiules v poes el momento angnlar jotal del vehiculo espacial, todos expresados en
tas coordenadas del vehiculo espacial 7 es el vector die parves aplicudis al vehiculo vspacial
a traves de las ruedas de reaceion [ es el vector de parves de control actual aplicado
por los motares de las ruedas de reaccitn), El operado “= ™ denota la operacion producto
veerorial. La notacion [px] s refiere & la matriz avtisimétvics que define el producto veelor
por un veeter v (271 de.,

L iy T
L | : ey [} —H l-.:l':j}
= {

4.1.1. Ecuaciones cinematicas

La posicidm angular del cucrpo puede ser deserive de varias fortnas, Por ejermplo, po-
demaes considerar el tan conocido vector de Gibbs

E=tnulp/2)e
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vl eual resnlea de nea pasuneirizaeidn de cuaterniones: El vector £ representa ol resullado
de vna rotacidn virtual de p radiones alrededor de on eje nnitario vietaal e, con relerencia
al inereial. En esve easo se puede escrine

£ = Z(E)w

demide :

” ey T "II' o .

4ig) = S+ +£x]
cont | € R Eata deseripeion es vilida pata —= < p < w. Empleando dsta representacio
el moments o puede expresarse como una fancion de § al aotar que

p=ClEY (4.4)

donde v’ e ¢l momento angular inereal coustante ¥ la manriz C(F) representa la trans-
formacion de coordenadas del marco inercial al macea del wehicule espacial

feniendo én euents que CHE = T = € £).

Alternarivamense. la postura del cuerpo puede ser deserila usando bo clasica Tepresen-
tacidn de los dngnlos de Euler, o cual consiste e Jis rotaciones angulares sucesivas en ol
sentide horario de los angnlos @, £, v ¢ 'balanceo, cabecen v guifiada ), permite alinear el
warcn de referencig nercial cor el marco del velileulo espacial. Fn este caso se tene

4= MY

o
[F=
rnd

CaE

donde = = (g, 6,4}, con

| sengland cosdtan
Mlv)=110 COSD — eI
| 0 sengsect cososeed
cuya deseripeiin es valida en la region —§ < # < F {owras represcitacidues Usan cuatro
pardmetres de Euler para evitar tales singuloridodes ). Usardo ésta altima representacion
podemps eseribir para p una expresioe simias a [44), eomo

po= i {4.6)

donde F(~) representa la matiz de transformacion de coordenadas del marco inervial a
las coordenadas del vehiculo sspacial

r " i ]
o cos ) cos geenflseng — sonprens & cossent cos o b seniesend
Ri=t = | senwcosd)  senvdsenisend — costdeos d senpgent cos d — (02 US01E
— s oo sed COS T COE
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4.1.2., Modelo dinamico

Las cenaciones gque deseriben la postura de un vehiculo espacial estan dadas en [orma

sinténicn como

Hliir=pox w47 n
& = Jzh ()
donele dependicnda de la representacién utilizada para las rcuaciones de lo cinemétics. ol
vector & prede ser el vector v para la pusturs o el vector € de Gibbs, con Ri{x} = GUE).
Por consigniente, la malriz J representa va sea la matriz M o la matriz 2.

Considere el sistema cescrito por (4.7) v utilice como coordenadas en el espacio de
estados las componentes de los vecsores @ v @, Bsta cleceién resulta blon definida, debido
a que la matriz Jr) permancee imvertible en el deminio de validen de 1a represent acion
para la cinemat ca. Diferenciando la expresidn de 4, los ecnaciones de movimiento pilen
ser tlesoritas como

H*(x)E+ 0wy = F {4.8)
O
po= JURF
H'(ey = FUaYHr ) R
CMays, — =JN (@I ) (@30 ) — 70 @ pxd—2 ) (4,10)

4.2. Objelivo de control

EL objetive de control consiste en encontrar una ley estabilizadors por reclimentacion
de estados F tal que, segiin el sistema de coordenadas cineméricas utilizado. la travectoria
de postura del vehionlo espacial ®(¢) siza una Leayectoria deseada zatt), Le.,

I k) =0 {4.11)

Tt L
donde #. deseribe el error de sepuimnientn v estd definido eoma 2, = a,(t) — 2(t) s2jo el
supliesto que las trayectorias de seguimiento 000 eslin acotadas,

4.3. Diseno del controlador

IPara la olewcidn de la lev de contre] por realimontacion estitica de estados vie I&d
a8 necesario recseribin ol sistema (48) de forma conyveniente para luego utilizar ol teorema
2.1 en la basqueda del objetivo de contral. Para este fin, ol sistoma (4.8 puode reeseribirse
e términos de los estados o) =, v s = & Lot sigue

.]:'1 = ko [I1|:2.|
#y = H (&) = C (e w0)rs (1.13)
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Nefiniends ahora el error de posicién como
By o= By — T {4.14)
el sistemna queda descrito comoe
#. o= Iy 2 (4.15)
dly = My — m)T F— Oy — iy, Sa)eal 1126

donde zg v 4 son los vevtores de posicion v velocidad deseadas, respectivamonte, Con
g sistema (18] deserito on Wemines del vector de error de posiclon, podemos abordar el
diseno el conmralador aplicando el Trorema 2.1, para lo cual cinpezamoes por seleccionar
la dinamica ohjetivi.

(A1) Propuesta de lo dindmica oljetiva.
Se define el siguiente sistema ohjetivo

£ =—K& (4,175

donde K £ R¥¥ con W > 008 una matriz de disefio diagonal de coelicicules constantes
K = ciaglik,, bs, kz) ¥ € € R, Dste sistema tiene un equilibrio asintoticamente esuable
de forma glabal v uniforme en el origen £ = 0 La eleceidn de este sistema dindmico
obijetlvo es debido a que se desea que el compertamicnio del extor de posiciin sea iznal al
del sistema (417}, 4.2, que el erear de posicién cotverja a cero de forma asintatica como
loy ceseribe o sistemn objetive,

(A2) Condividn de inmersion,
Se deline el mapeo 7|0 como sigue

1, | wil&) iy
B | =il vy (4.18)
l X J ("'_\.l [ Tr'.!':'-!.-:' | \ |

demde ol mapeo ©; deberd selocclonarse de to. manera gue imite 8l compertamiento de £,
va que deseamos que Ta evolncidn en ol tiempe dis r, sea gobernada por el sistema dinfamico
objetivo (1170, por lo e ol mapen 7(-) o8 definido commo

) = [Wf (4.19)

por lo que sola nos resra encontrar el mepeo ms(£). Sustiturendo el mapeo (4.19) en ol
sistema (4. L5 =14 16).

€} = €= —KE = iy—mlE) (4.20)
AE) = H{gq—E&) 1 F = (zh— & mal8))malE) (4

=
i
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se obtiene de (4.20) el mapeo my(£), por lo que el mapeo completn de 7€) estid dado come

'."I'"rn:EJ = Trl':f.J = J-f P4 2.:,]
*L m2f€) | | dut KE -

Lna vez obtenido ¢l mapeo (4.22), ¢l signiente paso en el disefio del eontrolador Tiz] enr

siste en la determinacion de una variedad que satisfaga la condicion (A3) del veorema 2,1,

(A3) Viriedud implicita,

B¢ define el siguiente conimnto identidad
{ge, 22 € BBl 22) = 0} = {2, 00 e R, = wi(€) e = M€)WV E € R} (1.23)

¢ eual ineluye una Duneidn @fr,. @q), Gsta puede sor ohtenida wsilizandn la signients coa-
oiom
h

[thy, 412) = @2 — malm; H{z)) =0,

el

I emal cumple con le definicidn (4.23), Sustituvendo n;Hir,) = 2. obtenemos
q'.?[.l,'r. :.’.'Q: = Iy — T-TJ{IFJ\..I_I =k
sisiituvendo el mapeo wef+) descrito en (4.22) resulta

olre dy) =29 — g — K, — 0.

Una vez establecida la idertidad pare la funeidn anteviar, ol sigsente paso on el dise-
fo del controlador T&T consiste en Hevar los estados del sisterna que s¢ cnenantren fuera
de la varicdad deserita en ol conjunte identidad (123) w esta misig v Loaeerla invartante,
Len qui nna vez que os estados se encucntren dentra de la variedad, estos no o abandoren.

(Ad) Aeotamiento de tragectarios para lo dinidmicn Fuers de la variedad.
Se define la siguicnte coordenada fuera de la variedad

=@ Taitn) (4.24)
cuva derivada a lo largn de los travecrorias del sisterna {4.15)-{1.16) resulta
b=y — iy — K, (4.25)
Sustituyendo (4.15)-{4.16) ea (4.25) obtenewmes
i=Mlwy w) [F=C¥ay— zeym)zy) — #5— K | — 9] (4.26)

de donde babri de seleccionarse vna lev de contral I 1al que las travectorias del sistena
(4,26, estén acoladds v tivndan a cero. Mds ann, Fabra de selecclcnarse nma levode control
que Heve a la coordenada = a cero, de forma exponencial. Dicha ley de control estd dada
por

i

F=85g— ) 2+ Tg+ Kig— K| + C* (20 = zp, 26) s (&.27)
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Com esta seleccion, la-dindmics del sistema = resudta
b= s (4,28}

dande & = ‘R:!x:j,: ¢en 7 > 0, es unag matriz de diseno diagonal de cochiciontes constanles
v — diag( 7 vo: ). Substitnyendo (4.27) en ol sistema (4.15)-(4.16) se abtiene

i = —yz 14.29)
e = L — (.30
$; = —yrtaa+ Kog— K4 (4.31)

de donde ahora solo resta demostrar que las trayectoriag del sistema dindinieo deserito por
las ecuaciones (4,29)-(4.31) estin acotadas, Para esio, se define la signiente coordenada

Bep =y — £ (4.42)

cort lo que el sisteinn gueda deser-to cormo

T f4.33)
di. = Tug (4.34)
B = 72 — Kl (4.33)

de donde se observa de la ecnacion {1.33] que la coordenada = tiende exponencialments a
cern voen conseruencia las travectorias del =istema dindgmico desorito en la ecnacicn (4.35)
seoerenentran sootadas vomas ann, éstas tienden w cero. lo que implicas gue #] sistenia
Lhad) esta avotado, satishacitndose de esta mancra (A4) del teorema 2.1

4.4. Resultados

Cor el fin deilusorar el comportamiento de contralador (4.27], se ha realizado la sim-
acion del mismo atilizando come coordenadas de postiea los angules de Faler deseritos
en lag ecuaciones cinemdricas (4.5) v {4.6) [14].

La aceleracion, velocdad v posicidn, gque describer la travectoria que deneran seauir
cacla nna de as ceordenadas de postura del vehiculo espacial, se muestran en la figure 220
La travectoria congiste en seig [ages. Ura primera fise de peeleracion constante darante un
seennddn nesta legar a una posicion =, = 0.5, (0.5, 051 una sezunda fase de desaceleracion
constante durante Lnsegunco haste legar v i posicidn oy — |1, 1, ||'r; né Lercers fse sin
acelotacinn curante tes segumdes e Ios gque Lo posicion se mantiene constante, UNAa niarta
fase de desaceleracion constante dueante nu serundo para legar de nuevo a la pesicion
pp = LG, 05, 0.5]7: urin quinta fose de neelerncidn conssante durante un sepundo pars
regresar a la posicidn de infeio g = [0, 0, 0] v una sexta tase que consiste en tres segundes
sizl avelerarion. Los pavamictros del sistema arilizadeos en ginnldacion estin dados por

15 B 3 ]
H=| 5% 10 7 |, gl s | =]
5 7 20 ()
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Fignra 4.2 Aceleracion. velocidad v posicién que deseriben la trayectaria de segTEmianLn
para las tres courdenadas de orientacion del vahiculo espacial,

La postura (nicial del veliculo espacial es establecida como

(L5
i) =1 |
L5
con pacimetros del controlador dados por
W 0o n
K= 0 10 01,
0 10
o
= [ o
00 1D

Los resutados obtenidos en siruulacion sen mostrados en las figuras 1.3 1.6
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Figure 4.6: Errores de postura.
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Se observie de la fgara 4.3 que | pogicidn de o coordenada ay comienza en uu valor
de 0.5 e y transenrrides 008 seg va se encrentra describiiendo la travectoria deseadar lo
misma sucedecon la velocidad que comienes #n cevo v aloanza un valor negativeo de —1 95’;:“]
perp después anmentar ¥ trangenrridos aproximadaments 1.8 seg v se coMPorta eomo Lo
exige Lo travectoria descada, Bl par comienza i aproximadamente 300 Nm v disminuye
liasta 300 Nm para después comportarse comae 1o requicre la srayectoria deseada, Un
comportamicnic similar e ohservado para lag demds eoordenadas de postura v de la fipura
1.6 se observa que los errores de posicion venden a core v lo hacen en aprocdimadamente
0.8 seg enmplitndose ol objelive de control de seguimierto de trayectoria,
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Capitulo 5

Conclusiones

Seestudia v aplica lv metodologia de T&] propuesta en [1, 2] para la obtencién de leyves
e contrel cataticas estabilivedoras por realimenlacion de estados para sistemas no lineales.
Ll enfoguie gue propone esta metodolopia consiste en selecclonar un sistena dindamicn
ohjetivo eon ciertas sropiedades de estabilidad, de meror orden en comparacion con el
sistema dindmico a controlar ¥ buscar luego, sumergir la dindmica del sistema completn
dentro de o del sigtema objotivo, Lo prineipal dificutad deeste enfoque se enenentra en
Ly trtemersitn. la enal consiste on eneoalyar o dpes o leaves del sistema, resolviende una
serie de eeuscioaes diferenciales parciales que en la mayoria de las ocasiones son dificiles
de resolver. Estas dificultades pueden ser redueides seleecicnerds an sistemya objetivo
g favilite esta resolacion, al defar algumes términos del sistema objetive como unciones
de disefie gue serdn selecclonacas posteriormerte para resclver el sistema de ecnaciones
diterenciales parciaes, sin e el sistema abjesivo pierda sus propiedades de estabi idad.

Ea rnanto al comtral de regulacian de winrabol manipulador de aogall i 11, resalta
svidente que la obteneion de la ley de control [3.23), utilizanco como sistens dindmico
objetivo (3.9), es relativamente mds shnple rr comparacion con otras leves de control. al
ne tener gque lidiar con le pracka de estabilidad en el sentido de Lyapunov pata el siszema
vompleto ademas de gque propone partiv el problema de control en otros suasproblemas que
en alpunas ocasiones osullan mas faciles de resolver. De los resultacos obrenidos en la
seeeion 3.3 so demuestra opie ta ley de contrel (323 cumple el ol etive de conteal. Uno de
los prades de libertad gue permite el enfogue de la metodalegin 181 es que |a se.eccidn del
sistema dindmico objetivo o o4 nica, esta venrtaja es analizada en la seccidn 3.6 donrde se
stleccionn otro sistema dinamico onjerivo (3.26) pava el sistema (3.5) con lo que se-abtiene
la ley de concrol (3.39), de donde, por los resultades obtenidos en la seceion 3.7, 3¢ pertuile
concluir gue esta ley comple con el objerive de control

El control de postura en aceion de segnimiesto para un vehioulo espacial es mostrade
en la soccion 4.3, dende se utiliza el sistema dindmice chjetive (1.17) cuva eleccidn es
debica w gue se busea que los errores de posicidn de as coordenadas operacionales, segiin
Lo cinemiitica seleccionada, tendan a cero de forma exoponenciag con ests eleccion v desa-
rrollando los pases descritoz por la metodologia [ resulta en la lev de contro: (4270, la
enal, como s observd en le secolon 44, cuaiple cou ol oliielive de concrol de sepuinicnae.
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Preliminares matematicos

Estabilidad de Lyapunov y convergencia

Definicion A1

Una funeidn cortinua Vo R™ R se dice que es definida posiliva (semidefinidal <
Vi) =0y Vixz) = 0 (V = 0) para toda ¢ 2 0 se cice que es delinida (semidefinida)
negativa ai —V(-} es definida {gemidefinida) positiva.

Definicion A2

Una matriz P real se dice que es definida positive (semidelinida) si ésta es simétrica v
la funwion Vie) = o' Py es delinida positiva (o semidednida positival, Note que P= PT
es positiva definidalo semidetinida positiva) si v solu si lodos os cigenvalores de 2 son
prsitives (e negativios .

Definiciéon A.3

Una fancion continua 7 @ Ray — Rag se diee guo es de clase X si es csuriclamente
ereeiente ¥ w{l) = O se dive que ésta es de clase Ko s ademas ésta o8 desacosiada, i,
Hrn, o (%) = 3.
Definicidon A.4

Una [uncion eontnna 9 ¢ Foog 2 Rep v Ry se dice gque es de clase KL sf, pera
cada i, la luncion 3{5,1) es de elese K v pars cada s, la [uncion (s, t) es deceeciente
Bimpec 058E) =0
Definiciéon A.5

Una funcidn contimia definida posicva V0 R — R se dice que es radialmente dosaco-

tade (o propia) si existo una faneidn of-] de clase £, tal que Vie) = o]

e 2

x|} para roda
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Lema Al

Sea 1V 0 R™ — R una funeioén continea definida positiva (v radislmente desacatada),
Luego existen lunciones o (1) ¥ en(-) de clase Ko tales queag (||=]] < Vel < auf|lz|).

Usando las definiciones anteriores e estabilidad de Lyapunov pnede ser formulica
COTTL S1E11E.

Teorema A.l

Constders ol sistema + = fla 4}, donde 2 € R v # > 15, con un punte de equilibro
x = [, v se supone gue existe uua funcidn Ve d), C° ral que

a(flarll) £ Va6 < ol flal]],

i) T .
= flad) b = —pllm(| 1,
=l ot
doncle e+, cal | son funciones de elase Ko v -] es una luncion definica poaitiva. Luego

# = [l es globalmente estable. Si ademds la Juncion s() ea de clase K. luego @ = () &5

slobalimente asintdticamente estable [{GAS).

Deflinicion A.6

Lna Tuneidn Ve ) satisfaciendo lay condicienes del Teorema A1 es denemminada ura
ftaneior de Lyapunov para el sistema & = [, 0),

Los sigulentes teoremmas debidos a LiSalle son nsados para probar convergencia asin-
Lotica para un equilibrie ncluse adn enando la funcidn s(0) es dricamerte senidelinida
st v,

Teorema A.2

Considers ol sisternn & = flz), donde @ € RY, v sea 2 € BT un conjunto compacto
positivamente invariante, e, 20 € Q=2 € V£ R, See V : B 3 'R uma funcidn
O tal que Vie) < 0 en §2 Sea ool conjunto de todes lus pumes en £ donde V(z) = 0.
Sea M el més grande econjunre mvaviante en F. Luego todu trayectoria comenzando on 1
aleanzerd o M conforme ¢ tiende o oc.

Teorema A.3

Considere el sissema 7 = fir 1), donde ¢ € R vt = ¢, eon un punte de equilibrio
o = U, donde fiz,#) es localmente Lipschite wnilorsemente en 4, v supotga quo existe
una funcién Viz, t), €t tal que

e ([ll) £ Vi) < walll]),
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Wiy awi B o
T W+ G &

donde e (+), o) son Janciones de clase Ko v W es une funcién C. Luegoa = () es
slobulmente estable v, s van,

Wiz <k

r“l-” Wixitl) =0

Variedades invariantes e inmersion de sistemas

i esda seeeitm se da la delinierbn de varedad invariante -?E:i] ¥ sistema en inTreTEionN
27].

Considere ol sistems gutonono
=R =Y, (5.1}

con estado o € R v salida g € R™

Definicion A.7T

Liv wariedad M = {o € R"[zir) = 0} con s{r) snave, se dice que es [positivamente)
ivariante para & = fle) 88 s(2(0})) = 0 implica s{xit)) = 0, para todo £ = 0,

Consicere abora el sisterma (obicilva)

¢ AL o e s L
£=E) L =&, (2.2

con patacos £ € RP (p < n) v salide £ € R

Definicion A8

Fl sistemn (5.2) se dice que estd umerse dentro del sistema (5.1) st existe un mapeo
siave 7 TP -4 R/ satisfaciendo £i0)) = miE0)) % 5(5; ) #£ 5(8) —= hixiE)) #him&)) v
tal gque

para Lods £ KR

Por do lanto, cr lérednos generales, un sistemna 2y se dice que esta nmerso dentra de un
siatenta Yo i el mapeo entrada-salida de Y, es one restriccion del mapeo entradassalida de
Yy e, cualagnier raspuesta de salida generads por Yo es ademids una respuesta de salida
de Zy para un conjunto limitado de condiciones iniclales, vea ey, 17, 36].
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