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Aplicacion del principio de invariancia de LaSalle en control
adaptable de sistemas robdticos manipuladores auténomos y no
auténomos

por RicArDG FALCON PRADO

Resumen

[in este Lrabwjo de tesis se ha abordado el estudio v aplicacion de metodologins di-
ferentes de andlisis de estahbilidad para diversas leyes de conlrol en esguemas adaptables
tler sistemas robdlicos manipuladores o lineales, auténomos v no suténemos, de n grados
de libertad, tanse oo regulacién como on seguimiento de trayectorias de posicidn deses-
das hasadss en la tecria de Lyspunov, Bspecificamente. se emplea el método de anilisiz
de estabilidad tradicional mediante el uso de la teoria de Lyapunov auwdliado del lema
de Barbalal, v el mésodo de andlisis de estabilidad mediante la teoria de Lyapunoy au-
xiliado cel princinio de invariancia de TaSalle; expandicndo de esta manera el alcance
en los andlisis de estabilidad v relajande las condicienes requeridas para la elsecidn de
la tuncién de Tyapoanov para demastear I convergencia v el acotamicolo de soluciones
de robots manipuladorss, soalizands desde sstos enfogues la estabilidad de ssquemas de
control adaptable ya conocidog. Particularmente se trabejs con les signientes esquemas
de conirol adaplable: control PD eon compensacidon descads, de gravedad adaptable, con-
trol adaptable PD—, control adaptable Slotine-Li, contral acaptable eon realimentacion
de salids, ¥ control de seguimiento neuronal adaptable. Ademas se presenta el dessrrolle
ce una interfaz crafica de vsuario {QUTY pars ol andlisiz de estos controbudoses.



Application of LaSalle’s Invariance Principle in adaptive control
of autonomous and non-autonomous manipulators robotic
systems

by RICARDO FALOON PRADO

Abstract

T thie thiesis il los hesn acddrsssed the study ol dilferent Lyapunov based asrability
analysis methodolopies applied o several control laws for autonomous and nonavionog-
mous adaptive schemes of non-linear manipulator applicd robatic systems, of n degress ol
froodon, thal solve Lhe position regnlation problem az well ag position trajectory Lracking
probler, Specifically, it in uzed the traditional stability analvsis methodology using the
Lyvapunov's theory suppoerted by Barbalas’s lemma, and the stability analysis methodo-
logy usieg Lyapuncv’s theory supported by LaSalle’s invarisnce principle, extending in
this way Lhe scope on stabilily analysis and relaxing the required conditions to choose the
Lyapunoy’s lanetion to show the convergence and soludons boundedness for robat ma-
nipnlators alveady known. Parsicnlarly this thesis work deals with the following adapiive
comtrol schemes: the adaptive PD, contrel with desired graviny compensation, the adan
tive PD-+ eontrol, the sdaptive Slotine-1d enntral, the adaptive oulput feedback (racking
control, and the adaptive nenral neswork motivn conlrol. Tn addition it i presented the
davelopment of a graphic user interfuce (GUI) [or thess consrollers analysis.
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Capitulo 1

Introduccion

En el presente eapitulo se exponen algunos de los antecedentos referentes al estudo del
arte de la aplicacidn de téenices de anslisis de sstabilidad para controladores ndaplables
de sistemas robdticos manpuladores, anténomos ¥ no auténomos, basados en la teorfa
de Lyapunov suxilinds del Lema de Barbalal, asl come del Principio de lnvariancia de
Latalle.

1.1. Estado del arte

El enfoque més Guil ¥ peners] pars cstudiar la estahilidac de sistemas ce control no
lineales os la Lecrin inlroducids o [oales del siglo X1x por el malemdiice ruso Alexander
Mikhailovich Lyapunov. El trabajo de Lyapunev, “The Generad Prodlem of Malinn dta-
Ditity, " incluve dog métodog para 2 andlisis de estabilidad (el método de la linealizacion
¥ ol método directo) ¥ fue publicado por primers ver en 1892, El método de lineslizacion
abtiene conclugiones scbre la estabilidad local de un sistema no linesl alrededor de un
punte de eguilibrio a partir de lag propisdsdes de eatabilidad de sn aproxdmacidn lincal.
El métnda directo no egtéd restringido a la dindmica lozal, v determina las propedades
ca estabilidad de un gisierma no lineal al construir una funcién escalar basnda on 1o, ener
wia para ol sisterna ¥ oxamina la variacidn Lemporal de la funeidn, Sin embargo, durante
medio siglo &l trabajo pionero de Lyapunov sobre la cstabilidad de sistemas reabio poca
alineion era de Busis, aungue fue tradocido al francés en 1908 (a cargo de Poincaré), ¥
reimpresn por Prenceton Urdversily Press en 1947, La publicasion de un libro por TaSalle
v Lesfschete [Ta Salle v Tefschetz, 19620 atrajo la alencidn de la basta comunidad ingenie-
ril en control sobre el trabajo de Lyepunov al prineipio de los afios G0 Muchos ajostes
de los métodos de Lyapunov se han desarrollado desde entonces. Hoy on dia, el métade
de lincalizacion de Tyapunov ha venido a represcutar la justificacion tedrica del cor beol
lineal, mientras que el método dirceto de Lyapunov se ha convertido en la herramienta
més importante para ol disefio v andlisis de sisiemas no Tneales, Juntos, el método de
lincalizacion v el méiodo direclo constituyen la lamada tecria de Lyapunoy,

De acuerdo can [LaSalle, 1960, &1 dentro de la vecindad del estado de equilibrio de ur
sisterns, la energia total es decreciense, se espera que el estado de equilibric sea asinto
ticamente estable. Bl segunco método de Tyapnney generaliza esta idea, suponicndo que



Clapitudo 1. Tefrodaccicn

dentro de una vecindad del origen @ = 0 £ E" se puede conssruir una funeidn sscalar
iz, lamada Muncidn de Lyapunoy, cuyas derivadas parciales son continuas v ¥i0) =0
¥ ¥{m) = 0 para todo estado 2 £ 0 ¢ BY, luego, si m(t) es una sohwion ae @ = f{x) v
la razém de cambio de la funcidn de Lyapunov es 2V {z(1)) = V(2(1)) < 0¥z #£0 & B
vor @] pequens, entonces el estado de equilivrio es agintdticaments sstahle.

A e largo de los anos so han buscads verias extensiones a la teoria de estehilidad de
Lyapunoy, entre lus que se encuentra ¢l lema de Barbalat [Barlona, 2014, Lemuns, 2.1], el
cval €3 bastante utilizado pasa sistemas sulénomos y no auténomos. 51 ¥V (w()) = 0, lo
que el teorema de Lvapunoy permite concluir e que el origon es estable. Sin ermbarsgn, para
sistemas autdnomos ¥ no autdnomoes, es posible concluir estabilidad asintética a partir de
eata funcidn de Lyapunov usando la teoria de LaSalle [Barkana, 2014 .

Aungue criginalmente €l método dirscte de Lyapunov es nn métoco para el analisis
de estabilidad, también puede ser usado para otros problemss del contral no lineal. Una
aplicaciom importante es el disenio de controladores wo lineales, donde se busca [ormular
una fupcidn escealar positive co uneidn de los estados del sislema, ¥ s encontrar una ley
de control que haga a esta funcién decreciente. Un sistema de control no linesl disefiado
de csta wanera garantizard que el sistema sea estable. Este mélodo ba sido utilizado para
reaolver muchos problemnas de diseno, por cjemplo, on control adaplable.

1.2, Objetivo general

En el presente trabajo de lesis se busca llevar a cabo la comparaciéon de técnicas
de sndlisis de estabilidad que atilizan la teorfa de Lyvapunov anxiliada tradicionalmente
por &l Lema de Darbalat, asi como las téenicas de andlisis de estabilidad con la teoria
da Lyapimov auxiliada por el Principio de Invariancia de LaSalle, para sistemas robdticos
manipuladores no lineales, autdnomaos v no autdnomos. sante para regulacion de posicionss
degendas como ce seguimiento de trayectoriaz deseadas.

1.3. Objetivos particulares

» Realizer la comparacidn de diferentes wéonicas de andlisis de estabilidad para los
sigpuienles confroladores:

« Controlador de rerulacion PD con compensacidin deseada de gravedad adapls-
ale.

v Clontrolador de seguimiento PD= adaplable.

« Clontrolador de seguimionlo con compensacion adaptable,

« Controlador de seguimizsnto por realimmeniacién de galida adaptuble,
« Conlralador de seguirmizsnlo nearonal adaplable.

s Faplementacian de une interfaz grafica de nananio para la interpretacion gralica del
andlisis conparativo de estabilidad de los conlroladures abordados en oste trabajo.

o
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1.4,

Organizacion del documento de tesis

La proscute tesis cstd organizadas de la signiente mancra:

En ¢l Capitule 2 se presentan los {undamentes tedricos para el estudio de la estabi-
lidad de sistomas aulonomes v oo anionemos.

Lin el Capitulo 8 s¢ realiza el andlisis comparative de cstabilidad para el eontrolador
de resulacion de posiciones deseadas PD con compensacion deseada de gravedad on
s vensicn adapable [Kelly et al, 2008, Chap. 13].

En el Clapitulo 4 se realiza ol andlisis comparativo de estabilidad para el conlrolador
de segnimiento de travectorias deseadas PDH- cnosu version adaptable [Losano y
Taoutacu, 2002,

En el Capitulo 5 se realisa el andlisis comparativo de estabilidad del controlsdor
de scpuimiento de trayeetorias deseadas PD con compensacién adaptable {tambicn
Mamacde controlador Slotine-Li) en su version adaptable [Kelly ef al., 2006, Chap. 16,

En d Capitulo € sc realiza ol andlisis compuaralivo de estabilidad del eontrolader

con realimentacion de salida adaplable para el ssgmimiento de Lravectorias descadas
[Moreno-Valenzuela et al., 2010],

En el Capitulo 7 se realiza el anilisis comparasivo de estahilidad dol controlador
por redes neuronales sdaplable para el seguimiento de trayeclorias deseadas [Puga-
CGuzman et al, 2004].

En ol Capitulo § so presenta la manera en gue se desarrolld la interfse visual e
i s A o A
LI EREIC) _}" |.a',i ITRELTHETEY, T )00 anto ope iJIIﬁd'E‘. Lll.lll::.a[‘ :]"-'iATL;'hBH ED | r:'J-

En ol Capitulo 9 se exponen las conclusiones que 26 desprenden del presente docu-
Treril



Capitulo 2

Fundamentos tedricos

Informalmente bablauds, de acuerdo con Slotine v Li, 1991], en un sislema de control
dada, o primers y oy importante propunks sobre 2us numerosas propledades s 81 un
punto de equilibrio de interés es estable, porgque un sistema de coolmol inestable cx su
panlo de operacin es tipicamente natil, ¥ polencialmente peligroso, Caalitalivamente,
un sistemsa es deserito comn estable en s punto de operacion si empezando 2l sistoins en
alafin parte corea de su punto deseado de aperacidn implica que &ste permaneceri cerca de
dicho prnts pera todo tiempo futuro. La dindmics, de un péndulo que nicia sau movinienlo
cerea de sus dos puntos de cquilibrio, concretumente, las posiciones vertical hacia arriha v
vertical hacin abajo, es frecnensemerte utilizada paza ilustrar los comportamientos estakle
¢ ineslable de un sislema dindmico. En los sislemas de control de acronaves, un problema
tipieo de estabilidad es relacionado intuitivamente & la siguiente pregunta, “Anuede un
prerturhacidn, debido aoune rdfogn de owends, cresor e deswineion siguificabioe on s
brryecloria del vuelsaF7 Agad, el punlo deseado de operacion del sistoma, oz Ja Lravectoria
de vuele en susencis de perturbaciones, Cualgoicr siseema de conlool, ya sea fneal o e
fineeal, implics un problema de estabilidad el cusl debe ser estudiado miriciosamente

2.1. Preliminares matematicos

Fxn ests seccidn se presentan varias herramientas disponibles pars of andlisis de sistemsas
de control no lineales, Tl esvudio de estas técnicas de sndlizis de sistemas de conlrol no
lineales ¢s importante por verias rezoncs. Primeremente, o andlisis Ladrico e uzualmente
la maners menos costoss de explorar las diferentes caracteristicas de un sistema dado
Adomda, al momento de levar acabo la simuelacidn de un sistomn, éste Toguiers eslar
[nedarentado por la teoria matemdtica. Las simulaciones de sistermnas no lineales con
poco o nule sustento matematico suclen producir polires resultados o resultado: enganoses.
Bt ws especialimente importante dada la gran ebhundancia de comportamientos que los
sistemas vo lineales pusden presentar, dependiendo de las condiciones iniciales v de log
entradas aplicadas al sistema. También el disefin de controladorss no lincales siempre se
lleva acabo de ascuerdo o las téenieas de anglisis. Debido a gue los métodos de diseno
de conlroladores no lineales estin usualmente basados en lag técnicas do andlisis, es casi
imposible perfeccionar métodos de disetio de controladores no Bneales sin ankes Hevar
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(4] Sigrema masa-vesorte. (3} Retrato de fose del gistoma -
# Lh—-TEsurTe.
Py
#
f ‘ =
'f [
% .
-1
]
1
]
Py
/.J
: k=1 =1 .
1 o |

Figura 2.1 Bistema masa—Tesorte ¥ su retrato de fass.

pualo un vorrecno andlisis del ststems eu caestion, Pee altime, estas herramisnsas tainbién
pertniten evaluar el desewnpeiio de lus leves de conteol disefiadas = pardr del enalisg oo
glsnella, v el caso de gue se enga un pobre desemperio, essas andlisis tambicy pueden
provees la direcoiin en la onal se puedan modihear estos diseies de sonmrol.

Debido a gue ¢l znaliziz de los sisternas de contral no linealeg 0o es cosa ficll, se
ban Nevado esfuerzos para deswrrollar herranivimas tedvicas apropiadas, Muchos métodos
de unalisiy de sisternas de conprol 1o lneales han sido proprestos, sin embargo, scul se
describwen deralles de los métodos mds importantes para ol cmrectp andlisis de sislemnas de
conirol no lineal.

2.1.1. Analisis de un retrato de fase

El plana de fase frata sohre of estudio grifico de nn sistenma autdnomo e saamndo
Lrl‘:lﬂn l'].“_ﬂfy{ﬂ"it” 'EH_]T

:'i-']. = f;I:I'T:_L: Ij:h {1 'l'l
n : 5 P B |
dz = [falwr.imz), .

doude @ ¥ s son los estados del sstema, v f) v o oson las fancioues v Hieales gue

representan a los estados. Geométricamente, ¢l espario de cstados do este sistema g5 vn

pilaner gue anilive a las variables o ¥ 5 comeo conrdenadas. Esto es Hando pleno Je fase.
Dado un conjunio de condiciones miciales w{0) = w5 laaohcion de la ecnacion (2.1)

Fegfty] _ —

; EH Cuando € tiempo 1 varia desde cero hasta infimito,

.1-.:.{ |

la solucidn ®(4) puede ser reprosentada geometticaments gotne win curva en el plane de

fr.ge. Dicha curva os ilamada frayectorie. Tna familia de trayectorias de un pleno de fase

corvespondiente & varag condiciunes inicisles es Namado relrato de fase do wa sisfoma.
Tarva ilustrar ol concepto de plaan de fse, considérese el giruients sigtema.

es Tepresentada por et

Ejemplo 2.1 (Retrato de fase de un sistema masa—rvesorte). La ecuarion que gobier-
na &l sistema masa—resorte en la Figura 2.1.2 es la ecuncion diterencial lineal de segundo
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orcler
it =1L (2.2)

Supdngase que b mase estd icicialmente oo reposo, & una longitnd zp,. Entonces la solneion
de la couscidn as

(1) = =z oos(t),

wft] = —xzaenll),

Eliminsnde el uempo ¢ de las ecuaciones anteriores, se obriene la couacion de las trayee-
torias

6 42 g

T4 =y
Tsto representa un circulo en el plano de fage, Dependiendo de las condiciones iniciales, se
pede alitener civeulas de diferentes radicg. Al graficar estos ofreulos en Lo plane de fase
se ohslene nn plano de Zaze para ol sistema masa-resorte (ver Figura 2700

Ejemplo 2.2. Ecuacién del péndulo

Considérese el péndulo simple mosteado en la Figura 2.2, dende { representa s longitud
de la pértiga v m repreaenta o masa del péndulo. Amimase que la pértige csti rigida y no
Ligre masa. Sen # el Angulo delimitado entre la pértiga v el ojo verlical a través del punto
de pivate. T péndulo oscila libremente en el plano vertical. La melinacidn del péndulo se
mueve en un cirenlo de radio . Para eseribiv la eenacion de mosdndento del péndulo, se
identifican las Duersas gue zeldan sobire soinelinacidn. Hay un cmpuje gravitacional hacia
ahajo ignal aan g, donde g es laoaceleracion debida s la gravedad . Friste también wos [uersa.
tlebiicla o Ta resistencia que penerss 1o frieeidn contra ol movimienlo, e eual se asume que
tw proporeional @ la veloeidad de la inclinaeién del péndule con un cosficiente de Mriceion
k. Utilizando la sepunda loy de Newton, se puede escribic In ccuacion de movimisnto en
la direccion iangencial vomo

mi?d = mglsen(d) ké, (2.3

Escribir la ecuacidn de movimiento en la direecidn langencial tene la ventaja de que la
Lenaion oo ko pértiga, la cual esté en la direccidn normal. no aparece en la ceuaciin. Se llega
a la misma ecuscion al escribiv el la ecuacidn del momento sobre el pivote. Para oblener
el modelo de estados para el séndule, se toman las variables de estado como ay = 8 ¥
Fu =48, Por lanto, la: couaciones de estado son

.j' i —_ .'J’-'z i {2 "1 }
P == _9 sen(my) — — @y {2.5)
{ il
Fara encontrar loe puntos de equilibrio. se considers, que &, = @5 = 0y 32 re3uelve parn
#1Y @y
riil . {] ol | Ly
: - i ; K-
g 0 dsenle) — S
Los punios de equilibiio estan localizados co (nx, 0}, para v =0, =1, 12, ... A parsir

de ln descripeidn fisica del péndul, es obwvio que el péndule sélo tiene dos puntos de
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L LS LA
|

g

Figura 2.2: Disgrama de! péndulo simple,

equilibrin eorrespondientes # los equilibrios (0.0 ¥ (.0}, Cualquier otro wdmera de piras
completos que el péndulo haga antes de Hegar a la posicién de reposo, acabard en uno de ks
dos puntos de equilibrio ya mencionados, Por ejemplo, si el péndulo hace m revoliciones
completas de 360 antes de llegar al reposo, maleméticamente, se dice que ¢ péndulo
ge aprozime al punto de equilibrio (2rem, 0). Se limitard ol andlisis a los dos puntes de
eyuilibrio "no (rimales” del péncduls, Fisicamente, se puede ver que ambas posiciones de
couilibrio son muy diferentes la una de la otra.

Mientras el péndulo puede pennanecer ¢n reposo on el punto de eyuilibrio (0,0, di.
ficilmente se puede manlener en reposc en el punto de equilibrio (7,0} debids & gue una
prerttrbacidn infinitamente pequedn hard que ol pénculo salga de dizho punte e erpili-
brie, La difcrencia entre ambies pantes de equilibrio se encuentra en sus propiedades de
estabilidad. La Fignra 2.3 mussira ol retrato de fase del pendula sin friccion (= ) v

B
= {¢)

Figura 2.3: Relrato de faso del pénduly simple sin friccion (£ = ().
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a5

i
f
I
1
¥
|
|
|
f

Gl a

| i
-0 =5 ﬁﬂ 9 B 10 15

Figura 2.4: Retrato de fase dol pendulo simple eon friceién f=— 17,

PHIATLCTIOS Unitarios (m = #=I1=1) y la Figury 2.4 1 muestza con Iriceidn (b = 1) W
pardmelros unitarios,

2.1.2, Region de atraccidn

Muchag de las FECES, 1o es fuliciente determinar s un sistemny, dady posee catabilidad
asinldtica en sus puntes de cquilibrio. Por esn, eg imporiants encontrar la reEién de atrac-
cion de dichy PO, 0 en su caso, un estimade de él. 'ara apreciar la purtsncia de
determinar la regidn de alraccion, sup@hgamos que oo uns sifuacidn dada, un gistems, 1o
lineal ticne un minto de equilibrio asintéuicamente estable. el oual se denoming comn B
Bupdngames ane el sistema esig tperando en un estado estacionario en B, COLOOCES £11 £
Hempo {5 una sitnacisg qQue cambia la estructura el sisteina e Mger, por ajemplo,
COLLO circnito en una red cléetriog Supdngase que el sistoms dafisdo no tiens puntos de
squilibriv en . ni en ay veeindad. La trayoctoria del sistema, se alojard de o - SUDBOEa
ademds que ol sisteme, corruple se solucions en el tiempe 4y v ol gigtoma, despuds del dadio
liene puntes de equilibrin Asinloticemente estables en Zps, donde vl w2, =, ni s
eatdn soficlentemente caea de &, de manera CuR | oporacién en estado edlacionario en
s U aceptable. Iin el riempy ty los estados del sistems ®(t ], mieden estar muy lejos del
mueve equilibrio del sistoms despuéz del dafin Fpw Bl hocho de ai el aistens regrosara a la
OFCIACION ¢n estado estacionario sy ®ps 0 00, depende de si 21, ) porteneee 4 1a region de
atraccidn de .. segiin el nuevo tomporteniento del sislema, [I halil 2002]

Ejemplo 2.3, Qo ol elrnloma,

L =
. = Iy ‘|-2.l:i' ALy

26

—Ta,

&
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i
3

<Aty —

L=

srls

™
e o Y

— %

& i = | Mo
b i, s Eis 7, = Deedvaada terposal de I Reton de Lyepunoy

[reedvneks ok din Bl vl Bvopmsmeon: ¥Viiry oy ) = — &L

Livnisin o L piznen Vi),

Fizwa 235 Funcién candidata, de Lyapucoy (2.7) (arring) ¢ derivada de & funeidn de
Lyapuuoy (2.8) (abnjol.

eoll 11 unico equilibrio en t'] =5 [ﬁ], ¥ Ia signienne funcisn condidote d¢ Lyapunos;
4 - '

. 1 ; ) .
Viz) = 5 |‘ T zj'l (2.7

" Figus 2.6: Puncién cancidata de Lyapunov (2.7) (arviba) v derivada de 1o funcion de
Lyvapunov (2.8) {abaje).
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B as

Fignra 2.7: Rerrato de fase del sigtewn (2.6

Hariendn s operaciones correspondiontes = lega a

eli

: o T —— . .
Vig) = —ad |7 -2y J_:;J — i (2.8)

o pide graficar ol diagrama de fase, mostrando la region donde
12 2oy ay

0, BOEEATE eI
|

3

Pt oS o
(sraficar Vi), 7 @), ¥ la region donde | = 2.5 £

Bt las Piguras 2.5 v 2.6 se testran la faneion eandidata de Lvapuner, v la derivada
con Tespecto al tiempo de ésta, los cuales fueron graficodos cou ¢l siguicnte cddigo e
Mam.ag®;

¥ e desw p] < mEshyrddi-9.8:0.00:3,.8,-0, 550,00 10.8) ;
e A = on 1 M8 . o208

w2 detd = e 1B - Fougt, ven B - omk B A

o B w b (e Nl S S

kol N R T

S poEA teR S e 2L ABTE]

Zo Lo Flgora 2.7 se muestea vn retrato de fase del sisioma, {2.6) donde las Lrayectoriog
ecolar negra ficuden o la iuestabilidad, y las demds (vorde, tojo, magersa v efax) tenden al
origen (estabilidad), En Ja Figura 2.8 sc ymesora la superficie de 1a funeidn de Lvapanoy
(2.7) com la evolocion die las mismas raxechoriags vistag en el retrato de fase (Fignea 2.7)

10
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Fignra 2.5 Pnncidn de Dyapinov (2.7) del sissema (2.6) donde las traveotorias color teere
tienden a la inestabilidad, ¥ las demds (verde. rajo, magenta v cian! tenden al prdgen
(estalilidad].

En las Friguras 2.9+ v 2.9% se mmestran dos perspectivas diferentes de la suparficie de b
dertvada (ereporal de la funeidn de Lvapunov (2.8) donde g2y < 1 /2. Er lss Figuras
210y 210D se muestra I regidn de alzaccin, donde & 5 = 1 /3,

El grafico de commormo de la Fignra 2100 se livo con o] signiente cddigo:

1 [, k] = gonteirten Loom Feyewe "kt "bnowddrat, 20

¢ slabel (G, R

Si el lecror no estd faniliarizado eom la progratmcion en VMATEA BE, e imporiante koo
L gnia de programacisn de Mareas® [Hunl of af, 2006] para enbencer la maners en gue

= )
&
& Ve
=a -
ted i if, 8
% Il.lf & -:- m e

£ i s

S B .
¥, . 5 sl
# " i ..
Ejg={h) Bl 'l'_'.u..-l Bl

i) Derspectava antovior de 1 derivads feo- (b)) DPersneciivi, postorior Je Ta deriveds
poral de s funcidn de Lyapunov (2.8). terrporal do fa funeidn de Tyapunev (28]

Figura 2.9: Derivada femporal de la funcion Je Lvapunov del sistews: (2.8).

il
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() Grafica en 3T de ¥ =] . (b} Gedifien de coulimo de y = o 2.

Figura 210 Grifiea dey = 2y s,

e undliza la coma en los arreglos de marrices: o} ugo de la prima o vegtotes o matrices
(por efemplo. ') guiere decir malriz (ranspuesta. el puo ¥ coma al final de nna Hoea
e eomando owaite la impresidn de los resuttados en 1o ventang de corandaos. © simbola B
significa que el resto de T Imea s an cotentario. Ademds g padra enterider la manera
e mampulur ¥ configurar diversos arveglos ¥ matiices para generar praficos en 2D, ¥ 3D,
asl camn los praficos de colitorno que se ven en ol capitulo &, enlre otras cosas,

Ejemplo 2.4. Cousidérese el sistemns visto on [Khalil, 2002, Ejemuple B0

5 == s i
i'-,IJ\ = i'i 1 + x| — filiy + 2) 12.9]
donide h: & — B es uua fineion localinente Lipechitz la cual satisface

A =0; bl 2 0, vu| < |
Comeidérese Tn funeidn cuadririea

2
|1

como la funcidn sandidatn de Lyspunpw. Le derfvada e Lyapunoy Vin) escd dada por

| is |
g a="2uy 3 2wy 4

13-{:‘:} = e+ 2g) iy + 20 + W | Fy
- -—2.‘!:13 — h [’.’1:1 —_ szz — [:I:I. - T'_J] hl’,i,.l b I:]
S =2y =6 + 3 Ve | <1

- |3 6
= —i& i i &
Por in tanta, Vie) es definide negaliva en el coniwnto

fiF == {:1: i ]EEZ]I‘ B b ga £ 1}

12
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B ]

Fj

|
|

Ejf' iy

s

Figura 2,11 Retvaro de fase del sisterna (2,700 para diferenteg condiciones inieialas,

v se puede conclulr estabilidad asintorica, Thmands e —25) como kg +a3)
terietnon e ef sistema gueda de la simuiente Torig

Ey T T
iy = =BT +22),
v oan derivada V{x) resitta comoe
Vig) = 1@ | 2ed= 10 F )t

= “2af—(py )< OV, F0ER

(e este ejemiplo st obiivieron las Figaas 2011, 212 v 2,13,

2.1.3. Espacios de funciones

= 1 T3

(2.10;

Unos espacios de Mnciones comniteente usilizados en el andlists de sslemas de con-

trol som lus Haanados espacing L7,

L3

donde noes o] Liwers de clementos de la funcién que
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I'2)
&

#

-

Eje Vix

Figura 2.12; Gralica de Ja superficie de Lyapunoy poea o sisterua [2.10).

3

e iy s

. = -—I—’,_'_.___'\_._'._ =
e % L
] " & ¥ 1
A E i r'-}

Figara 2.13 Derivada de ln furicidn candidata de Iyapunou (2.11) pura el sislewns [2.10}).

14
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pertenezea a este eapacio. y L, denola ol espacio de lag hinclonss cuyas potencias & la g
son completaimente inlegrables sobre ol dominio [, o), os deci

LI ar < oc

Par crrve lade, 2l espacio L, dencta el conjunto de todas las funciones acotadas, os deeir

que tienen una eoti wiima gue exisle yoes lnita, de frma guet

sup | )| < oo
T

Lat wsners Lradicionnl de analizar o convergencia global del error de posicion g cero en
sislernas mecdnicos =8 utilizar wn lera cuvs demosteacidn pueds see verlfiearda siguiendn
loys misrnog pasos que se ubtilizan para demostrar el Lema de Barbalat, Esie lema ez el
Loma 2.1 de [Kelly v Sanlibdfies, 20030 A continuacidn se councia un lemna gque proves a
las Tunciones que perteneces al espacio L5 de condiciones suficientes para que cotverjal
a cero, Kale lema es muy utihzado en el catodo del arte relative ol contral de pozicidn de
roboks manipuladores,

Loema 2.1, Considéreae uns luncidn contimummente diferenciable [ - By —+ B® Supdngasc
mue F v osu derivada temporal satistacen que

e .Irf = '{:':;_.
= fe L]
Entonces, neccsariamente el lenite iy .o f{1) = 0 £ B

Sin embargn, en ol libro de Khalil [Khalil, 2002] se presenta otra versidn del Lema de
Barbalat. Este se snunecia & continuacion.

Lema 2.2. Lema de Barbalat expucsto on [Khalil, 2002]

Seag s B — B une funcidn noilormennenle conbinus. de [0, 00), Supdngsse que 1 f i )l
X % F—ram
existe v en [iniso. Entonces

(1) = 0 eonforme § — oo

Prueba: I'ara ver esto dltimo, supongs ad absurdum que o0 /4 0 enando ¢ — oo,
Intonces exdste yna conglante & > 0 tal que para todo T = ), se puede definr 7 > 0
con |¢(T)| = k. Daco que &(t) es unilormemente continua, existe una constanze &y = ()
tolgue @l L) —d&{8)| = /291 2 Dy 70 £ ¢+ 2 ke Entonces,

f:lii’l i ||:’.",II:.|'.:I = -:')(.FE::’ —+ '?J'::Fl”
»o|e(h Bt - (T

; 1 l .
- K1 g k'l —_ r__) Ir'l.-,'_- ¥ L'l'll e [T:.,_ '-Irl] B |i|l.-,2_i.|

Mo shinbolos £; v £.. denetan a los cspacios £y £ respectivamente.

[a—
a1
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por 1o lanto,

1
it o=y b
5 142

t T ey
o 1eE)

domede 1o iguaicl ul se cumple, dado gque @[t mantiene o misme aigno pars T) < ¢ < T+ k.

Lucgn, foelr) dr ne converge a ningdn Hmite finito coulorme ¢ — o, siendo esto uns
cornd rmdmcmn. L

2.2. Propiedades del modelo dindmico de robots ma-
nipuladores de » g.d.L

Ahora se presentan aleunas propividades fundamentales del modele dindmico para e
bots manipuladeres de n g.di. deseritos por la siguienle scuacion

Mig)i~Clg.d)d—gla) =, (2.12)

donde M q) representa la matriz de inercias den « n, Oy, i) demota la matriz de fuer
zog © pares cemtrifugos o de Coriolis de urden n < n, g{g) representa ¢l veeror de pares
gravilacienales de orden » v finalmente + € K™ representa el vector de pares o fuerzas
aplicaras,

Lax eenacidn (2.12) es cominmente ntilizada para describir el compostamicnta de raboda
manipuladores, ¥ sus térmings presentan propiedades importantes en el disciio v analisis
de estubilidad de diferentes controladores. Sdlsmente las propiedades relacionsdas con
el diseno de controladores v ol andlisis de estabilidad utilizande ol mérode directn de
Lyapunoy son prasentados en este documento.

Falas propiedades serdn descritas a continuasion con el siguiente orden: en la primera
aeeeidn so presentan propiedades de la malriz de inercias A7 (), 1o cual estd relacionada
cont la funcidn de energia cinética & = 2 2 M(g)g ¥ posce dimensiones de » % w en la
segunda parts se desarrollan las pluplulud?‘-. relacionadas con la matriz de (uersas cen-
trilugas ¥ de Corioliz Oy, ), la enal posee dimensiones do n o« 5 v oaptd en [uncidn da
ambos cstados, Lanto g como §; 1a tercer parte desarmlla propiedades relecionadas con el
vertor de fuersas gravitatorias glg), Ia oual se prosenta en robots gue ne pOICH NIngun
tipo de compensacion de pravedad. e g., manipnladores sin CONTTAPSSOS, TE30ILes, O pari
robols disefiados pars moverse fuora del plano horizontal. *'LdF-Irta-L'- en la cuarta parte ds
el secelon se presonfan caracterfaticas relacionadas con la “dindmica residnal.™ la cual
es Importante en el estudio v andlisiy de estabilidad de estos conlroladores.

2.2.1. DPropiedades de la matriz de inercias Vi/(q)

Liv matrlz de inercias M(q) es simdtrica, definida positiva, v posee dimonsiones 1 x
bus elementos silamente estdn en [uncién de g Esta malriz satisface lag giguienles
propiedades [Kelly ¥ Santibiaficz, 2004):
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Capitule 2 Fandwrnendos ledrieos

Prapicedad 2.1. Exizste i wimero real positivo o Lal que
Mig)zal YgeR®

donde T representa & la matriz identidad de dimensiones n % =, La, matriz M '{g) existe
¥ s dehnida positiva,

Propiedad 2.2, Para robots que sdlo poseen articulaciones rotacionales existe una sons-
Lanilet & = (0 Lal gque
Al Migb 2R YgeR®

Une forma. de encontrar 3 as haciendo
. T
a3 rn (u:u_j:-: |f._'i!r,;_l: () |
N I
domde M lg) s dl clemenlo oy de la matrz A ‘q).

Propiedad 2.3, DPara rabots que s6lo posesn articulaciones rotacionales existen constantes
foag > 0 tal gue

Mixlz — Mg 2| = by |lw—gllllz] Yo u 2R (2.13)

Para gneontrar ky; se puede hacer

(2.14)

Bag = | max — ).
e |

{ i My lq) )

Propiedad 2.4. Para rohots gque s6lo poseen articnlaciones rolacionales existe un nimero
By = 0 tal cue
M)yl = iy |ul Yo e BT

FPropiedad 2.5. La matriz dc inercias M{g) es simétrica v definida positiva y satlslacn
M (MY P = e Mighe € N f M} | 2]® (2.15)

domde MM} denota el lgeps A Migli¥g £ K" ¥ At M} denota
el sUpgopn Amicd M}V € BT

Propiedad 2.6. [Moreno-Valenzusla ¢f al., 2010, Propiedad 2] Para. todos los vectores
q. ., g,z € R, las malrices de inercias M (g} v de fuerzas cenliflugas y de Coriolis
g, g} satiafacen

D M)} a2l 2 2 M) 3 DM (@)} 2] (2.16]

con la matris M (q) definida somo

1 i
M(q) = 5 [Ma)+M(q)]
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Capitulo 2. Mundomentos tedricos

2.2.2. Propicdadcs dc la matriz de fuerzas centrifugas y de Co-
riolis C(q.4)

Propiedad 2.7. Para un rohot macipulador dado, la matriz (g, §) pueds uo sor tnics

aero ol veolor Cq.q)q 2l lo os,

Propicdad 2.8,
Clg,0)=0 YW e R",

Prapiedad 2.9. Para todes Toa vectores g, &, 7, = € E* v cualquier constante esealar
36 Liend

Clg,®)y = Clg.u)z,

Cla.z +owly — lg.z)y +allg.w)y,
Propiedad 2.10. El vecior O, 2y puede ser escrilo de la forma
w” Chig)y
i {f-g{qjl i

Clg.x)y= (217)

" Oy

donde las matrices Oy g) son simétricas de dimensiones noscw para b =1, 2 .-~ 0. El
elementn i de ), (g) de la matriz (', (g] correspoade al simboio de Christoffel Crmi),

Propiadad 2.1, (Ver ap [Santibidfios y Kelly, 1997]) Para tovols que solo poseen 2rti-
culaciones rotacionales, exisle un ndmero b, = 0 Lal qus

v ung cota inferior pera la constante ke esia dada por

ke z 0 (sup|f'aj¢(f1}')
i ;

donde e ) os ol simbolo 4k de los simbeles de Chrigtottel. |Lozano y Taontaou, 2002]

Clgox)u| < ke el lull Yo 2wekS

Propiedad 2.12. Para robons gue sélo poseen articulaciones rotacionales, oxislen mimeros
By o 0w Ry 2= 1) tal gque

[Cem, 2) i —C gy m) ol < i, 2=l ool s e~ ool 2] 9 o 2 9 2 €
(2.18]

Propiedad 2.13. (Vor c.p. Santibdics y Kelly, 1997]) La matriz Clg. ), obtenida ulili

soncdo los cooficiontes de Chointoflel, estd relaciomads 2on la malrie de inercias M{g) por

la. expresion )

w U)) - Clad w=0 Vo.doek
debidu & que el Eroin % A (4} — Oy, q) es antisimétrico, Equivalentemente, la matziz
Mig) — 20{q. §) es antisimétrica, ¥ también se cumple que

Mlg)=Clg. ¢)+ (g, 4}
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Capiluly 2. Fundamentos tedricos

2.2.3. Propiedades del vector de pares gravitacionales

El veelor de pares gravitacionales (i), se presenta en robots cuyes modelos no estan
diseniados con compensacion de pares gravitucinnsles,

Bl woctor de pares gravitacionales de dimensiones nx 1, depence solo de les posiciones
articulares . El veclor de pares gravitacionales glq) es continue y por lo tanto, esta
acolado para cnslquicr volor de laa posiciones articularss g acotado. Esie vector do pares
gravitacionales tiene las signientes propiedades.

Propiedad 2.14. El vector glg) v el vector de velocidades articulares § estén relacionados
por

T b
Plagti)) qid) dt =8 q(L7) — U g0} (2.19)
[ﬂ g (qli)) @te) (a(17) —td(mi0))
pavia cualguicr valor de T € /.

Propiedad 2.15. Para obotz que poseen sélamente articulaciones de revolbicion existe
i oiimers Ay el que

[ g% (a() as) dt + U(u(®)) = by

S|

para cuslguicr valor de T € By v dende ke — ming{U{g) }

Propiedad 2.16. 'ara robots que poscen solamente articulaciones de revolucidn, el veclor
de parcs gravitacionales glg) =s lipachitz, lo que quiers decir que cxisle una consiante
ky = 0wl gque

||q{m} - gl:y} | =y E y|| 12.20]

pura cualguicr valor de », 3 € B, Una manera de enconirar kb, cs evaiuando la derivads

parcial dada por |
Jole .
ki = n (lmi.x' M) 2.21)
For fanto, k, satisface la siguiente relacidn

e | Uy

|| daiag)l A gly)
o | Pt tl| B T8 :
e Chy | i Pelu]

Propicdad 2.17. Para robots que possen solamente arviculaciones de revolucion exisle
una constante & tal que

|glq)] =&

para cualguier valor de g € B,
2.3. Introduccién al control adaptable

Fin alpunas tareas de conteol, tales come aguellas relacionadas con robots manipulado
res, Lo sistemas a ser comsrolados poseen incertidnmbres paramélricas en el nrincipio de

la. operacion de control. A menos que dichas incertidumbres paramétricas soan redncidas
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Coapilulo 2 Fundornendos bedricos

sradualmente en linea debido a un mecanismo de sdaptacitn o de estimacidn, pueden
cansar incertidumbre o inestahbilidad en los sistemas de conbrol. o otras tareas, como
las relacionadaz con siglemas de podencia, la dindmica de: Ins sistemnas pueden ser hien
conocidas al principio de la operaciin de control, pere pucden experimenlar variacioncs
pararméuricas itnpredecibles conforme la ley de conbrol og implementada. 51 no hay ningiim
“redisetio” del controlador, el disefio inicial del controlacaor puede no ser capaz de controlar
los canbing en la planta de manera adecuada, Generalmente, ol ohjetive basico en el con-
lrol adaptable os mantener un buen desempeiio de log sistemas a pesar de la pregencia de
incertidumbres en loa parémetros de la planta. Debido o gue la incertidumbre paramdtrica
penrre en muchos problemas practicos, e control adapiable ez util en muchas aplicaciones
industriales, wales corno en los robols manipuladores,

Bl modelo general de un robot manipulador? gue estd dado por las ccuaciones de
Lasrangee, pucde aer expresado come

Mlg)g+Clg.q) g +oglyg)=r. {2.22)

Los elementos de la matriz de inercias M{g), la matriz de fuerzas cenuriligas v de Coriolis
a. ), v el vector de pares eravitscionales glg), ne adlo dependen de la geometria del
robot manipulador, sing también de los valores numnéricos de diversos pardmetros comeo
las masas, las nercies v las dissancias o los cenbros de masa,

El easo on el enal estos pardmetros ¥ la geometriz del robot son conacidos con exactivud
ez llamado el case idenl Un caso més realista es aquél en el que los valores numéricoy co
aleunos parametres del robot son desconocidos. Tal es el caso cuando ¢l objero a manipular
por el érgano terminal del robos (el cnal se considera como perte de la dlsima articulacion)
prsee Una masa v ung inercia deseonocida. Eata sitnacion no se piede sobresstimar, dehido
a que lo incertidumbre en algunes de loa pardmetros del modelo del robot hace fmposible
utilizar las leyes de control basadas en el modelo que no considera cslos valores. Los
conlrodes adaplables son Oliles precissmente por esle casn mas tealista,

Para enfatizar la dependencis del modelo de los pardmetros dindmicos, se reescribe L
peuacion 2.22) en funcidn dol vector de pardmetros dindmicos desconocidos @ come

.-'I»f[r_;. H:l i+ Clago, )~ _q{q_\ ﬂ:l =T (2.24)

Tl veclor de pardmetros dindmicos desconocidos @ puede ser de cualgpuier dimensidn, ¥ no
depende ni del niimern de grados de libertad del robon ni de si el robot tiene arlionlaciones
prisnidticas o rotacionales, ni de ninpin olro aspecto relacionado con el tobot, Por lo Lanl,
se dice que # =2 B donde 1 es ana constante conocida. Clabe destacer también que los

pardmetros dindmicos @ no corresponden necesarinmente g pardmetros individuales del
rubot.

Ejemplo 2.5. Conaidérese el ajemnplo del péndulo ideal del Ejemnplo 2.2, con su s
concentrade: cn ol extremo de la pértiga, & una dissancia | de su €e de rotacion, ouyo
madelo dinamico se repite agqul por conveniencia:

miZ§+myl senfg) = 7, (2:24)

“Diado bajo condiviones ideales de artivulacionsd s, sin elasticidad o lag articulaciones, sin fric-
eifr, ¥ con una dinamica en los actnadores despreciable,
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Capitulo 8 Fundamenlos ledricos

donde se idatitica que Mg, 8) = m %, gle, 8) = m gl senfq). 5i se consideran la masa
¥ o distancia | como desconocidas, a2 Lisne que el vestor de pardmetros dindmicos queds

O ,
ml
o= o]

ol cual es una funcidn vectorial no linesl de los pardmetros falcos mov |, va que @ depende
del producto cntre ellos.

2.3.1. Linealidad en los parametros dindamicos

El Ejemplo 2.5 muestra que ¢l modclo dindmico (2.24) e3 lincal cn los pordmetros 8.
MNotese que
a f [nd?]
mit§+myglsenly) = |§ senlqgl A
il G - mog L sen(y) 4 wenlgl] | oals
= dig.410.
Esto quiere decic yue o] modelo dindmico {2.24) puede ser reescrito como el producto
de una funeidn veetor @ que contiene Lérminos no linealos de Tos estados v el veclor de
parametros dindmicos B,

Esta propiedad o= commimente conccida como “linsalidad de los pardmetras™ o “para-
matrizacion lincal” Zs nna propiedad que possen muchos sistemas no lineales v ima gran
clase de robots manipuladores. Fsta propledad se enuncia formalmente a continuacion:
Propiedad 2.18. Lineclidad de los pardmetros dindmicos
A partir de las matrices Mg, 6). g, 4. 0) ¥ &l vector glq, #) del modelo dinfmico dado
por (2.23), la cual ae resseribs por conveniencia comeo

M (q.0) G+ Cla.4.0)4 —alg.6) =T (2.25)

fe tiene Io sipuentoe,

Puara todasa, o, m £ B g e .ql_;e |

Mg #)u+Cfg,w, 8)v+glg. 8l =0g u.v,w)l + klgu v w) [(2.26])
donde r(g. w, v.w) ex un veclor de dimensiones no> 1, @g. w, v, w) o8 una malriz
de dimensiones v x m y el vector @ de dimensiones m % 1 depende sélamente de

| o8 pardgmetros del robot manipulador ¥ de su carga.

2, | Ademds, sl g, v, w ¢ L7, entonees Pl . v, ) & L1207, |

Cabe remarcar gqne siempre g6 puece encontrar uia maners de detinie el vector # £ E™

para el cual wig, w, v, w) = 0. Considarandy sslo, al bacer w = §, © = w = i, puede sor
il reeseribir la ccuacion (2.26) como

Yig.d.4)8 — Mig.0)§ - Clg, 4.6, 4+ glg. 6), (2.27)
donde Y{g. ¢.§) = ®(q.§.q4.4) es una matriz de dimensionss n x m y ol vector 8 de

dimensiones m x 1 que contiene m constantes que dependen de los pardmetros dindmicos,
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2.3.2. Parametrizacion de un controlador adaptable

Laz leyves de contral para regolver problemas de contral en regnlacion v en segadmicaio
para robots manipuladores cstd dada por

T =7(¢. G Ga. Ga. Gu. M, 000 4), alq)} (2.28)

En general, estas loyes de eoncrol estan formadas por o suma de dos términos: La parte
que no depende explicitamente del modelo dindmics del rebol a conlrolar, v la gue &l
depende,

Sin embargo, las leves de rontrol son cousciones slgebraicns que ealeulan lo necidn de
confrol, la enal puede ser escrita en la gigulente forms

™= 7u(q. 4. ga da. da) + M(q, 8) u + Clg, w8 v ~ glg 6] (2.26]

donde log voeotores w, v, w € B dependen de las posicionss g v de las velocidades ¢,
afl come de Ja trayvectoria deseada gy, v de sus primeras y segundas derivadas. Bl vector
A< E™ e3 el vectar de los parametros adaptados,

La ley adaptable permite determinar el vecior 8(1) ¥ en general, puede ser ascrita como
una couacion diferencial de 8. Una, ley adaptable utilizada en sistemas adaptables s la
larnade “ley ivtegral” o “ley del gradiente,” come

Oit) = 1" | w{o.q,4,d, 9a. das ) do + 0(0) (2.30)

donde 7 = [T = 0 & B y @(0)) € B son parameiros de disefio, v ¥ e uns [uncidn
vectorial o sor determinada, de dimensidn .
La ecuacion de la ley adaptable chienida sl diferenciar (2 30) respecto al tierpo es

(1) — I (. g, 4. 4. 9a. Gu. du). (2.31)
Desde un punto de vista praction, es doscable gae la ley de eontrel (2.29) asi como la,

ley adaplable dada por (2.30) v por (2.31), no depends. cxplicitmnente de 1 aceleracion
articular .

2.4. Estabilidad en el sentido de Lyapunov
Considérese ¢l gistema auldnomo
5= T {2.32]
donde f: D — B* a3 un mapeo localmente Lipschits del dominio £ © 87 0 B, Supingase
v £ 1) cg un punto de equilibrio de (2.82); esio s, [{Z) = (0, Se busca desoribiv v estudiar
In estabilidad de £ Por convenisucia, se esteblecen Lodas las defniciones v teoremeas pars

ol eazo oo qme el panto de equilibrio esld en ol origen da B esto s, T = 0. No hay
ningims pércida de generalidad al hacer esto porgue caalquior punto de ecuilibrio puade
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e ma— -
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] f W18, g4, 4G, dy, 14) de
1]

Figura 2 14: Disgrama a bloques genérico de nn controlador adaptable pars robots man-
suladoras.

]

sen ulicade en el origen al hacer un cancbio de variables. Supdngase que s £ 0y considérese
un cambio de variskbles y =+ — 1. La derivada de 3 estd dada por

=% = fl2)= Hy+ :r".)dztr;gi:y:l. donde o(0) =0

Fa la nueva variable y, el sistema ticne ¢l punto de ecuilibrio ubicade ea ol origen de
T, Por o tante, sin pérdida de generalidad, siempre se asumird que fix) satisface que
Fi) = 0 ¥ se estudiard la cstabilidad del origen @2 =00

Definicidn 2.1. El punto de comilibrio @ — 0 de (2.32) s
s cslable si, para cada £ = (), exdste una § = 4(z) = 0 tal que

|00

< d=||xi)|]| €= ¥izU

m inestable ai MO es estable.
» asintdlicamente estable 51 es estable ¥ 4 puede ser escogida tal que

()] < 6 = Ym x({) = 0.

Fl requigito de & v & pars la eslabilidad oma una forma de cansa y efectn. Para
demostrar que el origen es estable, para cualguier valor de = quo pudiera designarse, se
debe encontrar un wmlor de 8, posiblemenie dependiente de z, tal que una trayoctoria
que empiece en una vecindad del origen § nunca dejard la vecindad de la bola de radio
¢ Las tres propledades de los Lipos dé estabilidad pueden ger iluairados con ol Ejemplo
2.2 [Khalil, 2002].

Fn 1582, Lyapunov demostrd que otras funciones pueden usarse en lugar de las ecua-
ciones de energia de un sistema para determinar la estabilidad de un punto de equilibrio.
Sea V1 D Boamn funeién continmamente diferenciable definida ce ol dominie £ C B
ee contione al origen, la derivads de Voa Jo largo de las trayectorias de (2.32), denotads
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pur 'f"l_r:r:}: catd daca por

LT o HY
Viie) = %{d—nf = ; e i)
filz)
ey ax av| fala) _F_JTL_.*- -
= Lo Be T | | e
ol

La derivadea de ¥V a lo largn de las Lrayeriorias de un sistema 3 dependiente de la seuacion
del sislerma, Por Lanto, V) serd diferente para dilerentes sistemas. i &(f, &) o5 la solucidn
de (2.32) que tiene un estado inieial @2 en el tlempo ¢ = 0, entonces

- T
L"fm} =—F (@‘J[J‘., .Lj)'
- il : bt
Por 1o tanto, i Vi) es negativa, V oserd decresciente a lo largo de la solueiin ce {2,.32).
A continuacidn se enuncia el Teorema, de estabilidad de Lyapunoy,
Teorema 2.1, Sea 2 = 0 un punto de eguilibrio de la ecuscidn {2.32) ¥ sea [J < BT
un dominio gque contiene al origen 2 = 0. Sea V 1 D — R uea [uncidn conlimaments
diferenciable tal que
Vi0)=0 % ¥(z)=>0 en 2—{0]} {259
Vipi< 0 en L [2.34)

Entonces, €l origen & = 0 es estable, Ademds, =1
Vie) < 0en 17— {0} {2.35)
cotonees ¢l origen & = 0 es asmtdticamente estable,

Fl tecrema de Lyapunov »uede ser wtilizado sin necesidad de resolver la ecuacion
diferencial (2.227, Por olra parte, no hay ningane moners siglemsticn para eucontrar o
tuncitn de Lyapunov [Spelsbers-Korspeter ef o, 20020, En algunce casos, hay funciones
cardidatas ¢ Lyapnunov naturales come las funciones de encrgin en los sistemas eléctricos
o mecanicos, En olros cases, basicamente e método para encontrar la funcion candidata
e Lvapunoy e a prueba vy error.

Ejemplo 2.6. Considerandn otra vez la ecuacidn del péndulo con [reeidn (gjemplo 2.2),
podernos escribie gue

Ey: S dy

T —msin(m)— hug

v se propone ahora la siguiente funcidn condidole de Dyapunow para demosirar la catabi-
lidac del sistema

—t

Vig)=n{1- ms[:;rljj + i (230
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de donde se chulene la sipimiante derivada temporal a lo largn de sus trayecstoriag
Vi{w) = iy sinfe )+ we do = —bul,

La derivada de Lvapunov e semidelinida negative, Pl 1o es delinida aegab va delide a
e k:*'[rr.:l = en ooy = 0 sin importar el valor gue fome 54 esto quiere derir gue ’if"'[m; =)
a lo largo de todo el eje oy, Por lo tanto, sdlo se puede conduir que ol origen s estable.
La Mingidn de energia de Lyapunov Viz) no puede demostrar estabilidad asintdtica. Sin
embargo, se busca otra funcidn candidato de Lyapurow cuya der vada sea definida negativa,
Tdmege por ¢janplo

F 1 2 @ [ | '
Vi = 5 [E @y by + |+ | L= ms[:zlj_ (2.37)

cnya derivada 1) ostd dads por

. L 1

b het gEEGC gl T _’2

Vix) 5 a by sl 5 by
b término xy sinfes) = 090 = x| < #. Temando el conjunto 1) = { x e E2||:1:-.| i T}
se ve que la funcidn cundiduls de Dyapunov Vix) = 0 es definida positiva y su derivada
() = 0 es definida negativa en el ronjunlo 22, Loepgo, ulilivando el Teorema 2.1, se
concluye estabilidad asintotica del origen.

En ol ¢jemple anterior se ve que con la primer funcidn condidota de Lyapunov (2.36)
a0 ge puede conchiir estabilidad asioldlics del origen debido a que su derivada sdlamente
e somidelinida negativa. S embargo, nétese que i-lr.le e negativa para toda © £ B
excepto en la linea donde rp = 0, donde ¥(x) = (1. Para. mantener esta condicion, la
“ravecioria del sistema debe estar conlevida denbeo de la Tines donde w0 = 00 A meuos de
gue ;= 0, esto es impesible debico a que

2a{t) = 0 = #2(t) = 0 = sin (=:(t)] =0

Por ko tanto, el sistems pucde cumplir gqne T:-’{;?:} = i} aclamente &n el nrigen donde 2 = (.

Istableciendo csuo fonmalinenle, se livne que si eu un dominio conteniendo al origen se
puede cneontrar una Mincidn de Tyapunov cuys derivada a lo largo de las trayectorizs del
sistetug. sva secidelinids nesetiva, v &l se pnede eatalilecer que ningnna fravectoria piecde
permanecer idénsicamente donde V (a:) = 0, exeepto en el orizen @ = 0, entonees ol origen
=5 asintolicamense estable. Feto viene del principio de invariancia de LaSalle [IChalil, 2002)
2l vnal se enuncla enseguids.

Teorema 2.2 (Frincipic de Invaciancin de LaSalle). Sea & © D © E" un conjunto
COMMPACLO qus €5 positivamente invariante con respecto a & = fla) ysea V' 2 12— [ una,
[uncidn continuamente diferenciable de maners gue Viz) < 0 cn £ Ses &' ¢l conjunte de
lodos lus puntos en L donde Vl'r.I::I = (L Sese. M el conjunte invarianle mfs grande oo I,
luegn, cada golucidn que comisnea. denlrs de £ se aproxima & M conforre t 3 oo

| ]
o



Capitulo 2. Fundamentos ledricns

LDemostracidn. Seg w(t) una sclucidn de (2.32) que empieza en £L Dado que Viz) < 0
en O, V{x(i)) es una lancion decreciente en ¢. Dado que V{z) es contiong en el conjunto
coupacto (1, estd acotada por ahajo en 0. Por lo tanto, {@x(0)) tiene un limite 2 conforme
b— e Nolese gque el conjunto limite pesitive L7 estd en O porague 0 es un conjunto
cortado Para cualguier 30 2 LY {punto limite positivo de 27%)); hay una secuencia @,
con t, — 00y w{l) — p conforme n -+ oo, Por s continmidad de Vi), V(p)
g g Vi(t,)) = a Por lo tanto, Vie) — o en L7 Dado gue L™ es un conjunts
inrvariarte, (2} = 0 en L', Luego,

LFedookka

Dado gue x{t) estd acotado, ®(¢) vende s LF conlorme £ — oo, Luego, x(t) tiende a M
conforms £ — oc. n

En Kelly ¥ Sunlibanies, 2003] se presenta una veision simplificada del denowinado
teorems de Lasalle, 1a oual estd enunciada a conlinuaeion,

Teorema 2.3. [Kelly y Bartibafiez, 2003, Teorema 2.6] Considérese la ecuacién & — [(x),
enya origen ¢ = 0 ¢ B" es un punta de ernilibrin. Supdngase que existe nna hinadn
candidata de Lyapuney Vi) definida positiva {globalmenee) v radialmenle desacolads
al e

Vie) <0 Ve cR, (2.38)

Definase el conjunto £ comao
Q- fwe R V(m)=0). (2.34]

31 2] = wp = 0 es Lo dnica condieidn inicial en (¢ para la cual @(8) € 41 ¥ = 0, entonces
el vrigen @ = 0 2 B o5 un equilibrio asintéticamente eatable en forma global, i

En el caso de los sistemas swdnomos, el worema de invariancia de LaSalle {Teorems
2.2) muestra gque la wrayectoria del sistema, se aproxirma al conjunlo invarianle pas grande
o b donce /7 es el conjunto de todos los puntes en £} donde Vi) = 0. En ¢l caso de
sistenas no sutinomoes, dueds no estar muy claro odmw deliie o coujunts £, ya que
Vi, @) es uoa funcidn tanto de  como de los estades . Ersta situacidn puede ohservarse
de uno mancra més elara al establecor que

Vit @) = —W (e} =<0

para uu conjunto 7 gue es defivide como el conjurto de todas los puntos dende Wix) = 0.
be debe esperar que la trayectoria se aproxime & £ conforme t tlends a oo,

Una alternativa al Teorema 2.2 5 ¢l Principio de Inverinneia de LaSalle mossrado
e |Barkana, 2014 para sistemas no autimomos ¥ aulonomos como casos particulares, el
cual se enuncia o continuacion.

Teorema 2.4. [Barkana, 2014, Teorema 2.2] Clonsidérese ol sistema no linssl no autdnene
@ = [t @) Supdngase que exiate una funcion de Lyapanoy Vi) delioida posiliva v
e 81 derivada temporal Vit @) a lo largo de las travectorias del sistera & — fit.2)
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Capitulo 2. Fundamentos tedricos

e semidefinida negativa, v pacticularmente satisface I relacén de la fornw V(G ®) <

W) < 0. Definase el dominio £y = {w:Vit,z) = V{0, ag) } para cualguier condicion
micial (L = 0) = @ Debide a que la derivada, r_][:& Lyapunov es seridelinichs negativa
esld olaro que todas las (rayectorins del sislems sstdn acotadas v contenidas denlro del
deminio g, Ahora, definase of dominio {1 = <2 : Wix) = 0} Bajo s suposicidn de que
|12, (3 || esté seotada para enalquisr x(2) acotads, el vector de estados @(t) Uega de
uieiera Ninima al dominiao § F=Hg N1,

Para el caso donde se presenlan sistemss auténomos, el Principio de Invarianeia de
LaSalle (Teorema 2.2) muestra que la trayectoria de un sislema e aproxima al conjunts
invariante mas grande en [, donde F es el conjunto de tedos los puntos en §) donde

Vi = 0 Lo el cpso de los sistemas no autdnomos, pusds no sor clata la manees, e

!Ir_hmr al vonjunte &, dado que V(@) es una funcidn de tanto el tiempo ¢ com de Ios
estadas w. Lo situacidn se siniplifica si se puede moatrar Ciie

irt.r; — W () < 0

enteonces el conjunlo E pneda ser definide coms el conjunto de todos Lo puntas conds
Wiz) — 0. e puede esperar quo la trayectoria del sistema se anroxime al conjunte £
cotdorme ¢ riende 2 2.

i Lnportante resaltur la ingeniosa idea que tuvo LaSalle. En higar de tratar con el
resultado de ls derivada de la funcién de Lyapunov come wna Duncidn, el Principio da Imr'a—__
rizncia relaja las condiciones en el sistema. Tllzandn la notacida | #|| A o L g

una de las siguientes dos suposiciones se debe cumplir a o largn de las LI;_L‘;LLt.I:J]‘_’Hh clel
tema.:

| flae(t), 4)] estd acotada para cuslguier o acolada.

= i.t-[:ﬁ' — 1)

La [uneion uiv) es ma médulo de continuidad, lo gue implica que la lTHvRetoria es una
funcidn continua varisnte en el tismpo,

o el origen @ = 0 e3 global v asintélicaments sstabie de nn sistems, dado, snlonces
dibe ser el dnice punto de equilibric del siaterna. Si hubicra otro puuto de equilibrio a,
una traycctoria que cmpiece en & nermaneceriz en ¥ para Lodo tempo § 2 oo,y por o
Lasita no Lenderta al origen, 1o ceal eontradice la afirmacién de que ol origen es global v
asintolicamnente eslable. Por lo Lanto, la estabilidad asintétics, slobal no es estudiada para
sislemnas con miltiples punios de equilibrio, como en ls councion del péndulo (Ejemplo
2.2),

Debico a que las propiedades plobales de estabilidad implican In existencia de un tnico
cejuilibrio para el sistema descrito por la ecuscion diferencial rispontiva, 8 permile hablar
ney solo de las propiedades de estabilidad global de dicho equilibrio, sine tambitn de dichas
propicdades para el slatenia que represontan. es di ir, afirmaciones comoe “este sistema os
asirdl ivaente estable er fonma glabal™ serian correctas,
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Capiiulo 8. Fundamentos tedriens

Eje 1,

Figura 2.15: Retrato de fage del sistorma (240 pars diferentes condiviones iniciales,

2.4.1. Ejemplos de aplicacion del Principin de Invariancia para
sislemas auténomaos

A continnacién se redacta el ejceplo 2.7 de [Barkeann, 2014],

Ejemplo 2.7. 5S¢ licne el dpniente sistorma

j.'-_. = "
S . A . L2401
da = T — i

cuyo retrato de fase para difercutes condiviones inigialos puede ser visto en la Figura 215,
Mara este sislema se propone la funcidn candidata de Layapurson

F ¥ *r 1 i T &
Vie) = (a2 4 22} {2.41)
cuya derivads estd dada por '
V(-I.'] == '.I’:- =i .'I;_'g_.

= Ayl e — Li'i%.

= —uEe (2.42)
Lo grafoas de las funciones (2.41) v [2,42) prieden ser vistas en las Figuras 216 v+ 217,
Junce con las trayeetorias visias eu ol retrato de fase do Ta Flgam 215, Sigi =0 =2 =10
es la vnlea condicidn inieis] para la cval #(i) € Q ¥ > 0 envonces & — 0 o5 00 o ) de
eiuilibrio asintouicamente estahle,

e



Capiiulo 2. FPundarmentos tedvicos

Figura 2.16: Funcién de Lvapanov (241} del wistoma (2.40)) purs diferentes condiciones
iricieles,

Sin embarge, debido a que la conclusion del Principio de Invariancia pars esie gisloma,
ex qie dermina deutro de o dominio eu tn espacio de estados dado por Az = 0, cutn
hnplica que

g S 0= dp=N0 =y =0 sy = (.
Fir esce putito. cabe destacar que sangue el arigen es un puito de remlibro, cste solo es
L : TR : AT /e
unt pumta de equilibsio “regular® para b Lrayeeraria trivial (D) xuf0) = ’U il v
que la solucion comienza, permanece ¥ rerming en ¢l origen. Dara cuelguicr obra condicion
indetald 4 {0} /U v a0} 0 ol origen cs wambién wye punte de euuilibrio adlamenle que es
alcanzado conforme + — oo (punto de eqnilibvio dltims).

ljemplo 2.8 (Conrol PD). Bl controladar P eon retroalimentacion de velocidad os el
contrelador de mala cerrada mas sencillo que puede emplearse en el control de robots. La
eenacion del conrrolador PT puede sscribirse comn

=N, §—K.§ (243

domde 1. K, ¢ B son matrices simétrivas deficidas poditivas seleccionedas por o
disenador ¥ denominadas como ganancis de posicion ¥ de velocidad. respeciivamente
El vector gg € R 15 lu posicién articular deseads varianse en ol ciempo, v ¢l vecrtor
4= ga— g € R se denoming como evor de posicion.

El comporramiento en rnalls corrada de un vebaot de 1 grades do Hbertad bajo le cecidn
del conrrolador PP eon retvoalimenracién de velocidar (o coureel DD e obtiene combinandg
el modelo (2.02] eon 1 ley de conwal [2.43), g doir

Viglg+Cladlgtalg =K, q- K.4. (2.44)
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Her bl
o cquivalentemenre en térmings del vecror de sgtidos Ig‘-"‘ q COTI
il F B ) ﬁ
dblal 4 — M7 e} [ § - Kog—Cla, ) ¢ — gia)]

que es una ecuscion difsrencial o lireal v ono autdnoms. Sin emburgo, & el veolor de
sosiciones articulares descadas gq se tuma comn constante, la ecuacion de mally cerrada

4 = “ri _:_1 T : ] 3
el Lerminos del vector de estados [Q'J g ]| pusde éscribivge covo

: "
- 4 J (2.45)

|44} [R, & — Ko — g, ) 4 — g(q)

dt | g

En este case, fa ceuncion difereneial que describe ol sisema signe siendo wo lineal pera
antomnerna. Esta autonoviia se debe o qQue gq i constante, La ecuaciou aoleror podrd

sy = . e Y ¥ i o1 I i ]

teter nmluiplss estados de equilibicio, os cnules eatdn ados por § g = |a“ (! ] 3
donde 8 ¢ B” 05 ls solucdn de _

K,s—glgg—=s) - 0 (2.46)

Ubviamenue, si el modelo del manipulader ne pesee ol rérmine de nares gravitacionsles
g(gl. entonees ¢l dnico wquiiibro serd el origen, D igual forma. s el términe glg) es
mdepeudienre de g, Lo, glg) = g, snionces & = Iy g serd el fnico equilibrio del sisterms.
La ecuucion (2.46) es. en general, no lines! en 8 debido ab téunine aravitacional glgy — s).
i este cimio, se presenta no efentplo donde €l madelado det robod inclhive &l Lérming
gravilatorio glg) pave ud robot cou articnlaciones fideanente de) tipo rotacional,

Vi)

Fignes 2.17: Derivads de Lyvapnnov (2.12) del sistema (2.30) para diferemtes coudicionos
Indeiales,
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2K

Fignra 2.18: Un péndula simple del Fjemplo 2.0,

E;: i
(‘}

e g
Fignra 2 19: Retrato de fase de (2, 417) del Ejcrnplo 2.9.
Ejemplo 2.9. Caso de estudio del péndulo simple
Cangidérese o modelo de wn péndule ideal come on ¢l Ejernplo 2.1, ol cual se iluscra
en o Figura 218, dado por

m G +mol senin) = 7, (2.47)

En egte case, Ja gcuacidn (2.46) queds como

g1



Coaptialn 2 Fundarmentss fedripas

Fpa—mgl senlg — 8) = 0. (2.48)

Para propositos lugratives, se tomaron lne signicntes valores

ay

L LT e

e 4 B 2 4 0 i # 1
K ar
Fignra 2.20: Grifiea de ln cenacian (2.49),
20
.{: TE~
3
e
= it
3
AR
£
£

Figira 2.21: Vista semi-superior de ln fuucitn candidaca de Lvapunov (23] del Ejemplo
29
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Chagitula ¥ Fondamentos Ledricos

Funcion de Lyapone: Vi i)

1 & &
: G
Beg -

Figurs 2.22: Vigta Interal de ta funcion candidara de Lyapunov (251 del Ejermplo 2.9,

wmb = i eyl = 1,
kﬁ., = 1 2.5., '.I!G,.:; = 1,
qd — rT;:?-_

La emmacion de lazg verrado queda cotus

a ﬂ ) g T
alal M7 b G~ d— Clav) § — oy

Faueion de Lyapanov Vg, )

[Figurs 2.23: Vista serni-inferior de la funcion caadidata de Lyapiay de (2:47) del Ejemplo
24,

31



Captiulo 2. Fundomenios tedricos

Trerbvndn de Lisvpioey Vs, )

acie dr Dvapraene g a)

4

[Jeriv

Figmra 2.24:. Derivadsa de Lvapuoy de ( 247),

S Lenen los signicntes pkos de equilinedn

donde s ¢ B s solueidn de s —afgq —5) ~ 0, ¥ la exyvedion do equilibrios o la
fortiia

Fps—mglsenigy — 5) =0 (2.44)
Fl sistemas en lany cesvado bajo el contral PD tiens los puntes. de eguilibeio nuostradog
graficatuente en la Figura 2.20, los cuales son:

ﬂ: (1.25] —243) [-3.56 2,50
a Lo | o |0 i

Las voordenudas correspondientes de los errores de pogicidn de los arptilibadas, muméri-
camente se cncontraron en MATLARY sraficando 1o ecuacidn (2.44) an la Figura 2.2,
obientendo las covrdenaris dadas or (2.50). Se hicleron strmulacioncs para difereaws con-

diciones iciciales dadas por:
F[D} _ |28 g[;;ﬂ _ [Ew] [atey] _ [-2.82 [qm; [ix
oY l G |7 latoll [ o] |glan| ~ B J A0 . L IS

obteniendo el retrato de fase de o Iigura 2.19. Para el andlisis de sssabilidad se niilizs 1
stguience funcidn eaudidara de Lyapuuoy

i e Lo o il .
if'fmﬁf,l:;kmql-l —mﬂ 67 = 1 gl cosly) + mal. (2.51)

d4
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Varias grificas de dicha funcidn estin dadas en las Figaras 2.21, 2.27 v 2.93, con las
travectovias del sistewna sobre ella.

La derivada. de Taapuner a o lurao las trayectorias del sisterna aueds defmida comao
e 8 4
¥ Uf-l‘f} =~k

i i
(252
fIyA grafica se muesira en la Fignra 2,34

Ejemplo 2.10. Considérese el siguiente sjemnplo tomadn de Welly v Santibadies, 2003] pava

tustrar el voncero ds la aplicacion del Principlo de Tivariangis para sisternas antouomos.
Tomese ¢l sizrienme sisterma,

o =5y = ?I‘L‘], T + kary
J.'-:a; e _;:.1 14'].: ‘I:?.:—i:-'}]
By = —kaun,

donide fy o/ 0, by 7 1. Lak eenaciones anteriores represetitan tns ecnacion diferencial lines]
amlonenia civos sanilibiios son

|.'!'1 Ea g = fi A _:_‘: I

P este prnso se puede ver gue esiste mn mero mfindty de puntos de eguililivee, uno
pata cada oy € B Para i = 0, el arigen s o} eguilibvio. Considérese la siguiente fncidn
candidata de Lvapmnoy

@) = 5 I+ ad 4

la cial es definidu positiva v radialments desseotnda, Ta Jerivada Learrneral de esca [uneidn
B=

Vie) = —a. {2.55)
A centintacion se presenlan sinit wcioties para las condiciomes iniiales de
Eice g AT ; e
[ (0] ) [m] T =2 w2l
. ey | . . el
i __EI
i . . - £
T |
5 , i |
4 I'I
1 '
7 N g e o S R s A S MR IR e
.I I I: II i |
L e 0
d lII "llar- o Foe S =
| b i I = — -
T W )
-i: [ T 1 = ] =
f 5 10 a5 P i bus]
T 5]
Fignra 2.25: Soluciones del sistenca, (2.53) para #1(0) = 7, @l = —7/2 v a300) — w2

Ha
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A [ e
i %
2-\'. b’ - —_
i '1". -
Il' 'I'l o PrrerrTs —. R — o —— ——
L St S —
Y =
fY |
_!i_ _II ! r'f B e e e e e e e e e Aemrm e -
" §
&
i
.,
-E-'l |I - -
2 i il - | W - T — ]
Py |3
Figurs 2.2t Soluciones del sistema. (2.53) para « (0) = s o)) = 2/ y 2 (P = #/2
g | P 1 7 <Eak F=0 &g i

WV opara
B3

[lﬁ(ﬂj za(0) .rufHJJ = I -% /2 ':r'f-‘L:lJj

En las grificas de lae Pigyras 225 v 296 se pucdn ver cémo Ins tres estados tlenden a
s Tespectivos pumitos de eguilibrio confornie o tieripo tiende 4 infnita (t — o), Haw
cue aclarar e al teper el mismo sstado 1 como punto ce equilbmio de @3 no quiere
decir que su pudlo de equilibrio sea igual a su condicidn inicial 7,00} Fatos puridos de
cguthibrio esbidn sobre la linea en al espacia trdimeasional de la Figurs 2,27 que tepresenta
el infinite slwers de puntos de equilibrio doude Viz) =0, es decit Cotljanba invariaine

mis grande donde Vi) =

| [ s
i, ) =T

2 'h_ :l.—:'u:[_i:l.lnld: ;111'\51'5:!1!“ T
I_:l_.&-!un]l.- _.1-.|r evgie olie B
| elesmele ¥ oy ey S 0

Lﬁ.__-'"

y
ey
L] '\‘
s
e
&
1T,
% "1. i
|.t:'"|

Figura 2.27; Travectoriag del sigtema {2.33) Hustraudo la ubicacion del conjunto nemziant e

wds grande,
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b‘ T T I i T P -
£ =
3 ! =
|

st ! )
1 -

* =y

z |

g A
Ak \

-

-3 -
A &
& - L i L P | 1 i hnar oo o k!

&5 4 & 4 4 o | ) g 5

K 440
Fignra 2.28: Retrato e fage del sistema [(2.56) del =jemplo 2,11,

2.4.2. Ejemplos de aplicacidn del Principio de Invariancia para
sistemas no autdénomos

Ejemplo 2.11. Basado on un contracjemplo utilizado en [Lee rf ol, 2001) se muestza la
utilidacd de la teorfa de LuSalle en sisternas wo anténomos. Sea el sisfenia

o 1 T o
da(t] = —e @it} — i)

(2.36)

% . 2 by
Para propositos de andlisis. so csooge Ja siguisnte hncion de Lvapunoy Vi) = (h+a3).

Su derivada se obiiene como

Vie) = avdy + maids

= il Lr-, !":;:zl_'ﬁj- o ! =% "“;4_:1[’{._‘? — “:'EIILLJi

&
= _-'1'-_|.

T F t T ’
Se puede ver gqne ¢l orien (i ;[zl = |['} 1)1 cE, aparenteznente; el Anico punto de oiyitili-

bric: v debide  a que el sistema sgrisface  In sapesicien que

47
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Eje V(xy, ®s)

Fignra 2,200 Vista anterior de In gratica de la funodn de Lyapusov del sistewia (2,36) del
Ejemplo 2.11.

. _ 1l e ) !
T . :II.:]: 'l: ::I - |’V " .J. -

R e
pucids eoncluir carabilidad asinsérics. Sin cmibargs, se ve e para cualquicr conjunio
de condiciones niciales me munpla; o [ﬂ} #1, :r;;_(i,_l_'} — 1) vl wistemn fisnde a }Em ay () =

autd werdada pave todo ¢ = 0, naiuralmenoe se

I
0. M wy(i) = 0. donde 8l parceer T aplicacién del Principio de hovmincis de LaSalie
Tiesetla algunos problemas.

BT
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) o & T ¥ -T 0 i | =i =
DL emoarge, anngue el origen [.r:l ,'zr“‘ = [} £_i| e T punto de egnilibrio, no es

el tinico punto de eynilibrio de este sistema. Debido a que ta conchisién del Principio de
[nvariancia en este sistoma os e termina derilro denn dereinin en un e=pacio de estados
dardn por vy =10, To eual implice Qe

":1!3:2}

Eje V

Figura 2.30: Vista posterion de la funcidn de Tyspamoy del Sistengs (2.36) del Fjemplo
2.1 1.
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Vi, i)

Ll
=

Eje

(L b
FiiLy

ik
e )

LAY
T
"‘.'5-1. 1|-.l".1|_.
&
. %
e 5

Figura 2.487: Vista superior de la derivada doe Lyapunow perg el sisierss [2.56) del Ejouplo
554 U1

Anngue (a’} = 0 o8 | salucion para enalquicr empo Bnito £, la simacién es diferente
viiatido el tempo tiende g iotinito, ey decir, Giiarnedo ﬁl;’;g& [[ 2k @it J] = 0 8o satistace paa
enalquier valor finito de sy, Por lo wanto, enaleuier prro en el e (ldvada por Fia) <
Viwa) 6 [x:08)] < [210]]) prede ser un prnto de equilibrio para alpuns trayvectoria de esse
sldtermn. Cabie Temarcar gue, atingue ninglins (ravectorin o mivial enrine el iy =10, 20 =
U, ¢sle es un punto de cquilileio para w “leayectoria” o (8 — 0, @00 — D, que comienza,
permanece, ¥ (vl on el origrr, Do la gura 228 se muestra el retrate de fase del
statemia (2.56),

A contimacion se enuncia una versicn no autdnoma del Cjempls 2.7,
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Ejemplo 2.12. Se ticne of siguiente sistema

d(t) = [1+sen(r]] z(2),

#alt) = —[1 fsent)] () — L+ cos(t)] aft)
Para el propésito del andlisis de estabilidad. se eseoge | siguience funcidn cndidata de
Lyapimion, Via) = § l;r."f. () + 2 [i}j!. AL derivar se ahtiens que

Vig) = md+ e
= [IL + et} zpas — [.1 -+ w&nlft}].;nl T~ l] + rﬂslfi‘ﬂ 23,
= '—[1 — s H] cit (2.58)

Figura 2.32: Vista postevior da 1o devivida de Lyepinov parva el sistema (2,56).
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&
b
i F e
iy
ol i
.
et S 1 Rl /M| L - : b o
a " 3 1 P : "

Figura 2.33: Retraio de fase del sisrems [2.07) para difercites comdiciones inieiales del
Ljempla 219
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Aunqiie no se fengn ninguna faneidn W) nara decir que 7 P - Wilm) < 0.ocsed clivn
que V{e) < 0y que al hacer Vi) — 0 coullova que

Vial == oo =0 = i =D=m =0=q =10

En lus Figas 2085 v 2,36 se muestran la funcibn de Lyapunay v la derivada de ésua
respechivament e, Bl relrato de fase del sistemn so muesies en la Figura 2,33

Fiicldis el |,.rlw:|.pi,t.'u:..lr

. I

i a1 3
) =4 frj=sd
wom B
i d

Fignra 2,35 Funcidn de Lyaoumov com los Lravectorias evaluadas parit €l sistema {2.57)
idel Fjempla 2212,

Aunijue ¢l método de andlisis de ostuhalidad de Lyanunoy son ol vids wlilizade ou los
audhisis e estabilidad modernos, su aplicacion redquiere encuntrar uns fincién definida po-
sitiva. cliye derivada sea definida uegativa a lo largo de todas lus trayectorias (el sistein,
Si ese es el aso, o3 fnil observar que la funeidn de Lyapusey v si devivada Wessn 1ilti-
madarnents u cero, ¥ par In tanto se lega a la conclusitn de estabilidad asintdtica. Sin
embargn, debido s gue en la mavoria do los casos la derivada de Lo hieidn de Lvapuney
ex semi—definida negativa, 20 han buscado varias exlensiones de la reoria bisica de esta-
bilidacl de Lyapunov, Partieniargente. man altermativa provista par ¢l Lema de Barbalag
que, bejo ciertas condivionos perwie coaeluiv que la derivada de a funcién de Lvapminin
Hega o vero wliimadamente, v por io Lanta, se puede Hegar a la conclusidn de esiabilidad
i dtica .

Noobstante, el Lema de Barbelar se basa en la teorfa de funciores, v no necesarizmente
en la reorfa de estabilidad. Por 1o tanto, reciere certss condiciones reladionadas con
continuidad de fusciones, ¢ meluso von 12 catinuada 6o Tas denvadas de las hinciones, 1o
cual puede Tmicar su aplicacion,
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Pignra 2.36: Derivada de la luncion de Lyapmnov (2.58) del Fiemplo 2,12,

Consigerese of sistema neo Hinedl ¥ 0 ATROLOO

@) = flt.), (2.54)

Astimase yic lu fncion de Lvapunoy Viz] es definida positiva y =1 deciimedy Vit o) es
senmi—tefinida negativa u lo tirgo de las trayeetorios de la eouneion (238

Para gistenee antduomos, cowo o1 la ecnaeian (2.33), enalquier solucién zq de flan) =
{) consigne aue @it) = 0 % por lo tauty g &8 un punto de equiibrio, 81 une fravectoria

i)
Yoo | lanima ¥
= [ ETR =T P
M| Linguim o
l.".‘.- i 5
E‘ i i Sl g ol i - 2 v
| b i i Alinian Aozl |
o no, / b Y ahe Lyimpancy |
i \'... Vel 'EI:*J
L. % R e
p
firg |
=
i -".
B
B 5 ] : | i | [
JE -TJ_ 3 i | -E‘J‘F‘ -Tg t 1 < - - 2

Figrwa 2.47: Vit central de lu derbvads de la funcion de Lyvapunoy (2.3%) el Ejernplo
Z,132.
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Capitule 2. Fundamentos tedricns

cominnzs o aleanza ol punto @y en cualguier ticmpo, csla permanecers ahi
Gin embargo, en los sistemas no autdnomos, se debe ser més pracavido porgque los
Lermings: dependientes del tlempo pueden definiy varios tipos de conguntos e,
Cuoninidlfrese el sistema escalar dado por

Flt) = — |1 + .L,!L*.nl:.'.:l|

dende elaramente @ — 0 hace que 2(t) = 0 para todo tietapo, por lo taoto o = 0O es
un punke de eqguilibrio. 81 ma trayectoria empieza en el punto = (0, o lo sleanza en
cualgquier tismpo, éste penmaneserd shi, y el Wrming dependiente del tismpo no afectars
el comportamicnto general de este sistera.

Sin embargo, ahors considirese ol sistomnn

#{#) =t &

Claramente, ¢ = 0 hace que #(4) = 0 parg todo tiempo, por 1o tanto @ = 0 ez un panto
der cgmibibrio v es facil legar a la conclusidn de que ésle ea el fnico conjunte Hmite. Sin
embarey, al analizar nuevamente el sistema se observa que dicha conclasidn solo es cierta
para tictpos linites, porgue cuando €l tiempa £ tiende a infinito eualguier valor de o finito
hace que #{1] = 0. Anin asi, cnalquier trayectoria que smpiece en x £ (L fermina con la
traycctoria en o £ O {debide a que la velocidad inicial es diferente de cero). Por lo lante,
o= 0 es el dndico punto deeguilibrio ‘regolar’, aangne 28ln atrae a la trayectoria trivial
w(t) = 0. Por otra parte, coalguier @ 8 0 lorms parte el fconlunlo Tmile’ poogue serd
atiraclive para alzuna travectoria :1:{ £} #11

Considérese ahora el sisloms
() =—2* 47

Tin este caso, & = 0 hace gue (L) = ™ para todo tiowpo £ por 1o tante ¢ — 0 no &
un punto de equilibrio en ol sentido estricto, porque cualquier trayectoria que ompieos o
alcance = 0 en un ticmpo Anite * permanecers alejandese del punto de equilibric. No
ohatante, @+ = 0 e el Gnico conjunio lmite, debide o ore cnandn ¢ tierpo Lseda s inlioite
éate a4 el dnico punto gue hace que (1) = 0 ¥ hace que todes las travectoriog perianezcan
R =ik

Por 1o tanto, ol ubjetive general de log andlisis de cetabilidad os cucontrar log conjuntos
limite de los trayectorias que se encuentran localizados cn las mismas travectorias.

Fis util mencionar que los trabajos oripinales de LaSalle en la teoria de eslabilidad,
¥ en particular en su Principio de Invariancia, gue extienden s leoria de estabilidad de
Lvapunoy para inclur Ins casos cuanda ba derivada de la funeisn frera silo sermi—delinila
negabiva, wicialmente trataban 36lo con sistemas de la forma @00 = fie(l)) ¥ por Lo tanto
lo funcion de Lyapunoy Viz(t]) v au derivada B ,'j'.'l{.f.}\ no eran flunciones explicitas del
et f, f;'uandp loos trabajos de Lasalle abordaron les sistemas no autdnomos de la forma
i) = f :Ir.,LIIfI,I £ | meluan si la funcion de Lyapunov se cxpresaba como ¥ I:'m['tj), la derivada

)

1.-" Ao -'9"-".|I ~lr'-' SR ] R # - Al I .
I (mff, L) = 7:;:3:7‘,’ =i dim f (::: (). 1) podia sor una finecion explicita del siempo (,

Dzliido a cue almimas veees podia ser dificil determinar la definidad de tales funciones,
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los trabajos criginales de LaSalle stlo tmmbaﬁ con agpuellas derivadas de Lyapimov que
podian enmphir uny relacién de la forma. V |.L ). £:| o 1 | awf(f)] < 0.

Sin smbargn, sunque en muchos casos estd relasitn *mcha LII1'I"I]']]1T*-’E" aln restrin-
gia la aplicacicn de la LE‘:OF]H de estabilidad ce manera imnecesaria, Por ¢ emplo, mien-

tras pard Ve d) = —22[2 + senit)] sc puede defirir 1 [ﬂ 22 v eseribic entonces
Vilw ) € —Wix) £0, e'at'ﬁ nn ox posible para Valw, ] = ~a*[1 +senit)]. Bin embargo &
pu{dmw‘nn Wil =" ¥ g(t) — L +senlt) y wencr Valz, Ij — T () i) = 0. Lista clarn
que V(e 1) < 0o, en r:I raq palabras, ue Wl f ez uniformemente scinidefinida negativa.
En un caso mds general, Lal vomo Valm, 8] — —of [L—senit)] 23 [1+cos(t])] esta claro que
Valr, 1) es unilormeraente semi-—efinida 1u,;1¢| Pua AuLigue no pueds ser escrita e ningnTa
de las formas mas convenientes coraa Vi, t) < — Wim) < 0.
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Capitulo 3

Controlador PD con compensacién
decseada de gravedad adaptable

Tradicionalmenle los andlisis de estabilidad de sistemeas de control adaptable de mani-
puladdores, tanto en repulacién come en segnimiento de travectorias de posicion, se hazsan
en la feoria da Lyapunov auxiliada del Lome de Barbalat. Un egtudio reciente [Barkaos,
2014] ha desincado la importancia del Principio de Tnvarisncia de LaSsllz en el andlisis de
sisletnas no lineales auténomos ¥ no autdénomos ¥ ha introducids un Nueve Principio do
[nvariancia de LaSalle, el cual relsja las condiciones regueridas on las versiones anteriorss,
tanto de LaSells como de Barbalal, expanciende e esta mancra ol aleanes en las andlisis
cle estabialidad.

£ eontinuacion se presenty ¢l esquema del controlador PD eon eampensacion deseads
de gravedad enalizado con ambos mélados de andlisis,

Eu exte trabajo se supone conocido por el leclor gue ¢l comsrol de posicién (o de
regulaciim) es wno de lus shjetivos de conurol mids simples que puede ser alcansado pos
nn robot manipulador. A pesar de osto, se debe eouoeer al mence el vector de pares

gravitaciousles y(g} dol modelo dindmico del robot, Eutre los controles més simples se
encuenlrang:

= Ll controlader PD con compensacion de gravedad.
= El controluder PD con compensacion deseada de gravedad.

A eontinuacion se estudiacd el controlador PD con compensacian deseada de gravedad.
La lev del controlader PD con cotnpensacion deseada de pravedad esta dada por la
eenacian (3,17,
T =Ky G+ K, §+9(qa). i3.1)
Conde Jag easrices A, = A7 > 0 e B v K, = K = 0 € B simétricas v celnicos
positivas seleccionudas en el disefio. El error de posicidn estd. dado L = gq— q. donde
ga = B denota el vector de posicionss articulares deseadss, Para este controlador se
supone que ol vecior gq es constante, por o Lanlo, I lev de control (3.17 toma To forms
Cada por:
T=HK;q— K, q— glqal (3.2)
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Capitulo 3. Crntrolader PP con compensacion deseadn de gravedud adaptable

L utilidad practica con resperto al controlader D con compensacion de sravednd es
evidente. El viutor g(qq) utilizade en (3.2) depende sélamente e ga ¥ DU de g, por tanto
dicho voctor puede ser evaluado “off-line” ve que gu estd definido v es congtante,

Husla este punie. para la definicidn Jded contrel FD se ha irnpuesto la restriccion de
que el vector gq de posiciones artienlares doseadas sea constante. Bl nombre eon el Cpe
s bautize a un controlader dado debe caracterizar tnicamente s sy ostricturea v uo debe
depender del tipo de referencias.

Pese a esto, on el estudo del arte sobre el controlador PD, éste s ocasiona mente rele
renciade como “rontroludor properciona! con retroulimentacion tacomitrin” Tato debido
acne al ser el vector de posiciones articulares deseadas g, conslanie, se tiene cus § = —4,
por lo eual puede encontrarse con ol nombre alternutive mencionado antererment ¢ [Kelly
¥ Santibder, 2003)],

La Propicdad 2.18 establece que ol modelo dindmice de nn robot dew gl (ron una
carga articular incluida) prede sor eserits de Lu signiente forma [Kelly el al,, 2008];

Mig. &) utClig,w. 8) vt glg. 8) = Flq. u, v, w) O+ Mylg)u+Clg ) v+ aela), (5.3

donde g, w, e, w) = B AL ig) & B Colg.w) € BV ™. goly) € B" v 6 = B,
Bl vector 6, conoeido como el veclor de pardmetros dindmicas, contiene elementos L
dependen precisamente de los pardmetros Bsleos como las masas v las inercias de lo esla-
Lones del robot manipulador y de la carpa, Lag matrices (g, €, (g.10) y ol vector gylq]
representan las partes de las nstrices M(q), Clg. q). ¥ del vector glg) que no dependen
del vector de pardmetrog dindmicos 8.

Debide al hecho snterior, la signiente expresion es wilida, pars toda & BE™:

gle, 0] — Bz, 0,0.0)0 + golx). (34
donede se hizo
w o= 0,
n o= 0
e = L

el cunl ez un caso particular de la paramerrizacion (3.3). Fn este caso ae tiene la sipuien-
e parametrizacion del vector de pares grovitacionales pars, cualguier vector 8 ¢ B v
cuslquier vector @ € B™:

gl 6) — (:x,0,0,0) 6 + yola). (3.5)

Debido a la eomplejidad notacional, a partic de shors so atilizarg, 1a siguicnue abrevia
0T
P la) — el 0,0, 0).
Considerando (3.4) con & = ¢a; ¢l controlador PD con compensacion deseads de
sravedad (3.2], queda representado do la sipnientle resners

T= 'r{r & = Hﬁ d 1 m;,.':"?d:'f H i gD{E“d}' 'EEI:‘J

48



Capitulo 3. Ceontrolador P con compensacion deseadn de gravedad adeptable

ks impertante remarear que en ly implementacién del controladar P13 eon COMOpETEacion
descaca de gravedad (3.2, o equivalentemente, (3.5, ol conosimicnto del vector de los
pardmetros dindmices # es indispensable.

De ahora en adelante, se asamird que el veetar e parimetros dindmicos # & B™ oy
cesconocide pero es constante, Obsiamente en eate caso, el controlador PD con compen-
sacidn doseada de gravedad no puede ser utilizado pura &l eontrol cel robot. Sin cmbargo,
fe BUpons que ol vector de pardmoetros dindmicos @ estd ubicado en una region condcida
de 1 C B™ del espacio B™. En ofras palabras, anngue ef vector de pardmetros dindmicos
6 rea desconocide, se supone que sl conjunto £, en el eual /e cneucntre. f, ex conocido, EL
conjunte (& puede ser wehitrariamente grande pero tiene (que eatar acobado. BEn la praclica,
el conjunto [ puede sor considerado coma lus eotas aupuriores ¢ inferiores de los pardme
tros dindmicos que, como ya se menciont, estan en fancian de lus masag, las inercias v e
ubicacidn de los centros de masa de los eslabonos.

A continuacidn se propone, como soucion & este problema., el controlador P ooon
compensacion deseada de gravedad acdaptable. La estructurs de los esrjueanas e conerol
ardaptables para robots manipuladores estan delinidos por ung ley de eontral comn e
txpresaca en [2,29)

T =7ilq. 4, qa. tha. Gu) + Mg, 8w + Clg,w, 8) v+ glq. i;} (3.7

donde en general, los vectorss . v, w & 5 dependen tanto de las posiciones g v de las
velocidades q come de las posiciones de Ia trayecloria deseada gg. de sug velocidades gy
¥ Ce sus accleraciones gy I vector 8 @ B™ o8 denotade como el veetor die pardmetros
adaptables, anngue se trate realinente de uns, funcidn voctorial del ticmpo (}If 1], el onal
estd dado de al forma gue

Dl w.w, w)h = Mg, é} u+g.m, I‘;J v+9(4q. .EJ} Mylalw- Colg.wlv gulq) (2.8)

st curiple para todo ¢ = 0. By importante menconar que, an alpunas ocasiones, la ley de
combrol puece resultar como una ecuacidn dindmics, y no stlatnentc como ana couacién
“ulgebraica”. Ademds, la cstricturs de los ercpemas de vonlral adapiables paca robots
manipuladores tambitn estdn definicdos por wim ley adaptable comdnmente ntihzada en los
wislemas adaprables cartinuos, rambidn cowocida fomn “ley inlegral” o “ley del pradienie.”
roma by expresada en (2.30),

0) = 1 [ 05,2,d, 4 du Ga) s+ B(0) (3.9)
fl

- T P & i . -~ o ” = = o
domdet 7" = £ & B9 o gimibtrics? y #0) € B™ son pardmetros de disefio, miercras
que 1 es ung haneidn veclorial & determinar, de iwensiones 1o 1

En la ecuavidn (3.9), comn en otras seuaciimey, se ovils por simplividad, s sipoiente notacion
ER S i T T I I T LTI
WL qlL ) Gty U0 qalt). Guld), Ga ).

L makriz sitnétrica 7 casi siemprs ss diagonal, positiva definide, v os lamada “makiz Je AN LA
s A ek g
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i
= i
ot ol g —r:/;:'\- " Planta W g
: 1| e
!
i
|
i
i
G
e, ()
i s
!
|
i
: Lev adaptable
Wbl Dylga) 0 .
A= ol (gg) l-}- tanh{g] ¢
q 1 4

Figura 3.1: Control PD eon compensacion deseada de gravedad adaptable.

En el caso particular del control de posicion, estas leyes de control toman las signientes
Forvias

T = mibgaaggat); (310
B(z) = r[:u..{s:q.c;,f,rd]m.+ér;n';l (311}
¥

donde I'= I & B (llamada pananeiag de adaptacion) y 6(0) € E™ son los pardmelros
da disefio ¥ w es una uncién vectorial a dererminar de dimensiones o x L

El eontrolador PD con compensacidn deseads de gravedad es determinado por (3.10)
¥ {3.11), donde [Kelly et al, 2006, Chap. 15]

o= KG—K.§+glgu ) (3.12]
= K.§ N, B,0qq) 8+ golga), (3. 13)
v la ley adaptable como
- T ' . el o - o
Oit) = I'¢7(qa) [ [v tauh(q) — ¢l ds + 0(0), (3.14)
' 4o
donde K, = K! vy K, = K] v I' = I'T son masrices smélricas delinilas posizivas e

dimensiones n % n (ver Figura 3.1).

Cabe resaltar que la ley de contral expresada en (3.13) no depende del vecto: de
parametros dindmicos () sino de los pardmetros adaptables ﬂ(!} que son ahienidos A partir
de la lay de adaptaciin (3.14), la cual tampoco depende del vector 8.

E
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Capitulo 2. Controlador PD con compensacion descade de: yrovedad adaploble

De los paramelres de diseiio a escoer oo (30303, 014), sdlanente la matris i, debe
ser eacogidin cuidadosanente, Con este fin, s [];—_*.nwn Amaet M} ke, v By como

» '}'_"\'1&\:{_-':'{::?:'{})} i ,1-.3.13“-{{.'1.-'}‘.}' "-?'q = E{“, & = ER,

. ICa. 4.0l = ke lldll Ve dc®,8e0,

[t}
—
“n

+  |lgle. ) gly. 8

[

o —y|| Yo,y Rt 0en.

Las couslantes Ay (M} b ¥ ki 50m consideradas como conocidas ¥ denotan el aupreme
en g & B del valer provio méximo de A {qg). Para vblener estas consianles s necesario
conocer explicitamente tanto lus matrices M (g, 8), ((q.4. 8) v el vactor de parcs Tavita-

cioneales g(q. 8], asi tambidn el conjunto £1, pero no es necesario conover vl vector exaclo
e pardiuetios dindmicos .
Ahora s define ol vector de errores paramétricos 6 € B™ como

6—86-6. (4.6

El veclor de errores paramétricos # es cesconocido dado que esld en funcién dal veetar de
parametros dindmicos @ que se supone desconocido desde un principio. Sin embargo, o
error paramairico # es considerado sdlo para fines de andlisis.

De li definicidn del veelor de errorss paramiteicos 8 en (3.16], se puede ver que

{P:?(Ud:] H - f'rj.‘-.fl:qﬁi—.l 8+ dj.?{"fd.] Hr
= Plaal 8+ 9(ga,8) — polga).

donde se utilizd (3.4) con & = qg.

Urilivande la definieitn anterior, b loy de eoutrol {3.13) puede ser eserita et

T= kg N, q+P,(q4 A+ ilega, B) (3.17)
Utilizando la ley de control (3.17) v sustitnyendo la lay ce control T en la ecuacién col
modelo del robot (2.25), s obtiens

M. 8)§+Clg.q.0)§ =K, G — K. d+P.(qa) 6 + 1(qa.6) — gla. 0, (3.15)

Al obtener la derivads, Lemporal del vector do errores adaptables se oblicne que g a,

ya que el veetor de pardmetros dindmieos @ s rensidern como constanse, Dor lo tanto, sc
obliens que

0 = 1"} (qq) [y tanh(g) — 4] '3.19)

A partic de todas las consideraciones anteriores, la eonacian de estados en laso corrado
csta dada por las eenaciones (3.18) v (4. 19}, ¥ tsta se pueds cseribir como

=¥
M Yq.0) K,§— K, 6+9, o g) B — Clg. 4. 8)é + glga. 8) — gla. "?l]
I'el(gy) v tanh{§) - 4]

if
ebd

I Sy
I

(3.20)



Capilulo 3. Controlador PD con compensacion deseadn de gravedad adapioble

Vale la pona remarcar que éste es un conjunto de ecnaciones diferenciales auldnomas
T i i 2

con un vector de estados dado por [cj’ gt 87|, v el origen eu ol espacio de estados

expresodo en (3.21) es un punto de equilibrio de (3.20).

q
g =DeEin, (421
0]

3.1. Analisis de estabilidad

M eontinuacion se muesura, ¢l analisis de estabilidad. Este pretende r%ﬁ.-murszra,r la euta-
& - i
biliclasd del punio Je equilibrio nbicada en ¢l origen dadopor § ¢ 8 = 0 0 0.

-

Proposicion 3.1. Considere el sistema.en lazo corrado (3.20), Bl equilibric ﬁT g° 9 | ==
0 € B es estable v el ., §(t) = 0,

Prucha. 5Se propone nna funcidn candidala de Lyapunos, cada por

. tanh(g)]" () - M{g) 0] [tanh{g)
Vig.g.0) = | ] =7 Mig) Mg, ol 4 |
B 8 0 0 =il 8

b i oo ot i
+3 F I, G+ g7 (qe) § + UG) — U(gg),
Fid

e

&

) g i B R E » - e
54 Mig) g —= tanh®(§) M{q) g + = § Ex G+ g (g) d—Ula) — Ulga)
4; T A ] (13.22)
Positividad definida de 1{(}‘{43")

Ilay eue recordar que para que (322} preda calilicar camo 1na funcidn mndidata de
Lyapunou debe de ser una funcion definida positiva ¥ radialmente desseoada, os deedr que

Vig.g:8) = 0 ¥d§qg£0c B
Vig.g.8) — o cuande 1|'_.-"E|§!|3_||.;j||‘_*_,m

Para mestrar que V{g, §. 0) o= una funcidn definida positiva ¥ radialmente desacolada, se
puede acolar cada 1érming por abajo, Para esto ohsériese que para el términe flg), do
senerdo con ol Lema 3.1 ennnciado en ol Apéndice B, so tiene que

1 s e - % - i k. 1 3 =T
5 qr 'h;[' ri +f"{r'-.!]I;| = E"{rqd.-l Al HI I:qdj ) i i l/x‘rrll'n{-E{11 [ 'lilg |q g



Capftulo & Condrolador PIDN con compensacion desends de gravedad adaptable

Adeindy se tiene que, para el térming — tanh’ | g1 M{q) g se mantizre la sipuienie cola:

vtanh™(F) Mg)§ < |vtanh®(§) M(g) g

< | tanh(d)| |Mig) |d]
< ¥ dma{ M} | tanhid) || [|g)]

T Amax { M (] [[ (3.23)

|

cambiandn el signo de ambes términos de la couacidn anterion tenemos
— v tanh"(§) M{q)d = v Amax (M7 |1 1) (3.24)

Para el wrmino i a* Mig)q, utilizande la desigueldad de Rayleigh-Ritu, se acola de la
siguiente manera

F. i e J‘ 1.2}
qT E'|I{q; fq - E f!"-r_u".'-.{""'{} |:"-!'||l

Bl b —

Finolmente, para el térming L 07 718 sz tiene que

W

e e ]. 1 T i
H_ II_J ﬂ = E ':lllu.fﬂ{r ‘} “ﬂ”_ {395}

bt —t

be puede ver qui la ecuseidn (3.23% es definida pesitiva v radislmente cesacotada su
rclacitn al eslado @, Para el estado completo @, § v § s tiene la matriz 7, dada por

'!llmiﬂ{j{?'} ’[':[.l — T -mix'[J'"I} ]
JJ = i }I'mé-“-{ ‘lul } "}I'Irl'iTI{ 'f}' l:}
g i Ao

Utilizando la matriz P, se avcts la furcion cundideta de Dyapunov por aba'o como:

It N () A e |1
Vida.6) =5 [Iall Nl 191 2 |lgll|. (3.26]

Luego V(q, q. #) serd defiuida positiva siempre v cuando Ao {R,} = by, ¥ 7 soo adecun-
damente seleccionada de la forma;

N 147}

(3.27)

Por 1o tanto, Vg, . #) dada en (3.22) es deflinida positiva v radialmente desacotada w
calilica como una funcidn condidute de Dyamino.
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- P = " "-l
Derivada temporal de Vig.4.6]
Obteniendo ahora la derivada temporal de Vg, g, 8], se Lene gue

g
i s,

Zrig AR = 5 1, . o au_lr\'l‘ i
V(7.4.8) = ¢ Mg)g | 4" Mlg)d+q" K.q { a-fj] G+ g (qa) g
— = tanh"(q) M(q) ¢ -+ tanh"(q) ¥(q) v tanh”(q) 4(g) §
ifi e
Clg 40T (0)
+87Tr g

Despejando la ecuacidn de lzo corrado (3.20] v Lo conaciin (3.19) se Liens

(; @, RE IR
q'

WG| A0 L Cled g | digtda dlglid)
f/_\"' «-" x

Vig.q.0) = ¢hR5E
1 __J. 1 zr,'\ _f;l"/ " ; | r -
e LAHGYG — GG T o d—[tanhl'm (g, 4

£ £
LT AB)
—y tanh”(q) [K,d— K, d+2,laa70— Cla-qri ol — ala)l

.-.-.\l j i
E-.' .
—~ tanh” (§) | CladgT (ﬁ:l"r (q. q]] iq -+ 6% &gl tanhig] — gﬂ

= —§"K G- j_{tnnhqfij]"' M) g — = tanh”(§) CTlq. dld  ~ tanh® (§) K, g
i

+7 tanh' (§) K, ¢ —~ tanh”(§) glqa) — gla) .

donde s ntilize la Propiedad 2,13

Para probar que V{g, ¢, 6) os definida negativa, ge acota eads térming de la funeian
por arriba.

s Se emnpieza por el términe —q¢” £, § por lo gque

|'_i'T f\i.d‘ = _:"n'.iu{"l{t'} ”'i.-;'”E




Capitnle 3. Controledor PIY con compensacidn deseadn de gravedad adaptable

a & £ 1
= Para el término v £ Itanh{q}l Mg} g se tiene que

! s : - P T B i P
¥ :J_.f[ tanh(q} Mglg = — [ﬂemﬂ (91 q| Mig)q.
= g diag { mhﬁ{.i)} Mgl g
~ 1 diag {Hef:h“ {q) } M) :}|
< o |G|l diag { ﬁ{:rhzf.ﬁjl} , || -"v?":'f:'|| [l

il
-

y pur lo tanto,

i sig g i i g |
I~ | tanh{m] Mlg)g = s { M} ]|

s Puare el término v tanh® (§) C' (g, ) 1} 5 tiope

—y tanh' (§) C7(q. 4] = v tanh”(§) C'{q. §) g
= |~|.r¢;-T g, ) tanh(g)
= 1 gl [|Cly, g} tanh{g)||
= v | gl ke, [|4]] || tanh{g)|

o ,.r. \ﬁkﬁrn ”i_'i_'l!2

Por tanto,

L_ﬁ,.- tarl‘l’!.{{:ﬁ}.{.—:ﬁf (q. ) g < vafnkes g

= Para el término —v tanh’ (§) K, 4, con Ry sullciententonte grande, s¢ loga o

+ tanh® () Rog = v M Kol | tanh(q) =,

ve elecir,

7y tanh'(§) 1, § = =y Au ()} | tanh(g) |z

» Para el tdrmino ~ tEth({f} K, g teniomos que
v tanh’(§ K, | tanh® (§) 7, ¢|

|| tanh(a) |17 141,

V¥ Azl Ho ) [ tanh(qg) | il

v tanh () K § < & Ause ] K ) | tanh[c}]” ||Qi||.|

Y para el términe —y t-a_nh"r(q: [g{qt;] - g[q]] se llega g

R e

DO LI,

— tanh’(§) |glua) — gla)] = v tank* (§) [glae) — ala)] ,

[

+| tanh(q)|| |o{ga) — ole)|

35



Cupftule 3. Cuntrolador PLY con compensacidn deseadn de yrovedad adapiable

de donde debido o la ecuacion (C.19) mestrada en ol Apéndice €, se tiene que

o an . o 2 §oan | i AR TR
L—’;-‘ tanh' {q) [gf_qa;} —g07) | = vk ILHIIIL_(}J” | (d.29)

De estas cotas superiores se pueds escribir by matriz € de la, aigniente formias

Ge Amin {f;:_} — Jid.r,'z —‘—.; Abtas [ II'.I"r}
== i )"Max{-ﬁ_:l.} _l .htﬂ_,*_u{ .rirl.} — A Mm'[-"rf} "\-’Hﬂ -'E:f_'h

Por o lanle, se puede escribir V{(d, §. {5} de la signiente forma

R s tanhig)|/|” B || tanh(q
Vig.q,8) = — ” = (), (3.50)
3' il ] 2L el .
con v adecuadamente seleccionada de la sisuiente manara
[)n,“.fp{ff,,} =5 *'az' B o
p R i 3 ; (331]

A ]‘-.-'[m-c'{ F'l._ |}'-:.|:un{ .t'ir«.-; — kxn| by, — }Lr,,qﬁ-i‘lr_"ldl' }|

De acuerdo a las eonaciones (3.27) ¥ (4.31) se debe eumplir que

1'1-:.' %.}'”"” | I"rn""} . ‘i:.’l| )"rllin{mf]i
}‘m.-i.r'[iﬂl'f}

¥ e TRLTL

N 4 l)'-mfn{}{p} '!"h:d_! "}'I:I.'.*'.'l‘.":_jlil;}
Ml K = 4 [Anind I} Ba] [0k, — Masan{ 1} |

{3.32)

Liardo gue se probd que la fineidn candidats de T yapnnoey [3.22) es uns funeian delinida e

1 ' i
sitiva, v radialmente desacctada com nn minimo en el arigen -:_r g’ 6 = 0¥ g pF-m
¥ - {if. i, f-i';l £h '-P*Jl]ltlcflnl{]i-l nepativa, se Hene gue el origen og un cowlibrin estable, In gque
implica. e i, GV 6 ostén neotudas [Hnrldux[ ¥ Chellaboina, 2011] en ¢l sentido de que

*ﬂl]‘:,,.-l il < 0o, sup,., 4] = 2o, ¥ *mpu,}HH” < oo, o que quiere decir que 4,0 € L1
e Lo

Andlisis de convergencia global de] errar de posicién a cero usando el lema de
Barbalat

Com el fin de probar cue ol liuy o §(t) = €, usaremoz el Lowma 2.1, [Kelly v Sanlibdfies.
2003, Lema 2.1, el cual esta basadn on el lema de Barbalal, Deliniendn 2l vector de prrores:



Cupitulo 3. Controlador PD con compensacidn deseada de grovedad adaptable

- .!I
COI T = “| tanh(g)) ||qJ ¥ ntilizendo o Teoremn de Rayleigh-Ritz se tiene e

*

M et r -
Hinad) < s [lamb@] Al

L Ll gl |
L= Aaind G} [ tamh(@) 7 < ¥
=% A {0} || tamhy( ) |12 (333)

Hagta ol momento, se conoce gue § & L. € L. y8 € L0, pero adn no se pnoede
conchuir gque el error de posicidn § globalmenta couverge o cero, arg esto hace [alla probar
que ¢ € Ly, es decir, probar que

e fn | tanh ()|

A partir de {3.33), mtegrando ambos lados de la desigualdad, tencmos que

Vo e
/ 4V <~y 00a{Q} [ || tanh(q)|?d '3.34)
1 1

i

doude se definié ¥, = v(q"mj. G0y, ﬁm): ¥ Vi 1= Hiny oo V{G(2), 411, 8(2)). Para esto,
ol lade fzquierde de la desigualdad ( 4.34) pucde ser evaluado trivialmente aome

o e _
Vie = Vo =7 a2} /D | tanh{g)|? di
I que puede ser rocserile comao
LoorE s : ik
— Vo = =y A {2 j | tanhu{ §)||* et — V... {3.43)

Al saber que Is fancidn de Lyspunov V(F. 6. 8) es definida DPOSITIVA. 5e conoce g L, = ()
v por o tanto, de la desipualdad [3.45) se tienc que

— Vg £ = A d O [D " |l tanh )2 . (3.36)

Di: la designaldad (3.36) se lega A

LY [ ™ || tanh(g)|? 4t (3.37)
T R T £, (AR
'Fi")"rru'n{Q} 1
donde el término 1 /(~ A {2}) o3 constante v positivo. Por lo tanto, se puede decir que
cl iérmine tanh(q) pertencce o £y, es decir tanh(q) € £, por Io que se puede deciz gue
i € LY
Utilizande o Lerna 2 1 a0 concluye que los errores de vosicidn § tienden asinl duicament e
a.cero, o8 decir
lim §lil=0 ¥ E™
e = G
Es decir, se alcanza el ohjelive de comtrol, logrande ssi convergencin de los errores de
pusicidn & cero,



Capitulo 2. Confroludoer PD eon compensacion deseada de grovcdad adaplable

Analisis de convergencia global del error do posicidn a cera usando el Principio
de Invariancia de LaSalle

Cem ol do e ulilizar el Teorema 2.2, se procede a definis ol eonjunta L como la
i ” purce " e ; e R R
compunznte conectada del conjunte {[ﬁT gt @ e DERTIM (F,6q.6) = c:} GOl

teniende el origen, dande ¢ 3= 0 satisface

Vig.q.8) <c<a—ninVI(§ ¢ 6)
g
1 (=
&

com v = U siendo el radio de una bola abierta D, daila por

q i g )
]

Nate que la componene conectada coulenionds el origen definida por

q
= \‘q e V(g.9.0) £ c=w
e

ex e eotijunla cerrado por definieidn v acotade porque estd on el ‘ntetior de ., csto o,
{1 o 1. Pars ver esto ullime supenga ad ebsurdum que U @ 1., entoners en esle caso
G q
¢| £ 1 que se sitin en la frontera de IV, es dacir |g| £ 40, En este
7 g
i
pinto se tiene Vi, ¢,8) = o & ¢, gin embargo para todo || € 1)) se tiene & su vez gue
6,
Vig. q, Fg"] =63 g lo enal es una consradicelbn (ver [Khalil, 2002, pag. 115). Por tanio U
q
8 an conjunte compacio (verraco ¥ acolade), Ahora, debido & qua (. ¢.0) < 0y R =
i

Ciste un punto

{1 e tiene que V(g(1), g{t). 8(0) < Vg, G(0) A0V < ¥ 1 > 0; esto es

Glu) gt}
GlO)| e 0= g{f)| eQc Dy DYLZ0,
810) A1)

For tanto {1 es un conjunto pesitivamente invariante con respecto & (3.20). Debido al

desacotamiento radial de (g, §.0) es posihle proba que O es acotade para todos los
g (0]

valores de ¢ (ver Khalil [Khalil, 2002], pp. 123} v cualquier punto gloi| € = gt
G



Copitulo 3. Controdador PD non compensacidn deseadn de grovedad aduptable

pucde ser incliido on el interior del conjunto compacto v positivamente invariante 03 Por
tanto, el conjunto £ estd dado por

J q| N
5 - ] G & B v(gin), 4(t), 8(0) < 14
18]

donde 14 := V(§(0), (0, (). Por otra purte el conjunto
'q | )
=g ld| €0:V(§,4.8 =0
e

regilla de acuerde a (3.30),

q

E = S G=0eR =0k y8.:V(0,0,8) =15

4
g

Para que una solucién pertenczes o E para todo { = 0, es necesario ¥ sulicente gne
qit) =0%1 =0 dit) = 0%+ =0, lo cual implica que gt} = 0% r > (1. Do acuerdo
A la conacion de lazo eorrade (3.20), esto s su ves iiplica. que 811} es Lul gue satisfugs,

Pyl 8{t; — 0% ¢ = 0. Por tanto ¢l méxieo conjunto invarante A, estd dedao DOL

M={§=0eR" j=0ck yviecr": @, (gs) 6 =0 c R (3.38)

D armerde al Teorema 2.2, e eomcluye que las soluciones tienden al iKMo conjurho
mvariante dado en (3.38); es decir lim, . ql) =0, im0 §t) = 0, lim,_,. a{t) —» 0,
donde @,(qq4) 8* =0 € E*. I'n caso do oque Pu{ge) € B sen de excilacion persistente
|Laria et ai, 2002], [Loria et al., 2003], el error paramétrico 6% sord isual 1 cero. T decir,
2l equilibrio serd asiuldticamente esiable en [orma global.

3.2. Resultados en simulacién

A manera de llustracidn de los resultados del awilisia de estabilidad, se muestran alzy-
a8 siuwlaciones numéricas donde se pueds observar yue los errores de posicién lenden g
eerd, alvwnzando lag posiciones descadas dadas por

5 =
far = ——rad ¥ gamo= —rad (3.34)

10 : il

¥ los pardmetros estimados ostan sootados (los cuales estdn dudos por iy = ma y 0y =
M lia), ulilizando la lev de adaptacion {3.14], ¥ panancias prosorcionales v derivalivas
daclas por

K, = disg{3D. 30} Nm/rad,
Wy = diag{7, 3} Nms/rad,

59
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auif=

]
el i R e e e i oy
| e 1

T / | |- | gail(t)

_:h | 5 N " i § . ]
3| S | . \

"% ”_Ilr‘. ]

| | .
5 - r > % i # - o

tm i

]
Tiempo [g]
Figura 3.2 Sepuimiento de trayectoria para o Ulilizando el rontrolador PLY con compen

saeion deseada de gravedod adaptable,

¥ la matria de ganancias e los pardiettos selapiables cdelinida como
' = diag{550, 49} N /rad s

¥ v = Lrad/s aplicado al modelo del robot Pelican ubieade en el Centre do Investiganiin
{

iemtifics y de Leducacion Superior de Eusenada (CIOESE), Ensenada B.C., México,

En los Figuras 3.2 v 3.8 se puede ver |3 regulacion de las trayectoriaa ¢ (0] v walt! & las
posiciones deseadas dadas por (3.99). En la Fisura 3.4 so mucstran los srrores (o posicion
de los eslabones 1y 2. Eu ol casc de los pardmetros 4 adaptar, en la Figura 3.3 se muestra,
que Cstos permanecer acotados para todao ¢ = 0,
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_...-...---d__..,..-..:..__..--.-.......__......-.-.......,I,::..,...I... - | e
il . B b el
5 v T aalt)
el . SE | s e T LT,
3 ¥ | | | |
bt ’_ ! I !
&y | |
ol e ot
L ] L U SRS
[ S T N I . |
- s Tiempo 5

Vigura 3.3: Seguimiento de trayectoria pars oy utilizando ol controlador PTY con COmMpeL-
sacidn dessada de gravedad adaptable.

Jm'j,‘---- 2 = F
|
s | | - :
= | |
L | i
“ | .
= I |
= L |
I . _ , ;
g M | ; | i
’-1-,.,._|__ S | - — 4 il ol
o ! |
o \' | | |
R NG . : = e
5 [ \ |
<= g ) o i
| o B x‘“m,___ |
i e A
L | SERCSE
# 1 1 a T ] 3 ®
crue Tiempa (s

Figura 3.4 Errores de posicién para las articulasiones 1 ¥ 2 utilizando el controladoer PD
con compensacion deseada de gravedad adaptahle.
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|
e i ) e
1 s et s e S
o

?n'|——————-.—— T e e
B A O e | I
“a S N — v, S ST D A e
' ! |

4 ik ] | 14 Z 2 4 A6 4 4.7
Tiempa /5]

Figura 3.3: Adaplacién parametrica para ol controlador T eon compensacian doscads, de
gravedad adaptable.
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Capitulo 4

Controlador PD-- adaptable

Ll controlador PD+ ez une de los contraladorss més sin ples gue pueden ser empleados
ar el eonlrol de movimiento de robots manipuladores. le estruetinr, del eonlrol PDo Lue
propucsta originalmente por [Koditschek, 1084]. La ley del control PD+ estd dada por

T =Ry f + Ko+ M{q) fa + Cla, §) da+ alg), (4.1]
donde A, K, € B0 ooy alrices dingomales definidas posil vas,

El uso del contral PD+ requiere del conbeimienso preciso del modelo del manipulador,
es deeir de M (g), Tlg, 4) y glq). Ademéa es neceaario disponer de las Lrayeciorias deseadas
ault), Galt) ¥ G2(0) nsf como de las medicisnes de glt) ¥ glt). Fn la Figne 4 1 se presensa
el clagrama a bloques del enntral PD | para Tobots manipubsdores,

Mara Lacer notar la dependencia de la ley de contral (4.1) de los pardmetros del robot
¥odela carga —sardmetros dirdmicos — so puede eseribir de la siguiente mancra:

T=H I+ M, ®) G+ Clq,4.0) 4a | gly. ). (4.2)
La Propiedad 2.18 eslabloce que
Mig, ) u+Cg,w, 8 vtglyg, 0) = Py w, v, w) 8-+ Mp(q)u iy, w)n—golgl. (4.3)
En wirtnd de este hecho se considers que

o= {alt),
b= dd(ﬂ:«
v = 3

eon lo que se llega & la siguiente ecuacidn
Mg, 8) Gy — g, ga. ) gy — #lg.8) =
P, Ga- G qu) 8 - Molg) da+ Colg. gu) o+ golq)- {4.4)

For razones de siuiplicidad en la escritura, s partir de cste momento s ntilizars kb sisuiente
abreviacion

¢ = (g, ja. Ga. §).

£



Capitulo 4. Controlador PD+ adaptable

& J

Hal w M ) Planta Wﬂ g
Ja + T

Hd

Figura 4.1: Diagrama a blagues del controledor PD+.

Tomande I ccuacitn {44), ls ley de wonlrl (4.2) puede ser sserita de la signisnte
TMaCr

T =Ky G+ Ko g+ 20+ My(4) fa + Cola. q) da + g0lg). (4.5)

I's importanle remarcar que para la aplicacion del controlader (4:2) & de manera equiva-
lente [4.5), se requiere el conocimicnto de log paramelros dindmicos 8 del cobot {con el
objeto manisulads ineluido).

A partir do este momento se considerard que el veelor 8 € B™ de pardmetros dindmicos
us desconceido pero constanse, Naturalmente, o este eacenarie, ni el controlador {4.2) o
s eguivalense (4.5) pusden ser utilizados en el control de rohots, Pars resolver el problemms
de sentrol basaco en al PD—+, en este capizulo, se presenta ls versidn adaptable del control
FD i, la diferencia radica en la ley de adaplacion de paramatros.

Lin ol casa del control de seguimiento. 1s, ley de control pusde expresarse corma

T = T':j- . r}: LT ér‘l: ‘?d- é} [4:}~|

v la ley de adapracion, que permiten determinar Bi1), pucde expresars: come nna eenseitn
diferencial ds= 8, como la dada en [3.9), la cual se CRPIERE, COT0

.

B =1 [ (5,4, .4, Ga. du. da) ds -+ B0). (1.7)

Ml

La versidn adaprable de la loy de contmol {4.5) puede cxpresarse como
T = WK, g+ }('1_.6 —fig .-’Lf,_,{q} g+ i, gidgq -+ troly) (4.8]

domde & £ B™ es el vovtor de pardmel ros adaplades dado por la siguisnle ley de adastacion

i A = = " n
e{z}_.ﬂfn ®" 5 tanh Il[_:l'f-:’}'”—i—@[ﬂfj-l des + B0} (4.9

tid



ﬁ;p@ri Uﬂ??«.!',:rviarim'Pﬂ—f—_ﬁdﬁﬂ.b{e

conde 7 e RO g |, mnltiz de gansnciss de acapiacion smiéirea ¥ definida positiva

Ademas, ~ es nug constante que dese ser adecuadarmenie scleceionady, como

At AT
U= v < min {ﬂllzj“{ 1Hl
b

Agef M}

= & Awin{ Ky b At { K} 4.10)

; - ; - e =
E-}ll':zi_'{ 'r-'{";\.'} + Eiey ”‘]'d. |;'l:":| 4 }'uu'Jl'{"r( p} L"v-’r:”' "l'rf'a'l F )"lr:aix{ﬂ"f }l

Antes de obteser la ecuacion de lazo cerrado, s deling ¢ vector de errop paraiel rieo
QUL

G=6- 0

Asi, utilizando (4,4), 1a, ley d= contral (4.8) pusde sor cacrita £0T0
T=W K, f+90+ Mig) fa+ Clg, §) Ga+ glg). (4.11)

A parhiv de g defluicion di g, y dado que el vector paramétrico 8 se HUDONE constante.
s fiene que 8 = 4. Utilisando Lodg cito e conjinto con la ley de adaplacién (4.0]. ¥
reemplazando la acciin de control (4.11) en la dindmnica el reho (2.12), se obtiene la
ectincion de lazo cerrado como

q i o
:—i q| =Y - K, G-K.§ Clg.d)f-wd (4.12)
Gl = i3 :

f7

¥ | tanh{g} + rf

Nétese que ol sistema en lazo cerrado (4.12) es une, ecuacion diferencial Lo aulonoma, no
2 :

e R b e [ e ——
lineal y " 87 =0" € E¥ gz g punto de equilibrio,

4.1. Analisis de estabilidad

Para ol andlisis da cotabilidad, se utiliza 1a signiente funcidn candidata de Lyapunoy
[(Kelly v Santibafiez, Chap. 2, del textn |Lozanoe y Thoubaou, 2002]);

[ i ]

R e wE J.._-,._ i x 1. S ; 4
Vig. ¢.8) = - q Mig)q | :jqj Ko + v tanh' (3] Wlg) g -+ ;H’ I"~tg (4.13)

Positividad definida de V(4. §, )

Para dernos) sy que la fscidn candidata e Lvapumone (1.18) e una funcion defizida
positiva v radialmente desacolada, se Ligne que para el primer témming

o s B | &%
T Mglaz zAn{M}) g

[ S

5



Cepitulo 4. Controdador PO+ adaploble

Para mostrar que Vid,4) es delinids pegative, se encuentra uns cote superio de cada
término de (4.15). Para esto, el primer término es scouado feilmente por

|__@Ihu ﬁ H: 3 "}"rnl’r'-{‘r:("'} “'E”;?‘

: 1 sep Aranl (415}, se Lisue quc
Para acotar ¢l sepundo término de (4.15), s Lisue quc

+ 3T

£ T L T ! By . .
*.-;i!tanh(rf}r Mlg)g = ~diag(sech*(@)) a Mila)d.

p s ﬁ! "“;‘r{fﬂ &:«
g f"‘mnx{ M }' |: ‘il|z1

S

por Tanto

i Py
|“rm[tanh'kq,lj k;{q}q“h r}"un-.{_;l} u|

Abora, recordando que lns matices Ky, v I son disgonales v definidas nosilivas, se ticne
e

~ tanh” () K, § = 4 Aae] B} || tanh7(§)(| g
A { KT | tanl? ()2

%

v de nenerde con (C.3) tenemos que

v para. —y tanh' (§) K, 4 tenemos

— tanh’ (§) K, § % = deed K3 |G (| tanh(@)]| < — A (& | mf_lhtrﬂ!l*'

donde se Lomd en cuenta la ecuacidn (C.3), Tomando en cuenta la proviedad 2.11 sohre la
matriz de fucreas centrifugas v de Corloliz, ¥ el hecho de que g = llga— ILjr|| el + ||f£ I
se tiene gue

v tanh® (§) Ty, q) <y ke ldall (1)) || tanb(@) | + »‘f;l||$||2 || tanh(F)||. {4.16])

Corsiderando la ecuacién (C.3), la enal mueatrs que | tanh(g)| < /07§ € E", so llaus

EII e — -
¢ tanh () C7(q, 4) § < vhor | dallar |G| samb(@)] + v vikes |17 (417)
. s
e acuerdo o dichos limites, definiends €l vector & — ||itanh{q")| gl + T derivada

temporal de Lyapunoy mostrada en (1.15) satisface Ll{f} E:'r < —yat Qm, donde @ catid
dada por

[ - i
I.fg = min{l':"-:uj —3 l-'!-('l ”J"M“u 1 ,};,,{lk{ﬁ }

1 [ G ; .}1,13}
|__§ -E-E i ”uduﬂ' + }lnnéj-'.{ﬁ-u-}_ - }‘rr'.ill{'ﬁ .I_,-J' - "-,-"'ﬂ- 'r:-!'f'l - ~1r|'ri:; ‘I“r]'J

fi7



Capitulo 4. Controlador PL+ sdupluble

Para que la matriz ¢ sen delinida positiva, se debe lener una 7 adecuadamente seleccio-
nada, que cumpla con (4.10).
De lo anterior se conclure ¢ue V(g d) ss una funcién dalinida negativa y = puede
. am ' . i P T dpan
eoncluir la estabilicad del origen del espacio de vetades (g7 g #' =0 ek de

sistemna en lazo cerrado (4 121 También se afirma que las variables de estade 4. gy
estAn acotadas, lo que guiers decir gue

i, rlf e Lt
(4.19]

8@ € £

Analisiz de convergencia global del errar de posicién a cero usando ¢l Lema de
Barbalat

Hasta este momenta se ha demostrado que §,§ € £, 8 © £, Utilizando ol Lems
2.1, sc pretende probar gus tanh(§) £ £, v de esta forma concluir gue lim - q{1) — 0.
A partir de la derivada temporal (4.15) ¥ a las condiciones spbre v dadag en (4.11] se ticne

SyEEn & —yahe
it

| | tanhtg)) P
< —Muni@} | g |

i: _}'I‘.'.I-r'-{Q} ” tﬂ:lh{@}!|2

Interrandn ambios lades, desde £ = () hasta £ = oo, @ obliene

Vi{§(na). gloa), B(aa)) — VG0, g0, 8(0) < =N\ {} )‘ﬂ || tanh(g)(* dt.
v moviendo términos fenemos

— VG0, (), H(0)) < A {2} /m | tanh(G)|[* di — V{§loc), Gloo), Bino))
S

Cromme b himeion eandidata de Lyapmmnen 1"[51_, i_';; E_n':l, deda an IL"].] A1, e nua luneion drfinica
positiva, ¥ (g(oo), gioc). 8{oc)) = ), ¥ por consccucncia se conchiye que

- ol o % [
Vigl0),q(0),8(0)) <A@} J.'r | taanak( )| * od.
U
[Pz esta Nltlns exprasion se lega a que

E {QI‘U): ifl_ﬂ'j'; ".'”'DJ,:' o [ “ tﬂllhli&{f}ﬂ 2 db. (.20
)"m.’rl 'I-Q_]' "I i . »
clozule ol budo feguierco de o desigusldad exisle, g5 consanle v positovo. Lo que signilica
que tanh{g) & L2, por lo que ol error de posicion §it) perteneee al espacio £ Por
ley tanto, annado a que q".uff e L0 de acuerds al Lema 2.1, s¢ poseen lag condiciones

suficientes para probar cue lim, .. q(1) = 0.

e



Capllulo 4. Condruluder PO+ adaptabis

AnAlisis de convergencia global del error de posicidn a cero usanda el Principio
de Invariancia de LaSalle

En esta subsecion se utilizard el principio de invariancia de LaSalle para probar eon-
vergencia del error de posicidn § a cexo,

Die senerds sl Teorema 2.4 para sistemss no anténomos, todas lag trayectorias del
sistema eon lazo cerrado (4.12) estdn contenidas dentro del conjunto:

tg= (.4 € B, 8 ¢ B :V(3.§.6) < v(0).40),50)) |

La hola £, dada por:

& ™ o '
Aqiay P .

—— ” ”‘”"| JHf‘ieiﬂn,é"m“;;étﬂ'}}

esld contenida cn g, es decir, 2 < iy,
Fr esle purto es requerido definir el dominio 8 donde s (4. q I?"I = (] como

7

Q—9|d e B W g,q.8) =10
0]
Lo 01

e r ~ [ | tandi gl
W(d.g.6)=—> |l tanh(@)] 4l "5:*'| 15 4

y & dada por (418}, B devir,

d'_l o 0 2\ |.f 30 ._Ir[:l‘ E‘j’ 5

4 s | 3 . . §(0).q(0), 810

=+<1q| € AR rj{“ = (0} & B, con|[|8]] = \l_“ [‘-.]fT'.F‘J} ﬂ
@ EJ \‘ﬂ “roesin

L eslados del sistema de lozo cerrado (4.12) tenden de maners altima (cuando | — o)
al conjunto O = (3, NI, definida par

i lg 07 o1

i 1 . = I,f,rl,[] qICH H[ﬂ,l'l

= J g| = R J = |0, & BR¥™ ™ con ||15‘|| 4 )\J ! 14.21)
l LH BJ HJ L N -

A parlir del andlisis levado o cabo anteriormente, se coneluye que 1as soluciones tickden
al mdxime conjunto invariante dado por (4.217; es decir, liwe .. _Ej q”|i 0 o E*
(converpencia de lus errores de posicidn ¥ velocidad a cerol, ademds ol vector do errores
paramdtricos ez acolado para todo $ 2 0.

Si se tiene que @ © B sen de excilacion persistente, el error paramétrico ' con-
vergera a cerc, con lo que se aleanvaria una estabilidad asintoticiunente estable en forma
glebal (ver [Lotia ef al, 2002] v [Loria et al., 2005]).

fith



Capilulo 4, Controlador PO+ aduplable

4.2. Resultados en simulacion

A mapera de ilustracion de log resultados del andlisis de catubilided, se yuestran al-
gunas simualaciones numéricas donde se puerde ohservar qua 1os errores de posicién tienden
A coro v los parametros estimados esidn acotslos (1os cuales estan dadag por i = s ¥
fhy = minl g ) utilizando la ley de adaptacidn (4.0], v gananciag proporcionales v derivativas
dadas por

I, = diag {2000, 1000} N {rad,

I, = diag{130, 15} Nm/rad,
v la wrasriz de ganancias de los parimelros adaplables cueds cefinida como
= ding| L eg 5°fm, 0.19 kg &2 0.00 kgm® &*}
4e comsideran las referescias do posicidn dadasg por

Ar L B i - (et
(1) = 451 - ¢ .11] Il —=r L..]ﬁ.5enkw_,r\l | _— (4.22]
60[L - ¢ V'] + 1251 —e - | senlant)] &

con wy = 1518d/s v wy = 3.3 mad/s De 1o que se concluye guo
iax{ || dall) = 462.5 grad/z = 8.0721 rad /3

Iiata dato v los valores key = .80 kgm?, by = 87 Tky M2/ v At Mg} = 2790 kg m:"
som Titiles pars caleular el valor maximo permitide pars el parametro v, de anerds con
(4.10). Con los valores numéricos anteriorss ¥ lus grnancizs del controlador, se tene que:

LS6 = v =0
vse utilize el walor de v = 1 rad/seg para las simulaciones.

Tas condiciones inicialss eorrespondientes, tanto para lag posiciones y velocidades arii-
enlazes asi como para lus pacdmetros & adaptar, fueeon g{0) =0, 4 () =0y &(0] =

Hn las Figuras 4.2 v 4.3 se puede ver ol seguimiento de las trayociorias (4.22) pars las
articulacionss g v g, respectivamente, En la Fignra 4.4 se aprecia |a convergeneis de los
errores de posicién v de velocidad a cero cerca de los 100 segunides, Para los purametros &
adaptar por la ley adopiable (1.9), se pusde ver en la Figura 4.5 que permunecen aeoacos
para todo £ 0L



Capitdo {. Controlader PD+ aduplable

> { [ B BN Y . ”
| —q ()
5. F,’\ /"—\1_‘({;\_ / \ —HLE f;"\
_,,1 _______ }ff/ N/ VY ‘\\/_/l_ ‘xIL/
:E"-:-.-: / | —t . . ..i_.___ i - .
2 O

= : : —| 1
a 1 2 3 4 B " ] T F] ] ]
Tiempo =5

Figura 4.2: Segnimiento de trayeetoria parn g utilizando el contrelador FD— adaplable.

Posicidn Tarl|

!
\
| .
5
i Tiempa |3

Figura 4.3: Sepuimicnlo de trayecloria paza gs ulilisando el controlador D4 acaptable.
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Clapitulo 4. Controlador PD+ adaptable

s
Ly
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Error de posicidn {rad
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e e e e S

T A LH] (B

40 =
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Figura 4.4: Errares de posicion para las articulaciones 1 v 2 wtilizando ol conlrolador P4+
sdaptable para 100 scgundos,
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Fignra 4.5: Adapiaciones paramétricas utilizando el controlador P4 adaptable.



Capitulo 5

Controlador con compensacion
adaptable (Slotine-Li)

Otro enfodque pava comirelar raliots mampuladotes esta dado por el “contea] PE coz
eompensacion”, orisinslmente presentade por [Slotine v Lio 1987], también conocida por
el nombere (e Aoz auiores como Soontrolador Slotine-T0" Tate controlador consiste de une
realimanlacién propordonal ¥ otre realimentacion denwtiva do los erroves, de pogizidn ¥
velocidad, v otra parte de compensacidn de la dindmics del sistema, coa una celimacion
en lines s los pardmetros del (ltimo eslabdén 3 de la carga en linea. Fste controlador no
requicre realimentacion de las aceleraciones de cada articulacion. Ademis este algoritmo
pusie ser aplicado directamente en coordenadas polares.

La principal motivacidon pera el desarrollo del control adaptable como nna rams de |a
leoris, de sistemas, e hacer que un robot manipulador ses capaz de manipular grandes
cargas en prosencia de ineertidumbre en las propiedades de dsta, tales como la masa o
s posicion exacta en el efoctor final del robor mampulador. Ademas, el ideal de dota:
eapacidades ce aprendivaje en lag mdguinas ha alimentado gran parte del desarrollo dol
comtrol adaptable [Blotine v Li, 1987

lecordondo ol modelo general de un robot. manipulador de n grados de liboerod on la
susencin de friceion v otras perturbaciones, dado por las ccuaciones de Lagrangs. mostrado
en la ecuncidn (2.22), se ticne

M)+ Cla.q)a) +alg) =
La ley de contral estd dada por
= Ky + Fo i+ Mig) [da— A& + Cla. &) [Ga+ 48] — gla). (5.1)

domde: £0,. K, & B son simdtricas delinides positivas, ¥ g . G £ B, el vector § =
gqa— ¢ denota. el error de posicidn v la matriz A estd dada por

A =R TH R (5.2

4

Cabe destacar que I matriz A, dada por el products de des matrices simédricas definidas
positivas, nooes ecesariamente sinebrica i definida posilivas sic embrrgo, fsla serd oo

singnlar {(ver [Kellv et al., 2008, p. 362] v [Hom v Johnscn, 1990, p. 464]).

=
I



Capdiala & Conlvoloder con compeonsacidr: adaplohle _.g" Slotine-La)

Recordando 1o Propiedad 218, &l modelo dindmico de un robol manipnlader de «
grados de libertad (con una cargs incluida) puede ser sserita de aonerdo a (3.2) como
Mg, 8lu+ g, w.B)v—giqg.0) =
Bla.at, v, w) 8 — Malgiu+ Cyla, ) v+ golg), (5.4)

donde &g, u, v w) € B, Mylq) & B™", Oy, m) € B, golg) € R y 8 € B™.
Bl vector &, es ol voctor de pardmerros dindmicos, que rombiens elementos que dependzu
precisaments de los pardmetros cindmicos del robot manipulador. Les matrices Malg).
(yig.w) v el vector golg) Tepresentan las parles de las matrices Mig). Clg. 4} ¥ de
veclor glg ) gue no dependen del vector de parfmetros dindmicos @ respectivamente.
Diehido & lo anterior, notese gue
M{g.8) Ga+Ag] +Clg.a.0) da+ 1]+ 9(g.6)

=&8 -+ Mylq) [ﬁd A G|+ Cola. d) |Ga+ .*”HE] ~ golaq)- (5.4

cdoade @ =g ga+ A g. 9.+ A g, g} v sedeline

6 o= ] ;1&,

8 == [_;[{‘4—_!1{1"—:
W= )

Por lo Lawto, s¢ pusce concluir que
M. 8) [Ge— Ag] +(q.¢.0) da+4§| + glu.0)
=& 8+ Molg) Gut 4 ﬁJ + Culeg. 4, [*i'd +Ad§ + gola). (3.5}

Tomando (5.4), la loy de control PD con compensscidn, la ecuncidn (5.1} puede ser eseriia
COIEG

7=, d+ K, G+ 88+ Malg) [Ga—AG +Cola.d) [ga | 4G +gola)- (5.6
Al Lornar Ta couacicn de 1s ley del contralador BT eon eompensacion, es ceair (3.1, o
ecuivalentemants (5.6). hace falta el conocimiento de los purdmet ros Jindmicos del rebaol,
incluvendo la carga a manipular, esto es ol voctor A, A partir de agui se tomard 2l vector
cdle pardametros dindmicos # como desconocido pero constante. Como se cxplien en los
Clapitulos 3 v 4, lasslouclura de los controladores adaptables pars regulacion y seguimicnto
esludinde en este trabajo, estdn dades por las ecnsciones (3.7} con una ley adaprable dads
por {2.30), es deeir

T = 7lla4q f__;d,f_}d,.r',fd__f}).

00) = 1" | ¥ (0.0, q da, da) do+ 6(0)

dimde I'= I'" € B"*™ (ganancia adaptable) ¥ #(0) £ B™ {vector de eondiciones iniciaies)
son pardmetros del disefio, mientrss que el veetor 4 € B™ es una funcion vectorial a ser
determinada.



Candlulo 5. Conlrelodor con compensacion adaptable (Slotine-La)

La ley del control PD con compenzacion adaptable esté dada por
T =K §+ K, G+ 20+ Mylq) [dat 44|+ Colg. d) [gatAd| —gola)  (57)

vama ley adaptable dada por
ity =1 / 27§+ Ad]de + 010), (5.8
i .

donde Ay = K; = 0Ky = f'::I e g T = T o e B gon milrices del
diseno.
Faro cscribit lo couacidn de laro sorrade, se delne el vector do orreres paraméinicos
como # = K™ como .
#=0-08
A sartic de esta definivién cel error paramétrice v wtlizande b scnaelon [3.47, se poede
gecribir
@ — @f+D0,
= 8+ M(q,8) [fat A ] +Clg.i.0) [da~Ad] + ola. 8
; i £ ATt o B ;
—Mylq) g+ A q| — Calg. ) [qd +Aq — gulg).
Boemplazando en la ecuacidn (5.7), la ley de control resulta como
=K, G+ Kaq a8+ Mg ®) [;;d + A | Clg.4.9) |ga+ Ad +9la,0)
Utilizande esta ley de control y sustituvéndola por laaccidn de contzol T en la eenacion
del modelo del robat {2.25), se ohtiene
Mg, 0) |[g+Ad +q.d.0) |§+AG =—Fyi—K.§ ¢6 (5.9
Daco que el vector de purametros dicdmicos # se supons constante, su derivada temporal
es cers, e decir & = 0 € K™, Por v Lanto, f = 6. De esta manera, la derivada temporal
del vertor de pardametros dindmicos £ se obliene diferenciando con sespeclo al ticmpo o
ley wdaptahle (5.8). Considerando esto tensmaos que
g—ralF—agh {5.10)

Prr la tanto, la ecuacién de lezo cerracao estd formada por las ecoacionss (5.9) ¥ (3.10), ¥
pucde ser eserita comeo

]
—— as

q . .4 : i
% G| = |M (a.0) - 1,4 - K.§-86-Clg.q.0) [+ ]} - 44|, (511
(! 17 g+ Aq

la cual ez una conacidn diferencial no anténams y el origen es un punlo de equilibrio, o8
decir

= ]F'zir+-'?2‘.-_

e S

eg un punto de equilibrio,



Capitulo 5. Condrelador con compensacidn adeptable (Slodéne-Li

5.1. Analisis de estabilidad

Bl wndlisis de estabilidad del origen de la couacidn cn espacio de eslados se realiza con
la funcidn candidata de Lyapunov dada por 1o eonacion (5.12), esto e

V(G q. )= - 'L :1:;] Mg, 9)[q+ftq +q' K, g+z LGt g 5.12)

Postividad definidad de V7 [:‘;—\;}: lﬁ}

Paza verificar que esia fineidn cg vdlida para renlizar ol andlisis de estabilidad. se tiene
cite desnostrar one sea una furciin definida positiva V(£ 4, q. l’J} = 0] para Lo L ER
y demostrar que esla funcidn sea radialmente desacotade, es decir que V{1, §. G, t’i'} =

9
cnando | (gl || = oo.
8

Fara demostrar la positividad definida de esia Juncién, v que sea radialmente desaco
Laeds, 2o encuenira una cota inlerior para cada térming de (5.12), Primeramente sc tienc
e

1 1 pia ||
5 ld+44] " M (a, 8) l§+44] = 5 dma{ M G+ a4
= 0.
Para el scgundo térnino de (5.12) s tiene que
47 16, G 7 Ao Kpt ||4]1% (5.13]

y pary el térming relacionado con los pardmetros adaptables, se pusde ver que
1 55 ~ TR
Y e -1 azc
29 r=lg = 5 e £r JL||49|| : (5.14]

En relacion a la obtenciin de lus cotas inferiores para cada téemine de Lo Funcidn candidata,
de Lyapunov, se paede aeotar dicha faneién cmpleando una scuacion de maners, matricial,
demostrando que esta funcidn es definida pesitiva v radialmente desneotada, comn se v
en [0.15).

S a7 [Tk 1a
B l I||q+-"lq| "'Il'-l'li'r:{"‘l'.'r} E U Iu-|- -ﬂq”
V{366 =5 | ! 0 2hn{} 0 lgl | .8
18] 0 G Y o]l
Y

donde det{7) = A Kb Avi {8 F A {071 = 0.

Fili



Capitulo 5. Controlndor con eompensacidn adaptable (Slotine-Li)

Derivada temporal de (4.4, 8}

La matriz P = O cumple las condiciones necesarios AT ROCST DRCEUTAT G S 10k
matriz definda positiva,

Liy derivaca con respeclo al tiempo de la funcidn candidata de Lyapunev (5.15) aatd
dada por

L Fa o ol L Eopx g £ =
V(G.4.8) = G+1§ (g9 [G+A4]- 5 |3~ Ad] Mig.8) g+ A4
2" K, G+ 8, (5.16)

Bustiluyendo ahors la ley de adaptocién (3.10) ¥ la couacidn de lazo eorrads (5.117, Ia
derivada de la luncidn de Lyapimov queda expresada eomo

Vig§)= & K.§—g AT K, Ag (5.17)

domde s¢ puede encontrar una cola superior a la counacidan (5,17) utilizando la designaldad
de Rayleigh-Tiitz, como

Vi) < - el

gl AmnfA A 0 | |t
Al | i A8 |l

.

]

=

Te lo anterior se concluye que V(§, ¢) es una funcién semidefinde negativa ¥ se puede
o i . j PR ST & i Ton
conciuir la estubilidad del origen del espacio de cstados g% 5 g | = & B!

el sistena en lazo cervado [4.12), Tambicn se afirma one las variables de eszado §. G v 6
estan acoladas, lo que quisre decir que
g 4 £ L.

(519

8 ¢ L[m

Analisis de convergencia global del error de posicidn a cere usando €l Lema de
Barbalat

Hasla cste momento se ha demiostrade qua ﬁﬁ e £ 6 £ £7 Para ulilizar gl Lema
21 hace falta demostrar cue §iE) € L3 v que §(t) € £5 para asegurar que los errores
tanto de posiciim come de velocidad tienden a cero conforme el tiempo tience a infinito
ligne L1 G(F) = 0,

Fara esto, a partir de la desigualdad (5.18), dada por

v sy ] F.wﬁ'.fi'f'ffﬂ.fi} o 71 74l o
L ff :"’;:H = fely : x | ] R [_::'-;]U_.l
I:I L|f]‘| il }"Illfll{]rl;'1.'_]J _i;l'”J
2



Capitule 5. Condrolador con compensacion adaptable | Slotine-Li)

Pucato que — b {011 §]|" < 0 s tende que
V(3. G, 6) < — Aps{ ATI A} @12 < 0)
Invegrands ambos términos de esin desigualduad desde ¢ == 0 hasta | — oo se tiene e
V(@02 di(>0), B(oc)) ~ VIa(0),40).60) < —had 7K} [ a7
de donde se cunple que

—V{(0), §(0),8(0)) = — !L:«m{sl’rﬁx.ﬂ} f; gl +1 wf-.-mlﬁ‘-:vc},éfmj]]

Debido a que V{d. 4,8) > 0 es una funcitn definids positiva, entonces euarndo £ — oo s

) >
sabe gque Vi{g(=a). gloc), 0/o0)) = 0, pur lo que se puede eseribir
—V@(0), §0).8(0)) < ~Dusnl ATE A} [ P

Esto conllewy, & que se pueda delinir una cola superior parala integral cuadrdtios del veeror
e errores de una manerva dada por

V{'irﬂal'l é;’n]: é'ﬂ-ll :' i o p -
2 o ot 5917
""‘Trlir.{cir'r'ffu.;’l]'v ”',irl ”q” (5 -

Debido a esto, se tiens que

V(g(0),4(0). 6(0))
Mz AT KA

> [ﬂ Haee® dt (5.23)

donde el lado inquiezdo de esta desigualdad es una constante finita positiva, lo que significa
que log eirores de posiciim & pertenecen ol espacio L} Siguiendo pasos similares es posible
probar gue los crrores de velocidad también pertenecen al cspcio ¢ € L

De acnerdo al Loma 2.1, estas caractoristions hastan parn probar que

limg- o 1530
¥ .
a - =2 .'.L-.E
‘]ﬂiq i |3 T)

vaque ¢ € L7 cambién,
Par 1o Lante Ta comvergencia de los errores de posicién v velocidad & cero,

Andlisis de convergencia global del error de posicion a cero usando el Principio
de Invariancia de LaSalle

De senerdo a lay sfirmaciones anteriores {5.19), se puede utilizar of Teoren 2.4 Tara
alatenas no atdnomos, por lo que todas las trayeecorias del sistema e lazo cerrade (3,113
estin dentro del conjindo;

h=1{g 4 € R"8 ¢ B™: V(g ¢,7) < V(4(0), g(0}. a0y} }. (5.25)

T8



Capitulo 5. Controledor con compensacion adaptable (Sltme-Li)

La hola (2 dada por:

‘_t}ﬂ I__!_ ."-1- S o L i
o =14 |§| e et R -;"||E‘T|| < 2v(d f‘?!'_}l'-ﬁ’i“}rﬁl“-'.]] |
r:. F _ ol N At { P}

: 1L el Ha

estd contenida en L, es deeir, 825 © O, )
En este punto es requeride debviv el dominie £ donde ¥V (g.q. 0) — U como

g
(= {g e BT WHG,4.8) =0

LE ]|
_— s ezl
Wig.4,8) =— |||4] | & |
gl 1] 2
v . dada en (5.20). Es decir,
Tl g [ul |2 v (G0, 4i0), 60
i I':i":l = R"}.-.--: "oy (}' - [1' & ]R!ﬂ-l-ii'.: l’.'.l.':lll:|ﬂ” it 1||I "-II; A _rj’.-:q- . -':I
HJ H L.;_ § -||||'||{ ]

Los estados del sistema de lazo cerrado (5.11) tienden de manera tltima (cuando ©— oo}
al eanjunie (1 = 42, M, definide por

] ¥ - ;f-- ST L P
= e |5l - El & B on |8 < \jﬂ lk{ﬂfjﬂr:lﬁllﬂ[LIJ;
5 |0 M)
(5.26]
A partir del andlisis levado a cabo anteriormente, se concluyve que las soluciones tionden
al maxima conjunte invacianle dado por (4.21); es deir, lirg e ff @JI =0 & B

{eonmvergencia de log errores de pogicion v velocidad a CErC), ademss al vector de errores
paraménricos s acotado para todo ¢ 2= (.

Si se tienc que & € B e do excitacidn persistente, el error paramétrico 8 con-
vergerd A cero, con o que se aleanzaria una estabilidad asintdticamente estable en forma
global {ver [Loria et al., 2002| v [Loria ¢t al., 2005]).

23.2. Resultados en simulacion

Con ol uso de MATLAB® y de la interfaz visnal de usuario que se desarrolld, v o
maners de ilustracion de los resultados de andlisis de estabilidad, se muestran slgunss
simulaciones numéricas donde se puede chservar que los errorss ce posicidn tiendem a
cero ¥ low pardmetroa eslimados estan acotados (los cuales estdn dades por #) = i v
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Chapibnde 5. Condrolador con sompensacion adaptable (Slotine Li)

fy = iy lz) ulilizandn la ley de adaptacidn (5.8), ¥ ganancias proporcionales ¥ derivalivas
dadis por

K, = diag{200, 150} Nm/rad,
K — |l]rig{31 1} I\I'ﬂrl‘ﬂd.

¥ la matriz de pananecias de parametros adaptables corao
. : ! : 55
[ = diagd L6 kee® /m. 0004 kg s*, 0.004 kp m® &°},
e consideran las reforencias de posicion dadas por:

=H— 6_3’3] M- 1 sen(ut] |
T[] — e ] 4 I [1 e senfwnt)

qalt) = [rad] (5.27)

2= el

von w = drad/s ¥ wa = Srud/s,

Tiag condiciones iniciales correspondientas tanto para las posiciones v velocicades arti-
culares asi como para los pardmetros a adaptar fueron g(0) = 0, §(0) = 0 ¥ #{1) = 0.

En las Figuras 5.1 v 5.2 se muestran log seguimisaios de las traypectorias ¢ (0) ¥ gu(2)
para las trayectorias dadas por (5.27). Los errores de pogicidn se muestran cno la Pigura,
5.3, donde se aprecia |z convergencia de los arrores de posicidn y velocidad & cero. Tn
la Figura 5.4 se observa como los pardmetros a adaplar por la ley de adaptacidn {3.8)
permanecen acotados para wodo ¢ > 0.

S ol

—y—— !

“Fremupy fu}

Figura 3 10 Grafica donde se presenta e seguimicila de trayectoria para g utilizando el
controludor Slotine-Li.



Cuplluda 5. Contrelador con compensaciin adapfeble (Slotine Li)
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Slwma 5,20 Crafica dende se presenta el segnimicato de trayectorin para g utilizendo el
controlador Sleline- 4.

1 L
p 2 | TN S Y 1 (t)]
. =% ‘ = [: t:l
= | \' T TS T oaen b oo ..%;t'_
= 2 Tk T T '
i 1
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_% 1 FEAA i [l PtsL | TPt Ry Ry a et et | SR = X 3 R L T T - ¥
= | A |
= ' - ’
L5 i PRt | P TRETPEL ML
_.-'f e \\ oy o J.-____L i = {
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] 1 2 3 q i F] T 23 w i
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Fisura 3.4 Errores de posicidn para las artienlacionss 1 y 2 ulilizando el conlroladaor
Slotine-Li.
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Capitule 5. Contralador con compensacidn adaptable (Slatine-Li)
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Figura 5.4: Pardmetros a

Tiempn [s]

adaplar utilizando el controlador Slovine-1i,



Capitulo 6

Controlador con realimentacién de
salida adaptable

Fste capitulo presenty el andlisis de sstabilidad v convergencia del error de seguimiznto
de: Lrayectoriaz de posicién a cero del controlador prezentadeo en [Moreno-Valenzuels et ol |
2010].

Il problema de seguimicnte de posicidon de realimentacidn de salida ha sido un terma de
comsicdarable interds. Aungue la posicidn de una articulacién de un mbot oiedea ser medids
con precizion, la medida de su velocidad y de su aceleracidn Licnde a resultar en sefiales
ruidosas. Desde un punto de vista prictico, estas sefiales pneden sor tan ruidosas que su
nsc en la ley de control deju de ser atil. El objelivo de un contrelador con realimentacion
de sulida es eliminar In necesidad de mediciones de velocidad. [Zhang of al., 2000

T probleus del concrol de sepuimicnto por realimentacion de salids presentado en
este capitulo na atraido la alencién en el estado del arte durante la dltima década, biste
controlador estd motivado debido a lag senales muy ruidosss obtenicas en lag mediciones
de velocidad v acoloracién., ain embaorgo, desde un punto de vista tedrico ol problema de
probar la estabilided globalmente uniformemente y ssintéticamente es bastanle relacor,

En el problema de control de regulacién, una manera de resolver el problama es diseiiae
nm obgervador que utilice la informacién de La pesicidn para reconstruir I sefial de veloci-
dades articulares, luego, el controlador sy implementado veemplassodo s mediciones de
las velocicades articulares por sug estimados. [Drtega er ol 2013]

Fara, cvitar el problema de las mediciones de velocidad midosas v garentizar que el
crror entre la posicidn vardante en el tiempo deseads v la posicion actual del sistema
Lienda asintédicamente a cero paes un conjunto de condicivues infciales, 1 esquema de
control basade adlamente en las mediciones de pesicién puede sor ntilizado, En este tipo
e esquemas, el chservador ag utilizado para, estimar 1a seinl de velocidad, v en algunas
ocasiones, la sefial de aceleracidn artioular,

(bro mietods consiste en utilizar la teovia de Lyapauoy para disefiar un filieo en vl
controlador para garntizar ol sequimiente de la trayectoria, deseada, sin importar s la
eatimacion de la sefial de velocidad o la sefial de aceleracidn puede ser ostenida en el
sistema.

Diesde un punte de visla de la ingenieria de cormral, 6] mélade que atilize sélamente
s mediciones de posiciones articulaien, ya sea ulilizanda un observado: o an (o para

s



Copitude 8. Condrolader con realimentacion de salida adaptable

uleanzar el segnimiemo de la Wayectoria aclieclar desesds o denominada “rontral Qe
sepnimilento oot realitmentacidn de salida”

Kl problema del control de scgnimiento por reslimantacin de salida adapiable de ro-
Laats manipuladores consiste en disefiar un algorit e de control junto con una ley acaptable
rara la estimacion paramélrica ntilizando sélamente las mediciones de posicidm articular,
e maners que ol error entre v posicidn desesds wariante en el siomipo ¥ la posicion del
slstema se acerque asintdticamente a esro para cealguier conjunto de condisiones iniziales

Considerando el modelo dindmico de una cadena de vn Tobot manpulador de » eslabio-
nes de un robol manipulador en espacio articular, womaade en suenta Léomines nanciados
v lu Iriceidn viseosa en las articnlaciones del robot manipulador puece ser cserifo come

Mgl +Cla.dlg+glg) + Fog=T (6.1)

L
dowde M{g) © B o3 la mairiz de inerciss simétrica y definida positiva, Clg, q) g = B"
es el voctor de luerzas cenlrifugas y de Coriolis, 1, € B? esima mateis diagoual definida
pusitiva ¥ constante gue contiere los cocficientes desides a la friceidn viscos, glg) es el
veclor de pares gravizacionales ¥ 7 © B es el vector de pares de entrada.

Ademds, para un robot manipulador de n crades de lihertad by vi motores de DC que
entregan el par o cada articulacion. L este capituly se considera qus los motores de TC
estal aperacos por nn serva amplificador en modo de corriente, 1o e haee gue laertrada
de carriente al motor tienda a la corricnte deseada en iy poco dempo. B decir, el lazo
de: eorviente del serve amplificador es sintsmizado ce tal mancra cue la dinfimien eléetrien
se vuelva mucho menns dowinante & comparacian de 1a dindmica mecdn ca.

Loa pares en lad articulaciones estdn relacionsdos a la corriente del motor do coda
articnlacidén coing

T = Kl
donde 4,, € B" es el voctor de corrienses del motor en cada artleulacion y N & B
e g 1eanriz diagonal que conliene los pares constantes del motar, los cuales san dificiles
de estimar, Tilizando serva amplificadores conligurados en macs de corriente, s¢ ancde
comgiderar que la corriente real es iznal 5 la corriente desenda como

R By Ao

donde i4(4) € B% es &l vector de corrientes dal molor deseadss, I, & E™ ™ e la matriz
dingenal que centiene las ganancies el servo amplificadnr. Tas cualss sor definidas aor ¢
wsuario v wit) es el vechor de vollajes de entrada de log servo amplificadons. Por lo tenta
los pares de salida del wolvr de DC estén cados por

T = K K ull — Koaalt) (7.2

¥ los actuadorss pueden ser modelados como fuentes do par ideales.
Ademids, s¢ supons que la matriz & de conversion de volts jea torgue salisface (us

I{' = Fi'f Ill ot ]HJ'I':"'" ,I‘. R U
El modely del robot manipulador pueds ser reeserito come
Migig+Tla.d)d—alg) +F ¢ =u (5.3)
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Capiinlo 6. Controlador con realimmentacion de salida adaptable

donde la mawriz M = KV, O =K', Fy= K 1 F, v el veeter g = K7 g B el
modele dizdmico ded robot (6.3) el veeror de voltajes de Tos servo amplificadores w(i) € &
s considerpdo eomo la entrads de control [Moreno-Valenzuela et ol 2010]. Tambidn se
supone qie el amortisnarmicnto debido a la friccion viscosa dado por la malsis P satislhae

Kok TG} > Joe i RS

domde jiy satisface que ||gq(0)]| = g, ¥ kg satisface la Propledad 2,11, la walle de
punmncias proporeionsles K es tal gue su valor propio més peouenc es sulicienismente
grande, ¥ una ganancia ¢ asdecuadamente seleccionada.

‘Lambién se supone que lo constante i, satisfacs la Propiedad 218, oy decir

Fg =1 [11_1_51]{

7 g

& 7ii4)
iy | '

Adamis, ae definen a'gnras constentes relacionadas con las propiedodes del rodelado
del rahot que paeden ser obtenides como se muesira a continuacion [Kelly et al, 2006]

: Mg -

g = m' méx u g (6.0
|trhg T

ki, = ot | mdx |dci{hkr“-| [:E.ﬁ'
whitg ogn ]

b= s [l (6.7]

o g
'ﬂ'trd = -fallr'f.x ‘i_H[{ﬂ}- H':'IE]

dende M ;{q) es el elemente 1] de la matriz M{q), 7 (g es el sfmbala de Christofiel ok
v Tl os ool doamento ©de vector gleg).
La entrada de control estd dada por

w = I, tanh{a ) — K., tanh(®) + ${qq, dz.d2) 6 ‘6.9

donde gii) = gull)  4lt) representa ol error de posicidn, ¥ las matrices R, ,.’1;;3_ =y
W = KT = 0 oson matrices diagonales simétricas de dimensiones n % n delinides posicivas
v o constante & = U. La sefinl 9(#) utilizada en la loy de control {6.9) se oblisne utilizandn

ui liltee no lineal, dado por lag ecuaciones (610611 come
# = A tanh{d), (65.10)
A = @+, {B.11)

doende £ E™, v las matrices A = 0y [ = 0 zon de dimensicnes o< n delinidas positivas.
La ley de adaplacidn estd dada por

§ = 1a{t7(0a da. 82§

~ [ (q0 ) G — € P (4, la fla) vemhier &) o | (6.12)
B g ; o » 3
= -1 J"r [d“ (Gos G Ga) G — <P (g, Gu- Ga) tanhia §) dt (6.14)
[ :



Capitulo 6. Controlader con renlimentacién de salide adopiable

con la matriz de ganancias adaptables £, > 0 siends definida positive v la constante
poeitiva e & ("H’.im Cmﬁx_]-

Ademds, se comsidera que el vector de las Lravectorins articulares deseadas quft) es
comtinuamente diterenciable v estéd acotado para todo 1> 0 de la siguienie msoers,

lgait)l] < s, 614
< (6.15]

donde iy = 0 v ua = 0 som constantos positivas,

Ciabe resalvar que la Tey de consrol (6.9) no requiere €l conocimiento de las velocidades
articulares ¢ £ R, en su Ingar se wiliva e Allres na lineal (6 109-(6 11 ) para clbrener la
sefial de crror (11—‘ las velocidades articilares 8 = B

La eenacidn de cstados en laze corrado puede ser abtenida sustituvendo la ley de
contral (6.9) en la ecuacion (6.2), ulilizando la propledad 218 para el modelo dindmico,
diferencizudn [6.11] I:amp.n:dmente v tililizardo Ta definicién B=0-—0 c 2% cuya

derivada temporal csta dada por # = H, abteniendn la esnacion do cstados en lazo
certadn de la siguicote manera

q

q io iy = g s = pra
A q Af 1 |-(f g+ F,q+ K, tanh(d) + K, .;mh{{r g) | h &8 i 163
f . 183
dt |0 - [rl trmh{ﬁ} B R
6 N T tdnhl‘crnjle

donde 47 1 = WYg), & = e d), B = ${ga da da), v ol voctor B = h{q, ﬁ; o5 Lo
dinamica residual del sigtema, {ver Apéndice C) quo psté dado par

M(qa) — M(q)| §a+ Claa da) = Tlg. d)| da+ [glas) —gla) . (617)

e desizualdad

v la nermia [|A(q. 4

2k + Py + ke 1)
tuﬂh({.l: |'J'}

R{(§.d)| < ke |4 | bamahi{er ) |- (6.15)

La ecuacion del sistema en lazo corrado (6.16) es una conacion uo lineal v o auldnoo
¥ el origen en el espacio de estados

=T e RE:’.Tm

Lo PRl e T e

o3 un punto de equilibrio. [Moreno-Valenzuela et of., 2010]
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Caprifade £, Clondvoledor con renlimentacidn de salida adaptobls

Propiedades del modelo del robot

I gislema de conlrol puede ser dissfiado ficllmente con alpunss suposiciones funda-
mentales que se mencionan a eontinnacion.

- T i e . R |
Suposicion 6.1. Tl producto de Ta matriz inversa del motor v del serve ampliiicader B
v In matriz de inercias MW (g) es una matriz definida positiva, es deeir

et Mige=2' K "M(g)e >0, Ye#0 (6.19]

Si se utiliza Ly parie simérrica de la matriz 3 {g), o suposicion [6.19) pnede ser escrita
CAK0

Mgl =a' M (g)m >0, Vel (.20}
doncle i
() = 5 [ (g + M (g). {6.21)

La metriz de inercias 3{ (g} € B"*" en ol medelo (6.1 es gimétrica v delinida positiva
La supcsicior 6.1 establece que g log motores de DO v log s2ren amplificadores Lisnen
caraclteriztions dilerentes, lo mipdris '|‘.I'Irq} = -1 ."l'}."'.:q:l no geréd simétrica porg serd rlefirirla
positiva. Desde un punto de vista practico, Ja suposicion 6.1 deberfa ser més nua prosiedad
UG LR Suposicion.

6.1. Analisis de estahilidad

A continuacién se nnestra el andlisia de estabilidad. Bste pretende demostrar ln os-
I BT L e e
tabilidad del punto de equilibrio ubicade en el origen dado por (g7 G o 8

0" o7 W7 .

0"

Proposicion  6.1. Considere el sistema en lazo cerrado (8.16). El  equlibrio
Fa =i o] g T i - i
|r_‘,-‘ T ET] =07 £ R¥H og estable v el livgg (1) = 0.

Prueba. Se utiliza la signiente funcién candidata de Tyapunov [Morene-Valenzacla el
al., 2010)]

1 A ey =
)= 54 Migig+ 3 kb 11"—[09511{“31)}

i=1

(el

1‘;{&1 ".i &r

=3 &, o Ll (eosh(o@)) + ¢ tanh® (v ) Hig) d

3= &

fz 8714 (5.22)

ar



Capilulo 6. Conlrelador con reanlimentacion de salida adaplobis

Pusitividad definida de I-”(ﬁ:ti ﬁ{L

Utilizando 1a Propiedad 2.6 s puede encontrar una coba inferior a eads uno de los
términos de la funcidn candidata de Lyapunov dada en (6.22) de la signiente manera

S Mg > = oI (@)} |,
i e byt In  coshifl)) = "t"'rl"{mfih{.ﬂﬂ} o \'";ln{m.ﬂmz}}
FEl E :
L '.lr."..l:{f:t‘.lﬁh ( -.}'“} ' _\,m 3
}Ekm T ].III:L'E).‘;]'I[F f?z::'} > i AritaT-Io0 |t3“hf_” f}}“E

c tanh’ (o d) Mig) g

tanh(7 g)| 4]

I3

—¢ Aniee{ M ()}

2

| = I -~
E HT | 'n_L > A,,._r,,_{l'a‘1]- | a?

= 2
y"'mﬁh () }
donde \rﬁ{ cosh(a)] 1= \"fllln{w_ﬁh(t?g}} ¥ 2e ba wsado la propiedad siguiente,
»._F{: wsh(d,,) ]-
o j 1 j T
%Ir:{cush[.:i.]} T = |tanh{z}|* ¥ = = [z, B e :“] = B (6,234

Per o tanuo, definiendn el vector T} OO

|| tanhie )|

_lal
e ‘ 1III,-" In II cosh{vﬁ])‘
L 18]l
¥ la matriz M como
I% "'lll'”."" {irﬂll ’ -1 e -"II"Jlj.'i\'{_H‘{fIJ_]' f i ]
P B Ko {_-T;'*I:q}} g f}lmir.{a"l'f*':fi‘:l_]r 0 (b
¥ 0 Mo LR, 4571} ()
D ':' n é :J'-lnrn{rc,_-l_]'_

el
U]



Capitulo 6. Contrelador con realimenducidn ds salida adaplable

donde todos los menoros principales de |s matriz 2 son positivos, dados por

1 : . — : o
|:]_{-:'|;|::_!_";| = E‘:; }'-n'n'll{f :,._T]' ‘}LTH'I-TIJ[-Jr:I'f'\'.' ”_1} l:-:!"mi_L '[-Ii-.'-} )".I:I.'LfJ'l{‘IL-:Fdl:jQ,:l} T EE "}"lifih{ 'Il"f qu”';l.
det{ Fyy) = 41_ Ao L B (XA 0} 2 [T ) — 0 20E {07 () 1;
(T 4]

b I . ey i " Ty 5
dew( .0 = ie Amin T F A AT ()} — o 2 A% I W7 (g)}

Tex

COIL wna, constante ¢ adseuadamente seleceionada como

e TRl _ _
" 44 P e ,l,m_“ { A ,‘q;I]-_ 6.24)

i ’Hi;ix{HI:E{IJ}
priede decirge que o
V(L G.q.8 6) =97 'y (6.25)
Derivada temporal de ViIG. i3, 5}

Derivando temporalimente la scuacisn (6.22) a o largo de lag traveciorias del slstemn,
A2 Lieme gue

V(L. 4.9.6) = ¢tanhT(s f}}[ P, § - K, tanh() A, tanh(s §) - B{d. 4
H . 4+ e’ Sech? (o) Miq)q
« T . = : ey ] g
~§ Fo§ - § h(@.q) - tanh”(#) i, B~ A tanh(D) (6:26)

A partic de esta ecuscién, pueden encontrarse cotas superiores para cada uno de los
términes de la sizniense maners (ver detalles en [Moreno-Valenzuels ef al, 20107).

-

b
TntT]

—I;i' i = _}‘-r:u'n{?-'_} ||§|£
s I e < ar
—q hig.q) = ke g g

E-I!ijl'|' b !-3|k. ﬁ | - L
+- (1 _‘3’[ Ga # J— tanh[cq;“lql.
tanh rz“f“'*‘."'é“f"-'cw Hf1) | i

: Ry FRag bz Lk, o

|'\-.
—tanh’(9) K, 8714 tanh(d) = - Sutnl 5y n-l,q}i' tanh(ﬁ}“z,

. N e e . .
e tanh*(0§) [T (q.4)] & < el ]

tanh{s §:|| ||rf||
tanh{- f}'}|| |I;j||

¥
— |l == |
= ke wn ||'5r'| + e kg, i

29



Capitule 6. Controlador con realimentacidn de salida mwdaptable

e — = (2
co g Sech® (o d) Miglg < sw il'w“fhl | g

—< tanhis g) K, tanh( ﬁj = Bl [5G} || tanh{s -ai}:l || tanh( é’]:l’
—¢ tanh" o g) IC; tanhio §) < —¢ Amin ] 80} |'tanhftr q) |2
—¢ tanh” (g AE§ = RYRER U Il tanh{s 'ﬂll Ilf}“‘
—s tanh® (7 i) e 2 Ifa‘.rL_-I Batia + ey p3) ||ta11h|::: g) .’|1

Do [k +haprr ke 08)
- = iy Wby §S
tmj]] ( Eydhing -'-'-2+-‘l‘-=|1'.“_'| .”-J[

+ ke |-:f.;| | tanh(s r_}‘)|l.

Definendo estas cotas suneriores para cada uno de log térrinos de la derivacds de s
Funcidn de Lyapunov, s¢ pucde eseribir ol veetos ¢ comao

||tanhqm};|||
¢=| [
|| Eanh(-ﬁ]||

l.uege, ae definen las conslantes

2 (.'!i',']_ -+ J'!.,'z _.'_I-g = }.:L:-_ ||'.|'-l'il

. = e
2l v ka pat ks i
tanh (—, Fa weatny o )
. = 2};{1 Hy -+ -thAx'{F:.-}

o= ko vind o [Mg)||

¥oee procede a defingr la matris (& partir de las cotas suparintes que se licnen para cida
uno de 10y términos de ln derivads de la huneidn de Lyapunov como

Fa ]' i £ 3
= ["5"Illlli'rl{ 'F:"j*:l} = "."1J _2 [’?"i 1 -‘T’fEI _§ )lméx'l Niay -|
@= 2 i+ Yo Awied L=k by —ieey 0 (€.27)
L
- i = PRS-l = S
|3 A ) 0 A K, B 1 A}

A partir de catas definiciones, se puede acatar L derivada de 1o funcian de Lyapunay
(6.26) vomo

Vit.d.4.9.6) < —¢TQ¢. (6.28)

Analisis de convergencia global del error de posician » cero usando el Lema de
Barhbalat

Debido «l andlisis anterior. so connce que tanh(r 7). 4. In rcmh[-ﬁj} e Ly e
L2 con In que se pudo llogar & la conclusion de extabilidad del punto de eqnilibrio en ol
origen en la couacidn de sstados {6.16). Pura poder utilizar el lama 2.1, s Tequicre que
los estados v ens derivadag perenezcan a Lo, asi como qne los estados sean cuadrdsico
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Capitulo 5. Controlador con realimentacidn de solida adapfable

interrables, os decir gque pertenczean a £5, v de osta manera ge puede probar que dichus
funciones convergen o coro voulorme ol tempe tende 2 infinito. Para esta, a partic de la
desizuadad (6.28) se ticne que
= o Tk i s 4 w2 i
v “"q'- I‘}'._'l?1H'J 5= =K QL i ')‘Lujn'llu_:' ”"-;” 2 ._|_|'.29,|

Integrando ambas partes de la desigualdad (6.29), desde £ = 0 hasta | = oc, se pucde
var gue

1"-’1:5?':'1 f}':l-'.-' f}'-,x:-lia':u;:-é'w:] = I’;[l[]-. I}ﬂ:;jn1 I".-'a.':.'l: él'.l;l E _/Il‘nll'rl{lc'..,‘-]} }nv ”l:”2 :ET |:I' I:"llll

de donde ze puede eacribis

" = = g i ¥i - - 2 2 I~y : .

. E'II:G"‘EU:(EI'J!??U: Bf-} g “‘Lﬂf /U- ”I‘:il2 dr — ¥ (D‘:':':Q'I:r_nquﬂfx;:-‘{'}mj' (6.31)

Corned Ta foicicn cand! Ha‘l‘a c‘].c: Lyapunov (8.22) es difinids positiva, se pucde assgurar que
ol térming Voo, Qo qx o) 2 1), por 1o tanto de la de ﬂuua,lr.lr_td {6.21) se llega n

~ V{0, i e B ) < ~Aaind 2 [ 161 ar (6.32)

[J& eata llimea, expresion se lega a que

l.ll:[:l 6'::' a[: lﬂhfln H‘-”l‘:l ) L 2 o
1 7 S . i |r"" f‘lr-j
")‘"H"-ni_{;’} - /|; ”Ch r |: 3)

donde ol lado fzquicrdo de o desigualdad [6.83] s una constanle hola ¥ positiva. Por Ly
- m
tanto el vestor { = H tanh{= )| |4 | tanh(?} I pertencee al espacio de funciones
L3, por 1o gque se cumplen las condiciones requeridas por el Lema, 2.1
Con cste lema, se puede probar que lin, w.. € =0, por lo qua
Jim tanh{rqg, = 0
| B
limg = 0O
i hea :
lm tanh{d) = 0
o

Sin embargn, tanh(s §) convergerd a cero sélamente cuando g converja a cero, ¥ Lambien
1.auhf'!'_=":|: dle igual forma, Hega a cero coando @ llesa a coro tamhbién.

Lie este andlisis se puede aoncluir estabilidad v convergencia de log errores de posicidn
v ovelocidad wovere.

Andlisis de convergeucia global del error de posicién a cero usando el Principio
e Tnvariancia de LaSalle

Utilizando las desipualdades establevidas respecto a la ecuseidn (6.22) que perniiten
lepar a lo forma [6.25), se puede utilizar el Teorema 2.4, pars la estabilidad de sistemas
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Cepitulo 6. Conbroludor con realimentacidn de solide adaplobic

no nuldnomos. Todas las trayectorias del sistema en lazo corrado (6.16) estan contenidas
dentroe doel conjunto

Oy ={ .0 € R%6 © B V(a.4,9,8) = V(a0), §0). 5(0).600)) |

4 hola OF daca por:

[ RIrr
| g’ HEP 3V {(Gin), ). r@(UJ,ﬁfmj
“:] — = E Rﬁﬂ.+]]1: 1 < L . L)
v 81| =\ Sin )
H_: I_||H|| 1

la cual egtd combenida en 0y, es decir 3] < .

Por otra parte, €l conjunte §1 donde V(3. §, d.8) =1, s decir

r

]

e B WG 4, 8.0) =0

[
o
|
= PR P T

Con .
L _ M ta.nh(mjj”l
W(7.q.1%.6) = | tanh{e@)| [§] || tanh{#)]|| @ ]l
|| tanh(3)]|

v () dada en (6.27). Es deeir,

'l a 9] g T
e ][] o ] 2 |0 & g g | HEED 20,00

4 o Y l'j_ y 1"'., Msin [P}

”J 8] 18]

T.os estados del sistoma on Iazo cerrado (£.16] tienden de manera (llims. (cuando t — o)
al conjunte {1, Ly M definido por

| e ’E - ‘F‘R!iu-l-m : l

2v7(4(0), 4(0), (1), 810
mir-{rl}

2| &’ £ B3 won |0 J

-

A

=t CEll-l'-'.‘nﬂﬁ-r
o T o R e

A partit de cslos resultados, se concluye convergencia de los errotes de posicion v
veloeidad articulares a coro, es decir gue lim, .. g. g = 0, ademsds &l filtro ne lines | ara
catimar la scfial del veotor de srroves de velocidades articulares comple que Ting #=10
v el vector de errores de estimacidén parameétrica es tal gue

2V (tn. do. do. Yo, éﬂ
}'-'min ! "ru_l -}

| = ‘
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Cupilule G Controlador con realimentacidn de selida adepleble

Tabla 6.1: Pardametros oslimados del moedelo dindmico del brazo robotico planar de dus
grados de libertal, ubicado en €] ceniro de invesligacion CIT [EDI-IPN.

ﬁ‘ﬁrémetm Volor | Unidades
0 0.0480 | 5%V /ad
0, 00038 | 7 V/tad

’:5'3 0.0033 | &V /rad

| 8y 0.0157 | «V rad |

s 0.0227 | & V/rad
(lg 0.0166 | &% V/rad
Uy | 0.0141 |V 5
B |'E|Clld{-]|‘v ~s/rad |

enlonces € origen de la conacidn diferencial no lineal 3 no autdnoma (6.16) =serd calable
en forme global.

Sin embargo, si a partir de la ley de adaptacién (6.12) se pueds coneluir que la mutriz
e regresidn *f(t;dﬂt Joagall), gal f:lt'l enmple son ger una malriz de exeitacion porsigtente,
entonees Hm . qd[l’] galt) qd{t}] H[?‘] =0 £ " v el andlisis de estabilidad curmplira
con lus condivionss necesarias para concluit que el origen de la ecuncién de essados on lazo
corrado wsiniduicamente egtable en forma global (ver [Lovia ef al, 2002] ¥ [Loria ef al,

2I086]).,

6.2. Resultados en simulacion

A wmaners de ilussracion de los remltades del andlisis de cstabilidad s muestran al-
gunas simulaciones numéricas, Se utilizg el modelo dindmico de un robaot plenar ae dos
grados de libertad gue fue construide en el conlro de investigaciin CITEDLIPN. Flgne
frrs el eompuesto de dos motores de DC Pittman en modo de comriente con dos serve
arnplilicadores Advaves Motion Controla,

Fl oowlelo dindmico del robot esté dado por

Wly) = By 4 28, cos(agy) By — b ﬂi_:rﬁ{:;gH (6,34
i | s + B3 cos{gs) g .

(.33

ﬁ[q *‘f['jl - | —fq EET‘L{-’}Q;I da —[ 5&11{!?2} o =+ E"J]J (6.36
‘ | 5 senigz] th 0 ‘

(6.37)

F, — dises{tn, 64) (638

Los cocficientes muméricos involuerados en el modelo del robol (6.34)-(6.38] son nos-

tracdos en 1o Tabla 6.1,



Capillade & Conbrolador eon realimentacion de salido adupiabie

Las traveclorins de posicion deseadas para las artienlaciones 1 v 2 s seleccionaron
CORLdD i

; sen{ d.0¢)

Qult) =

1 _ J_Tﬁf.'iu
et ] rail (6.39)

) (A Ii,.—.-f" S0

senf3.4d1]

la cual 65 una trayectozia sin cambios abraptos en su posicién, velosidad v oaceleractin . Lay
ganancias proporcionales y decivativas estdn dadas por

Kp, = diag{0.4.04} Nm/rad,
K, = dingl7, 10} N /frad,

v o matriz de ganancias ce los parémetros adaptables gquedd delinida por
I =diag{0.1. 0.02, 0.025. 0.002, 0.03. 0.04.0.00.0.01 )

Lias condiciones iniciales correspondientes Lanto para las posiciones v valocidades arti-
cieares asi como para los pardmetros o adaptar Dieron (0] = D1ad, i) = 7/ drad,

Ul = Orud/s, (00 = Orad/s v #(0) =0,

Con ayuda de MATLAR® v de la interfaz visual de nsuario (GUL) se obtuvieron los
siglientes resulsados. 1 las Figuras 8.1 ¥ 6.2 se muestran los seenimientos e Jas | vy
Loias g (F] ¥ o2lt) para la referencia (6.39), Las Figuras 6.3 3 6.4 nestran los errores de
posicion paralos eslabones 1y 2, respectivamente. Fu ol vase de los parametros adaplables,
la Figura 6.5 muestra como & mantienen acotados para todo + = 0.

Pusiidn [rad

| ]
S , \j ]: ||I Irl {I | = —lllrf[----_ll | , § b
Ll LY U !U U Y, \_Jlr Moy |
v E 2 4 ﬁ : Tie:u;:in £ ’ K " % =

l'igura €.1: Seguimicnto de posicion de qr{T) & i (L),
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Copitulo 6. Controfedor con realimentacidn de solide adaptebie

Posicion |mul]

Tiempo [5]

Figurn 6.2: Seguimienlo de posleidn de ga(t) a el 1),

!

[ | | !
B - -
| | \ |
0AS r i SR S
|
".1 .l : ----- B Salaiiid
1] —— -

i

W D
P ——
I e

Desieitar (1ac|

| | | |
0 T . : - ; : B s
| !
L |
DA —t ;
02 . = — ;
] 2 4 i & 1| 12 14 16
it Tistrpro o

Mgura 6.3: Error de posicidn 4 (1),
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Copitulo 6. Contmledor con renlimentacian de solida adaptebie

Preicion |

(LT |

10 12
Tieanpea 4

Figura 6.4 lrror de poaicidn ga{t).
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Figura 6.5: Fatimaciones paramdétricas de #(#).

g6

20



Capitulo 7

Controlador por rcdes neuronales
adaptable

El cortrol tubusto consiste en el diseiio de eslrategias de control donde se uliliza pocs
informacidn del modelo del sistemna v se considera que éste puede ser aleclado por per-
varbaciones acoladas. Loz controladores robmuatos puedsn ser disefados paza satisfacer el
ohjetive de control, gue puede ser regulacidn a un punto deseade, o ol sepnimientn de w
sravecloria deseada. Por eslo mismo, en los dltimos afics ha habido interés tedrico v orde-
tico en el estudio de las arquitesturas de control robusto. Fn esta clase de coniroladores,
las redes neuronales adaptables han sido utiizades oo el disefo de controladores robustos
pars sistemas clectromoednicos, Pugs-Guzmén el al, 2014

Introduccion a las redes neuronales

L redes nouronales artificiales estin modeladas a parlic de proceso: Baldgicos para el
procesamiento de informacidn, incluyendo esprefficarronte vl sistema nervioso ¥ su wnidacd
bisica. la neurona. Las sefiales son propagadas en forma de dilersncias de potencial enire
el interior ¥ el cxterior de las colulas:

La ropresentacida vismal del modelo matemédtico de una newrena, se ymesta e la figors
7.1, la cual muesira los pesos de lag dendritas +;, el disparo de umbral wg, Ia suma de las
sefiales de pesos de entrada, ¥ la funcion no lineal (-], Las sefales de entrada sun las
noeofiales en ol ingtante de tiempo ¢ dedas por zy(8), wa(l), ms(t),- -, .08 ¥ la salica
ercalar 41, Ia cual puede ser expresads coma

il =a | D waidl) + o {7.1)

=1

Lis pesos positivos 1y, corresporiden a la sinapsis de excitasién ¥ los posos negslivos &
la sinapsis ivhibitona. Esta red fue Namada, perceplron por Rosenblate en 1955,
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Capitule 7. Conlrelador por vedes neuronales urirzptr;bfe

X1
f -___-“"-'- y
Xp — Salidas
xﬁ
Entradas

Figara 7.1: Modelo mateméatico de una nenrona.

Perceptron de una capa

La funcion no lineal de la célula () es conocida eomo funcién de activacidn. Las fun-
cirmes de activacidn sor seleceionadas de manera especifica nara cada aplicacilon, wunnee
algunas slecoiones comunes s ilustran en la Figura 7.4, El proposita de la funcion cie 5
tivacion es modelar ol comportamisnto no lineal de la eélula donde no hay ninguna salida
debwajos e vierto valor del arpumento. Tas linclones sigmoides son una close general de
[unciones monotdnicunente no deereclentes tomando valores acotadog entre —oo v +00.
Para muchos algoritmos de entrenamiento de redes neuronales le derivads de of- €5 nece-
saria para que la funeién de activacion sclescionada debe ser diferenciable [Sarangapani,
2006],

La expresiéon pars la salida ce la nearona y(() para los peses de las tedes nenronales
pit]l & B puede ser escrita come

v e | b
= :?I:ﬂ E) 1 (7.2

donde 3

:Ef_f-:l—-.'f.l g awE amd ﬁ{t}:i-?.'l M e Wy e (7.3}

Tefiviendn o veeror de entrada anmentado @t} € B v el vector de pesos de la red
neurenal aumenteds vit) © FY como

i " o
ﬂ"“] = |_l R = R "-r-'nJ [I. 4 )
o) = [ro m oo wm) (7.5)

s puede escribir
y=r {-nl :1::| . (7.6)
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Crpilule 7. Consrolador por redes neuronales adupluble

b L
1 ]—lilh-l‘-' 1 4——--—-
] -
- -1
0O
Escalon Escalén simétrico Linaal
- -.-----l-'-V—- ---‘..‘-‘V'
e —
5 L
|ﬂ L b :;’n-q-'-r L N bt
Sigmwide (curva logistica) Slgmolde simétrica Tangante hiperbdlica
= i o tanh(x)= g'-e™
{4k ; Tee ehra ™

= I
Relacion aumentada de cuadrados  Funcion de base radial

i

; ~24 (Gaussiana
- Eunlx) B L |
T4 con variancla v

i

Figura 7.2: Elecciones comunes de funciones de activacion.

La expresién del vecter de salida de b nenrona y(t) es el mecanizmo de recuerdo de la
nenrena, Estas describen como la salida es reconsiruida a partir de las sefisles de entraca,
v los valores paramétricos de la neurona.

La fpura 7.3 muestra yma red newronal que consiste de L oflulas, lodes alimentadas
a partiv de la mismas sefinles do entrada 2,0¢) ¥ prodyciendo una sola salida g,(t) por
neurona, Fsta es una red neuronal de ung sola capa. La ecuacidn de memoria de ssla rod
neuronal catd deda por

" A .
L',!(T-:I = T Z aly :J.'.fli.ll,:l + Ly | fi= L-. R [I.F}
3

Lin ssle punto sg conveniense egeribir log pesos v loa umbrales cu [orma de matriz v de
veolor, resseclivacnente, Se defiven Taomaswiz de pesos v el veelor de umbrales covie

Wy Adhg o Moy 10
VT T:I.“ (5 IR L o, 'f-:?n | (78]
(M.l Wiz o Ve P
Por 1o que el vector de salida y{t) = i__r;l TR , " s dofinido como
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Capstule 7. Controlador por vedes neuronales adaptable

Fl o werter  de Tas fneiones  de activacion  estd  dellnide para uo veetor
T
w lwy owy o u-'-,-| GO
-— N i b -.‘F 0
le:"!.i-'J = |l |,L|} olws, - r}'I:-u:J;:IJ 'kT.D)

Ademds ze puede afiadir el vector de umbrales como la primera columng de la matra de
pesos aurnentada comg

Mg Ty = g,
i (57 N5 R

(Mrp Pry vy Hig

Linfonees, las salidas de la red aeuronsl pueden ser expresados en términos del veclor de
entradas anmentado o{f) cowo

gy =ur :VT Tj (7.100)

Xq —
X
]
[ ]
i3
X,
Entradas

.d—h.-}ll']_

Salidas

Fipura 7.5: Red neurcual de ans, cag,
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x' '\: DR X ol
) «‘" ; "Ef %

el

Entradas Salidas
Capa oculia

Figura 7.4: Red nearomal de dos capas.

Perceptron de dos capas

Una red nearonal que tiene dog capas de neuronas, con una caps con L neuronas que
provean & Uha seginda cADE cODL R eurouas, e yvestra o la figura, 70 L primera capa
ey conocida como la caps veulba, con { siendo ol mimero de neuronas de la capa oculls,
ls segunds cups es conocida somo la capa de salida. Una red peuronal con wtllisles
capas es llamada perceptrin de dog o més capas; su polencis computacionsl es mejorads
.ﬂ:iE:Tlif‘i{:;-ﬂ'in—“;un:;rul.r_a I {,'n;uup.:_q,rar_;iﬂ;_]_ con la red neunronal e une =0l Ll Clom uriet redd
novronsl de uns sola capa es posible implementar operaciones digitales come ANTY, OR,
v COMPILEMENT. Sin embarge, la nvestigacidn sobre rades nenronales se detuve hace
alounos afios suando s mostrd que una red newronal de una sola capa sra incapaz de
llevar acabo la operacién EXCLUSTVE OR, ls cual es un problema hasico co el diseno
lagico digital. Después ge demostro que una red nearonal de dos capas podia implemenLar
la, PXCLUSIVE OR. (X-OR) v esto acelerd nuevamente la investigacidn sobro las redes
nenronales en 1980, Alpunos invesbigadores presentaron soluciones para la operacion X-
OR utilizando funciones de aclivacién tipo sigmoide [Sarangapani, 2006],

[ ealida de nna red nenremal de dos capas estéd dada por L ecuacion de wemoria

B)E I 1L

=0 | Y g | Y wyn+ q,u,n) Faim )y F=19 ... (711
I=1 '.'__'ii 1

Defindendo lag salidas de la capa oculiy = comn
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Capitulo ¥ Conlrolador por vedes neuronales adapleble

A (B S

=T L (DR el T
a=l /
s paede escribir

i
W= (Z:-mﬁ 5 — 'n'.:f.:,) il N P g T (7B
=1

Detiniendn las marrices de pesos de Ta primeea capa Vo V0 come en la seccidn anierior, v
las matrices de pesos de la segunda capa como

Wy A rn AL [n ]
TTI - 1.'."21 '.'.'.5:.2'2 -I -- -U_':":L : b -L-,':gn I:T. ].H:I
il '.,Ii,..1 H.',I_,,g wla .' [ _'Jf.l;un
|_'i'|'.=1|:| iy thme oo UMNE
i [T Tl U T R (7.14)

W) Wl Whag ot ey T.J

st preche cseribir b salida de s red nenromal como
p o (Wia(l? 2 -b,)+ Bu) | (7.15)
la cual taanhién puede egeribirze cong
p=a(Wat"a)). (7.16)

Fn estas conaciones, o simbolo & es el vecior delinido de acuerdo con la seaacion (7.9
En la ecuacion (7.16) es recomendable utilizar el voctor anmentado

: S . = n
alu)='1 @ (w) =1 ofu) alwg) - n{ul;_}J {7.17)

dende ¢l 1 se coloea coma la primera entrada para permitir la incorporacion de los wmbrales
ty corm en b primers colnmi de W9, Bo Larmivs del vector de salida de s caoa oonlta
z = B" se puede escribir

F = 'L-’Tm]_
y = oW z)
donde z = ].:E"”|' [Sarangapani. 2006].

Pur dilime, e importante saber que en redes neuromsles con dos capas de una funcion
de activacidn, la salida de o altioms capa estd dada por

y(t) = W* o (VF xit)) (7.18]
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Capitulo 7. Conirolador por vedes neuroneles adaplhle

Propiedades del modelo a utilizar

Recordando la propiedad de aproximacion universal de las redes neuronales, una fun-
cign flx) : BYF — B" puede ser aproximaca por [Lewis et al., 2002]

fla)=WTo(Viz)+e Ve R (7.19)

donde & 2 Y'Y a5 ol vector de sefiales de entrada o la rod neuroual, Vg BUVILIRE
W e B son los pesos ideales de entrada v de salida, respectivemente, [ 65 el munero
di neuronss e 1 caps uenlta, &+ 1 es el niimero de sehales de entrada a la, rocd nenronal,
o = B esla funcidn de setivacion delaeaps oculta, v e € B e ol error de aprosdimacon
U

T el N S e £y
domee o= (),

La galida de la fincidn de activacidn, o; 1 B — &, 1 = 1,... . [, es atilizads para
definiz la sefial de salida de una nenrona desde una combinacidn wodificada di sns aefiales
de envrada mediante comprasidn de la sefial, La funeion @, usualmente toma los valures
N=m < loesid dadatal que 1+ 5 < 1 8c cumpla.

Para este controsalor se utiliza la fancidn de activecion o, 1a funcidn tangente niper-
biolica, Por o tauto, mediante la definicidn 2 = V7 2, tenemos

i) = [:.s.nh{;:ﬂ «oo tanh{zr) f . (7.21)

L& clindmica en &l espacio articular de uas cadena serial de un rosot wanipulador de
ri-eglabones, considerando la [riceion, pucde ser esorita come

Migld+Clg. gl d—glg) — Fod=T, (7.29)

donde g € B e ol vector de posiviones articulares, Mig) £ BV o la malria de
inercias simélricn v delinida positiva, g, ) g € E” oz ol veenor de haerzas certrifugas
y de Coriolis, glg) & B™ es el vecior de pares gravitaclonalss, 7, € &% es ana matriz
dimgonal delinida positive que contiens los eorficientes de friceiém de cada artionlacidu. v
T £ B* 23 el vector de pares de entrada.

La dindmica de un robot manipulador de n-eslabones expresada en (7.22) cunple las
propiedades (2.5), (2.11), (2.13), con dindmica residual{ Apéondice C) dada por

i B H . " —¢ &, P 15273 " ¥ =y
Al q.q) — Mgl _-‘L*I(q}] g+ [ffl_qd,qdj — e Ga | glgq) —ala). {7.44)

doneds § — Gl = qull) —gll) es el vector de errores e posicionss articulares ¥ qalt’ s la
trayecloria deseada que se considera acotada, funto con su primera ¥ segunda. deivadas
temporales. La dindmics residual (7.23) salislace la cesigualdad (4], la cual se repite
PO Conveniensia 8 continuacion

|t 4.&)] < ks |l + hua | tanbiy @) (T.24)

donde Ly ¥ kuw sor constantes estrictamente positivas v suficientewente grendes que de-
ponden en los pardmetros del models del robot ¥~ 2= [
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Capitule 7. Condroledor por redes newronales aduploble

Al dlefinir ol veclor de errares de posiciones articulares como
Gt = qalt] — gqli). (7.248)

donde ¢q(i) € E® es el veclor de trayectorias arliculaces desessdas, Lios erroves doe oslima-
cidn de pesos de ta el nenronal estan definidoes como

H_" = W —__UL', !'TL.:'PI,I
B o= TEel

dende In wmatriz ¥V & BN 8 ruprsents 1og pesos de entrada ideales, V& RN
representa las estimaciones de log pesos de eefrada, W € BET® representa log pesos de
salida idesles, ¥ W & RY" representa las estimaciones de los pesos de salida. Para csto
se toma en cuents ls siguiente suposicion:

Suposicion 7.1, Supdnguee gue los pesos Oplimos de la rod neuronal V¥ ¥ 77 estan aco
Ladlos en todos los snbeonjunios de EY, o decir

~]
[
B3|

i)

@l < e

dovide @, eg una. cota comoeida ¥ eon abuso de notacion, Lensmos

Gii=s Hﬂ

donde o malriz & puede ser rellenada con ceros pars tener consisiencia, dimensional [¥e
sildirek ¥ Lewis, 1994

La srayectoria dessada variante on ¢l tiempo ga(t) so considera dilereaciable Al menos
tres veces ¥ acotads paca Lodo tiempe £ 2 0 en el sentido de

|';En:{T]'H <L 1
(aalll] = g (7.

||l||'d'rﬂ'| =

=
[
()
S

doncle goy, pie ¥ pa representan consLADLes positivis.

El nroblema de eontral eonsiste en digefiar un controlador 7(i) ¥ unas leves de adap-
tacidn pura los pesos de entrada V(E) ¥ de salida W(t) tal que las sefiales de errores
Al G WA, ¥ Vi) estén uniformemente acotadas. Ademés, el limite

e
lim 41)

By | By| =0 & B

——
=4
[ ]
)

e

&0 aatisfagn.
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Cuapdtule 7. Crnirolador por redes neuronales adaptable

Ley de control

Ll conrolador a analizar se presenta, de la signienie maneri. Primeramonle, seconsiders
la dindmica del sistema (7.22) evaluada a lo largo de las traveclorias descadas, esto 63
aq € 2% zal que el veclor de pares deseados vy & R™ puede definirse cemne
M 'i'qd} g+ (j{qd: {}d] 'j'd o Qiiid) + % Qa = Tu- {T"}HJ:'
Al ntilizar Las ecuacivnes (7221 y (7,400 v ulilizando el error de posiciin definidu en (72
se obtiene la siguiente eonacion:
Mg+ Cleg.d)g+hit.g 4~ FRqg=1a— 7. {7.531)

dende hit §.q) € B* ez a dindmica residual, definida ea [7.23).
Utilizando la propiedad de sproximacidn universal de las redes neurcnales on (7.19],
el par deseado en (7.30) s puaile cetinir cor

T = [J’I-"”"cr{i-"de} FE, (7.32}
donda 4
my= gy 4% ¢ 1 & R™ (7.

g5 o] vector de senales de cotzada de la red neuronal. En este caso V= 3
Ahora se presenta ¢l controlador de seguimiento o utilivar comwo
PT 4 N ® . o . -
T = -(-{.-"rn-{ia T-.rd} + K, tanhi~qg) - Kag + 4 signfr), (T.34)

donde K, K. v A son matrices disgoneles definidas positivas, o o8 una constante escalar

positiva, 17 es la matriz de pesos de entrada estimados, W es la marriz de pesos de salida
egnimados,

r — &L tanh{~q). (7.35)
! \ £ . P I Bl
signir) = signir) - 31gI||:I'r',lj| g B I 7.36)

doude Ly funcidn signo estd definida cowwo
| para z =0,
sign(1) = 0. para @ =0, 37
1, paro < 0.

Las leves doe adaplacion de pesos nenronales ulilisadas para log pesos ce cnbrada v e
salida, derowados por oy W, regpeoetivamente, estan dadas por

Vo= Ragr WTa' (7.8
W = FarT—Fa' VVWiagr’ (7,40

1 1= L\ TN 5 | i — o [RETSEE, | ] I ¥ L oy PO R = v -': T E 3
donde B & RBNHUIE=U ¢ B = RE2E qon marrices deluidas positivas, & = o[ V' &g) ¥
7" eata dado por

¥

5 Fer{m)
J = lr__{ ':I.I

B

105



Capttule 7. Controlador por redes newronales adaptable

con = V¥,
Para llevar acabo el andlisis en lozo corrado, se sustituyen las ecuaciones (V.92 ¥ (7.94)]
en la cenacidn (7.31), se obliene

wa

Miglg+Clg.glg+hit.g. q} g = — F, tanh(~ ) — I, G — A signir)

T N TR T i
+WT o [Viag) - W' ol Tay! +e (741
El exror de los pesos se define en la emmacion (7.26) y
G=a—d=o{Vieg) - r;r(i!f"f'.-;,-d)]. {7.42)
\ ;

Las rodes nenronales de varias capas son no lineales en los pescs de enirada Voy s series
de Taylor puedan ser utilizada pars aproxioer la [uncion de aciivacion o, Luegn,

(o b o e S Fa N b i - 3
| ¥ * T | = e Vs + o'V deJ Pl F OV ey (T.47)

o g .
donide V! ""d,] represenia los términes de alto orden, Por lo santo, sustituyendo las

eenecinmes (7260 ¥ (T.43) e (7.41) v simplificands, so obtiene Ta sigiiente expresioon:

"'\.r:

M= h (§- K, tanh(~§) — Kq—F,|q Asiga(r)
T & E T — WTF T+ T & 4wl 8, (7.44)
donde M = M{g). h=R'§G.§) ¢ =Clg.q), ¥
with = WT &V g+ W (P 4 (7.45)
con (% = Ol'( I;'T:-:d.:lz.

Finulmenle, la dindmica de _tj’f ﬁl] e B* ostd dada por

& .

= g, (7 46)
ri’_'i = At l— h— {0 — K, tanh(~g) Ky E.] ij — A signir)
dr

TV T g — W' Vima+ Wa + um| . (.47

Utilizandn la definicidn de los erroves de pesos (7.26), so pueden recseribiz lag leves de
adaplacidn de pesos nenronales (T.38) y (7.89) como

f:: - -1 L rn"—’z A o ey
Fr = —Ragr! W& + tugrt W&, (T.48)
£LE

d = . e e .
aﬁf’ = —FarT+ P&V au’ - F& Ve’ (740

La eeuacin del sistema en lizo corrado estd dads, por lag ecaaciones (7:46)-(7.14) que
dafinen un comiunto de 20+ (N +1] % L+ L x 0 ecnaciones diferenciales de primer arden.
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Capitule 7. Condroladar por redes newronoles adaptable

F - a * *
7.1. Analisis de estabilidad
D acuerde con 158 ecuaciones de estados en lizo carrado (T.46)-(7.49], so busea probar
quis ol origen de las ecnaciones de estade del sisterng en lazo corrado es estable y que se
lone wis conversenvia de les errores de posicion y velozidad & cero, ca decr que

T q._ =0 ¢ B*

f = q‘

ya . n i . A ” -
Parz esto se ntiliza ln siguicnte funcion candidala de Lyapunov:

; - S . i R
Uit q.q) = ¥ g Mg E oy ' In ( CGE‘-]'II[’}*qi]) + o tanhi~g)t M
N i=1
] el 1] Ram l T i T = Er
+= Tt (WP VW) + 5 Tr (V' HV), (7.50)

Positividad definida de U7({L. 4, 4}
Para demostear que U2, 4, ti} cs waa Tuneioa definida posiliva se enciendea, Una. aida
nferior para cads uno e les Lérminos de (7.30) ulilizando las siguienses cotas:

| AT Sy 1 [ 22
- qI Mg = 7 -'RIDJIII{'I‘PT} [ 'r!‘|_ i

astanh(~§)T MG = o dase{M} |i?| |

tanh{ 4} -

e
¥

e ; o
3 Ky v In| cosh{~ rflfj = T Nt d H } | tanh - ri'":|| ;
=1

a partir de esto, s¢ puede eseribir la signiente cota inferior para la funcidn candidata de
Lyapnieoy (7.50) como:

L - ) iy
I O O B e o [N
CUREE 9 || tanh(v@)]|| | e Anad M) ~r--u.nm{r<ﬁﬂ, || tanh( g1
I
1?'. T L o W 1 it T U B AL
+5 I (074 W)+5 T (V'R V). (7.51)

La matriz I serd una matriz definide positiva con la constante de diselio o sdecoadamente

seleceionada copo ¥

'Ilr.':r:"._l /I"-Tn.['Ll‘{ 'f{j_.-} '.:I"rlli'll{-?l'-:f}
fll"lll'lx{‘-:"'f}

adlemis de que esta funcidn ez radialmente desacotada.

0o (7.52)
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Crepitado 7. Congrolador por redes neuroneles adaptoble

Derivada temporal de U7t 4. )

Puara torminar el sndlisic de estabilidad de esle controlador, se encuentta la derivada,
temporal de (7510 ewalusda o 1o largo de las Lrayectorias del sislema en lazo carracdo
(T.46)-(749), 1a cual estd dada por

" E [ T2 A L ;
Uit.gq) = —q Ki+F|q- rPh T fw— A .‘1-115_:_;1:1{'.--;1

~o tanh(y§)” [Ks+ F)§ o tanh(y )" K, tanhiy d)
Ty r:f.'l M Sech®(v &) g+ o tanh/~§TC7 q. (7.5

I cznl s obliene gracias a la propiedad de antisimstria i Propiedad 2.13), ¥ a las slguicnles
propicdades

Tr f: Whart| = Tr I',:-r"'“ wT -5':",
1r (W7 &' 0¥ g Ty =T Erl' W VT ),
T [.I:_;-'J'deT T :3""‘] = Rl [:'r"r' W & T :r.d:}.

Para demostrar que (7.53) es semidefinida nepativa se enciicnira una eota superior de
cada uno de sus términos como se mueslra:

0 f:f _I{ci T Ft'|§ = _}'-miu{ Ku’ | ﬂ.l} |§||

"Th < | tanhiy )|
[ + kg | bomhal @) 1| 1 R 7
7w —Asigalr)] £ —[Aaa{d}- b _i}lﬂ'l-
W Seri)h < vl A
o tanh(v§TCT i < ko pal| tanh(y )| |&] - aker v ][

—ix tanhiy §)7 ih"u; +H£[d £ a r"'ms.x{ Ko+ "'1-} | tﬂﬂh{_".f'-'i"]|| , til"||;

o tanh {»-: ;‘}]T .T{P tanhi~qg) — 5 A {f{p} | tHllh{-:_- ':j,]l 2!

donde se utiliza la Propicdad de la dindmica residual C.1, la Propiedad 2.11 de la malriz
de tuerzas centrifugas ¥ de Coriolis, la supasicidn de que &, = [w(2)]|¥ ! = 0. el heche de
que A dSech® (211 = 1, y el hecho deque [|§]| < ps + ], con pe dadaen [7.28),

A partir de estas desipialdades se puede siconlear una cota, inferior de (7.53) de la
siguiente manera;

DLa.d) < - {:"tmhléﬁrmlt % {Ilmli:'}(iﬁw

~ran{a— ] Tl (7.54]
i=1
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Capitale 7. Condrolador por redes newronales adaplable

flomde .
i) —% [l}:ﬁi:—FJ[ﬁMI

—% o d+ .fsrm] h—we

i = )'-mi.l.t'l[-:{p!f _}".-'-iz'
||_:| = .}.,.J."I. K-ﬂ'— lr'-|-|_|} - IE"?.'.'.'.I:

Loilt 1
o o= Ao M} 4 ke Vi
o= l'!‘\-'.f:.u 5 o I"Jf'ﬁ b *"'lmri}:"L 'r{-l + li-I:I"]I)1

Puara gue [-,-'{{.: q, .::,-] en s desigualdad (7.54) sea scmidelinida negativa se nesesita oue
f}l1||i||{ﬂ} = F-'n'.n.'

v £ sea definida posibiva. Con o adecvadamente eseogida. & serd definida positiva,

De o anterior g8 concluyve que [ Et,i;hff] e e [uneidn semidelinida negativa ¥ ose
suede concluir la estabilidacd del origen del espacio de estados l@'f qT " o 0 € B* del
sistema en lago cerrado descrito por las ecuaciones (TA6-(T49), Tambign se afirma que
lags warinbles deoeslada v g esldn acotadas, To que guiere decir gque

g .4 € (7.56)

Andilisis de convergencia global del error de posicidn a cero usando el Lema de

Barhbalat

Utilizands ef Lenm 2.1 s va & probar la convergencia, de log grrores de posicidn y
velocided a coro, e decir que lim._., L}',r:j = 1), Para eslo, 8 parir del anilisis Je la funcion
de Lyvapunov (750}, v de su derivada temporal {7.53) ge concluye que § & L1 ¥ quo
= £, vs deeir, los errorsy de posicion ¥ los errores de velocidad estdn acolados. Falta
pronar que dichos ereores scan euscrilico inlegrables, es declr, gque pertenezean al conjunto
e lunciones £3. Para esto, se integran ambos lados de 1a designaldad de la derivada de
la funcidn de Lyspunov {7.54), excluyendo el allime del lado derecho de dicha conacion,
ideade § =10 hasta 7 = 20, de manera que

i o S D L HE I -
.[u f.-l\..q[._h.q{.fljd. 1 '/D_ n' Gndr,
Uloc, §loe), dloc)) — LU, G0), gl0)) = — j{1 ' Qndr,

W N wier
T

. | ) N
donds ol vector 57 1= [|| ta.n.hf*rq}l Iq"] ¢ B*, Lo desigualdad (7.57) puede ser rees-
Crits comn

— U0, §(0), §(0)) < )/ 0 Cudr (o0, §(), Giloc]) (7.58]

wi)
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Capibule 7. Cowtrolador por vedes newonoles adaplable

Conuo se sabe que lu luncion de Lyagaaoy (7507 es delinida positiva, s flens que ta lugeiln
L=, qloe), q(wh} =L por lo lanbo, ze llega & que

~U(0,G0).0) = — [ o' Qnidr
AL

_-: —Amm{@} [:I ””"2{35?

A partir de la vltima desizualdad se puede escribir que

E

L0, g(0), 40)) . /m|

| tanhi-~ r'f:l“ *
-}"Luir.{_f;ﬂ}} . )

7]

donde el Tado frguicsdo de o dest E_,Lulli.].r_lf]. (7.59) es una constanle Qoita v positiva, pes
I que &l veclor g = | banhiy ) ||
lim e =0, por lo que

] e *
r,-| I L£3* De esta manecra se pusds esoribir que

lim tanh{~§) = 0
[ = '
Hovg = 0
=0
Adenis, tanh(~q§) convergerd a cero gdlamente cuando g converja a core tambisn, e
este andlisis se pueds noneluir estanilidad ¥ convergencia de los emrores de posicidn v los
errores de velovidad & cero.

Analisis de convergencia global del error de posicion a cero usando ¢l Principio
de Invariancia de LaSalle

L ilizands el Principio de Invariancia de LaSalle pars sistemas no lincales v no ausd-
nemoes, dade en ol Teorema 2.4, ¢l cual asume la existencia de una funcion de Lyepuanoy
definida positiva como se demmestra en e designaldac (7.51), ¥ wus cerivada remporsl
(7530, por lo que todas las trayectorias del sistema en lavo cerracde [T.46)-(7.49 eslan
dentro del eonjunto:

Qg=1{4,4 ¢ B>V € RWI=L i € R 1 i(F.4) = U{qn;m,c}“['{u?l}.

la hala 4, dada por

g ainy }fﬂ;,l
_-\ r||rl'i"r}

domide se hace uso de la suposicion 7.1, v (0 eslé conlenida en O, es decir, 1Y, © Gy
Anaora, hace falta definir el conjunto £ donce UL q. 41 =1, es decir

(=g
L

G e BV e RIVUN B & R V(G q) =0

L1



Capitulo 7. Controlador por redes neuronales adaptable

0L
ViE &) = Zon | tanh{~q
(4. q) = || tanh(~g)| !|q||] () U q)ll

[t
v (2 dada en (7.55). Fs decir,

e |
. {"r..r'} BT e RNHUEE W e Y [C{J N r{ﬂ S
4 .

Al N
At B {_.'z-.-.-_.
|:HfJ I

Los estados del sistema en lazo cerrado (7.46)-(T.48) tienden de manera iltima {cuands
t =3 no} al conjunto L = Ly N1, cefinido por
| e
8% ‘ - }

=

q
De acuerdo con ¢l Teorems 2.4, se concluye convergencia da los errores de posicion

¥ velocidad erticulares a cero, es decir que lim, .. §.¢ = 0, sgintduica de los errores de

0

a e B con |

= {qq CRT ¢ RV ¢ RO

prsicion y de los errores de velocidad a cero, con { =0y |8 £ 8, domle o matriz

W
£ pueds ser rellenada con ceros sara tener consistencia dimensional [Yosildires y Lewis,
1994,

7.2. Resultados en simmulacion

A manera de ilugtracicn de los resultados del andlizsia de estabilidad, sc muestran algu-
nas simulaciones numéricas donds se puede ohservar que log errores de posicién tienden a
cern v los pesos de salida 75 {t) & B2l y W) & B* pary, los articulaciones 1y 2,
~expectivamente, de la red neuronal estan acotados utilisando lag ecnaciones de sdaptacion
(7.3%) ¥ (7.39). Se utilizaron gananciay

K, = diag{40,3} Nm/rad,
K, = diag{32,3.2} Nm/rad.
A = diag '[L'-.UE, [].EIJ[JE}

¥ ook
a =1, =
Ademds, lag genancias
=12 ]I-T: I [}5“.5‘]

donde 1, es la matriz idensidad de dimensiones n % n, fucron ulilizadas en las leves de
adaptacion (7.38) v (7.39).

D& consiceran las referencias de posicion dadass por

qalt) = ‘m[‘zﬂ -1

| [7.60
cos(4t) 1) S [7:60)
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Capitute 7. Controludor por redes newronales adapluble

1|\ R S | e
e o A wl

5 405 —n‘\ __.} S/ \ ,

= \ / \ | .

A L - 7’—i ==
& X P\r\\_| \\/5 -

Tiemmpo [s

Figura 7.5 Sequimiento de {rayectoria gy (t).

Las rondiciones inicicles para les posiciones v velocidades articnlares estdn dadas por
(0] = o id e, gel0) = —wfErad, g1 (0) = Urad/s ¥ () = Orad/e.

Clon el use de MATLAE® v de 1a inter[az visual de usuario que se desarrolld se obtuvieron
los simuientes resultados. Lin las Figuras 7.5 y 7.6 se muestran los sepuimicnlos ce lus
trayectonias gi(1) ¥ eit) paza las posiciones desesdws dadas en (7.60). Los errorss ez
pumunn r,rl{.f ) ¥ Falt) se mucslran en las Figurag 7.7 ¥ T & respectivamente, Los pesos de
sulida 100 & ROy fiL) € B! de lns articulaciones 1 y 2, respectivamente, se

| | | —qw(®)
il —gre———————— S I —r— | — (f e
B ,:" I;\l\ | [\ \7 r'f\l 'r\\l f{ﬂ i\ = )Ji'{\""
i A
3 ! ! I J L | \

R i T an i e
\ Jj 1R o { R \‘
WY ? | 'TT"I ]”‘ '"i""f "u

| 1'
LV NN Y YA

Tiempn {s!

Figura 7.6; Scguimiento de srayecloris gt
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Capitule T, Controlador por redes newronales adaplable

&

&
(L=

Pogicidn [ra]
=t
ta

i
i
i
I
|
e

Tefradn

LS
'
En

Tiempo [s]

Figura 7.7; Lrror de posicidn 51(4).

10

mnestran on las Fiouras 7.9 v 710, donde se ohserva que los pesos de salida estan acotados

pada todo § 2 0,

... -
o4 e — L )
0.3n | ! | [T PR e
=g I|I i { | .
=, 03 \ ' 5 b . ; L
C 1
N E‘.?.E b PR T R St i e P IS
2 | ; .
% 02 —-|| - s et Oo¥ Cretm AN et | . . = =
L | I |
& AT — ==w- e
i \ ! = .
0,4 i spfians
s \ [
T e \\ = = _'_
o SR g : 'I SR S
.|:|_|;55| L AN i e e oL ke
2 e 4 5 & 7 B g 0

Ticmpe [s]

Figura 7.8 Error de posicidn q(t).
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Capitule 7. Contrelador por redes neuronales adeptable

DR | g =T

Figura 7.0 Evolucidn lemporal de los pesos de salida Wity & B2 para el eslabion 1.

Herimacinn de Jos posos de salida Wa(t)

o 100 200 500 ano S0 GO
Tienign 8

Figura 7.10: Bvolucidn wemporal de los pesos de salide Woate) i oot
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Capitulo 8

Decesarrollo de la Interfaz Grafica de
Usuario (GUI)

Una dnrerfaz de usuaric (Ul por sus siglas en inglés) es nna forma grafiea de ricstrar en
Hng o s ventanas qué componentos conticnen los controladores, que permiten al usuario
desarrollar aclividades interactivas. Bl usuario no lene que creéar un seeipt ni leclear
comundos en la venlana de comandos para levar acabo las actividades. A diferrocia de
programar un soript o iptroducir comandos en la ventana de enomandos, el nawario de Lo
GUI no tiene necesidad de entender los delalles de edmy se desarrollan las lareas.

Loss coimponeates de una U poeden ineluit mendis. barras de herramientas, “posh
battems™, “list hoxes” v conlroles deslizantes, entre otros. Las Uls creadas atilizanclo he-
rremiensas de Martae® pueden levar acabo cualquier vipo de edmpalo, lear v esorilic en
erchivos de dalos, comunicarse con atvas Uls, v wostras dalos como tables o srificas.

Una UL de MATLAR® es una ventana “figure” u - cual ze b anaden conponenles
utilizades por ol asuario. Fates componenlos so oueden seleccionar, mmoditicar =1 famaio,
y modificar au posicidr como sea mejor. Ulilizands "callbacks” se pusde hacer cue estos
componentes hagan o que s desen enando e usuario cliquea o manipula los componentes
al teclesr.

Se pueden crear Uls de Marpas® de dos maneras diferentes:

s Crear la UL utilizando GUIDE con el comando cuiide

Mediante este cnfoyue se emipieza con una fisura a la que se le ingressn compo-

nentes a pariie de oon oditar de grafess, GULDE erea va eddigo cue coittiens Los
“rallbacks” para la Ul v sus componenies, GUIDE gnarda la vertana “tigure”
teomne un archive . fig) v el archive del eddipo. La GUI se puede correr o partic do

cualguicra de Iog dos arehivos meneionados.
= Crear la Ul mediante programacion
Con este enfogue se puede crear un archive de eodign que del e Tas progiesbades

¥ comportamientos de todos log compenentes, Cuando el usuario ejecuta 2l archive,
Gabe res la (oo, los componentes de &sla, vy maneja las inleraceiones con el usuario,
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Crpitade & Desavrollo de la Indevfaz Grdjen die Uruario (G U]

Tiplcamente, Lo lgura no os giardada entre sesionazs debide 2 que el cidipo en el
archive eres una meva fignra cada vew que os conpilado.

Los archivos generados por ambos enfoques sou dilerentes. Los archives da Tls creadas
mediznte programiseion, generalmenles son mas largos, debide o que explivitaente definon
cada propicdad de la fignra v de suz controles, asl como sus “callkacks” Tas Lz creadas
ntilizande GUIDTE define la mavoria e las propiedades denbro de la lgura sor sisola,

Us s UL puale ser creads ntilizande GUIDE v despuss mod fearla medianie progra-
maeion, Sin emhargo. no se prede coear una UL por programacion v despuss modilicarla

con GUIDE.

Abrir una Ul nueva en el editor GUIDE

1. Inicializar CUIDE toeleando el comando cuide en la entrada de MATLAB®.

9. Ln el cuadro de didlogo del GUIDE Quick Stars (Figura 8.1), seleccionar la planlilla
Blank GUI (Defaull), y entonees presionar OR,

|4 GLE weiih Wheontrels
(R weth S st Totenan |
| Wodal Queckion Dialog

Figura 8.1: Cuadro de didloge del GUIDE Quick Start.
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Copitule 8. Desarrollo de ly Interfay Grdfon de Usuaris (G11)

Figura 8.2: Entorno de desarrollo de GGUL

3. Para desplegar los nombres de loa componentes en el entorno de desarrollo GUL
(Figura 82) on la paleta de componentos, segair los sigulentes pasos:

gl beleccionar File »Preferences >GUIDE,

Figura 5.3 Menl «Archivo

L} Seleccionar Show names in component palette e la venlana de sPrefeen-
slass (Figura 3,47,



Capitule & Deaarvolle de lo Intevlas Goifica e Gsuueio [GLUT

Figuea 2.4 Ventana de 4Prefercnciass,

) Hacer clic en QK (ver Figura #.5).

IMgura 8.5 Dotorno de desarrollo de GUT con las nombres de los iconos en le paleta di
COmMponeanies.
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Copituln A Desieraile de la Bnlecfas Gedfiea de Uesnario (G UT;

Texto estatico

En la UL, el Lesehor estitico cumple la funeidn de una, ctiquets. gque mnestra informacian
e islrucsiones de cadsa controlador. Al igual que con los demés componentes, 32 abra e
mspeclor de prepiedades, v en la propiedad “Steins” hacer clic en el ioone con tres lineas
horlzontulzs (ver Figura 8.6}, En este punto se pueden agrepar cantidades de texts mas
larges que una linea,

Figura 8.6: Propiedad “gcring® para agregar lexlo saldlizo

Configurar el tamafio de In ventana en el GQUIDE

Se conlignra el tamabo de la venfane de Ja U ajustande ol dca cuadiicnlada oo el
“Lagont Foitor® Haga clic en la esanna inferior derscha y arrdstrelo hasta que la enadri-
cula sen aprocimadamente 3 pulpadas de alto v 4 pulgadas de ancho (ver Figura 8.7). Si
e necesario, hapgs la cuadricula meds grande.

Figure 8.7 Area coadriculada en el “Lavout lditer”
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Cupitols & Desarrollo de dn Intorfaz Grifion de Dsuaris (G ) o

UUso de los componentes

’ 234 i AR L e | R
Paza la interfaw se utilizavon lo que son “Push Duttons”. “Rodie Butbors’y "Edill ..

Texts? “Stalic Texts”, v "Panels”. [stos se colocaron womo s wuestra en la Figrra

5.8,

Fignra 8.8 Acomodo de log eomponentes e la GUL

S

Al dar deble clic en leg componeates, seleceione ol valor en la propiedad “string’.
reemplace el texco con la [rase deseada {ver Figura 5.9).

E IR T

Figors 8.5 Mewd de «Iropiedadess deun “push butteon .
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Cupitnla 8. Desarrollo de o Iulevfiur Crifien do Dsnnria (CTT

Haciendo clic Fuera de b propiedad “string” o haciendo "Euter”, &ste camibingg, to-
mandio el aombree especificaco, coma se musstra cn la Figuee 8.10,

Figura & Lk '[:I'.J].’..'lpf."llﬁli-L&' “Sysh bBu-ton’ con la lﬂ}-‘f‘,lll’i’_l, G ST e,

Apregar codigo

Parn agrepar codigs v promamar les funciones deseacas al hacer uso de cada cunpo-
nente. hay gue iv & cada uno de los componentes v hacer clic derecho en ellos al mover of
cursar sobre la opeidn View Callbacks > Callback (ver Figura 8.11).

Figuea 811 Ment emergente al hacer click derechio sobre uan componenle.

Parn saber efmo hacer reforencia a cada propiedad de eads, componente de la UL
abricdo ol inspector de propicdades, se puede ver & valor de la propoedad “Tueg?, o] cual
pucde ser cditado como ¢l disefindor de la UL lo cesee [ver Figura 8.12).
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Comitulo & Dosmeolly de b Falevfoz Goifia de Uswario (OUT)

Fipura 812 Propiedacd “tag’ para 00 commponen Le.

Editar de MATLAR®

Al hiaeer olic on ol *oaliback™ deon camponente, se puede agrepar cidigo en s

ventana similar a la de la Pigura 3.13.

PR T T p— i e
.: E Pk ik Ry e Tl Ta D apuaal-Sraaedie kT Saa e roes pors bl s e

A i
[P T T R N e Y S T
o leisdres = L e e MR et d LS e ML AN

1ML qq.-l.":!.:\b,-.-.-;. R lFIP LR S FT T BV TRl e R i e F R ot ot
§
i

| ar tuandlea_adind,
| bmeztEendben idind
1%z e s

[T AENT TR

(RFTR A TR
| secihazdtes. 2
B T St R | P L LS
en= thamdler e Hris, et
o= hacdlek . adectl,
o Bacdlepedels,
X ErrEarAlez. A Al nln,
g 3

Fizura 3.013: Vavana de im "callback™ de un componente,

[l chdigo gue se agregd a cads. radicbutton eg similar al siguiente, ol cual muesstra
los componenles relacionados con el eontrolador seleceionado v oonlia loa componentes

fque no tienen relevancia para este sontrolador,

% Lmpeufes on fulbon press in radicbottond.

Furchion rezisbutcenl Callback (hObhgesh, evanidata, barndles) % CEDCOGA
% FObeol nandls to radicoubtonl (oos SO0

Y evenbdaiad resvoyved — Loobe delined o oa Fubape vecston o METLAB
¥ ohandles gtruziure wilth handles and user dats {sse SUIDATA)
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Cogituio 8. Desarvolls de lo Dibecfiz Crdfion de Dsworie | o)

: Hirt: getindObisct, "Walue') terurns Loggle stats of ragiiil Larl

satdhandles , adiz L, "SEing!, "
Tioes (hEndles S8 EE, YEEfIng "

%oget (handles . edikd, "BEroag vy

SEL fhsrdles . edRed, TBTedng
get (hemdles ., 2diUs; "Sheing, ')
st thendlies sdice, "Stming!, ') ;
gol (handles.edit, "Stoing ', " Mg
sut thandles eddtd, "Stranc s ' ")

i
(mandles edits, "String’s ' ")
r

RET i
zet (handlescediz 10,0 30ringt " "3
set (handles.sdiclld, g
soTihandles . egillid,” YRR
gel. (hardles..editl3, MES

get thandles.edirld,
zet thand ey edill3, "Slodoy, ')

zg. thandleaLeditls, "Sseoemg’, "Vl
% aet{HandPesseditl T, "STeiegts Vg

2T (handles.editlf, "String ", '
selthandlesoaditl] 9, "Scoing” 57"
saltkandles, e3it?20, 'Steing e B!

% sat thandles edizal, "Brr ng e "
Cinardles.edit2?, "Eezing ', "' )i
g hardles edItas, "eETing " " )i
et ihardlas. edit2d4, "Surdng®, 'y
got tHancdles., eg2it?d, "Bhrlag?, ")
et !handles, edit2 e, "aexdrng, ")
g7 lhandles.ed227, "3uring ", " "y g

st (handles, wipanell, "Vigitle  "On' ) g

%

zet (handles pushbutbanl s, "Visib =" 'Gn' ) ¢
b
astibandleg,pusrbellonld, "WiadhIe', "0t
soh (mandics.puskhbuttoenl’, 'visible', "0 ;
el (handles.pouahbobtenls, 'Yisiklet, '0nl)

3

gel thardles pushbirbonzZli, "Visinle!?

STOEE S
got [handles.pusabuttondl, "Visible! YO0 ) ;
ek ttandles pushhibtton 2 " Wiedihlet TOFEEY;
L

met (bano les.pushbobbonidd, "Visinls ', "uff"};
et (hancles. pushbatbongd, "Visible ' "O0D0 3
%

& = geblhandics . radisbuottonl, '"Value')

if .a==1

get (handles, radicokatzon, 'Valus', 0 ;
sl handlss, raciobubtond, "Vales' O
setihandles. radichuttond, "Valae', 03
set imandles ., radishuttonb, "Walus! QY
set Hardles. pibdl voggegopl , "Wisihle®, ot 1)
get thardles.niburttongroup?, "Wisible', "OfE");
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Coimitds & Desarvolle de la Interfaz Qrifion de Usuardoe (CUT)

sel thandles, it rongranpd, "Wisible®, "OfF');

sez thendles.utbuttangroupd, "Wisible, FOFEY ) ;
get (hardles.wibubiengroups, 'Vis_ble! TOELE
=
seb trandl es. tents, 'Wisibla, Ton ')
ser itandles, et T, "Wiadibie? , "GEZ") § 4Texto del consirel 2L+
fet (handles.textld, "Visible', 'OITY); 4Texto del control Slotins—id
set (handlas taxcls, "Visibie!', "OFT"); *Leoxto del control por
traslimentacidn de salida
selb thandies.textlh, "Vigihle!, "OFE" 1 ; $Texle el gontzsl por
Sredes nousonales
%

zef iHandles.pushbullon?, "Wigibls', "On');
elaa
gsei (handles aibritongroapl, "Wisipla, 'OIE ) ;
& = oget (hensdles radichuttionl, "Walue? ) 43750 L
et (handles . radiobufizon?, "Value' 270
+ gat {handles . radicbutsend, "Valoe #2702
Foget{handles cad:chuttend, "Value')+223
= gt thardlos csadzobuttons, 'Waluap«278;

&
e =—
aet (hardlas, pushbubbanT, "VWisible' , MOEF") ;
sob thandles, tegth, "Visibkle ' "OEEY)
el
end
pe P T e b L e o A et =og8 ke

Be O Sese lapadl Terw leg

Figura 8.4 Yersion final de ln GUILL

Después de borrar un cemporents er ¢ GUIDE, todos los “callbacks” gue enin
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Clapitebie 8. Desareollide ln Indovfos Crificn de Uswaris (GUL)

i prepend : 7 - : -

Fizura 8.13; Aspecto de o GUI al gjecutarse.

permanecen ¢n el cddipo fuente, 51 se Liene o seguridad de que ningtm olrn components
ntiliza Cichios “ozllbacks”, entonces estos “oallbacks” pueden ser rermonvides del eédips
fuente manualmente. Pars méa detalles consultar (MATLARS, 2015, pigina 8-6].

Después del trabajo de disetio de la ingerfar 3 la programacion de los componentes, se
uhlione una interfaz como 2 ve en la Figura 214,

Al eompilar el archivo - Fig, la GUTse verd comaen |a Figira 815 Los canpos “Stop
Time” ¥ "Fized Step” permiten wadificar log tiempos de simulacon v el pase de inte

gracidn dz cada archive de Simmlink.

Para obtener las simulaciones para un controlador dado hay que seleeeionar el controle-
o deseado cesde ¢l conjunto de los "Radic Batbons™, curmo se mussfra e o Pigaa 808

Agul se pucde seleccionar uno de los cineo controladores analizados en esie Lrabajo, los
cuales son:

« Clontralader PO con compensacion degeada de sravedad adaptable {ver Capilulo 3}

Contrulador PD4 adaptable (ver Capitulo 4),

Coulroador con compensacion adaptable (Slotine-Li, ver Capituly 3).

Controlador con realimentacion de galids adaptable [ver Capilulo G).

Controlador por redes nenronales adaptable {ver Capitulo 7).
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Cuapitte 2 Lesarrolle de la Inderfuz Grafion de Uswavie (GUT

Lotiiato S ARt

gL,

Figura 8.16G: Seleccién del controlador DD con compensacion descada de gravedud adap-
table para smular en la GUIL

Deapuéa, se da clic en la opeidn de «Cargar pardmetross para vollenar Jas ganarcias, lus
condiviouss inicieles, los puntos de sosiciones descacas {para el controlador de regulacion]
v los pardmeiros “Stop Time” v “Fixed Step” de Simulink (ver Figura 8.1 i




Clapitto 8 Lesorrollo de lo Interfoz Grafoe de Dsuacte (G

I’“.i e
|

Figura 8.18; Seleccidn de un controlador & simular cn la UL

Al presionar el batdn «Cargar modelos da inisio Ta simulacidn del contraladoe selec-
cicmado con las sananciaz v log pardametros ingresados oo log campos de texto csldtion
Al finalizar la simulacidn aporcee unes ventana ermergente con la leyenda, “Shaducidn del
corebrol [nombre del controlador selecciomadal ferminada, /7 [controlador scleceicnado en
inglés| simulation ended " (ver Figura 8.18).

cl DM de s pnit Cjeae Lnep - finded e

J:raﬂz: s am-'ﬁgrm}i ,:Jgau ST

Figura &.19: Seleceion de un controlador & simular en la GUL
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Capitulo 8  Desarvolls de o bnlerfoz Grifion de Usuario (GLY)

Al terminar Ia sinmlacidn, se suede seleceinnan Lo gratica a wostvar & partir del corjunio
e sotanes en el lado devecho de la inteclne, v 1o grafica deseada se muestraen uia ventana
“tigure” de MarLap® {ver Figura 8.10).
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Capitulo 9

Conclusiones

En este trabajo se Uevan acabo Jos andlisiz de estabilicad, convergencia y acotamisrto
de goluciones de sisiemas de control adaptable de robots manipnladeres, tanlo en regu-
lacidn comno en seenimicnto de trayveclorias de posicion, niilizando ls teoria de Lvapunov
auxiliada del lema de Barbalar, v el Principio de Tnwariancia de LaSalle [TaSalle, 1576] an
ol andlisis de sistemas no lineales antinomos v no auténemes, aplicados a cloee esgueeimms
de control de robots manipuladoros de dos grados de libertad.

Se ohaervan loa resultados del controlador PD con compensacion deseada de gravedad
sduptable en repulacion, vtilizando ¢l modelo del robot 'slican {Apéndice A, utilizando
areumentos estindares de control adaptable, a partiv de los cuales es posible concluir
convergencia de log errorez de posieidn v de velocidad a cero, wlilizando el lema de Bar
Lalat v aliernativainanle el Principio de Invaciancia Jde LaSalle para sistemas antonomos.

Fara el controlador PD+ adaptable v el eontrolador con compensacion | Slotine-Ti)
adaptable se wtilizaron dilerontes colas v leyes adantables para eoncluir la estabilidad v
convergencia de los errozes de posicidn a cero, utilizando el lema de Barbalal v alternari-
camente el Principio de Invariancia de La3alls pars sistemas no autdnomes [LaSalle, 1576

Fir el controludor con reslimentacion de salida adaptable se utiliza ol modelo dindmico
de nn brazo robétioo planar de dos grados de libertad, v se analiza su estabilidad dzfi-
nisndu cotas para los términes de la funcién de Lyapunov ¥ enconlrando los valores de la
constante de disefio para utilizar la tecria de Lyapunov anxliado del lema de Barbalat, ¥
allernativamente del DPrincipio de Tnvariancia de LaSalle.

Bl iltine sontrolador estudiade lue pos redes neuronales adaptasle. en el cnal se hace
una breve infroducridn al contral neoronal, donde can la propiedad de aproxmscién vni-
versal de las redes neurenales, ¥ con a funcidn ae ackivacion definida se contrala nn braswo
rihdlico de dos prados de libertad, anelizando las propiedades da s estabilidad mediante
e lerra de Barbalay v deliniendo Tos doninics necesarnas para utilizar ¢l Principio de In-
variancia d= LaSalle.

Tambifn se explbea el desareells de una Inverfaz grafica de usuario (GUIT) donde, me-
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Cupuinlo 9. Conclusiones

diante ol uso de MATLAB /Simulink se puede levar acabo la simulscién de caca uno de
loe controlacores con los que se raba’o duraole lu lesis,

A partir del trabajo con €l centrolador PD con compensacion descada de gravedad
nrduplable se escribid el artionlo “Awndlists de estabifidud o convergeniio globel de wn e3-
quema adaplable en regulneen wtilizando e Principio de fnvarioncio de DaSalle™ [Falcdn
et al, 2017] en el IV Congreso Internasional de Robdtics y Compuiacion que so llevd a
cabo en Mayo de 2017 en Los Cabos, Baja California, Sur,

130



Apéndice A

Datos del robot de 2 grados de
libertad

A.1. Modelo dinamico del robot experimental de dos
g.d.l.

En este apéndice se muestra ¢l moadelo dindmice v los valores numéricos de los pard-
metrss dol robol de 2 gal L DPelivan ubicsds ee ol Centroode Investigacidn Cientilica v e

Edncaciion Superior de Lnsenada (CLCLESL), Ensenada B.C,, Méxica,

Figura A.1: Robot experimnental de doa grados de libertad.
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Apindice A, Dados del vobal de 2 gradoes de libertad

Tabla A 1: Pardmetros conocidos del robot Pelican,

i Descripeion Motacion Valor
" Longilud Fslaban 1 i 0450 m
Longitud Talabdn 2 s - 0.450m
Dislaneia al centrg
de msa {eslabdn 1) lot [.081 m
' Distancin ol eonfro
de msasa (eslabdn 2) e 0.048 m
Masa eslabin 1 1wy 23007k |
Masa eslabdn 2 Fita AREOkg |
Inereia eslabon 1 .
respecho al centro de masa I 1,26 kg - 10
| Inercia eslabon 2
respecto al centro de mesa Iy 0.093 kg - m?
| Areleracidn de la gravodad 4 9.81.%

Los g o, L estdn asociados a los dngnlos g1 ¥ go que se miden a partic de s extension
del eslabdn 1 hasta el eslabion 2 mosteado en la Figurs 4.1, siendo ambos positivos en
sentido contrario al movimienio de las menecillas del reloj. Bl vector g{t) queds come;

gll) = [f.q{z} galtl]
14 vector de estados ﬁ |r,j1 tia gueds como
LS TR ST
My riegz| | Gy

S despeja v se resuelve para §, v dy:

v T 1
Gi1 G R |8 _ [T
i B ¥4 T

g M Ge — ey Hoadget o =T

1
Tign i+ Tlen o + ot + Caa e g = T

§i = — [n—mpdh—cd — caig — i
(SR

1
o= — |m—ma s o — coads g2
Tl

Liebide & que la matriz A7 (g) es simérrica, s = #y; .
. i Yriya ~ . . ; ; 3
B — = |Hg= ['-’z — itz ofa1th — Can g y—z| L B R Rl & Pl B
iy | Tizy |
i 1 ey i E ; . ;
= Ta—— |y —#ags — e — Clage — ."j'l] —ERLE]  Capdy — M
flan | TH11
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Apéndice A, Datos del robot de 2 grados de libertod

{5
'1” =
TRy M — Ti":-%:.

+{#rtra toa — Mgy fal 2  Map g e ﬂz]

{mzz T — g Ty [rn en — e o] i

] ' 2
W = [— i — M T M T ['.’H.lg £ — 1 rtﬂ] i

THp s — gy

—{mra e — ?'?111*"22;' gz | gy g :5-':]
i .-_jﬁ__ - |
it | %
s Tilya M
+| ;
: T —ifig 5'2_

donde k = myqy g — mi,.

Ty Ty ey TH1a a9 — gy {:ﬂg_ i

El mocclo dindmice del robol puede escribirse como

dolg| | i
di [d]  Mig) () Clg d)d— gla)]]

clondoe;

vt — | Milg) Myla)
Migi=|,
M (e |:JI-'?:.!]|-(_F-.|':| Mala)

Chala, ) G]?':_q:-{i'j
Calag. q) Chalg. q)

o
glg) = H: EEJ|

Clyg.g)=

{t) = F{L:ﬂ

Ty I:\T'}

donde:

_-'L-iuliq} = mld 4y l"f — rn.zifz + 2y g coslga) | 1+ Ty

Mulgl = mgls +mgi ls cos{ug) + Ia,
Maln] = Mhalg).
Maz(q) = mul® + La
Crilg.q) = —mglidys sen(ys) ga,
Cilg. gl = —malilg senfys) 6 — gy,
Coalg gl = mulyly senig) iy

Coalm.q) = 0,

mlal = [l +mel] g sen(n) 4 mynly semlg, | gl

oAl = magls sen{g + @)
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Apéndice B

Condiciones suficientes para
funciones definidas positivas

A vonlinueidn se presentun condiciones sufdcientes para cue nna funcion sea definida
positiva (tanto en forma local como global) a modo de un lema [Kelly v Santibdgez, 2003].

B.1. Aplicacidon a funciones definidas positivas

Lermna Bl Sea 3% B una luncién comtinua con derivadas parclales continuas, al
menos hasta de segundo orden. Supdnpase que

) = DeR,

i) = el
i
Lo, se toman las signientes condiciones sobre H (-, gque es una maldriz hoessiang do fla):
= 51 H(0) > 0, entonces f(x) es una funcidn definida positiva (al menes cn forra
l3eal).

= 51 H{a) = ) para todo @ € R, entonces F(m) o8 una lunciin delinida prsitiva s
forma global,
Ejemplo B.1. A partir de agui se demostrard cue la funcidn £{§) mostrada en la ecua-
citn {3.22) estd acotsda inferionusnte por una forma cuadrdtica en §. Eapecificaments se
demosirard gue
o % - N B i S
Higa —q) Ulga) —g (g4) | 9 q ~pg = 5 [swnin‘{-fkt}' = kg] |4l
(5 vilida para todo § & B®, con K, = K: tal que Mol Rt = ks slendo gq & BT un
voctor eomstanle, ¥ Mig) la energis potencial del robot. Aqui se supone que fodas las
articulaciones del robos son del tipo rolacional.
Pura realizar la prueba se recorricd a demostrar que lasigniznte Tancidn i es el
positive de manera global.

o \ A m 5 1 = o ro T Pl
E,I'{E]:l = H(l}l = HI:ULIJ I {qd:‘ i+ "; |_»’I"-mi||{ 'r"“.tu]l’ = F"'!'.'_ ||{.|'||
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Apindive 3. Condiciones suficiendes para funeiones defermains positivis

Para icha Inalidad, se empearda ol Levag BU1 Nétese que £{0O) = 0.
Il gradiente de f{§) con respecto o § es:

{

i

5T @) = —g(a) + glaa) + Ko G — [Macd Kot — k] 4.
i .

tlonde el pradiente de £{§) es nulo pars § = 0 ¢ K™
La natriz hessiane I1(§) de {(g) queds como

H{ﬁ.] = II{;EIIJ + "t(i'i‘ - ["]'-lrll'u{ 'ﬁ'rF} T -'!L'-:r] i
' ff
Ahora ge verd que ésta os definida positiva. S parte del hecho de que a constants K
satiaface o
dglg)|
dg |

ki
Por o tanwo, resulls cierta e

agin,

e l7

}'-uu'n{ FL:;J} :"uaiu{ffp} =+ 't':;.l Z

o, fopivalentemenite

Bt}

J"‘luin {Iij‘l] = -)"lh.x{[_fll'"uf:n{;{p}’ - 'E'-_qJ Jr}' o r".l'!‘_'!l

En virtud del hecho de gne para dos matrices shinélocss A ¥ B ose liene gue Ay 4 —
L I' 2 Aanin ILA} == rl'th-‘fuw'{ﬁ}q ]”HEF-'

}"rﬁl.{ 'ir{r- = r)"mn"f'-lr}a} JEL;.] Ar.]f =

dglaq)
g

Finalmante, invoeando el resultado sobre matrices ipe establece, para una mal iz duda
A simctrica ¥ dolinida positiva, v una matriz B simétrica. que i s tiene Ao+ A} = | B
cutonees <1+ B > 0, esuo permite concluir que;

= [in{ B} — k] 74 Eiff—] =0,

slendo justamente €3la la expresidn del Aesstana, Por 1o tautn, ésto es definido positivo
2 acnerdo con el Lema 3.1, la funcidn F{§) e defnids positiva globalmente.



Apéndice C
Dinamica residual

Asoclada a cada modelo dindmico de robots cxiate una Luncidn denominads dindmice
restdunl de nosable imporlanics para. ¢l estudio de estabilidad de diversoe controladores
[Kolly v Santibafiez, 2003, pagina 1001,

La dindmics residual b(4. §) s cetine de lu sigllielte maora:

RiG, §) — 14 (ga) -"l'ff_f?,'lJ Ga— [Clga, ¢a) - 'f?'i!}:fﬂ] G+ glga) —aly). 1)

Esta funcidn tiene la caracteristios que A(0.0) = 0. Ademds, Ia dindmica residial
i(d, §) 1o creee mas rapido que |14 ni que ||, ¥ ademas s6lo podré, crecer arbitrarismente
cuando [lg] o haga, independicntemente de 1.

a1 este punio es convenionte mencinnar que en la demostracion e dichss caructe-
rigticas, jucgs un papel importante una elase de funciones continuamente diferenciable,
mondtonements crocientes, v ncotaides, Se comsiderard el Lratamicnto nsands nn elements
de esta clase de funciones; 1o, funcion tangenlo hiperbdlica.

=t =

e

e miey

5

Migura C.1: Funeidn tangente hiperhilica flz) = tantya).

La tanzenle hiparblics, tanh(z) de un nimero real @ s defins comn:

i

a

T-;I:-,z

L £
tanh{x) =
i
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Apenidice O Dindmace residunl

La grafica de la fincidn tanh({z) s muestra en la Figure €1, Fsta os une funcién

- . - : 3 YN N
continga, mondlonamente crecienle, ¥ con derivads sech” ). Acemds, satisface |zl
Lanh(>}] v 1 2 | tanh(z)| para todo = € B

Definicidn €1 (Funcidn tengente hiperbélica vectorial), Se define la funcion langhonte
b aperhalica veetorial de la siguienie forma:

lna.J.Lh[.'I'ljl

tanhi{zs) _
I(”:: . LEL l( 2] ff_f_z]

Lannbula, |

von = £ 1B, Esta satisface lus signientes propiedades para todo . & c B
a) |[F )] = o e |,

[ ()| = 0,

[ (@) || = ey f7 (e om,

£l < o2

eor ¢ey, v ee kg 2> 0. Teniendo flx] definida come en (020, los diversas constantes quedan
cord oy =1, s = i, oy = 1oy = 1Y por lo tanto

f le|| ¥ =B

17 =) _l v ¥ meR?

(C.3)

El vector de dinamics rr*wﬂmi hly, qjl de dimensiones n x | depende de los errores de
posicidn G, de velocidad 4, 21 como del movimiente articulss deseado Ad: Gd. Ga. QuUE S0
supone acotado, Ademas, hig. q) cunple ean i siguiente propisdad:

Propiedad C.1. BExisten constantes Fppofhne = 0 tales que la norma de la dindmica resi-
dual cumple con

“h'{"}: 'i'v,- H = A “{.H + g “f“ﬂ“ 4

para toda §, g € B, donde [q) es la funcién rangents hiperbélica vectorial,

La Demestracién de la Prosiedad C.1 puede consultarse en [Eelly v Sautilaies, 2009,
pégina 104],

Dre acuerde eon ln ceuacion (€, 1) )i s norma de ls dindmics residual savisface la signiente
desigualdad
1 (d. gl = | | M(ga) — MUq)] Ga + | Cla da) — Cla d)] da| + lglge) — gla)| (€3)

De: donde a puartir del primer término del lado devechio de la ecuacion (€LY, utilizandn b
propiedad 2.3, e tiene la signisnte desigualdad

T
A4 ||'!'}|'

I [M (ga) — M) §d|| < ky
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Apéndice ¢ Dindmica residual

domnde pora determinar la constante by se tione
T

ey ( |8 M) )
Ky =0 [ max |——— :
iy O

Para el segunda Lérmine del lado derecho de la ecuacion (C.5), se uliliva la propiedad
2.12, ubteniendo la signisnte degipualdad

f p i At N i 2 L e = e

[ da) — .7 ] = ke Neallas 11+ b 1all 10 (€

Sin embargo, la norma del sepundo téemine <ol lads derechn de la scuseion {C.5) también
sutisface que

[Cl9a.40) - €0, 6)] da = |0 ) G| 4

(g, o) r_}d”. &R
Ahora, puede observarse que el lado derecho de la ecuacion (.7 cumple con que

Clqa dayda] = ke ldalls
|'f»‘{q,:ir} 'j"i| < iy |l ||fi|
Por o tanto, se tiene cue

*

Gallds + ke lletallar 111 {C.8]

|| [G(f_{,;,fjd:l - '::{Q'; fi'] tjd” =l "!G':-:I

Para el iltime términe del lado derecho de la ccuacidn (CL.5), ntilizando la propiedad 2.6,
se llewa a gue

< ¥y gl (C:9)

Por lo tanto, la cota superior de la nurins de la dingmics residual estd dada por

glaqs) — glg)

150G, @) < ey lldallar ]+ [Iii‘-_.; Dl || s ey ||<;"d||'f-'2.-,rl Il (.10

C.1. Dindmica residual cuando ¢; =0

En la siluacién cn la que g = 0, y por lo tanto gy = 0, la dindmica residual (€.1) sc
= Lplitica 4

hiid. ) = glqa) — alq).

Dehido a la prusba de la Propiedad C.1 mostrads en [Kelly ¥ Santibafiez, 2003] s¢ sube
(e 1as constantes s ¥ 5y estan dadas por

1= (R o+ B lallor + ke [|al?ae]. (C.L1)

sgo= B[R 1Ry el + Koy [ldallP]- (C.12)

En el eazo conde gg e conatante cstas expresiones resultan redocidas o (C.13) v (C14)
1 = Ry (C.13)

g = F iC.14)
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Apéneice . Dindmica residunl

Ademds, se tieuen las siguicntes expresiones para ky, ¥ OpArs fpa

- ~ o " ~|I
B = ke, ldallars (C15]
2. 1016

i 2 —=—,
tank [ 2

De donde se coucluye que éstas pueden sor

iy = . (. 17)

kg = —

A partir de esta Altima desigialdad puede demostrare que o curcple con

EFET ((2.19)
Dunde se Lepa a:
(G 8| = |otan) - a(@)| = o tanh () (C.20)
sanh(§)] |
Lauhias )
£ R || (C21)

laanth { g )

sara todo gy, F = B
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