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desde guiarme y enseñarme.
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Propiedades de un Sistema de crecimiento de

dos Especies para Propósitos de Control y

Modelado

Resumen

Para este trabajo de investigación, se estudiaron y analizaron las propieda-
des del modelo de crecimiento loǵıstico de una especie y el crecimiento en
coexistencia, para establecer definiciones que ayuden a modelar este tipo de
crecimiento loǵıstico, es decir, calcular las tasas de crecimiento intŕınsecas,
predecir los parámetros de acoplamiento, y para la posible regulación de una
o dos variables de crecimiento a través de sus parámetros de acoplamiento.

El presente análisis se realiza para el modelo de una especie de Verhulst,
de Richards y de Von-Bertalanffy. Además, un modelo de una sola especie
acoplado con una señal exógena inspirado en el modelo de Verhulst, y el
modelo de crecimiento de coexistencia de dos especies. También se presen-
tan definiciones de comportamiento de coexistencia, como la extinción de
una de las especies, la coexistencia sin riesgo y el crecimiento exponencial, e
inestable, de las especies según su régimen ecológico.

Los parámetros de los modelos, como la tasa de crecimiento intŕınseca, se
definen con la solución anaĺıtica de los modelos dinámicos, y los ĺımites de los
parámetros de acoplamiento se definen utilizando las propiedades estudiadas
y se estiman inspiradas en el método de Lyapunov.

Los resultados de la estimación se expresan con un Lema de predicción
y son aplicados a un proceso de germinación controlado utilizando datos
de la literatura sobre un proceso de malteado, los parámetros desconocidos
estimados muestran información sobre la interacción del crecimiento de la
plántula y el peso total del grano, almidón y contenido de azúcar.

Además, los resultados de control se expresan con Lemas de regulación
de una especie, estos se muestran utilizando un ejemplo de simulación de una
población de peces que crece independientemente de su interacción con loa
seres humanos, es decir, sin captura ni pesca, y después la simulación de la
regulación de dicha población cuando si existe acoplamiento entre peces y
humanos.

Los resultados son de utilidad en la toma de decisiones de ambos ejemplos,
ya sea en un proceso de malteado o en un escenario de acuicultura.



Properties of a Two-Species Growth System

for Control and Modeling Purposes

Abstract

For this research, the properties of the logistic growth model for independent
and coexisting species were studied, and analyzed, to set definitions to aid
in modeling this type of logistic growth, i.e., computing the intrinsic growth
rates, predicting the coupling parameters that are unknown in many cases,
and for the possible regulation of one or two growth variables through their
coupling parameters.

The present analysis is done for the single-species Verhulst model, the Ri-
chards model, and the Von-Bertalanffy model, all of them without coupling.
Furthermore, a single-species model coupled with an exogenous signal inspi-
red by the Verhulst model, and the two-species co-existence growth model,
the last one represents six different ecological regimes of interaction. Along
with definitions of co-existence behavior such as the extinction of one of the
species, true coexistence, and the exponential, unstable, growth of the species
according to their ecological regime.

The models’ parameters, such as the intrinsic growth rate are defined with
the analytic solution of the dynamical models, and the coupling parameters
boundaries are defined using the studied properties, and estimated inspired
by Lyapunov’s method.

Simulation The estimation results are expressed with a Lemma of predic-
tion, which is for predicting the coupling parameters applied to a controlled
germination process. These are shown using data from the literature on a
malting process, the estimated unknown parameters show information regar-
ding the interaction of the seedling’s growth and the grain’s overall weight,
starch, and sugar content which could be helpful in the decision-making of a
malting process.

Moreover, the control results are expressed as Lemmas of regulation of
one species, these are shown using a simulation example of a fish population
growing independent of human interaction (no harvesting, no fishing) and
the simulation of the regulation of said population when the coupling of fish
and humans is involved (harvesting, fishing).
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este primer caṕıtulo de este trabajo de tesis se presentan anteceden-
tes a la investigación actual, el proceso mediante el cual se define el caso de
estudio, su importancia y problemática desde el punto de vista del modelado
de sistemas dinámicos, sistemas de crecimiento no lineales y el control au-
tomático; el objetivo general y los objetivos espećıficos de la investigación; las
metas planteadas para cumplir los objetivos y el porqué de estos propósitos;
las limitaciones de esta investigación, además de los alcances y aportaciones
del proyecto de investigación.

1.1. Planteamiento del problema

Una de las intenciones del modelado de sistemas dinámicos es explicar
el comportamiento de diferentes fenómenos mediante expresiones y modelos
matemáticos. Su aplicación abarca campos como la f́ısica, qúımica, bioloǵıa,
ecoloǵıa, economı́a, ingenieŕıa, computación, etc. Y su utilidad puede variar,
desde el análisis teórico, simulación a través del tiempo, el diseño de contro-
ladores, hasta la predicción y optimización [1].

El planteamiento de la investigación originó desde un deseo de modelar el
proceso de la germinación de semillas y definir un método de control en un
germinador. Sin embargo, durante su desarrollo se concluyó que para lograr
dicha meta de control es necesario tener la capacidad de hacer crecer a la
planta/semilla y de reducir dicho crecimiento de manera automática, en otras
palabras, poder recortar o matar el crecimiento.

Desde el punto de vista de control automático, una variable se puede

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

controlar cuando puede ser llevada de un punto inicial, A, hasta un punto
final espećıfico, B, con una acción de control. Dada la naturaleza del proceso
de germinación es dif́ıcil definir estas acciones, si el objetivo de control es
que el germinado en crecimiento tenga un tamaño de 5 cm ¿cómo se regula
el tamaño cuando este mide 6 cm? En otro contexto, ¿Cómo se regula una
población de gallinas o ganado a 20 individuos cuando su número actual es
de 22? o ¿cómo se regula un banco de peces de 300 atunes a una cantidad de
250? Ya sea cortando el crecimiento, extrayendo individuos de una población,
matando individuos, o aislando a la población para limitar el crecimiento,
todas estas respuestas son mediante una acción independiente del proceso
natural y que requieren una manipulación externa.

Uno de los hallazgos durante la investigación original es que el modelo
matemático generalmente usado para el proceso de la germinación está ba-
sado en la ecuación loǵıstica [2], la cual puede ser utilizada para reproducir
distintos fenómenos que tengan un comportamiento de crecimiento loǵıstico,
tal como lo indica el nombre de la ecuación.

Los sistemas dinámicos de crecimiento son aquellos que reproducen una
trayectoria curva en forma de ’S’, algunos ejemplos que se pueden nombrar
son: la dinámica de poblaciones, esto incluye su crecimiento, extinción, migra-
ción, competencia, coexistencia, etc. La propagación de enfermedades y virus
en una población de determinada especie también reproduce este tipo de cur-
vas. También cuando son variables relacionadas con una población, como lo
económico, tecnológico y poĺıtico. Y el proceso de la germinación de semillas
y granos mencionados previamente, el crecimiento de microorganismos y de
plantas, son otros ejemplos que reproducen este tipo de trayectorias.

Es por eso que se ajusta el punto de vista desde donde se enfoca el proble-
ma de investigación, del caso particular del modelado y control de un proceso
de germinación, a un caso más generalizado de modelado y control utilizando
los sistemas dinámicos de crecimiento.

Con dicho ajuste, el caso de estudio original no queda descartado porque
con estos modelos de crecimiento se pueden reproducir las trayectorias del
proceso de germinación, aśı como muchos otros más. Sin embargo, al tra-
tar de generalizar con un modelo, se crean otras problemáticas que resolver.
Definir las propiedades del modelo cuando las variables en crecimiento son
independientes de otras variables, definir las propiedades cuando son depen-
dientes de otras variables, de acciones externas o entradas exógenas y en
que instancias es posible controlar estos modelos analizando las propiedades
anteriores.

2
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Por ejemplo, si el caso de estudio se puede extender a cualquier variable
en crecimiento que tenga un comportamiento loǵıstico, como una población
de personas, animales, plantas, microorganismos, etc. Entonces la premisa es
que si una población x de cualquier especie es afectada por otra variable en
crecimiento, entrada exógena, o variable manipulada, v, entonces existe un
rango de v en donde es posible regular a la población x, pero esto puede ser
diferente para una población de personas, para una población de animales,
para una población de plantas, para una población de microorganismos, etc.
Y el contexto del proceso puede determinar si esto es posible o no.

1.2. Estado del Arte

La investigación del estado del arte se desarrolla principalmente a las
aplicaciones del modelo loǵıstico de una especie y de dos especies, en qué
tipo de procesos se usa, y cómo se utiliza.

El modelo loǵıstico, también llamado modelo de Verhulst-Pearl, se intro-
dujo para predecir el crecimiento de la población en la ciudad de Nueva York
en Estados Unidos [3]. El modelo fue señalado por ser demasiado ŕıgido y con
la necesidad de una mayor flexibilidad, principalmente porque tiene punto
de inflexión fijo que siempre ocasiona una curva simétrica con forma de “S”.

Desde entonces se han propuesto varias adaptaciones del modelo en res-
puesta a su rigidez, con el objetivo de modelar el crecimiento de poblaciones
o especies individuales con la capacidad de reconfigurar la trayectoria en for-
ma de “S”, añadiendo parámetros, tal es el caso de los modelos de Richards
[4], Von-Bertalanffy [5], Tsoularis-Wallace [6]. También existen los casos en
donde el modelo se modifica adicionando otra función loǵıstica para hacer un
crecimiento bi-loǵıstico [7], e incluso el modelo se ha estudiado por cálculo
fraccionario [8]. De manera general, si la variable en cuestión se encuentra en
crecimiento con recursos y espacio limitado, entonces se puede reproducir con
algún tipo de modelo loǵıstico. En [9, 10] se analizan varios de estos modelos
delimitando que el objetivo no tiene que ser encontrar el mejor modelo, sino
el que se adapte mejor a los datos y el proceso estudiado.

La curva loǵıstica, reproducida mediante un tipo de modelo de creci-
miento loǵıstico, es una de las herramientas principalmente utilizadas para
analizar la dinámica de poblaciones de humanos [11, 12], sin embargo el
término población no es espećıfico para un conjunto de personas, sino a un
conjunto de individuos o entes cohabitando en un mismo espacio. Por ejem-
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plo crecimiento diferentes tipos de animales [9, 13-19]; el crecimiento de un
conjunto de plantas de la misma especie [20-23]; el proceso de germinación
de una poblaciones de semillas [24-28]; el crecimiento de microorganismos
celulares y bacterias [29-34]; la propagación de virus y enfermedades, lo cual
está relacionado con el crecimiento de poblaciones infectadas [35-42]; y hasta
el crecimiento de tecnoloǵıa , enerǵıa, producción y actividades relacionadas
a la industria [43-47].

De la literatura se resaltan los ejemplos siguientes: Se utiliza la función
loǵıstica para representar el número de frutas de diversas plantas a condicio-
nes ambientales espećıficas y dentro de un espacio determinado [48]. También
se usa la función loǵıstica para representar la actividad enzimática dentro de
una semilla de cebada durante su germinación y etapas tempranas de cre-
cimiento [49, 50]. Y para determinar el tamaño y número de peces en una
población [51, 52].

Los ejemplos y procesos mencionados anteriormente representan el creci-
miento de una sola especie, sin embargo, eso tiene un problema potencial de
regulación cuando se trata de diseño de controladores y de modelado. Esto
es porque no es posible hacer negativo el valor del crecimiento. Sin embargo,
cuando una variable en crecimiento es acoplada con una señal u otra variable
externa, la regulación del crecimiento de una de estas variables es posible.

Basado en la estructura del modelo loǵıstico y el modelo de Lokta-Volterra
que describe interacciones tipo presa depredador, se puede construir un mo-
delo de coexistencia que acople dos variables en crecimiento. Tiene dicho
nombre ya que, dependiendo del signo asociado a los parámetros de aco-
plamiento, las dos variables representan diferentes reǵımenes ecológicos de
coexistencia en la naturaleza, tales como: Neutralismo, Amensalismo, Co-
mensalismo, Mutualismo, Competencia y Presa-Depredador. De manera que
estas variables pueden coexistir favorablemente, y aprovecharse del creci-
miento de la otra, o pueden coexistir desfavorablemente y llevarse al borde
de la extinción. [53, 54].

A continuación, se presentan algunos ejemplos encontrados en la litera-
tura de este tipo de interacción. En la población humana, cuando esta se ve
afectada por la implementación de alguna poĺıtica o propaganda [55], y cuan-
do dos poblaciones con diferentes ideoloǵıas son acopladas [56]. Aśı como un
análisis del modelo cuando existe una relación simbiótica en casos biológicos
y sociales [57].

Con respecto a los animales, el crecimiento de dos especies con beneficio
mutuo [58, 59], cuando compiten por recursos [60], y en una interacción de
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presa-depredador [61]. Espećıficamente se pueden mencionar, el crecimiento
de una población de peces cuando es acoplada con peces de diferente especie y
tamaño ([62, 63]), además de estudiar la interacción con otros peces, calidad
de recursos, y del ambiente para la definición de dicha interacción [64, 65].
Y también el crecimiento de diferentes especies de tortugas [66].

Con respecto a las plantas y/o semillas, se analiza el crecimiento de una
especie cuando existe alguna clase de competencia con objetivo de definir
si es posible regular la dinámica de la población de algas [67], y también
los efectos de la competencia en dos diferentes tipos de plantas [68], aśı
como el crecimiento de sorgo cuando tiene contacto con hierbas malignas
[69]. Además que los estudios de un proceso especifico de germinación, como
lo es el malteado de granos, sugiere que los nutrientes y el embrión de la
semilla están en un tipo de interacción ecológica mediante experimentos con
cebada [70, 71] y avena [72].

En poblaciones de microorganismos, se presenta el crecimiento de dos
tipos de células de canceŕıgenas en tumores [73].

En otro tipo de poblaciones, relacionado a la economı́a, el crecimiento de
proveedores mayoritarios y minoritarios en la industria [74], y el crecimiento
acoplado de los veh́ıculos a base de combustible fósil y los eléctricos o de com-
bustible amigable con el medio ambiente [75]. Y el crecimiento de sistemas
de innovación relacionado a la tecnoloǵıa [76].

La competencia, o el acoplamiento, en un modelo de crecimiento sugiere
que la regulación de la población es posible mediante dicho acoplamiento
[77]. El problema es definir de manera concreta como están acopladas estas
variables, cuando se encuentran acopladas, y que valor y significado tiene este
acoplamiento, de manera que se pueda definir un rango en donde se puedan
regular las poblaciones. Por ejemplo, en el caso de crecimiento de peces con
el objetivo de acuicultura, el equipo y el tipo de pesca que se utilice puede
definir el acoplamiento entre los peces y los humanos que vayan a realizar la
pesca [78].

El modelo de coexistencia puede representar varios reǵımenes ecológicos
que define cuando las variables están en competencia, cuando se ayudan,
o cuando se ignoran, mediante sus parámetros de acoplamiento, es por eso
que su análisis es de utilidad para determinar la posibilidad de la regulación
de la población a través de dicho parámetro. En [79] se realiza un análisis
enfocado al control del modelo loǵıstico, en donde se adiciona una variable
de control como una función lineal, dicha variable es una interpretación sim-
plificada del acoplamiento previamente mencionado, ya que no se relaciona
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con los parámetros del modelo ni con otras poblaciones o especies. También
existe un análisis del modelo de coexistencia con propósitos de regulación
pero haciendo énfasis en el parámetro de la máxima capacidad de carga, en
espećıfico, cuando una variable externa afecta la máxima capacidad de carga
[80, 81], sin embargo en este trabajo de investigación se analiza con énfasis
en el parámetro de acoplamiento.

Después del análisis del estado del arte, se puede hacer una suposición en
la cual se basa el proyecto de investigación. Tomando en cuenta el enfoque de
control automático, los parámetros de acoplamiento del modelo de coexisten-
cia pueden ser utilizados para la regular la población. Esto quiere decir que
existe una estructura del modelo de coexistencia en donde es posible diseñar
un algoritmo de regulación para alguna configuración de los parámetros de
acoplamiento.

1.3. Objetivos

Los objetivos, tanto el general como los espećıficos, fueron definidos des-
pués del estudio del estado del arte y del planteamiento de la investigación.
Cabe destacar que estos objetivos fueron ajustados desde el punto de vis-
ta espećıfico del proceso de germinación, al caso general de los modelos de
crecimiento loǵıstico.

Objetivo General: Proponer un método de modelado y un enfoque de
control para un modelo dinámico de crecimiento de coexistencia basado en
su estructura y propiedades paramétricas.

Objetivos Espećıficos:

Analizar el modelo de coexistencia y determinar las propiedades de sus
parámetros para definir si son desconocidos o invariantes en el tiempo
y seleccionar un método de estimación adecuado.

Definir los escenarios donde la regulación es posible para los modelos
de coexistencia.

Diseñar un algoritmo de regulación y predicción de los parámetros de
acoplamiento para los escenarios definidos.
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1.4. Metas

Las metas que se plantearon, las cuales se desean cumplir al desarrollar
los objetivos son:

Definir la tasa de crecimiento intŕınseca y el parámetro de acoplamiento
para determinar cuando existe coexistencia, o el exterminio de alguna
especie.

Seleccionar, o proponer, un método para calcular y predecir dichos
parámetros respectivamente, y poder reproducir el modelo.

Definir las condiciones necesarias de regulación a través de los paráme-
tros de acoplamiento.

Diseñar un algoritmo de regulación de una especie con acoplamiento y
de dos especies en coexistencia.

1.5. Justificación

Antes de abordar la propuesta de regulación, al estudiar y explorar los
modelos de crecimiento loǵıstico, se resaltó un área de oportunidad cuando se
notó que el modelo generalmente es utilizado en su representación estática, es
decir, el modelo loǵıstico fue planteado de manera dinámica sin embargo se
utiliza con mayor frecuencia la función loǵıstica sin aprovecharse de un análi-
sis del modelo dinámico. Además, con respecto a la regulación, estos modelos
pueden no incluir de manera natural una señal entrada o de excitación, pero
es posible su regulación cuando son acoplados con otra variable mediante la
configuración de dicho acoplamiento, esto quiere decir que es una regulación
a partir de la manipulación de parámetros.

Para el área de control automático, el análisis de los modelos dinámicos
es importante porque se obtiene información de algunas propiedades como
los puntos de equilibrio, los puntos de inflexión, la duración del transitorio,
la dinámica a través del tiempo, entre otros. La función estática se obtiene al
solucionar anaĺıticamente el modelo dinámico, por lo tanto, si solo se utiliza
la función estática, se considera el proceso en un instante de tiempo y existe
información de la dinámica que no se considera o se pierde.

Durante la investigación de los modelos de crecimiento, se encontró que un
modelo de dos especies coexistiendo, que tiene la flexibilidad de reproducir
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diferentes trayectorias para explicar diferentes reǵımenes ecológicos, puede
ser regulado mediante la configuración y manipulación de los parámetros
que acoplan estas dos variables. Un enfoque de control y modelado, es decir,
la definición de las propiedades de los modelos de crecimiento loǵıstico y de
coexistencia para proponer algoritmos de regulación y predicción, puede ser
de utilidad en diferentes áreas de investigación donde se tiene el conocimiento
substancial de un sistema en espećıfico y se deseen simular escenarios de
regulación o de predicción, por ejemplo, alguien especializado en el análisis
de poblaciones en cautiverio o en área en especifica, ya sea de animales de
su misma especia o en coexistencia con otras; alguien dedicado al análisis de
datos en crecimiento, como económicos o de tecnoloǵıa; o alguien dedicado al
crecimiento de semillas y granos, ya sea con el propósito de germinar alimento
para el ganado, para consumo humano o para otro proceso.

Tras definir los hallazgos anteriores, y debido a que el enfoque de la in-
vestigación es de control y modelado, es de importancia tener definiciones
para la regulación y predicción de modelos de coexistencia de crecimiento
loǵıstico.

1.6. Metodoloǵıa

Los pasos que se siguieron para la realización de esta Tesis fueron los
siguientes:

1. Definir el problema de investigación;

2. Hacer un estudio del estado del arte acerca de los modelos de creci-
miento loǵıstico, su regulación y predicción mediante los parámetros
de acoplamiento;

3. Analizar los modelos de crecimiento de una y dos especies, definir lemas
para el valor final, puntos de equilibrio, puntos de inflexión y, poste-
riormente, definir la duración del tiempo de transitorio y el instante de
tiempo cuando ocurre el punto de inflexión;

4. Definir los parámetros del modelo, los supuestos, desconocidos y los
conocidos. Los parámetros conocidos son definidos mediante el análisis
del modelo dinámico y los lemas previamente mencionados;
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5. Reproducir el modelo dinámico de crecimiento loǵıstico de una especie
y de dos especies.

6. Proponer un lema para la predicción del parámetro de acoplamien-
to desconocido haciendo un análisis de Lyapunov usando el modelo
dinámico;

7. Y proponer un lema para la regulación del modelo de coexistencia.

1.7. Alcance

Solo se van a considerar modelos de crecimiento loǵıstico con acopla-
miento de una o dos variables para el objetivo de control.

Los casos de predicción pueden ser aplicados a más de una variable
bajo la estructura correcta.

Los modelos matemáticos no tienen en consideración una señal de en-
trada natural.

El caso de estudio es aplicado a nivel simulación ya que el análisis es
sobre el modelo teórico.

1.8. Aportaciones

Como aportaciones se tiene lo siguiente:

1. El análisis de los modelos de crecimiento de loǵıstico de una variable
con acoplamiento y de dos variables acopladas para definir propiedades
de coexistencia.

2. Una metodoloǵıa de modelado,

Primero, se calcula la tasa de crecimiento intŕınseca con informa-
ción tal como la duración del transitorio o el instante de tiempo
del punto de inflexión,

Segundo, la definición de un lema para la predicción del parámetro
de acoplamiento.

3. La propuesta de una ley de manipulación paramétrica para la regula-
ción de una especie con acoplamiento y de dos especies en coexistencia.
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1.9. Originalidad

Con el análisis de los modelos de coexistencia se define cuando se puede
regular una de las dos especies, cuando existe una coexistencia sin riesgo
de extinción por ninguna de las variables, y cuando una de las especies
está en riesgo de extinción.

Se calcula la tasa de crecimiento de las variables involucradas en un
caso de germinación controlada.

También se utiliza el lema de predicción para estimar el parámetro
de acoplamiento entre las variables de interés en el mismo ejemplo de
germinación.

Y, con la manipulación paramétrica, se regula la población de peces
modificando el parámetro de pesca y la cantidad de pescados admitidos
por individuo.

Además de la posibilidad de extrapolar estos resultados para ser aplicados
a un modelo de la misma estructura (coexistencia), pero de múltiples especies
como uno de los trabajos futuros.

1.10. Organización del documento

El documento actual tiene el orden a continuación, en el caṕıtulo uno
se presentaron las motivaciones, planteamiento y los objetivos del proyec-
to de investigación; el caṕıtulo dos presenta el marco teórico necesario para
entender todo lo relacionado con la investigación, desde definiciones de pobla-
ciones, los modelos de crecimiento, y las herramientas matemáticas utilizadas
para su resolución; el caṕıtulo tres presenta el análisis de los modelos ma-
temáticos de crecimiento loǵıstico de una variable tipo Verhulst, Richards,
Von-Bertalanffy, y Verhulst con acoplamiento, aśı como el modelo de dos
variables tipo Verhulst y sus configuraciones ecológicas; el caṕıtulo cuatro
se enfoca en la definición de los parámetros de los modelos loǵısticos y las
condiciones mı́nimas necesarias para su reproducción, también la predicción
de los parámetros de acoplamiento mediante un análisis de estabilidad y la
propuesta de un lema de predicción; el caṕıtulo cinco hace énfasis en la re-
gulación del modelo y se propone el lema de regulación; finalmente, en el
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caṕıtulo seis se concluye con los últimos comentarios, la interpretación de los
resultados y los trabajos futuros.
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Caṕıtulo 2

Marco Teórico

A continuación, se presentan las herramientas y el marco teórico que cubre
los necesario para entender el desarrollo de la tesis de investigación.

2.1. Poblaciones

Los organismos y seres vivos de la Tierra se han desarrollado, evolucio-
nado, y adaptado a las condiciones del medio ambiente debido a que están
en constante interacción entre poblaciones y con otras especies. Los métodos
para controlar, manejar y tener información de la supervivencia de las espe-
cies provienen del conocimiento de las interacciones entre los organismos, las
poblaciones y el impacto del ecosistema [82].

Un ecosistema es un sistema biológico constituido por una comunidad de
seres vivos y el medio natural en que viven. Un ser vivo puede ser un organis-
mo o un microorganismo. Y una población es un conjunto de organismos o
microorganismos. Sin embargo, un organismo también puede ser definido co-
mo una organización encargada de desempañar una labor determinada, o un
conjunto de empleados, oficinas o dependencias que forman una organización,
es decir, que una población no es exclusiva de seres vivos.

El estudio de una población se puede dividir en una parte estática y otra
dinámica. Sin embargo, es importante comprender que estas no son estáticas,
sino que cambian a lo largo del tiempo y su crecimiento se ve afectado por
factores externos que no dependen de la población (abióticos) y por factores
internos de la misma población (bióticos).

La estructura de una población se relaciona con la parte estática, esto
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indica como está distribuida la población, por sexo y edad, por ejemplo, una
población de 0-10 años de personas no tiene crecimiento ya que los seres
humanos no pueden reproducirse a esa edad, sin embargo, una población
de 20-30 años está en etapa de reproducción. También existen poblaciones
que se reproducen en etapas, por ejemplo, las mariposas que ponen huevos,
eclosionan, crecen las larvas, crean sus capullos y se convierten en maripo-
sas; y las plantas, crecen las semillas o granos, estos se hidratan, germina el
embrión, y crece la planta. Además, la población puede estar distribuida de
manera homogénea, agrupada, de manera aleatoria, o tener diferente propor-
ción entre machos y hembras. La estructura de una población es compleja y
depende de muchos factores.

La parte dinámica se relaciona con el cambio de la población con res-
pecto del tiempo, el análisis es determinado por factores como la natalidad,
mortalidad, migración y el mismo crecimiento de los organismos.

La mayoŕıa de los organismos se desplazan provocando cambios en el cre-
cimiento de la población, los recursos, los depredadores, las oportunidades de
reproducción y de crecimiento, son causantes de que una población se despla-
ce o permanezca en un lugar. A grandes rasgos, dos factores contrarios pueden
determinar el cambio en una población, el potencial biótico y la resistencia
ambiental. El primero corresponde a la capacidad de reproducción de una
población sin restricciones y en condiciones ideales. El segundo corresponde
a las limitaciones sobre el crecimiento que brindan los elementos naturales y
no naturales del ecosistema, como la interacción entre la misma población,
la falta de recursos, comida, nutrientes, las seqúıas, las inundaciones, los de-
sastres naturales, el espacio disponible, etc. Al relacionar el tamaño de la
población con estos factores, se puede asumir que la tasa de natalidad está
prácticamente denominada por el potencial biótico y la tasa de mortalidad
por la resistencia ambiental [83].

El crecimiento de una población se puede describir con una trayectoria en
forma de “S”, y se denomina como un crecimiento de tipo loǵıstico o sigmoi-
deo. Este tipo de crecimiento se basa en que la población está en condiciones
naturales, con recursos y espacio limitado, comienza desde una condición
inicial y su crecimiento es de manera exponencial hasta que la resistencia
ambiental lo limita y este disminuye lentamente hasta estabilizarse en su
máxima capacidad de carga.
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Figura 2.1: Crecimiento en forma de ’S’. xa1(t), xb1(t) y xc1(t), son trayec-
torias de crecimiento con diferentes condiciones iniciales, y N es la máxima
capacidad de carga

El crecimiento de la población humana tiene un comportamiento basado
en el crecimiento loǵıstico, igual que muchas de las especies en la naturale-
za, sin embargo, el ser humano tiene la capacidad de manipular y controlar
el medio que lo rodea y los recursos que puede obtener mediante avances
de la tecnoloǵıa, medicina, y de la investigación, con el objetivo de man-
tener e incrementar su población. Históricamente, con grandes catástrofes
vienen grandes avances, por ejemplo, con las epidemias vienen vacunas, me-
dicinas, equipo médico y avances en la salud; con los desastres naturales
vienen mejoras en infraestructuras, materiales, avances en la construcción, y
en la detección de fenómenos naturales.

De manera general, para cualquier población, existen factores que pue-
den evitar o promover el crecimiento de una población, un ejemplo de esto
es la tecnoloǵıa, mencionado previamente. Estos factores reguladores del cre-
cimiento pueden ser independientes o dependientes de la misma población o
de otra población.

Factores de Regulación Independientes: Son aquellos que alteran el cre-
cimiento independientemente de la densidad de población, estos afec-
tan de manera particular a poblaciones con una corta etapa de vida
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y generalmente son externos a la población. La temperatura, la luz,
la humedad, y el clima, en forma de fenómeno natural, son el mejor
ejemplo de reguladores independientes, sin embargo, para poblaciones
espećıficas y controladas pueden existir otro tipo de reguladores prin-
cipalmente relacionados con el ser humano y los productos que puede
crear.

Factores de Regulación Dependientes: Son aquellos que vaŕıan el cre-
cimiento de la población según la densidad de la población, o las po-
blaciones involucradas. Estos factores se pueden denominar como las
interacciones entre comunidades, por ejemplo, el parasitismo, depreda-
ción, competencia, etc. Básicamente una población es capaz de regular
a la otra

Ejemplo de factores de regulación independientes: El crecimiento de una
población de plantas puede ser beneficiado o perjudicado gravemente por una
inundación, seqúıa, incendio, etc. Las aves y el ganado emigran dependiendo
de la temperatura y los recursos disponibles, relacionados con el espacio.

Ejemplo de factores de regulación dependientes: Las liebres y los linces
tienen una relación de presa depredador, sin embargo las presas tienen una
naturaleza de reproducción mucho mayor que los depredadores, por lo que
estos funcionan como un regulador natural de población de liebres, además, si
la población de liebres es muy grande los linces tienen mucha capacidad para
crecer, el caso contrario es cuando las liebres no tienen tiempo suficiente para
desarrollarse y crecer, por lo tanto los linces no tienen recursos y tampoco
pueden crecer.

Otro factor de regulación dependiente de la población es la competencia.
En microorganismos creciendo en un ambiente controlado, el valor final de las
poblaciones creciendo depende de los recursos que puedan o no aprovechar-
se. En un experimento realizado con Paramecios, se demostró que cuando
dos cultivos de estos microorganismos crecen y se alimentan de manera in-
dependiente se crea un ambiente de competencia entre las especies y crece
primordialmente la que aprovecha mejor estos recursos. Sin embargo, cuando
estos cultivos fueron alimentados por un mismo medio, una población que
aprovecho todos los recursos y sobrevivió, mientras que la otra no se pudo
adaptar y queda excluida de la competencia hasta llegar a su extinción.

Los ejemplos anteriores se pueden ver como una causa de modificación de
la máxima capacidad de carga, ya que los factores de regulación son tal que
la población puede sobrepasar o no llegar a su máxima capacidad de carga,
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sin embargo, en este trabajo de investigación se considera que la máxima
capacidad de carga es un parámetro y que los factores de regulación modifican
el valor final de la población, pero no su máxima capacidad de carga. En
otras palabras, los factores de regulación están relacionados con una variable
externa o con otra población, pero no están relacionados con la máxima
capacidad de carga.

Se destacan los siguientes puntos de la información anterior:

La estructura de una población puede ayudar a delimitar la tasa de cre-
cimiento intŕınseca mediante variables como edad, sexo y distribución
de la población.

La máxima capacidad de carga depende de factores como el espacio en
donde viven, y se puede relacionar con el ecosistema. Es decir, México
tiene cierta máxima capacidad de carga por su territorio y recursos dis-
ponibles, y Japón tiene otra constitución muy diferente. Sin embargo,
ambos tienen un tamaño de población muy similar, lo que indica que,
con ayuda de otros factores involucrados, como la tecnoloǵıa o interac-
ción con otras poblaciones, se han aprovechado los recursos y el espacio
de manera diferente en cada páıs.

El valor final se puede modificar mediante la adición de otras varia-
bles independientes a la máxima capacidad de carga. Usualmente este
parámetro es denominado como una variable, en donde ciertos factores
pueden modificar este valor, sin embargo, es posible que este parámetro
sea constante y definido solo por ciertos factores, como el espacio.

2.2. Modelos Matemáticos

Los modelos matemáticos son conjuntos de ecuaciones diferenciales que
rigen la dinámica de un sistema. Estos modelos pueden ser muy sencillos o
muy complejos, pueden considerar todos los factores de un proceso, internos y
externos, o considerar sólo los factores más importantes. Entre más factores
sean involucrados en un modelo, mayor será su complejidad. Los modelos
matemáticos de sistemas dinámicos son de vital importancia para:

La investigación: Los modelos matemáticos ayudan para determinar la
dinámica de un sistema o proceso, explorar diferentes condiciones de
operación para optimizar y controlar.
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El diseño: Con los modelos matemáticos se pueden implementar y di-
señar diferentes estrategias y estructuras de control.

Operación de un proceso: Similar al punto anterior, los modelos ma-
temáticos son de ayuda para simular diferentes escenarios de un sistema
o proceso considerando paros o fallas sin poner en riesgo el comporta-
miento real.

Los modelos matemáticos que pueden representan la dinámica completa
de un sistema son los modelos no lineales, esto quiere decir que un mode-
lo matemático considera todos los posibles factores ocurriendo durante el
proceso, en otras palabras, considera el proceso en todos los puntos de ope-
ración posibles. En ocasiones puede ser complicado encontrar la solución de
las ecuaciones diferenciales de los modelos no lineales, la complejidad de las
ecuaciones diferenciales es proporcional a la precisión del modelo no lineal.

En general, un modelo no lineal se puede representar por un número finito
de pares de ecuaciones diferenciales de primer orden,

ẋ1 = f1(t, x1, ..., xn, u1, ..., up)

ẋ2 = f2(t, x1, ..., xn, u1, ..., up)

.

.

.

ẋn = fn(t, x1, ..., xn, u1, ..., up)

(2.1)

donde ẋ1, ..., xn representan las variables de estado con respecto del tiempo,
mientras que u1, ..., up son especificadas como variables de entrada. Usual-
mente se utiliza una notación vectorial (2.2) para representar el sistema
dinámico (2.1).

x =


x1

x2

.

.

.
xn

 , u =


u1

u2

.

.

.
un

 , f(t, x, u) =


f1(t, x, u)
f2(t, x, u)

.

.

.
fn(t, x, u)

 (2.2)

y se puede reescribir el sistema para representarlo como una ecuación de
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estados,
ẋ = f(t, x, u) (2.3)

en donde (2.3) es llamada la ecuación de estado, x ∈ Rn representa los
estados, u ∈ Rm hace referencia a las entradas y t equivale al tiempo. Lo que
significa que el cambio en el tiempo de los estados (ẋ) es igual a una función
no lineal f que depende de los estados, el tiempo y las entradas al sistema.

Otra ecuación asociada con (2.3) es

y = h(t, x, u) (2.4)

en donde y ∈ Rp hace referencia a la salida del sistema y es igual a una función
no lineal h que depende de los estados (x), las entradas (u) y del tiempo (t).
El conjunto de las ecuaciones (2.3) y (2.4) son las llamadas ecuaciones de
estado.

Cuando el sistema no tiene presencia de una variable de entrada (u) de
manera expĺıcita, se dice que la ecuación de estado es no forzada (2.5).

ẋ = f(t, x) (2.5)

La ecuación de estado no forzada no necesariamente indica que el sistema
no tiene entrada o que su valor es cero. Existe la posibilidad que la entrada
este definida como una función dependiente del tiempo u = γ(t), una función
dependiente de la retroalimentación de los estados, u = γ(x), o las dos,
u = γ(t, x). Y cuando la ecuación de estados no depende del tiempo, entonces
el sistema es Autónomo, expresado de la siguiente manera,

ẋ = f(x) (2.6)

Modelos más sencillos que los anteriores se pueden obtener a partir del
modelo no lineal y de conceptos importantes como el punto de equilibrio
(x0) y la linealización. Un punto x0 en el espacio se define como un punto
de equilibrio si la ecuación de estado no cambia con respecto del tiempo o
ẋ = 0. Y cuando se aplican técnicas de linealización alrededor de un punto
de operación, o punto de equilibrio, es posible obtener un modelo lineal en
donde las ecuaciones (2.3) y (2.4) son representadas por

ẋ = A(t)x + B(t)u

y = C(t)x + D(t)u
(2.7)
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A pesar que las técnicas de estudio y análisis de los modelos lineales son
muy poderosas, tienen dos grandes limitantes, la primera es que el sistema
se linealiza alrededor de un punto de operación, esto quiere decir que se
puede predecir el comportamiento del sistema en un rango muy pequeño de
puntos de operación. Y la segunda es que un sistema no lineal tiene una
dinámica mucho más enriquecida que la de un sistema lineal o linealizado.
Existen fenómenos esencialmente no lineales, los cuales solo se presentan con
los términos no lineales y no pueden ser representados por modelos como
(2.7), por ejemplo:

Equilibrios aislados múltiples. Un sistema lineal solo puede tener un
punto de equilibrio aislado, mientras que los sistemas no lineales pueden
tener más. Esto quiere decir que el estado puede converger con uno
de los múltiples puntos de operación estables, dependiendo del estado
inicial del sistema.

Caos. Un sistema no lineal puede tener un comportamiento de esta-
do estable tan complejo que es aparentemente aleatorio y altamente
sensible a las condiciones iniciales.

También existen casos especiales capaces de simular un modelo no lineal
en un rango determinado de puntos de operación utilizando varios modelos
lineales. Cuando los diferentes puntos de operación de este tipo de modelos
dependen de una variación en los parámetros, es decir, cuando las matrices
A, B, C y D son dependientes de un parámetro el sistema se denomina como
Lineal de parámetros Variantes o LPV. Y, además, cuando esas matrices son
dependientes de alguno de los estados se les llama modelos cuasi-LPV.

2.3. Algunas propiedades de Matrices

A continuación, se presentan definiciones y propiedades relacionadas con
la expresión matricial de un sistema, estas herramientas son utilizadas du-
rante el trabajo de investigación y se consideran importantes para el análisis
de modelos matemáticos y diseño de controladores y estimadores.

Matriz Transpuesta
La transpuesta de una matriz se define cuando todos los elementos de
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las filas (i) se intercambian por los elementos de las columnas (j) respecti-
vamente. Algunas de las propiedades de la transpuesta de una matriz, AT ,
son

1. (AT )T = A

2. (AB)T = BTAT

3. (A + B)T = AT + BT

Matriz inversa
Cualquier matriz definida como A ∈ Rnxn tiene inversa, o es invertible,

(A−1), cuando su determinante es diferente de cero.

A−1 =
1

|A|
(Adj{A}) (2.8)

en donde |·| es el determinante de la matriz y Adj{·} es la matriz de elementos
adjuntos, la cual se expresa como la transpuesta de la matriz de cofactores
(AcT )[84]. Sean definidos los elementos de la matriz adjunta como adij para
i, j = 1, 2, .., n, entonces cada elemento de Adj{A} es

adij = (−1)i+j · |Acij|

Pseudoinversa de una matriz
Cuando sea A ∈ Rmxn y m > n, entonces la matriz no es invertible, sin

embargo una posible solución es mediante la pseudoinversa de una matriz
(A+) [85], escrita de la siguiente manera

A+ = (ATA)−1AT (2.9)

siempre y cuando el determinante de
{
ATA

}
̸= 0, en donde A+ ∈ Rnxm es

la pseudoinversa de A ∈ Rmxn, AT es la matriz transpuesta, y (ATA)−1 es la
inversa de una matriz cuadrada dada por el producto dentro del paréntesis.
Para una sola variable, la pseudoinversa puede ser utilizada para evitarla
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división de cualquier número entre cero, o un valor que no pueda ser invertido,
de la siguiente manera

a+ =
a

a2 + ρ2
, 0 < ρ ≪ 1 (2.10)

en donde ρ es un numero positivo mucho más pequeño que uno, de manera
tal que, cuando a = 0 se tiene que a+ = 0 y cuando a ̸= 0 se tiene que
a+ ∼= 1

a
.

Traza de una matriz
La traza de una matriz, tr{A}, está definida como la suma de los elementos

de diagonal principal de una matriz cuadrada.

tr{A} =
n∑

j=1

aij

en donde aij con i = j es el elemento de la diagonal para j = 1, 2, · · · , n. Las
propiedades principales de la traza de una matriz tr{·} son

1. tr{xA + yB} = x · tr{A} + y · tr{B}

2. tr{AB} = tr{BA}

Dadas las propiedades de la matriz transpuesta y la traza de una matriz, sea
a ∈ Rm, b ∈ Rm, N ∈ Rq×m, M ∈ Rm×q y MN ∈ Rm×m entonces

aTMNb = tr{MNbaT} = tr{NbaTM} = tr{baTMN}

2.4. Estabilidad de Lyapunov

Lyapunov demostró que ciertas funciones pueden ser usadas, en lugar
de funciones de enerǵıa, para determinar la estabilidad de algún punto de
equilibrio. Sea V : D → R una función continuamente diferenciable definida
en un dominio D ⊂ Rn que autocontiene al punto de origen. Entonces la
derivada de V a través de las trayectorias de un sistema como (2.3), (2.5), se
expresa como:

V̇ (x) =
n∑

i=1

∂V

∂xi

ẋi =
n∑

i=1

∂V

∂xi

fi(x)
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=
[
∂V
∂x1

, ∂V
∂x2

, · · · , ∂V
∂xn

]

f1(x)
f2(x)
.
.
.

fn(x)

 =
∂V

∂x
f(x)

Lo que significa que la derivada de la función V a lo largo de las trayectorias
de un sistema no lineal, autónomo o no-autónomo, depende de las ecuaciones
del modelo matemático.

El método de Lyapunov es utilizado para estudiar la estabilidad de los
puntos de equilibrio de un sistema. Su teoŕıa (Lyapunov) ha sido la base para
el diseño de distintos tipos de observadores ya que se puede introducir una
ganancia L que garantice la estabilidad de las predicciones realizadas por el
observador. El teorema de estabilidad de Lyapunov declara que

Teorema 1 Sea x=0 un punto de equilibrio de un modelo no lineal como
(2.5) y D ⊂ Rn un dominio que autocontiene a x=0. Si V : D → R es una
función positiva definida y continuamente diferenciable tal como

V (0) = 0 ∧ V (x) > 0 (2.11)

Y su derivada es,
V̇ (x) ≤ 0 (2.12)

Entonces el punto de equilibrio x = 0 es estable. Además, si la derivada es
negativa definida,

V̇ (x) < 0 (2.13)

el punto de equilibrio x=0 es asintóticamente estable.[86]

De manera que es posible definir la función V (x) con base en el modelo
dinámico y a las predicciones deseadas para realizar un análisis de estabili-
dad. La función que satisfaga las condiciones (2.11) y (2.12), se denomina
función de Lyapunov. Una función de Lyapunov es definida positiva cuando
se satisface por completo la condición V (x) > 0 para x ̸= 0, una función semi-
definida positiva es cuando se satisface V (x) ≥ 0. Por otro lado, una función
es definida negativa o semi definida negativa cuando V (x) < 0 y V (x) ≤ 0
respectivamente. Las funciones de Lyapunov pueden ser propuestas a partir
de funciones de enerǵıa en ciertos sistemas, como los eléctricos y mecánicos,
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sin embargo, en muchas ocasiones encontrar una función de Lyapunov defi-
nida positiva con derivada negativa definida es mediante un proceso iterativo
de experimentación y refinamiento, es decir, se prueba la función y se ajus-
ta si el resultado no es satisfactorio, a esta función se le denomina función
candidata de Lyapunov. Es por eso que estas propiedades son solo suficien-
tes para determinar la estabilidad, si el punto de equilibrio de un sistema se
determina como no estable, significa que la condición de estabilidad, o esta-
bilidad asintótica, no se pudo definir con la función de Lyapunov Candidata,
eso no excluye que otra función de Lyapunov sea capaz de demostrar otras
condiciones de estabilidad.

2.5. Control automático

Un sistema de control tiene como objetivo llevar los estados de un sistema
(x(t)) desde un punto inicial (x0) hasta un punto final (xref ). Si la referencia
es constante, el objetivo de control es regulación, y si la referencia es variable,
el objetivo de control es seguimiento de trayectoria. Para cumplir esos obje-
tivos existen muchas técnicas de control, por retroalimentación de estados,
retroalimentación de salida, predictivo, robusto, control proporcional integral
derivativo (PID), entre otros.

2.6. Modelos de Crecimiento loǵıstico

2.6.1. Modelo de Verhulst

El modelo dinámico de Verhulst-Pearl, o modelo loǵıstico, puede ser uti-
lizado para reproducir el comportamiento de trayectorias en forma de S, esto
incluye a cualquier variable en crecimiento desde su condición inicial hasta
su valor final. El modelo se expresa con la siguiente ecuación diferencial:

ẋ(t) = rx(t)

(
1 − x(t)

N

)
, x(0) = x0 (2.14)

en donde el valor instantáneo de la variable en crecimiento es x(t) ∈ R ≥ 0,
la condición inicial de la variable de estado es x0, el parámetro de la tasa de
crecimiento intŕınseca es r ∈ R+ y el parámetro de la máxima capacidad de
carga es N ∈ R+.
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Al expandir la ecuación diferencial (2.14) se obtienen dos términos resul-
tantes. El primero es,

rx(t)

el cual representa la tasa de cambio positiva del modelo. Cuando r tiene
un valor muy pequeño el crecimiento de x(t) es prácticamente insignificante,
además, cuando sea x0 ≈ 0, el término también es cercano a cero. Sin embar-
go, esto cambia conforme avanza el tiempo y se acumula el crecimiento de
la variable, el término empieza a tener mayor influencia y la tasa de cambio
positiva de (2.14) comienza a tener un comportamiento exponencial siempre
y cuando r ̸= 0 y x0 ̸= 0. El segundo término,

−rx(t)2

N

representa la tasa de cambio negativa del modelo, por ejemplo, el número
de individuos que pierde una población. El término contiene un elemento
al cuadrado y es inversamente proporcional con la máxima capacidad de
carga N , por lo tanto, su magnitud será más negativa conforme la variable
incremente. Cuando el crecimiento de la variable sea igual que su máxima
capacidad de carga, x(t) = N , la tasa de cambio positiva y la tasa de cambio
negativa se cancelan y el crecimiento se detiene.

Para encontrar la solución anaĺıtica de (2.14), se define la variable de
tiempo tal que:

0 ≤ t ≤ tf

en t = 0 la variable se encuentra en su punto de origen, o condición inicial, y
en t = tf la variable se encuentra en su valor final o valor final deseado. Por
lo tanto, en t = 0 se define la condición inicial como:

x(0) = x0

El valor de la variable de crecimiento en el instante t, o la solución anaĺıti-
ca del modelo (2.14) es:

x(t) =
x0N

(N − x0)e−rt + x0

(2.15)

La ecuación (2.15) es comúnmente llamada la función loǵıstica y su desarrollo
se puede ver en el Apéndice A.

24
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2.6.2. Modelo de Richards

Un modelo de crecimiento loǵıstico con tres parámetros fue propuesto
por Richards [4], la adición de un parámetro otorga al modelo un mejor
ajuste a datos emṕıricos de crecimiento de plantas. El modelo tiene la misma
estructura que el modelo de Verhulst (2.14), pero con un parámetro extra
que afecta la tasa de cambio negativa del modelo,

ẋ(t) = rx(t)

(
1 −

(
x(t)

N

)β
)

, x(0) = x0 (2.16)

en donde el valor instantáneo de la variable en crecimiento es x(t) ∈ R ≥ 0,
la condición inicial de la variable de estado es x0, el parámetro de la tasa
de crecimiento intŕınseca r ∈ R+, el parámetro de la máxima capacidad de
carga es N ∈ R+, y el parámetro de competencia intraespećıfica es β ∈ R+.

Cuando β = 1 el modelo se convierte en (2.14), y su tasa de cambio
negativa y positiva del modelo es igual que el modelo anterior. Sin embargo,
cuando β ̸= 1 el parámetro tiene impacto en la tasa de cambio negativa
del modelo, lo que agrega flexibilidad para modificar la trayectoria curva en
forma de S, pero no a su valor/crecimiento final. Al expandir (2.16), la tasa
de cambio positiva del modelo de Richards es la misma que el modelo de
Verhulst, pero su tasa de cambio negativa es

−rx(t)xβ(t)

Nβ

y cuando x(t) = N , las tasas de cambio positiva y negativa son iguales y el
crecimiento también se detiene, entonces queda claro que el parámetro β solo
afecta a la tasa de cambio negativa y no a su valor final.

La solución anaĺıtica del modelo (2.16), o la función loǵıstica de Richards,
es

x(t) =
x0N[

(Nβ − xβ
0 )e−βrt + xβ

0

] 1
β

(2.17)

y su desarrollo se muestra en el Apéndice B.
Desde un punto de visto biológico, β representa la competencia intraes-

pećıfica, y esta es definida como la competencia entre individuos de la misma
especia por los recursos disponibles. Por ejemplo, sea x(t) el número de una
población de plantas, entonces xβ(t) representa una parte de la población
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que está siendo obstaculizada, o facilitada, por los recursos disponibles, es-
to puede ser por que la población de plantas no está recibiendo la cantidad
suficiente de luz, humedad o temperatura, provocando que la tasa de cam-
bio negativa sea mayor, o todo lo contrario, están siendo expuestas a una
cantidad de recursos que minimiza la tasa de cambio negativa.

2.6.3. Modelo de Von-Bertalanffy

El modelo de Von-Bertalanffy se introdujo originalmente con el propósi-
to de modelar la trayectoria del crecimiento (en peso) orgánico de peces
basándose en razonamientos fisiológicos. El modelo puede permanecer con
una estructura generalizada cuando se introduce el parámetro β que afecta
a la tasa de cambio negativa, como en el modelo de Richards, sin embargo,
en este caso también impacta en la tasa de cambio positiva.

ẋ(t) = rx1−β(t)

(
1 −

(
x(t)

N

)β
)

, x(0) = x0 (2.18)

en donde el valor instantáneo de la variable en crecimiento es x(t) ∈ R ≥ 0,
la condición inicial de la variable de estado es x0, el parámetro de la tasa de
crecimiento intŕınseca es r ∈ R+, el parámetro de la máxima capacidad de
carga es N ∈ R+, y el parámetro de competencia intraespećıfica es β ∈ R+.

Al expandir (2.18), la tasa de crecimiento positiva es,

rx1−β(t)

mientras que la tasa de crecimiento negativa es

−rx(t)

Nβ

de igual manera, el crecimiento se detiene cuando x(t) = N . De modo que
el parámetro relacionado a la competencia entre la misma especie afecta, de
forma diferente que, al modelo de Richards, a la curva de la trayectoria de
crecimiento, pero no a su valor final.

La solución anaĺıtica del modelo de Von-Bertalanffy Generalizado (2.18)
es

x(t) = N

(
1 −

(
1 −

(x0

N

)β)
e−βrt/Nβ

) 1
β

(2.19)

y su resolución paso a paso se muestra en el Apéndice C.
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2.6.4. Otros modelos de crecimiento tipo Loǵıstico

Existen otros tipos de modelos de crecimiento de tipo de loǵıstico, todos
modificando el modelo de Verhulst de una u otra manera. Por ejemplo, Smith,
[87], modificó la ecuación de Verhulst-Pearl ya que no se pod́ıa ajustar a
datos emṕıricos debido a “time lags”. Argumentó que cuando una población

está limitada en recursos, el término
(

1 − x(t)
N

)
se debeŕıa de reemplazar

por un término dependiente de la tasa de crecimiento de recursos que No se
están utilizando por la población. La ecuación de Smith es básicamente la

ecuación Verhulst-Pearl escalada por un “delaying factor”,
(

1 − cx(t)
N

)−1

. No

se encuentra una solución anaĺıtica función de t.
Blumberg, [88] modificó la ecuación de Verhulst-Pearl ya que también

identificó que una de sus limitaciones era la poca flexibilidad de su punto de
inflexión. Utilizó la ecuación para modelar poblaciones dinámicas de órganos,
o el cambio del tamaño en los órganos. Agrega dos parámetros, γ, que impacta
en la tasa de crecimiento negativa similar a Richards, y también α, que
impacta en la tasa de cambio positiva, de manera que los parámetros sean
capaces de modificar independientemente la tasa de cambio positiva y tasa
de cambio negativa. No siempre tiene solución anaĺıtica.

Turner, [89] propone una generalización de la ecuación de Verhulst-Pearl.
Utiliza los parámetros introducidos por Blumberg y Richards para definir
el modelo con dos parámetros β, γ. Tiene solución anaĺıtica por la selección
tan espećıfica de los parámetros. Con una parametrización adecuada se puede
recuperar los modelos de Verhulst-Pearl, Richards y Blumberg.

Posteriormente, Tsoularis y Wallace, [6], introducen una generalización de
la ecuación dinámica loǵıstica de manera que adecuando tres parámetros α, β
y γ, es posible recuperar todos los modelos de crecimiento loǵıstico anteriores.
Su limitación es que tampoco tiene una solución anaĺıtica explicita.

Se puede resaltar que los modelos de crecimiento han sido estudiados
para modificar la trayectoria de la curva en forma de S, se han agregado
hasta tres parámetros para tener un mayor número de puntos de libertad y
modificar el modelo a conveniencia. Sin embargo, esto generalmente significa
que los modelos son más complicados de solucionar, como se puede notar ya
que los modelos anteriormente mencionados no siempre tienen una solución
anaĺıtica explicita y además necesitan de una definición exhaustiva de todos
los parámetros utilizados.
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2.7. Modelos de Crecimiento con acoplamien-

to

2.7.1. Modelo tipo Verhulst acoplado con una variable
exógena

Todos los modelos presentados anteriormente tienen en común que su
crecimiento eventualmente alcanzará la máxima capacidad de carga siempre y
cuando sus parámetros, y condición inicial, sean valores positivos y diferentes
de cero. Esto quiere decir que el valor final de estos modelos esta dado por N
y no puede ser modificado, entonces el único tipo de control que se permite
es relacionado a la duración del tiempo de transitorio a través de r y β.

Al introducir una variable acoplada al modelo de crecimiento loǵıstico,
se puede definir una señal exógena o parámetro adecuado que ayude a la
manipulación y regulación del crecimiento en general. Es posible definir un
modelo loǵıstico con acoplamiento o señal de entrada, utilizando la estructura
del modelo de Verhulst (2.14), suponga que la variable positiva y finita, 0 ≤
v < v̄, asociada con la variable en crecimiento mediante su máxima capacidad
de carga, N , y un parámetro de acoplamiento, α, de tal manera que se puede
expresar un modelo tipo Verhulst con acoplamiento con la siguiente ecuación,

ẋ(t) = rx(t)

(
1 − x(t)

N
+ α

v

N

)
, x(0) = x0 (2.20)

en donde x(t) ∈ R ≥ 0 es la variable de estado en crecimiento. La condición
inicial de la variable de estado es x0. El parámetro de la tasa de crecimiento
intŕınseca es r ∈ R+. El parámetro de la máxima capacidad de carga es
N ∈ R+. La señal exógena acoplada con el crecimiento es 0 ≤ v < v̄. Y el
parámetro de competencia interespećıfica es α ∈ R.

Debido a que α puede tener valor negativo o positivo, la tasa de cambio
positiva y negativa puede variar en (2.20). Cuando α > 0, la tasa de cambio
positiva es

rx(t) +
rαx(t)

N
v

lo cual indica que v tiene un impacto significativo en el crecimiento, mientras
tanto, la tasa de cambio negativa se mantiene como en el modelo loǵısti-

co, − rx2(t)
N

. El caso contrario, cuando α < 0, la tasa de cambio positiva se
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mantiene como en el modelo clásico, rx(t), mientras que la tasa de cambio
negativa es

−rx2(t)

N
− rαx(t)

N
v

indicando que ahora v impacta en la cantidad de pérdidas que tiene el creci-
miento. Cuando x(t) = N , el crecimiento no se detiene como con los modelos
(2.14), (2.16) y (2.18), la tasa de cambio positiva y la tasa de cambio ne-
gativa se cancelan dependiendo de la señal exógena, v, y del parámetro de
acoplamiento α, es por eso que la introducción de estos elementos puede ser
utilizada para la regulación del crecimiento de una variable o población de
una especie.

La solución anaĺıtica del modelo definido en (2.20) esta expresada por la
ecuación siguiente

x(t) =
x0N + x0αv

(N − αv − x0)e−rt(1+αv/N) + x0

(2.21)

y su desarrollo se puede ver en el Apéndice D.

2.7.2. Modelo de Coexistencia tipo Verhulst

Existe un modelo previamente reportado en [53, 54], en donde se repro-
duce el crecimiento acoplado de dos variables, o dos poblaciones, se mantiene
la estructura de (2.20), sin embargo la variable exógena ahora es considerada
otra variable de crecimiento. En muchos casos de la naturaleza es dif́ıcil aislar
el crecimiento de una población o especie para definirlo de manera indepen-
diente, siempre existe la posibilidad de interacción entre diferentes variables,
poblaciones, especies, etc. Por ejemplo:

Los humanos coexistimos con otras personas con ideoloǵıas, pensamien-
tos, creencias, cultura, experiencia, capacidades, e incluso edades dife-
rentes, por no decir más. Desde una población nacional que coexiste
con las demás naciones, a una población de una comunidad que coexis-
te con diferentes comunidades, hasta la población de una institución
educacional donde coexisten estudiantes de diferentes grados. Y las es-
pecificaciones de esta coexistencia pueden tener un gran alcance, un
ejemplo son las epidemias, en donde una población de individuos sanos
coexiste con individuos infectados.
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En el contexto de plantas, su crecimiento está coexistiendo con hongos,
hierbas, otro tipo de vegetación e incluso con otras especies, como ani-
males y humanos. El alcance de esta coexistencia es gran libertad, ya
que se puede relacionar el crecimiento de una planta con las personas
que la cultivan o el crecimiento del embrión en las semillas o granos
con sus nutrientes (almidón, azúcares y protéınas).

En el contexto de los animales, están en interacción con otras especies
en la naturaleza. De manera simple, esto se puede ver en el control de
ganado con la adición de un perro de pastoreo o la regulación de una
granja de peces con la adición de otras especies o del cultivo por pesca.

Un sistema de coexistencia de dos variables con la estructura del modelo
Verhulst se representan de la siguiente manera

ΣCE :


ẋ1(t) = r1x1

(
1 − x1(t)

N1
+ α1

x2(t)
N1

)
ẋ2(t) = r2x2

(
1 − x2(t)

N2
+ α2

x1(t)
N2

) ,
x1(0) = x01

x2(0) = x02

(2.22)

en donde x1(t) ∈ R ≥ 0 y x2(t) ∈ R ≥ 0 son las variables en crecimiento.
Las condiciones iniciales son x01 y x02. Las tasas de crecimiento intŕınsecas
son r1 ∈ R+ y r2 ∈ R+. Las máximas capacidades de carga son N1 ∈ R+

y N2 ∈ R+. Y los parámetros de competencia interespećıfica son α1 ∈ R y
α2 ∈ R.

Los parámetros de acoplamiento pueden ser definidos positivos o negati-
vos, esto indica el tipo de coexistencia entre las variables. El producto de los
parámetros de competencia interespećıfica describe diferentes escenarios de
coexistencia en la naturaleza, en espećıfico describe seis reǵımenes de inter-
acción ecológicos, es decir, si α1α2 < 0, entonces es un sistema de crecimiento
tipo presa-predador; si α1α2 > 0 entonces es un sistema de crecimiento en
competencia o mutualismo; y si α1α2 = 0, entonces el sistema de creci-
miento esta en neutralismo, en amensalismo o en comensalismo. Para
cada una de estas configuraciones ecológicas, las tasas de cambio positivas y
negativas son diferentes y dependientes de α1 y α2.

Los modelos sin acoplamiento, (2.14), (2.16), (2.18), y los mencionados en
la sección de 2.6.4, no tienen la capacidad de modificar el valor final de la tra-
yectoria, esto quiere decir que aún con la adición de todos estos parámetros
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no es posible la regulación de la población, el crecimiento solo se puede ace-
lerar o retardar, pero no regular. Su regulación es probable cuando el modelo
se acopla paramétricamente con una variable exógena como en (2.20), o con
otra variable en crecimiento como en (2.22). Y debido a que el crecimiento
es referente a una variable que puede ser peso, tamaño, número de personas,
animales, plantas, contenido de bacterias, nutrientes, enzimas, producción y
consumo de enerǵıa, recursos, dinero, etc. Este acoplamiento paramétrico no
está definido de manera expĺıcita, y es dependiente del proceso.

Para este trabajo se define que un modelo de crecimiento con la capacidad
de regulación debe de estar acoplado con una variable exógena o con otra
variable de crecimiento.
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Caṕıtulo 3

Análisis de Modelos de
Crecimiento

El análisis de los modelos matemáticos de una especie Tipo Verhulst,
de Richards, Von-Bertalanffy, tipo Verhulst acoplado y de Coexistencia se
desarrollan en el caṕıtulo a continuación.

3.1. Propiedades Modelo de Verhulst

Puntos de Equilibrio Modelo de Verhulst
Igualando el modelo dinámico a cero, es posible encontrar los puntos de

equilibrio del modelo de Verhulst. Se define el siguiente lema para definir los
puntos de equilibrio

Lema 1 Sean los parámetros del modelo r > 0 y N > 0, el modelo (2.14)
tiene dos puntos de equilibrio (x0), uno es trivial y el otro semi trivial:

x0
t = 0

x0
st = N

(3.1)

en donde x0
t es la solución cuando x(t) = 0, el modelo no tiene dinámica y es

evidente al visualizar la ecuación (2.14). Y x0
st es la solución semi trivial ya

que el término entre paréntesis de (2.14) se cancela cuando x(t) = N , y en
consecuencia no hay dinámica. En otras palabras, siempre que la condición
inicial del modelo sea igual a los puntos de equilibrio, el modelo no tendrá
crecimiento, por lo que para que el modelo loǵıstico funcione, es necesario
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que la condición inicial sea diferente de cero y que el crecimiento no empiece
en su máxima capacidad de carga.

Valor final Modelo Verhulst
A continuación, se plantea un lema del valor final para el modelo de

Verhulst,

Lema 1.1 Sea x0 ̸= 0, el valor final (x∗) de (2.14) es igual a la máxima
capacidad de carga, expresado por:

x∗ = ĺım
t→∞

x(t) = N (3.2)

Consecuentemente, el valor final es igual a la máxima capacidad de carga, lo
cual es evidente considerando que x(t) = N también es un punto de equili-
brio, entonces cuando el crecimiento incrementa y alcanza a N , se cancelan
los términos entre paréntesis del modelo y este se detiene, o llega a su máxi-
mo crecimiento. Para x0 < N , el modelo (2.14) tiene un crecimiento positivo
hacia su máxima capacidad de carga, sin embargo, cuando x0 > N , el creci-
miento es negativo, y desciende desde la condición inicial hasta su máxima
capacidad de carga. Una vez que se alcanza el valor final no existe forma de
variar la tasa de crecimiento intŕınseca para modificar el crecimiento, por lo
que la regulación de una variable en crecimiento no es posible a través del
parámetro r de acuerdo al planteamiento del Lema de valor final 1.1.

Punto de inflexión Modelo Verhulst
Un punto de inflexión, es un punto en una curva o gráfica donde la direc-

ción de la curva cambia de ser convexa (curvada hacia arriba) a ser cóncava
(curvada hacia abajo), o viceversa. Es decir, en un punto de inflexión, la
pendiente de la curva cambia de crecer a decrecer, o de decrecer a crecer.
Se define un lema de inflexión para el modelo de crecimiento tipo Verhulst a
continuación,

Lema 1.2 Sea x0 <
N
2
Y x0 ̸= x0

t , entonces el modelo de crecimiento loǵısti-
co presenta un punto de inflexión único y constante a la mitad del valor final
(3.2),

xip =
N

2
(3.3)
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Esto significa que la trayectoria sigmoidal creada por el modelo dinámico
tiene un comportamiento simétrico con referencia a (3.3). Es por eso que
se dice que la trayectoria es en forma de S. Si x0 ≥ N

2
entonces xip (3.3)

no existe en el modelo, por lo tanto el sistema tiene un crecimiento que se
comporta como un sistema de primer orden. Es importante resaltar que los
sistemas de primer orden no tienen punto de inflexión ya que la respuesta
que tienen no presenta cambios en la concavidad de la curvatura.

Duración del tiempo de Transitorio
El momento donde es posible extraer información del modelo, con inten-

ciones de realizar predicciones, simulaciones, o diseño de controladores con
el modelo (2.14) es en el rango de tiempo 0 ≤ t < t∗, donde t∗ es el final del
transitorio, o el tiempo que se tarda el crecimiento en llegar de su condición
inicial a su valor final. Utilizando la solución anaĺıtica (2.15) y el Lema del
valor final 1.1, es posible definir

x(t)

∣∣∣∣
t∗
≈ ĺım

t→∞
x(t) =


99

100
N , x0 < N

101

100
N , x0 > N

(3.4)

y reemplazando la solución (2.15) evaluando t = t∗, (3.4) se convierte en

x0N

(N − x0)e−rt∗ + x0

=


99

100
N , x0 < N

101

100
N , x0 > N

(3.5)

De manera que se puede resolver la expresión para t∗ y se obtiene la siguiente
expresión:

t∗ =


1

r
ln

(
99(N − x0)

x0

)
, x0 < N

1

r
ln

(
101(N − x0)

−x0

)
, x0 > N

(3.6)

Para cualquier caso en donde la condición inicial (x0) este definida, sea
diferente a sus puntos de equilibrio (3.1), y además, que los parámetros N , r
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sean conocidos, se puede calcular el valor de tiempo de transitorio y conocer
cuánto tiempo va a tardar el crecimiento en llegar a su valor final usando la
expresión (3.6).

Instante de tiempo del punto de inflexión
De manera similar al transitorio, pero ahora utilizando el Lema 1.2, se

puede conocer el instante de tiempo en el cual el crecimiento es igual a su
punto de inflexión. Esto es importante ya que la máxima tasa de cambio del
modelo dinámico se encuentra en el punto de inflexión. El tiempo de inflexión
se puede expresar de la siguiente manera:

tip =


1

r
ln

(
(N − x0)

x0

)
, x0 < xip

0 , x0 > xip

(3.7)

donde es posible definir el tiempo de inflexión cuando la condición inicial es
menor que xip, si la condición inicial es mayor que este punto no existe un
punto de inflexión, por lo tanto no se puede definir el instante de tiempo en
donde se encuentra.

3.2. Propiedades del Modelo de Richards

Puntos de Equilibrio Modelo Richards
El modelo de Richards tiene los mismos dos puntos de equilibrio definidos

para el modelo de Verhulst. El Lema 1 se mantiene para el modelo (2.16)
siempre y cuando el parámetro β sea un número real y positivo. Lo que
quiere decir que los puntos de equilibrio del modelo de Richards son (3.1).

Valor Final Modelo Richards
El valor final es igual a N , el mismo que el modelo (2.14), esto quiere decir

que el Lema 1.1 también se mantiene cierto para este modelo. Y demuestra
que el parámetro de competencia intraespećıfica, β, no tiene ningún impacto
en el valor final. Por lo que tampoco es posible proponer la regulación del
crecimiento a partir de este parámetro.

Puntos de Inflexión Modelo Richards
El modelo de Richards tiene la capacidad de modificar la curva en forma
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de S por la libertad del punto de inflexión, que se Define con un Lema de
inflexión para el modelo de Richards (2.16),

Lema 1.3 Tal sean β, r,N > 0, y x(0) ̸= x0
t , el modelo (2.16) tiene el

siguiente punto de inflexión

xip =

(
1

β + 1

) 1
β

N (3.8)

en donde xip es dependiente del valor de β, por eso la mejora en la flexibilidad
de este modelo sobre el modelo anterior. Cuando β → ∞ el punto de inflexión
tiende a N , mientras que, cuando β → 0, xip = 0,37N .

Duración del tiempo de Transitorio
Para encontrar la duración del tiempo de transitorio tomando en cuenta

el parámetro β, se utilizan el Lema 1.1 y la función de Richards (2.17). El
tiempo de transitorio t∗, para el modelo de Richards(2.16), se calcula con la
expresión siguiente,

t∗ =


1

βr
ln

(
99β(Nβ − xβ

0 )

(100β − 99β)xβ
0

)
, x0 < N

1

βr
ln

(
101β(Nβ − xβ

0 )

(100β − 101β)xβ
0

)
, x0 > N

(3.9)

en donde el parámetro se ve implicado en la duración del crecimiento, reafir-
mando que este parámetro no afecta el valor final sino el tiempo que tardará
el crecimiento en llegar a su estabilidad.

Instante de tiempo del punto de inflexión
El tiempo que tardará el crecimiento en alcanzar su punto de inflexión se

obtiene a partir de (2.17) y el Lema de inflexión de Richards 1.3,

tip =


1

βr
ln

(
(Nβ − xβ

0 )

βxβ
0

)
, x0 < xip

0 , x0 > xip

(3.10)
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3.3. Propiedades Modelo Von-Bertalanffy

Puntos de Equilibrio Modelo Von-Bertalanffy
Los puntos de equilibrio del modelo (2.18) son: x0

t = 0; x0
st = N . Son los

mismos que los modelos anteriores, lo que quiere decir que el parámetro β
sigue sin tener impacto en los puntos de equilibrio del sistema y el Lema 1
se mantiene para este modelo también.

Valor Final Modelo Von-Bertalanffy
De igual manera que los modelos anteriores, el ĺımite de x(t) cuando t → ∞

es igual a N , esto quiere decir que el tamaño final del crecimiento no se ve
afectado por β.

x∗ = ĺım
t→∞

x(t) = N
(

1 −
(
1 − (x0/N)β

)
e−βrt/Nβ

) 1
β

x∗ = N (1)
1
β = N (3.11)

por lo que, de igual manera, el Lema 1.1 se mantiene verdadero para este
modelo.

Punto de Inflexión Modelo Von-Bertalanffy
La definición del punto de inflexión del modelo de Von-Bertalanffy depende

del acotamiento del parámetro β, y se expresa a continuación,

Lema 1.4 Tal sean r,N > 0, x(0) ̸= x0
t , y el parámetro sea acotado, 0 <

β ≤ 1, el modelo (2.18) tiene el siguiente punto de inflexión

xip = (1 − β)
1
β N (3.12)

en donde xip también es dependiente del valor de β, al igual que el modelo
de Richards (2.16). Cuando β = 1 el punto de inflexión es cero, no existe,
mientras que, cuando β → 0, el punto de inflexión tiende al 37 %N . Cuando
el parámetro esta acotado 0 ≤ β < 1, la flexibilidad que se le otorga a la
curva en forma de “S.es complementaria al modelo de Richards, ya que xip

puede ser modificado entre el 37-100 % de la máxima capacidad de carga de
acuerdo al Lema 1.3, mientras que xip puede estar entre el 0-37 % de N de
acuerdo al Lema 1.4.
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Duración del tiempo de Transitorio
El tiempo de transitorio (t∗), o el tiempo que tarda x(t) en converger a N ,

se resuelve bajo la misma metodoloǵıa que los modelos anteriores, utilizando
el Lema 1.1 y la solución (2.19), t∗ se expresa como

t∗ =



Nβ

βr
ln

100β
(
Nβ − xβ

0

)
Nβ (100β − 99β)

 , x0 < N

Nβ

βr
ln

 100β
(
Nβ − xβ

0

)
Nβ (100β − 101β)

 , x0 > N

(3.13)

Instante de tiempo del punto de inflexión
El instante de tiempo cuando la tasa de cambio del crecimiento es máxima

se puede definir mediante la siguiente ecuación utilizando la solución anaĺıtica
(2.19) y el Lema 1.4,

tip =


Nβ

βr
ln

(
Nβ − xβ

0

βNβ

)
, x0 < xip

0 , x0 > xip

(3.14)

Con el análisis anterior y las definiciones mostradas hasta ahora, se pue-
de concluir que los modelos de crecimiento no tienen la capacidad natural
para modificar su valor final, las modificaciones que se realizan a los modelos
de crecimiento son para obtener una mayor flexibilidad en la trayectoria en
forma de S generada por el modelo. Asumiendo que la máxima capacidad de
carga es un número muy grande, la modificación del punto de inflexión es de
utilidad ya que se puede “suprimir.el crecimiento, haciendo que el crecimien-
to parezca prácticamente estable, y, por otro lado, “estimular.el crecimiento
haciendo que el punto de inflexión sea el máximo admisible para aprovechar
el crecimiento exponencial. Sin embargo, con esto no es posible regular una
población o variable en crecimiento, además, teóricamente estos modelos de-
finen una población de la misma especie o del mismo tipo, y se sabe que en
la vida real las poblaciones están acopladas con otras poblaciones, ya sea de
su misma especie, pero con diferentes objetivos, o de diferentes especies, que
ayuden o entorpezcan el crecimiento.
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3.4. Propiedades del Modelo tipo Verhulst con

acoplamiento

Puntos de equilibrio Modelo Verhulst Acoplado
Los puntos de equilibrio se pueden establecer de manera simple bajo ciertas

condiciones, expresadas a continuación,

Lema 2 Sea 0 ≤ v < v̄ y |αv| < N el modelo de crecimiento de Verhulst
acoplado (2.20) tiene los siguientes puntos de equilibrio:

x0
t = 0

x0
nt = N + αv

(3.15)

Cuando v o α son igual a su valor mı́nimo, el comportamiento del crecimiento
es igual que los modelos anteriores, sin embargo, el punto de equilibrio semi
trivial se puede redefinir como no trivial cuando el parámetro y la variable
de acoplamiento son diferentes de cero.

Valor final Modelo Verhulst Acoplado
En concordancia con los modelos de crecimiento, el punto de equilibrio,

x0
st, es igual al valor final del crecimiento, esto se expresa a continuación

Lema 2.1 Dada una condición inicial x0 ̸= x0
t , 0 ≤ v < v̄ y |αv| < N ,

entonces el valor final de (2.20) consigue valores positivos y diferentes de
cero,

x∗ = ĺım
t→∞

x(t) = N + αv (3.16)

El valor final, x∗, excede su máxima capacidad de carga cuando el parámetro
α > 0, el crecimiento no logra alcanzar a N cuando α < 0, y cuando α = 0 el
crecimiento y propiedades son igual que el modelo (2.14). Dado que el valor
final deja de ser igual que el parámetro constante N , es posible modificar el
valor final con la manipulación de α o v, sin embargo, esto sigue dependiendo
de la naturaleza de estas variables por lo que información de este parámetro
y variable es de vital interés.

Punto de inflexión Modelo Verhulst Acoplado
El punto de inflexión no es la excepción, ya que de igual manera puede ser

modificado con la introducción de α y v,
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Lema 2.2 Dada una condición inicial x0 ̸= x0
t , 0 ≤ v < v̄ y |αv| < N , el

modelo (2.20) tiene el siguiente punto de inflexión

xip =
1

2
(N + αv) (3.17)

De la expresión anterior se observa lo siguiente,

Observación 1 siempre que sea α > 0, el punto de inflexión se puede defi-
nir,

xip >
N
2

indicando que el parámetro de acoplamiento puede modificar la curva en for-
ma de S del 50 − 100 %N , y cuando α < 0 el punto de inflexión se define,

xip <
N
2

por lo que la flexibilidad en la curva es del 0 − 50 %N .

Con la manipulación de α es posible modificar el valor final x∗ y el punto
de inflexión xip de acuerdo al Lema 2.1 y 2.2 respectivamente.

Duración del tiempo de Transitorio
Es claro que una de las propiedades importantes es la duración del cre-

cimiento, y con la solución anaĺıtica (2.21), y el Lema 2.1, el transitorio se
puede calcular con:

t∗ =


N

r(N + αv)
ln

(
99(N + αv − x0)

x0

)
, x0 < x∗

N

r(N + αv)
ln

(
101(N + αv − x0)

−x0

)
, x0 > x∗

(3.18)

Instante de tiempo del punto de inflexión
Y el tiempo que tardará el crecimiento en llegar a su máxima tasa de

cambio se calcula con (2.21), y el Lema 2.2, a continuación,

tip =


N

r(N + αv)
ln

(
(N + αv − x0)

x0

)
, x0 < xip

0 , x0 > xip

(3.19)
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Las ecuaciones que definen el tiempo de crecimiento, ya no se refieren a
cuánto tiempo se tarda el crecimiento en alcanzar su máxima capacidad de
carga o su máxima tasa de cambio que se encuentra al 50 % de la máxima
capacidad. Al introducir una variable o parámetro que puedan regular el valor
final y el punto de inflexión, las ecuaciones (3.18) y (3.19) pueden relacionarse
con términos como el exterminio de la población y definir cuando se puede
extinguir un número de individuos o una población entera.

3.5. Propiedades del Modelo de Co-Existencia

Tipo Verhulst

El modelo de coexistencia involucra dos variables de estado, por lo que
su solución anaĺıtica no se puede expresar de manera expĺıcita. Es posible
expresar la solución considerando a la otra variable en: 1) su valor final, 2)
su punto de inflexión.

Puntos de equilibrio Modelo de Coexistencia Tipo Verhulst
El modelo de dos variables tiene cuatro puntos de equilibrio en total. Los

primeros dos son x0
1t = 0 y x0

2t = 0. El segundo par de puntos de equilibrio
esta dado por

Lema 3 Sea el producto α1α2 ̸= 1, y la condición inicial x0j ̸= 0 para
j = 1, 2, entonces el modelo (2.22) tiene los siguientes puntos de equilibrio
no triviales (x0

nt):  x0
nt1

x0
nt2

 =

 1
1−α1α2

α1

1−α1α2

α2

1−α1α2

1
1−α1α2

 N1

N2

 (3.20)

Valor Final Modelo de Co-Existencia Tipo Verhulst
Los valores finales, formulados en el siguiente lema, coinciden con los pun-

tos de equilibrio no triviales,

Lema 3.1 Sea el producto α1α2 ̸= 1, y la condición inicial x0j ̸= 0 para
j = 1, 2, entonces el valor final de la trayectoria de cada una de las variables
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del modelo (2.22) esta dado por x∗
1

x∗
2

 = ĺım
t→∞

 x1(t)

x2(t)

 =

 1
1−α1α2

α2

1−α1α2

α1

1−α1α2

1
1−α1α2

 N1

N2

 (3.21)

De la formulación anterior se resalta lo siguiente,

Observación 2 Cuando se tiene la libertad para manipular los parámetros
α1 y α2, existe la posibilidad de regular la población, o variable en crecimiento.
Sus valores finales dependen de la naturaleza del parámetro de acoplamiento,
es decir que sus soluciones pueden exceder su respectiva máxima capacidad
de carga, o ser incapaces de alcanzar dicho parámetro.

Puntos de inflexión del Modelo de Coexistencia Tipo Verhulst
Y el punto de inflexión del modelo de coexistencia está definido a conti-

nuación

Lema 3.2 Sea el producto α1α2 > 4, y la condición inicial x0j > xipj para
j = 1, 2, entonces el modelo (2.22) tiene los siguientes puntos de inflexión xip1

xip2

 =

 2
4−α1α1

α1

4−α1α2

α2

4−α1α2

2
4−α1α2

 N1

N2

 (3.22)

Los puntos de equilibrio, valores finales y puntos de inflexión son depen-
dientes de la coexistencia entre las poblaciones, o el acoplamiento entre las
variables.

3.5.1. Configuraciones de la Co-Existencia

El modelo de Verhulst acoplado y el modelo de coexistencia presentan la
posibilidad de regular la población mediante la manipulación de α1 y/o α2,
sin embargo, estos parámetros pueden tener naturaleza positiva, negativa, o
variable, además de representar el régimen ecológico en el cual se encuentra
el sistema. A continuación, se presentan las diferentes configuraciones del
parámetro de acoplamiento que se pueden utilizar en (2.22) para caracterizar
las cotas superiores e inferiores de α1 y α2.
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Neutralismo El Régimen de Neutralismo se obtiene con la configuración
de parámetros más sencilla, se puede decir que es la configuración trivial,
cuando

α1 = 0, α2 = 0, (3.23)

en consecuencia, el modelo dinámico de competencia se convierte en un sis-
tema de dos especies independientes en donde no existe la interacción entre
las variables en crecimiento. La estructura de cada especie es igual que en
(2.14), y debido a que en esta configuración las dos especies se desacoplan,
los puntos de equilibrio están definidos por el Lema 1; el valor final de cada
trayectoria en crecimiento es igual a su máxima capacidad de carga, es decir,
Lema 1.1; Y cada variable tiene un punto de inflexión constante a la mitad
de su valor final, definido por Lema 1.2.

Ejemplos de este Régimen son cualquier especie que no se relacione con
otra, el crecimiento de dos depredadores, leones y tiburones; el crecimiento
de semillas de lenteja y semillas de trigo en diferentes campos de cultivo; el
crecimiento de la población de México y la población de Japón. De manera
simple, es reproducir el comportamiento loǵıstico de dos variables creciendo
de manera independiente.

Comensalismo El régimen ecológico en donde una especie crece de manera
independiente y existe una segunda especie que se aprovecha de su crecimien-
to, se obtiene cuando un parámetro de competencia interespećıfica es cero y
el otro es de naturaleza negativa. Cuando la especie indicada con el sub́ındice
1 tiene crecimiento independiente, y la especie indicada con el sub́ındice 2 es
la que encuentra acoplada, sus parámetros son

α1 = 0, α2 > 0, (3.24)

Y la estructura correspondiente del modelo de coexistencia es

ΣCA12 :


ẋ1(t) = r1x1

(
1 − x1(t)

N1

)
ẋ2(t) = r2x2

(
1 − x2(t)

N2
+ α2

x1(t)
N2

) . (3.25)

en donde ẋ1(t) tiene puntos de equilibrio definidos de acuerdo al Lema (1),
su valor final se define con el Lema (1.1) y un punto de inflexión definido por
el Lema (1.2). Sin embargo, ẋ2(t) tiene sus puntos de equilibrio, valor final y
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punto de inflexión definido por los Lemas (2), (2.1) y (2.2), respectivamente.
La estructura del modelo de comensalismo puede estar invertida, es decir
que el crecimiento de la variable dependiente sea indicado por el sub́ındice
1 (α1 > 0), y el crecimiento de la variable independiente por el sub́ındice 2
(α2 = 0).

ΣCA21 :


ẋ1(t) = r1x1

(
1 − x1(t)

N1
+ α1

x2(t)
N1

)
ẋ2(t) = r2x2

(
1 − x2(t)

N2

) . (3.26)

en donde ahora los Lemas (2, 2.1, 2.2) se mantienen ciertos para ẋ1(t), mien-
tras que las propiedades de ẋ2(t) son definidas por los Lemas (1, 1.1, 1.2).

Algunos ejemplos del régimen de comensalismo pueden ser el compor-
tamiento de los tiburones y las rémoras, en donde los tiburones no ganan
nada de las rémoras, sin embargo, estas ganan protección y alimento del ti-
burón; también los árboles y los pájaros tienen un comportamiento similar,
el árbol es refugio y alimento para los pájaros, mientras que los pájaros son
insignificantes para el árbol.

Amensalismo Esta configuración es la contraria al comensalismo, se ob-
tiene cuando un parámetro de competencia interespećıfica es cero y el otro
es de naturaleza positiva. La estructura del sistema de coexistencia coincide
con (3.25) cuando

α1 = 0, α2 < 0, (3.27)

Los Lemas (1, 1.1, 1.2) se mantienen para la variable independiente, y los
Lemas (2, 2.1, 2.2), para la variable dependiente, se mantiene siempre y
cuando α2 ≥ −N2

N1
. Y la estructura del sistema coincide con (3.26) cuando

α1 < 0, α2 = 0, (3.28)

en donde los Lemas (1, 1.1, 1.2) definen las propiedades de la variable inde-
pendiente y los Lemas (2, 2.1, 2.2) de la variable dependiente siempre que
α1 ≥ −N1

N2
. Algunos ejemplos de Amensalismo pueden ser las cabras, vacas,

ganado y los insectos que se alimentan del mismo pasto, ya que los animales
grandes pueden acabarse los recursos disponibles y/o comerse a los insectos.
También en el proceso de la germinación, una semilla está compuesta de una
población de nutrientes de reserva y de un embrión, en donde el embrión cre-
ce sin importar cuantos nutrientes existan y los nutrientes son consumidos a
medida que crece el embrión.
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Mutualismo La configuración a la cual se llega cuando ambas variables o
poblaciones, se benefician del crecimiento de la otra, se llama Mutualismo,
eso es cuando (2.22) tiene parámetros de naturaleza positiva,

α1 > 0, α2 > 0, (3.29)

y, además, deben de satisfacer la siguiente desigualdad,

0 < α1α2 < 1, (3.30)

La estructura del modelo se escribe como en (2.22), en consecuencia, sus
puntos de equilibrio están definidos por el Lema (3), sus valores finales se
definen por el Lema(3.1) y sus puntos de inflexión por el Lema (3.2). Algunos
ejemplos de este tipo de interacción pueden ser, las abejas y las flores, ya que
las abejas se alimentan de flores y al mismo tiempo ayudan a la reproducción
de estas; as algas y el coral también tiene una relación similar; y de manera
general, los seres humanos y las plantas y vegetales tienen una relación en
donde la coexistencia beneficia al crecimiento de ambas especies.

Competencia La configuración contraria, cuando ambas variables o po-
blaciones se perjudican una a la otra, se llama competencia y se consigue
cuando ambos parámetros de acoplamiento en (2.22) son negativos,

α1 < 0, α2 < 0, (3.31)

Y de igual manera los Lemas (3), (3.1), (3.2) representan los puntos de equili-
brio, valores finales y puntos de inflexión, respectivamente. Algunos ejemplos
de esto son los leones y guepardos, elefantes y jirafas, ciervos y conejos, entre
árboles, y plantas, de diferentes especies, aśı como en bacterias y microorga-
nismos. Básicamente son especies que viven en un mismo entorno y compiten
por un recurso limitado o por territorio, este puede ser otro animal como en el
caso de los depredadores, recursos vegetales como en el caso de los animales
herb́ıvoros, o recursos como luz, agua y temperatura en el caso de las plantas
y microorganismos.

Depredación Y la última configuración es la que representa la interacción
entre un depredador y se presa, se obtiene cuando en la ecuación (2.22) un
parámetro de acoplamiento es positivo, y el otro es negativo. Para este tipo
de interacción, se mantiene la estructura del modelo (2.22) y también los
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Lemas (3, 3.1 y 3.2). Sin embargo, para obtener valores no negativos, se debe
de cumplir la siguiente desigualdad:

Cuando el depredador este indicado por la especie 1, entonces

α1 > 0, −N1

N2

≤ α2 < 0, (3.32)

Y cuando el depredador sea indicado por la especie 2, las desigualdades son,

−N2

N1

≤ α1 < 0, α2 > 0. (3.33)

Algunos ejemplos de esta interacción: los tiburones son los depredadores
de los peces, las orcas de las focas, los leones, o guepardos, de los ant́ılopes
y/o ciervos, los hongos de las plantas, los parásitos de los microorganismos,
los seres humanos somos depredadores de muchas especies de animales, etc.
Son situaciones en donde la especie más fuerte se alimenta de la más débil.

Con el análisis y la definición de las propiedades de los modelos anterio-
res es posible determinar situaciones, por ejemplo, de que modelos se pueden
regular y que modelos no se pueden regular, y además, que parámetros son
los que tienen dicha capacidad de regular la población, cual es su dimensión
y que naturaleza deben de tener para que esto sea posible. Por otro lado
conociendo la duración del tiempo del transitorio se pueden predecir escena-
rios de extinción, escenarios donde la regulación sea de mayor interés, y en
donde esta sea insignificante. Con el punto de inflexión se pueden predecir
escenarios similares, es decir, si el punto de inflexión se define muy cercano a
la máxima capacidad de carga es posible que la regulación de la población sea
dif́ıcil de implementar, a diferencia de un punto de inflexión definido cerca
de la condición inicial. Por ultimo, con el conocimiento y previa definición de
estas propiedades, es posible definir parámetros como la tasa de crecimiento
intŕınseca.
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Caṕıtulo 4

Definición y estimación
paramétrica

4.1. Tasa de crecimiento intŕınseca

A lo largo del documento se habla de la tasa de crecimiento o tasa de
cambio, la tasa de crecimiento intŕınseca y la máxima tasa de crecimiento, la
diferencia entre estas tres es importante. La tasa de cambio significa el cambio
de valor que tiene la variable de un instante de tiempo con respecto a otro,
ya que la variable generalmente se encuentra en crecimiento, se puede decir
tasa de crecimiento. La tasa de crecimiento intŕınseca, r, es un parámetro del
modelo. Y la máxima tasa de cambio o de crecimiento se refiere al instante
de tiempo donde el cambio, en el crecimiento, está en su valor máximo.

En este caṕıtulo se define el parámetro de la tasa de crecimiento supo-
niendo que se conoce la duración del tiempo de transitorio, o el tiempo de
inflexión, con la finalidad de facilitar la reproducción de los modelos ma-
temáticos de crecimiento loǵıstico. Este parámetro puede ser definido cono-
ciendo la solución de la ecuación dinámica, además del valor final o el punto
de inflexión, y el instante de tiempo cuando ocurre. Se obtiene de una manera
similar al tiempo de inflexión y a la duración del tiempo de transitorio. La
ventaja es que se puede definir este parámetro para el modelo de coexistencia
conociendo las cotas superiores, o inferiores, del parámetro de acoplamiento.
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4.1.1. Cálculo de r del modelo de Verhulst

La tasa de crecimiento intŕınseca del modelo de Verhulst (2.14), la cual
se puede definir constante cuando los recursos disponibles son limitados, se
define con la siguiente ecuación,

r =


1

t∗
ln

(
99(N − x0)

x0

)
, x0 < N

1

t∗
ln

(
101(N − x0)

−x0

)
, x0 > N

, (4.1)

en donde t∗ es la duración del tiempo de transitorio y se supone conocido.
Cuando el proceso aún no ha terminado, por lo tanto, no se puede establecer
una duración del tiempo de transitorio, la tasa de crecimiento intŕınseca se
define con la siguiente ecuación

rip =
1

tip
ln

(
(N − x0)

x0

)
, x0 < xip (4.2)

en donde tip es el instante de tiempo en el cual el modelo se encuentra en un
punto de inflexión, también se puede considerar que r calculada con tip, es
la tasa de crecimiento intŕınseca considerando las propiedades del punto de
inflexión (máxima tasa de cambio).

En la siguiente Figura 4.1, se realiza una simulación para demostrar la
utilidad para recopilar información del proceso conociendo las propiedades
del modelo. Sea conocida la condición inicial x0 = 2, la máxima capacidad de
carga, N = 100 y la duración del transitorio t∗ = 5, esto puede ser definido
en cualquier unidad de tiempo, desde horas hasta años, entonces se puede
recuperar la tasa de crecimiento intŕınseca, simular el modelo, y además
conocer su punto de inflexión y el instante de tiempo en el que sucede.
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Figura 4.1: Simulación del modelo de Verhulst de acuerdo con los Lemas 1,
1.1, 1.2, con x0 = 2, N = 100 y t∗ = 5, y r1 = 0,0047 calculada con (4.1)

El modelo loǵıstico tipo Verhulst (2.14) se puede construir con una con-
dición inicial, x0, y dos parámetros, r y N , siempre y cuando sean números
reales y positivos diferentes de cero. Su comportamiento reproduce una curva
en forma de S que tiene dos puntos de equilibrio 3.1, siempre alcanza su valor
final (3.2) con una duración aproximada del transitorio definida por (3.6), y
tiene un punto de inflexión (3.3) que ocurre en el instante de tiempo definido
por (3.7). Ya que la capacidad de carga se considera constante, si se conside-
ra la variación del otro parámetro, r, la duración del transitorio y el tiempo
de inflexión pueden ser modificados, sin embargo, este parámetro no puede
modificar x∗ ni xip. En otras palabras, r solo puede acelerar el crecimiento,
o puede hacer que este sea más lento.

4.1.2. Cálculo de r del modelo de Richards

Para el modelo de Richards (2.16), la tasa de crecimiento intŕınseca cuan-
do el tiempo de transitorio es previamente conocido, o propuesto, se define
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con la siguiente ecuación

r =


1

βt∗
ln

(
99β(Nβ − xβ

0 )

(100β − 99β)xβ
0

)
, x0 < N

1

βt∗
ln

(
101β(Nβ − xβ

0 )

(100β − 101β)xβ
0

)
, x0 > N

(4.3)

Y para situaciones en donde no se puede proponer una duración del tiempo
de transitorio, se puede definir r con la siguiente ecuación definiendo previa-
mente tip,

rip =


1

βtip
ln

(
(Nβ − xβ

0 )

βxβ
0

)
, x0 < xip

0 , x0 > xip

(4.4)

La siguiente simulación es para demostrar la utilidad de las definiciones
y resultados obtenidos en la sección anterior para el modelo de Richards. Sea
x0 = 2, N = 100 y t∗ = 5, las mismas especificaciones que en la simulación
anterior. Se puede calcular la tasa de crecimiento con la ecuación (4.3), des-
pués conocer el punto de inflexión y cuando sucede con diferentes valores de
β.
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Figura 4.2: Simulación del modelo de Richards de acuerdo a los Lemas 1,
1.1, 2, con x0 = 2, N = 100, t∗ = 5 β1 = 0,03, β1 = 0,5 y β1 = 4, y r1 = 0,11,
r2 = 0,0078, y r3 = 0,0026 calculadas con (4.3)

En la Figura 4.1, el punto de inflexión xip, está justo a la mitad de la
máxima capacidad de carga, y en la Figura 4.2 se puede ver cómo cambia
con valores distintos de β. Además, se puede ver que en ambas figuras el
valor final es igual a N = 100, y su duración de transitorio es igual t∗ = 5.

El modelo de Richards tiene un comportamiento similar al modelo de
Verhulst, ambos son modelos de crecimiento Loǵıstico, además que para los
dos modelos se mantienen los Lemas 1 y 1.1, lo que significa que sus puntos
de equilibrio y valor final son los mismos para los dos modelos, (3.1) y (3.2)
respectivamente. Se puede construir con una condición inicial, x0, y tres
parámetros, r, N y β. También reproduce una curva en forma S, sin embargo,
esta curva puede ser modificada debido a que el parámetro β puede cambiar el
punto de inflexión (3.8) y el tiempo en el que este ocurre (3.10). No obstante,
de este grado de libertad, el valor final sigue siendo el mismo y su duración
del transitorio se define con (3.9), donde se ve reflejado β.
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4.1.3. Cálculo de r del modelo de Von-Bertalanffy

Suponiendo que se conoce la duración del tiempo de transitorio t∗, con el
modelo de Von-Bertalanffy se puede definir la tasa de crecimiento tal como

r =



Nβ

βt∗
ln

100β
(
Nβ − xβ

0

)
Nβ (100β − 99β)

 , x0 < N

Nβ

βt∗
ln

 100β
(
Nβ − xβ

0

)
Nβ (100β − 101β)

 , x0 > N

(4.5)

Y cuando se conoce el tiempo de inflexión tip, se puede definir con

rip =


Nβ

βtip
ln

(
Nβ − xβ

0

βNβ

)
, x0 < xip

0 , x0 > xip

(4.6)

La simulación a continuación es para demostrar la utilidad de las de-
finiciones y resultados obtenidos en la sección anterior para el modelo de
Von-Bertalanffy. Considerando las mismas condiciones iniciales y paráme-
tros, x0 = 2, N = 100 y t∗ = 5, se puede calcular la tasa de crecimiento con
la ecuación (4.5), después conocer el punto de inflexión y cuando sucede con
diferentes valores de β.
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Figura 4.3: Simulación del modelo de Von-Bertalanffy de acuerdo a los Lemas
1, 1.1, 2, con x0 = 2, N = 100, t∗ = 5 β1 = 0,03, β1 = 0,5 y β1 = 0,95, y
r1 = 0,1239, r2 = 0,0564, r3 = 0,2122 calculadas con (4.5)

En la Figura 4.2 se puede ver que el punto de inflexión con el valor más
pequeño de β = 0,03 es aproximadamente igual al 33 % de N, espećıficamente
es xip =, mientras que un valor de β = 4 lleva al punto de inflexión a xip =.
Comparando con la Figura 4.3, en donde el mı́nimo valor de β = 0,03 indica
que el punto de inflexión se encuentra prácticamente al inicio del proceso,
mientras que su valor máximo β = 1 mueve el punto de inflexión al 37 % de
N . El modelo de Von-Bertalanffy (2.18), ya que es un modelo de crecimiento
loǵıstico, tiene un comportamiento y propiedades similares a los modelos
anteriores. Los puntos de equilibrio son los mismos, (3.1) y también su valor
final, (3.11), con una duración de transitorio definida por (3.13), lo que indica
que los Lemas 1 y 1.1 se mantienen. El punto de inflexión es dependiente de
β, definido por (3.12) y el instante de tiempo en donde se encuentra es (3.14).
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4.1.4. Cálculo de r del modelo tipo Verhulst con aco-
plamiento

Cuando se utiliza el modelo de una variable tipo Verhulst con acopla-
miento, El valor de la tasa de crecimiento intŕınseca se define con

r =


N

t∗(N + αv)
ln

(
99(N + αv − x0)

x0

)
, x0 < x∗

N

t∗(N + αv)
ln

(
101(N + αv − x0)

−x0

)
, x0 > x∗

(4.7)

en donde t∗ es la duración del tiempo de transitorio. Cuando no se puede
conocer ni suponer la duración del tiempo de transitorio, se puede hacer uso
del tiempo de inflexión, tip, y definir la tasa de crecimiento como,

rip =


N

tip(N + αv)
ln

(
(N + αv − x0)

x0

)
, x0 < xip

0 , x0 > xip

(4.8)

En la simulación a continuación se demuestra que el modelo de creci-
miento con acoplamiento puede ser configurado para regular el crecimiento
mediante el parámetro asociado con la variable de excitación externa. Se de-
fine x0 = 2 N = 100, t∗ = 5 y la señal externa v = 5, y dado que la cota
máxima y mı́nima de α está en el rango −N

v
< α ≤ N

v
, se realiza la simulación

variando este parámetro entre los valores admisibles. La tasa de crecimiento
intŕınseca se calcula con (4.7), y se reproduce la simulación del modelo en la
Figura 4.4.
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Figura 4.4: Simulación del modelo de Verhulst Acoplado de acuerdo con
los Lemas 3, 3.1, 3.2, con x0 = 2, N = 100, t∗ = 5, v = 5, los parámetros
de acoplamiento α1 = 0,95N

v
, α2 = 0,5N

v
, α3 = −0,5N

v
y α4 = −0,95N

v
, y

las tasas de crecimiento r1 = 0,033, r2 = 0,026, r3 = 0,085, r4 = 0,0548
calculadas con (4.7)

El modelo tipo Verhulst con acoplamiento es capaz de hacer que los pun-
tos de equilibrio del modelo, y por consecuencia el valor final, sean diferentes
de la máxima capacidad de carga debido a su dependencia con α y la variable
externa v. El valor final sobre pasa la máxima capacidad de carga siempre
que α > 0 y es incapaz de alcanzar a N cuando α < 0 de acuerdo con (3.16)
(como en Figura 4.4 ) y el tiempo de transitorio se define con (3.18). El pun-
to de inflexión (3.17), aśı como el instante de tiempo en donde se encuentra
(3.19), también es dependiente de la variable externa v y de α. El modelo
con acoplamiento tiene mayor flexibilidad con respecto a xip a diferencia del
modelo de Verhulst sin acoplamiento, sin embargo, este siempre se encuentra
a la mitad del valor final.

4.1.5. Cálculo de r del modelo de Coexistencia

El modelo de crecimiento de coexistencia no tiene una solución anaĺıtica
expĺıcita, por lo tanto, no es posible determinar el tiempo de inflexión ni la
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duración del tiempo de transitorio igual que con los modelos anteriores. Una
solución a esto es definir la variable de acoplamiento como una constante,
asumiendo un valor muy cercano a su respectivo valor final (3.21), entonces
es posible encontrar la solución anaĺıtica tomando en cuenta esta considera-
ción y calcular una tasa de crecimiento intŕınseca con los valores finales. La
suposición necesaria es que se puede conocer la duración del transitorio, t∗,
y la tasa de crecimiento se puede definir con la expresión a continuación,

rj =


Nj(1 − αiαj)

t∗j(Nj + αjNi)
ln

(
99(Nj + αjNi − x0j + x0jαiαj)

x0j(1 − αiαj)

)
, x0j < x∗

j

Nj(1 − αiαj)

t∗j(Nj + αjNi)
ln

(
101(Nj + αjNi − x0j + x0jαiαj)

−x0j(1 − αiαj)

)
, x0j > x∗

j

(4.9)
Sin embargo, existen instancias donde es muy dif́ıcil suponer este valor,

principalmente cuando un proceso en particular no ha terminado y se desco-
noce su duración, entonces es posible suponer el tiempo en donde se encuentra
el punto de inflexión tip. De igual manera, ya que el modelo de coexistencia
no tiene solución explicita, se supone la variable de acoplamiento constante
igual al punto de inflexión definido en (3.22), y se propone la definición de
la tasa de crecimiento intŕınseca de la siguiente manera,

ripj =
Nj(1 − αiαj)

tipj(Nj + αjNi)
ln

(
2(1 − αiαj)(Nj + αjNi − x0j + x0jαiαj)

2x0j + x0jαiαj

)
(4.10)

en donde el valor de ripj, calculado considerando el acoplamiento igual al
punto de inflexión, se puede considerar como la r cuando la tasa de cambio
es máxima.

En las siguientes simulaciones (4.5-4.9), se muestran diferentes escenarios
de coexistencia y el cálculo de la tasa de crecimiento intŕınseca en cada caso.
Se resalta que, debido a que se asume el valor final de la variable acoplada,
y no el valor en tiempo real, la tasa de crecimiento calculada aproxima el
crecimiento a la duración del transitorio supuesta, pero no es exacto. Esto
abre un área de oportunidad para trabajos futuros ya que conocer el tiempo
en que una población puede llegar a extinguirse, o simplemente el tiempo
que tarde en llegar a su valor final, es de gran importancia. A continuación
se presentan las simulaciones de los reǵımenes ecológicos de Amensalismo
(Figura 4.5), Comensalismo (Figura 4.6), Competencia (Figura 4.7), Mutua-
lismo (Figura 4.8) y Depredación (Figura 4.9). Las simulaciones se realizaron
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con las mismas condiciones iniciales y máximas capacidades de carga para
los diferentes reǵımenes, es decir, x01 = 5, x02 = 5, N1 = 100 y N2 = 120, se
propone por diseño una duración del transitorio de t∗ = 5 para que el cre-
cimiento se aproxime a su valor final durante esa duración. Los parámetros
de acoplamiento se definen de acuerdo las máximas capacidades de carga y
dependiendo de cada régimen, los cuales se desarrollan en la sección 3.5.1.
Y las tasas de crecimiento se calculan con la ecuación (4.9), estos valores se
pueden visualizar en la descripción de las figuras de cada simulación.
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Figura 4.5: Simulación régimen de Amensalismo. Con x01 = 5, x02 = 5,
N1 = 100, N2 = 120, t∗ = 5, α1 = 0, α2 = −0,9N2

N1
y r1 = 0,0041, r2 = 0,027

calculadas con (4.9)
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Figura 4.6: Simulación régimen de Comensalismo. Con x01 = 5, x02 = 5,
N1 = 100, N2 = 120, t∗ = 5, α1 = 0, α2 = 0,9N2

N1
y r1 = 0,0041, r2 = 0,0024

calculadas con (4.9)
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Figura 4.7: Simulación régimen de Competencia. Con x01 = 5, x02 = 5,
N1 = 100, N2 = 120, t∗ = 5, α1 = −0,8N1

N2
, α2 = −0,4N2

N1
y r1 = 0,0115,

r2 = 0,0047 calculadas con (4.9)
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Figura 4.8: Simulación régimen de Mutualismo. Con x01 = 5, x02 = 5,
N1 = 100, N2 = 120, t∗ = 5, α1 = 0,3N1

N2
, α2 = 0,25N2

N1
y r1 = 0,0031,

r2 = 0,0033 calculadas con (4.9)
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Figura 4.9: Simulación régimen de Presa-Depredador. Con x01 = 5, x02 = 5,
N1 = 100, N2 = 120, t∗ = 5, α1 = 0,5N1

N2
, α2 = −0,4N2

N1
y r1 = 0,0034,

r2 = 0,0077 calculadas con (4.9)
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4.2. Parámetro de Acoplamiento

En el caṕıtulo 3, se presentó el análisis de los modelos de crecimiento
resaltando el parámetro relacionado con la interacción entre especies y sus
configuraciones para el modelo de coexistencia tipo Verhulst. A continuación,
se presenta un diagrama interpretando los resultados de la sección 3.5.1 es-
tableciendo las cotas o ĺımites de operación. Posteriormente se propone la
estimación de estos parámetros mediante un análisis de Lyapunov.

4.2.1. Diagrama Interacción

Los parámetros de acoplamiento son los que determinan el tipo de re-
gión ecológica en la que se encuentra la interacción de las variables. Como
se ha mencionado anteriormente, cuando el producto de estos parámetros es
igual a cero, es decir, α1α2 = 0, la interacción entre las variables representa
Neutralismo, Comensalismo, o Amensalismo, en donde existe un grado de
independencia entre las especies ya que uno de los parámetros es cero. Esto
significa tres cosas, la primera es que las especies o variables se relacionen en
lo absoluto; segundo, que una especie sea independiente y que promueva el
crecimiento de la otra; y tercero, que la especie independiente perjudique el
crecimiento de la especie acoplada. Cuando α1α2 < 1, las especies se encuen-
tras en el régimen de presa depredador ya que solo uno de los parámetros es
negativo, mientras que el otro debe de ser positivo. Y cuando α1α2 > 0, las
especies pueden estar en el régimen de Competencia cuando ambos paráme-
tros son negativos, en donde, como su nombre lo dice, las especies pueden
competir por espacio, recursos, parejas, etc., o en el régimen de Mutualis-
mo cuando ambos parámetros son positivos y las especies interactuando se
ayudan mutuamente. Esto se pueden ver representado en la tabla 4.1.

El análisis de las configuraciones de los parámetros de acoplamiento de-
muestra que los parámetros están acotados para su funcionalidad en el mode-
lo, con las excepciones de Comensalismo y Neutralismo los reǵımenes ecológi-
cos tienen un ĺımite superior e inferior dependiendo de la naturaleza positiva
o negativa del acoplamiento, y además deben de cumplir con la siguiente
desigualdad para reproducir una sana coexistencia,

0 ≤ αjαi < 1 (4.11)

para j = 1, 2 e i = 3 − j. Para los casos negativos (Presa, Amensalismo,
Competencia), la finalidad es obtener resultados positivos, ya que un valor
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Tabla 4.1: Tipo de Coexistencia basado en el producto de α1α2.

Régimen Ecológico Configuración Paramétrica Producto de α1α2

Neutralismo α1 = 0 , α2 = 0

α1α2 = 0
Comensalismo

α1 = 0 , α2 > 0
α1 > 0 , α2 = 0

Amensalismo
α1 = 0 , α2 < 0
α1 < 0 , α2 = 0

Mutualismo α1 > 0 , α2 > 0
α1α2 > 0

Competencia α1 < 0 , α2 < 0

Depredación
α1 < 0 , α2 > 0

α1α2 < 0
α1 > 0 , α2 < 0

final negativo significa la extinción de una de las variables, por lo tanto, el
parámetro de acoplamiento negativo está definido en el rango siguiente:

αn :=

{
αj | −

Nj

Ni

< αj ≤ 0

}
(4.12)

cuando (4.12) no se cumple, las variables están en riesgo de extinción, esto
quiere decir que, en Amensalismo, el crecimiento independiente es tal que
puede extinguir a la variable en crecimiento acoplada; en presa-depredador
que el predador puede acabar con las presas sin que tengan tiempo de recupe-
rarse; y en competencia que una de las variables en competencia se apodere
de los recursos y la otra muera por no ser capaz de obtenerlos, en este último
caso la variable que sobrevive crece independientemente hasta su máxima
capacidad de carga. Además, con esta notación se puede definir la máxima
competencia negativa como,

αn := mı́n{αn} (4.13)

Por otro lado, el mutualismo no tiene un ĺımite superior como tal, sin em-
bargo, cuando el producto de sus parámetros de acoplamiento no cumple con
la desigualdad (4.11), el crecimiento se vuelve exponencial y puede llegar a
ser inestable por lo que se desea evitar. Una propuesta es que los paráme-
tros estén acotados en función de las máximas capacidades de carga de la
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siguiente manera

αp :=

{
αj | 0 ≤ αj <

Nj

Ni

}
(4.14)

en donde la población crece sin poder alcanzar su valor final cuando αj se
encuentra fuera del rango (4.14). Y la máxima competencia positiva se puede
definir como:

ᾱp := máx{αp} (4.15)

Figura 4.10: Reǵımenes ecológicos y zonas de coexistencia a partir de α1α2
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En la Figura 4.10 se pueden visualizar los reǵımenes ecológicos distribui-
dos en los cuatro cuadrantes, además se resaltan las zonas donde existe una
sana coexistencia, y coexistencia con riesgo de extinción o inestabilidad. En
el eje de las abscisas están representados los valores de α1, mientras que en
el eje de las ordenadas están representados los valores de α2.

En la figura 4.10, el régimen de neutralismo se encuentra en el centro
de la figura, cuando ambos valores son cero. Los reǵımenes de comensalismo
y de amensalismo están sobre el eje de las abscisas y ordenadas, cuando
la configuración de los parámetros es positiva y cero, y negativa y cero,
respectivamente.

El primer cuadrante encuentra al Mutualismo, es la zona de color verde
donde ambos parámetros son positivos, se puede ver que existe una zona con
un color verde oscuro que representa cuando el producto del acoplamiento
es mayor que 1, esto quiere decir que el crecimiento es exponencial y puede
llegar a ser inestable. La zona de color verde claro representa una coexistencia
en el régimen de mutualismo entre dos especies, dos especies que se ayudan y
tienen un crecimiento mayor al de su máxima capacidad de carga sin riesgo
de inestabilidad.

El segundo y cuarto cuadrante representan la depredación o la relación
entre los predadores y sus presas. Uno de los parámetros es positivo, mientras
que el otro es negativo. También se puede visualizar una zona de color rojo
claro en donde el producto de estos parámetros es mayor que -1, en dicha zona
la coexistencia entre las dos especies no tiene riesgo de extinción. La zona de
color rojo oscuro representa cuando la presa está en riesgo de extinción.

El tercer cuadrante representa la competencia, es la zona de color verde
donde ambos parámetros son negativos, en la zona verde oscuro la compe-
tencia es tal que una de las especies está al borde de la extinción, mientras
que en la zona verde claro ambas especies coexisten sin riesgo para ninguna
de las poblaciones.

Las ĺıneas, negra y roja, que separa las zonas de color claro y oscuro,
representan una región prohibida donde el producto de los parámetros es
igual a 1.

4.2.2. Condiciones de Estabilidad del Acoplamiento

Con los resultados y definiciones hasta el momento, se puede calcular la
tasa de crecimiento intŕınseca cuando se conoce la duración del transitorio
o el tiempo al punto de inflexión, y cuando el parámetro de acoplamiento
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se supone conocido, sin embargo, es posible que este parámetro no se pueda
definir espećıficamente. Con la definición de competencia máxima, se puede
utilizar ᾱn o ᾱp y definir una tasa de crecimiento con el valor mas grande
de la competencia. Aun aśı, en dicho caso el parámetro de acoplamiento
es considerado constante, y este puede ser variante de acuerdo a todos los
factores que influyen en su valor, además que para poder regular la población
a través de este parámetro se tiene que definir como manipulable.

Entonces, utilizando la estructura general del modelo de coexistencia
(2.22), y asumiendo que los estados de las variables en crecimiento están
disponibles para ser medidos a la salida, el parámetro de acoplamiento se
puede estimar mediante un análisis estilo Lyapunov, y aśı poder simular el
modelo aun cuando se desconozca este parámetro.

Sean las variables de estado definidas como x = [x1(t), x2(t)]
T y los

parámetros desconocidos de la planta como α = [α1, α2]
T , entonces el modelo

(2.22) se puede reescribir como a continuación,

ẋ(t) = f0(x)x + fα(x)α (4.16)

en donde

f0(x) =

 r1 − r1
N1

x1(t) 0

0 r2 − r2
N2

x2(t)


y

fα(x) =

 r1
N1

x1(t)x2(t) 0

0 r2
N2

x1(t)x2(t)


Por lo tanto, se puede proponer una ecuación con la siguiente estructura para
hacer una predicción de los parámetros desconocidos, α̂ := [α̂1(t), α̂2(t)]

T ,

˙̂x(t) = f0(x)x + fα(x)α̂ + L(x− x̂) (4.17)

en donde L es una matriz de ganancias de dimensiones apropiadas la cual
mantiene la estabilidad del sistema, y el error de estados es x− x̂. De acuerdo
con el método de Lyapunov, si existe una función candidata definida positiva,

V > 0

Cuya derivada sea definida o semidefinida negativa,

V̇ ≤ 0
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entonces el sistema es global o localmente estable. El análisis de Lyapunov,
y las funciones propuestas se hacen en función del error de predicción y del
parámetro desconocido. La función candidata propuesta a continuación es
definida positiva,

V (e, α̂) =
1

2
eT e +

1

2
tr{α̂α̂T} > 0 (4.18)

y su valor es igual a cero cuando V (0, 0). Su derivada debe de ser definida
negativa, y es igual a

V̇ (e, α̂) = eT ė + tr{α̂ ˙̂αT} ≤ 0 (4.19)

lo cual validará que la función candidata de Lyapunov pueda demostrar la
estabilidad del sistema considerando la predicción de los parámetros de aco-
plamiento. Para desarrollar V̇ (e, α̂), se utiliza el error y su dinámica

e := x− x̂ =⇒ ė = ẋ− ˙̂x

al sustituir en (4.19), utilizando las ecuaciones (4.16) y (4.17), se obtiene

V̇ (e, α) = eT (f0(x)x + fα(x)α− f0(x)x− fα(x)α̂− Le) + tr{α̂ ˙̂αT} ≤ 0

y simplificando,

V̇ (e, α) = eTfα(x)α− eTfα(x)α̂− eTLe + tr{α̂ ˙̂αT} ≤ 0 (4.20)

la expresión anterior no se puede resolver porque no se conoce el paráme-
tro de acoplamiento, α. Los términos restantes son conocidos o pueden ser
definidos con ayuda de los resultados anteriores, por ejemplo, las tasas de
crecimiento intŕınseca utilizando las máximas competencias de los paráme-
tros de acoplamiento ((4.13), (4.15)). Y utilizando αn y ᾱp se puede definir
que

δα = [αn, ᾱp]

con lo cual se sabe que
α ≤ ∥δα∥

de manera que el primer término de (4.20) se puede reescribe como

eTfα(x)α ≤ ||eT || · ||fα(x)|| · ∥δα∥

Y al sustituirlo, la derivada de la función candidata queda como,

V̇ (e, α) = ||eT || · ||fα(x)|| · ∥δα∥ − eTfα(x)α̂− eTLe + tr{α̂ ˙̂αT} ≤ 0 (4.21)
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Ahora todos los términos en (4.21) están definidos por lo que se pue-
de hacer un análisis mayor y proponer un algoritmo para la predicción del
parámetro desconocido ˙̂α. Utilizando las propiedades de la función del valor
absoluto, la traza de una matriz, la pseudoinversa y las manipulaciones al-
gebraicas correspondientes, la ecuación anterior se analizó para proponer el
siguiente lema de predicción para los modelos de coexistencia tipo Verhulst.

Lema 4 Sea x una variable de crecimiento disponible para medición, con las
cotas de los parámetros de acoplamiento definidas. Para satisfacer la ecuación
(4.21), el parámetro de acoplamiento estimado se define como

˙̂α(t) = (fα(x))T e

y una ganancia L igual a

L ≈ (sign(e)||fα(x)|| · ∥δα∥)e+

len donde se considera el valor de la máxima competencia y la pseudoinversa
del error para mantener la estabilidad del sistema de crecimiento (4.17).

Como resultado, el modelo considerando la predicción paramétrica es pro-
puesto con un sistema como a continuación,

∑
ĈE

:


˙̂x(t) = f0(x)x + fα(x)α̂ + L(x− x̂)

˙̂α(t) = (fα(x))T e

L ≈ (sign(e)||fα(x)|| · ∥δα∥)e+
(4.22)

en donde x representa las variables de estado (supuestas medidas), x̂ repre-
senta las variables de estado reconstruidas con la predicción de los parámetros
α̂, y L es la ganancia que mantiene la estabilidad del sistema.

4.3. Ejemplo Simulación Malteado de Ceba-

da

El malteado es una técnica en donde se controla el proceso de la germina-
ción de granos o semillas para producir malta. El objetivo principal de este
producto es para elaborar cerveza, whisky, productos para hornear, etc. De
una forma muy simplificada, las variables de interés para esta técnica son el

66
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contenido de almidón (estos son azúcares potenciales), el contenido de azúcar,
el contenido de protéınas, y la actividad enzimática responsable de modificar
los macronutrientes en nutrientes fáciles de absorber por parte de la plántu-
la, por ejemplo, el almidón en azúcares simples [90]. Todas estas variables
se pueden relacionar con el peso del grano, ya que este es el que contiene
todos los carbohidratos, protéınas, y nutrientes en general, y también con el
peso del embrión, porque es el que absorbe los nutrientes del grano que se
modifican durante el proceso de la germinación [91]. Además, teóricamente,
cuando comienza el proceso de malteado, o de germinación controlada, las
reservas de nutrientes se encuentran en su máxima capacidad de contenido,
ya que estos se producen durante el crecimiento de la semilla en la planta
madre, y a partir de ese momento su contenido decrece conforme crece el
embrión. Y el embrión, aśı como el porcentaje de germinación, teóricamente,
se pueden ver como variables en crecimiento independientes, ya que al mo-
mento de activar el proceso de la germinación, mediante el contacto de la
semilla con agua y luz, el embrión crece independientemente de los recursos
existentes, no se le puede agregar protéınas o almidón de manera exógena
para que el embrión crezca más y para promover este crecimiento se tienen
que consideran todav́ıa más variables exógenas, como la tecnoloǵıa, que en
este caso no se toman en cuenta [92].

En la literatura se encontraron datos del crecimiento f́ısico y de los nu-
trientes de tres tipos de granos de cebada [70]; uno de los granos fue diseñado
para tener almidón fácil de degradar, cebada Hiperfosforilada (Hyperphosfo-
rilated, HP); Otro de los granos fue diseñado para tener almidón resistente a
la degradación, cebada solamente con amilosa (Amylose-only, AO); y el ter-
cer tipo de grano es de naturaleza salvaje o sin ningún tipo de modificación
(Wild type, WT).

EL proceso se diseñó con el objetivo de obtener malta, es decir que la
germinación fue a condiciones controladas, se mantuvo una humedad y tem-
peratura constante durante 288 horas, o 12 d́ıas. Se toman muestras cada 4
d́ıas de las siguientes variables: el crecimiento del peso en seco del grano, el
crecimiento del embrión (se remueve del grano y se pesa en seco) y el con-
tenido de almidón en porcentaje con respecto al peso inicial del grano; y se
toman muestras cada d́ıa del contenido de azúcar con respecto al peso inicial
del grano.

En las siguientes Figuras (4.11-4.14), se muestran los datos obtenidos de
estas variables en los tres tipos de grano, el crecimiento del embrión corres-
ponde a la ráız y el germinado removidos del grano, y se muestra en la Figura
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(4.11); el peso en seco del grano se muestra en la Figura (4.12); el conteni-
do de almidón se puede ver en la Figura (4.13); y el contenido de azúcares
simples en la Figura (4.14). Los datos se muestran en porcentaje del peso
inicial, y además fueron interpolados para obtener un valor por d́ıa y tener
una cantidad de muestras homogénea para todas las variables.
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Figura 4.11: Datos del peso del embrión, obtenidos de [70]

El embrión se asume que tiene un comportamiento independiente ya que
en su forma ideal este va a crecer siempre que sea expuesto a condiciones
adecuadas de crecimiento independientemente de su peso inicial, almidón y
azúcar, además, después de la germinación el embrión es capaz de producir
sus propios recursos para crecer por medio de la fotośıntesis. Es verdad que
pueden crecer más o menos, pero eso significa que, debido a los recursos en
el ambiente, que en este caso es una semilla/grano, estos pueden tener una
máxima capacidad de carga diferente. Lo cual se puede visualizar en la Figura
4.11.
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Figura 4.12: Datos del peso en seco del grano de cebada, obtenidos de [70]

El peso en seco del grano o semilla decrece desde su condición inicial
hasta un valor final, y se ve en la Figura 4.12, esto debido a que todos sus
nutrientes son absorbidos por el embrión en crecimiento. La interacción, de
manera ideal, entre el embrión y el grano puede definirse en el régimen de
amensalismo.
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Figura 4.13: Datos del contenido de almidón, obtenidos de [70]
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El contenido de almidón decrece desde su condición inicial ya que este
también es absorbido por el embrión durante su crecimiento. En la Figura
4.13 los almidones resistentes (AO) tiene una tasa de cambio mucho menos
que los almidones de fácil degradación (HP) y que los almidones sin ninguna
alteración (WT). De igual manera, la interacción entre esta variable y el peso
del embrión se puede definir en el régimen de amensalismo.
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Figura 4.14: Datos del contenido de azúcares libres, obtenidos de [70]

Y finalmente, los azúcares libres totales, los cuales son la fuente princi-
pal de enerǵıa para crecimiento y para que pueda romper la coraza de la
semilla/grano y literalmente germinar. Se puede visualizar en la Figura 4.14
que durante los primeros d́ıas el contenido de azúcar incrementa conforme
crece del embrión ya que este es muy pequeño y no necesita consumir tanta
azúcar. Después el crecimiento parece detenerse, ya que la modificación de
los almidones del grano y el consumo de azúcar del embrión probablemente
sean iguales. Posteriormente, el cambio de los azúcares sigue creciendo y/o
decreciendo dependiendo del tipo de grano, los granos con almidones resis-
tentes a la degradación ocasionan que se consuma más azúcar de la que se
produce (AO), mientras que en los dos granos restantes existe mayor pro-
ducción de azúcar (WT, HP). En este caso, la interacción entre el embrión
y el contenido de azúcar se considera entre comensalismo y amensalismo, ya
que el crecimiento del embrión consume azúcar como fuente de enerǵıa. En
un principio el acoplamiento entre estos puede ser positivo, por eso se ve un
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incremento, sin embargo, conforme el embrión aumenta su tamaño y necesita
de mayor enerǵıa, su acoplamiento cambia y disminuye.

La propuesta es que las muestran tomadas puedan ser utilizadas para pre-
decir el parámetro de acoplamiento y reproducir el modelo de coexistencia
para el embrión-grano, embrión-almidón, y embrión-azúcares. Definiendo el
peso del embrión como x0, el peso del grano en seco como x1, el contenido de
almidón como x2 y el contenido de azúcares como x3. Utilizando la estruc-
tura del modelo de coexistencia, se puede proponer el siguiente sistema para
representar este caso del malteado de cebada,

∑
α̂

:



ẋ0(t) = r0x0

(
1 − x0

N0

)
ẋ1(t) = r1x1

(
1 − x1

N1

+ α1
x0

N1

)
ẋ2(t) = r2x2

(
1 − x2

N2

+ α2
x0

N2

)
ẋ3(t) = r3x3

(
1 − x3

N3

+ α3
x0

N3

)
(4.23)

en donde r0, r1, r2 y r3 son las tasas de crecimiento intŕınseca del embrión,
peso del grano, contenido de almidón y contenido de azúcares respectivamen-
te. Las máximas capacidades de carga de cada variable son representadas por
N0, N1, N2 y N3. Y el acoplamiento, o la interacción entre x1, x2 y x3 con
x0, es representada por α1, α2 y α3.

4.3.1. Definición paramétrica

Del art́ıculo [70], y de las Figuras 4.11-4.14, se pueden definir algunos de
los parámetros, por ejemplo, las condiciones iniciales y la máxima capaci-
dad de carga. Las tasas de crecimiento se calculan asumiendo el tiempo de
transitorio (t∗) o el tiempo de inflexión (tip) mediante inspección visual de
los datos, cuando se puede determinar t∗ la tasa de crecimiento se calcula
con (4.9), y cuando la información del proceso no es suficiente para definirlo,
se puede suponer un tiempo de inflexión y calcular la tasa de crecimiento
con (4.10). Un ejemplo de esto se puede ver fácilmente con la dinámica de
los azúcares libres de la Figura 4.14, t∗ no está expĺıcitamente definido ya
que el proceso parece no haber terminado en ninguno de los tres tipos de
grano, sin embargo, se puede ver que existe un cambio en la curvatura de
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las trayectorias aproximadamente a las 72h. Esto es respaldado por el hecho
que en el proceso de la germinación el embrión necesita la mayor cantidad
de enerǵıa para romper la coraza del grano/semilla y crecer, es decir, es el
momento en donde el cambio con respecto del tiempo del crecimiento es el
máximo, y esto ocurre entre las 48 − 72h dependiendo de las condiciones
ambientales. Existe una concordancia con los datos ya que las condiciones
ambientales se mantuvieron igual para los tres tipos de grano durante todo
el proceso. Espećıficamente, las tasas de crecimiento intŕınseca del contenido
de los azúcares y del embrión se calcularon asumiendo un tiempo de infle-
xión. Por otro lado, el contenido de almidón y el peso del grano tiene tienen
condiciones iniciales superiores a sus puntos de inflexión, respectivamente,
entonces r se calcula asumiendo la duración del transitorio. Los parámetros
y condiciones iniciales para cada uno de los tipos de grano de cebada se
pueden ver en la tabla a continuación,

Tabla 4.2: Condiciones iniciales (x0), máximas capacidades de car-
ga (N), y tasas de crecimiento intŕınseca (r) para los diferentes
tipos del grano de cebada. Los valores se muestran en gramos con-
siderando que el peso inicial de las muestras es de 5g.

Cebada tipo salvaje (WT) x0 (WT) N (WT) r (WT)
Peso embrión WT 0,1 4,05 0,0317
Peso del grano WT 4,9 4,9 0,0739
Contenido almidón WT 2,94 2,94 0,0735
Contenido azúcares libres WT 0,21 2,94 0,0256
Cebada Amilosa (AO) x0 (AO) N (AO) r (AO)
Peso embrión AO 0,1 3,3 0,0297
Peso del grano AO 4,9 4,9 0,0739
Contenido almidón AO 3,075 3,075 0,0139
Contenido azúcares libres AO 0,425 3,075 0,0198
Cebada Hiperfosforilada (HP) x0 (HP) N (HP) r (HP)
Peso embrión HP 0,1 3,8 0,0311
Peso del grano HP 4,9 4,9 0,0739
Contenido almidón HP 3,132 3,132 0,0738
Contenido azúcares libres HP 0,22 3,132 0,0257

72
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4.3.2. Estimación del parámetro de Acoplamiento

Con la definición paramétrica anterior todav́ıa no es posible reproducir el
modelo de coexistencia porque se desconoce el valor actual de los parámetros
de acoplamiento, solo es posible definir las tasas de crecimiento con las cotas
de los parámetros o competencia máxima. Sin embargo, con los valores de la
tabla 4.2 y las competencia máxima se puede desarrollar el Lema 4, y predecir
los parámetros de acoplamiento desconocidos proponiendo un sistema con la
estructura de (4.22) para las variables del proceso de Malteado presentado.

En las siguientes figuras (4.15-4.20), la simulación de las variables repro-
ducidas con la predicción de los parámetros de acoplamiento es presentada
en contraste con los datos obtenidos de la literatura. Además, se muestra
la predicción de los parámetros de acoplamiento de las variables del grano,
almidón y azúcares con el crecimiento del embrión.

Los resultados para el grano sin modificaciones, el tipo salvaje, se mues-
tran en la Figura 4.15 y sus parámetros de acoplamiento en la Figura 4.16.
El grano diseñado para tener almidones resistentes, o con solo amilosa, pue-
de verse en la Figura 4.17 y su acoplamiento en la Figura 4.18. Finalmente,
el grano diseñado para tener almidones de fácil degradación, o el hiperfos-
forilado, se muestra en la Figura 4.19 y la predicción de los parámetros de
acoplamiento en la Figura 4.20.
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Figura 4.15: Simulación del Grano Tipo Salvaje (WT Barley)
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Figura 4.16: Simulación de los parámetros de acoplamiento del grano de
cebada WT.

Se puede ver que la reproducción del modelo de coexistencia utilizando
la predicción de los parámetros de acoplamiento siguen la trayectoria de los
datos. De la predicción de los parámetros de acoplamiento (Figura 4.16) se
puede ver claramente que el embrión tiene acoplamiento negativo con el peso
del grano y con el contenido de almidón, durante un tiempo determinado el
acoplamiento del grano y el embrión es de 1 a 1, es decir que por cada gramo
que pierde el grano es un gramo que gana el embrión. El acoplamiento con
los azúcares incremente aproximadamente a las 48 horas, alcanzando un pico
máximo a las 198 horas, donde comienza a decrecer desde un valor positivo
hasta uno negativo. Esto quiere decir que, efectivamente, el acoplamiento tie-
ne un cambio de régimen de comensalismo a amensalismo y se interpreta que
después de las 198 horas el embrión es de tal tamaño que su acoplamiento con
el contenido de azúcares se vuelve negativo debido a la cantidad de enerǵıa
que necesita consumir la plántula para desarrollarse. Para este tipo de proce-
so, donde es de gran interés el contenido de azúcares potenciales (almidones),
se puede delimitar visualmente en qué momento detener el proceso. Es decir,
si el acoplamiento entre el embrión y los azúcares es negativo significa que
las reservas de estos nutrientes en el grano serán consumidas y no se podrán
aprovechar durante los procesos siguientes del malteado del grano.
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0 50 100 150 200 250

0

1

2

3

4

0 50 100 150 200 250

1

2

3

4

5

0 50 100 150 200 250

1.5

2

2.5

3

0 50 100 150 200 250

0.5

1

1.5

2

2.5

Figura 4.17: Simulación del grano de cebada con almidones resistentes (AO
Barley)
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Figura 4.18: Simulación de los parámetros de acoplamiento del grano de
cebada AO.

En el caso del grano con almidones resistentes, se puede ver que el aco-

75
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plamiento entre el embrión y el almidón del grano de Cebada AO es menos
negativo que el grano de tipo salvaje. Nótese que el acoplamiento con los
azúcares (Figura 4.18), al ser más resistente el almidón a la degradación,
indica que hay menos producción de azúcares sin embargo la necesidad de
absorberlas por el embrión sigue constante y este es consumido más rápido.
Para este caso el proceso puede ser detenido antes de que el acoplamiento
con los azúcares se vuelva negativo, esto quiere decir que, al ser detenido a
las 150 horas, el grano tendrá mayor cantidad de azúcares potenciales pa-
ra futuros procesos, a diferencia del caso anterior donde el acoplamiento se
vuelve negativo hasta las 250 horas.
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Figura 4.19: Simulación del grano con almidones de fácil degradación (HP
Barley type)
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Figura 4.20: Simulación de los parámetros de acoplamiento del grano de
cebada HP.

Y el grano de cebada con almidones degradables muestra que el acopla-
miento entre el embrión y el almidón tiene un valor final más negativo que
los casos anteriores, aśı como el acoplamiento con los azúcares demuestra
que los almidones degradables producen con mayor facilidad azúcares libres,
este acoplamiento incrementa a partir de las 48 horas sin embargo alcanza
un pico máximo mayor que el caso WT y AO.

La aplicación de estos resultados para el malteado de diferentes tipos de
cebada es de gran utilidad para visualizar las variables y determinar en qué
momento detener el proceso, recordando que de manera simple una buena
malta base se consigue cuando el grano tiene todav́ıa una cantidad de reservas
suficientes de almidones degradables y azúcares [90]. Además, sin simplificar
el proceso es posible agregar variables como la protéına y la actividad en-
zimática, ya que son variables importantes para este proceso, sin embargo,
esto se puede considerar como trabajo futuro.
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Caṕıtulo 5

Propuesta de Regulación del
Valor final

5.1. Configuración del Valor final

Los modelos de crecimiento loǵıstico sin acoplamiento (2.14), (2.16) y
(2.18), no tienen la capacidad de regular su crecimiento sin la adición de una
variable externa, como son los casos de los modelos (2.20) y (2.22). En la
sección anterior se analizaron las configuraciones de coexistencia para definir
un lema de predicción perimétrica, mientras que en la siguiente sección se
analiza el valor final para definir un lema de regulación para el modelo de
crecimiento con acoplamiento de una especie y el modelo de coexistencia de
dos especies.

5.1.1. Lema de Regulación de una especie

El valor final (3.16) del modelo (2.20) esta acoplado con una señal exógena
acotada 0 < v ≤ v̄, y se puede reescribir dependiendo de la configuración del
parámetro α como a continuación,

ĺım
t→∞

x(t) =


N + αv

0
,

−N
v
< α

α ≤ −N
v

(5.1)

La regulación del crecimiento a través del parámetro de acoplamiento se
propone de la ecuación anterior. Si α > 0 el valor final está definido, pero no se
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puede regular el modelo por la configuración positiva del parámetro, se repite
la situación de los modelos loǵısticos sin acoplamiento en donde es imposible
disminuir el crecimiento, se pude atenuar pero no regular por completo. Si
α se define como negativo y en con un rango tal como −N

v
< α ≤ 0, el

crecimiento se puede regular entre 0 y N porque si α = 0 el valor final del
modelo es aquel del modelo de crecimiento loǵıstico, su máxima capacidad
de carga. Y si α = −N

v
el valor final es igual a cero. Sea α definido como

parámetro manipulable, el valor final puede ser regulado a través del lema
siguiente:

Lema 5 Sea el error de regulación definido como e := x(t)− xd, donde x(t)
es el valor instantáneo de la población o variable en crecimiento, y xd es el
valor de crecimiento deseado, y además se define el parámetro manipulable
α := α(t). El valor final del sistema puede ser regulado utilizando la siguiente
ley de control

α(t) =
1

v

(
− N

rx(t)
(x(t) − xd) −N + x(t)

)
(5.2)

la cual asegura que el valor final sea igual al valor deseado.

ĺım
t→∞

x(t) = xd

5.1.2. Lema de regulación de dos especies

El mismo análisis se realiza para el modelo de coexistencia de dos especies
(2.22), sus valores finales pueden ser expresados de diferente manera depen-
diendo del régimen ecológico al que pertenezcan, y se pueden reescribir de la
siguiente manera,

ĺım
t→∞

xj(t) =



∞

Nj+αjNi

1−αjαi

Nj+αjNi

1−αjαi

0

,

αj > 0 ∧ αjαi ≥ 1

αj > 0 ∧ αjαi < 1

−Nj

Ni
< αj ≤ 0 ∧ αiαj < 1

αj ≤ −Nj

Ni

(5.3)

Las siguientes observaciones se destacan de la expresión anterior para definir
las condiciones de regulación de este tipo de modelo de crecimiento:
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CAPÍTULO 5. PROPUESTA DE REGULACIÓN DEL VALOR FINAL

Observación 3 De la ecuación (5.3), se puede notar que la población puede
alcanzar un estado de crecimiento que excede la máxima capacidad de carga
cuando sus parámetros de acoplamiento son positivos αj > 0. Sin embargo, el
crecimiento superior a la máxima capacidad de carga puede volverse inestable
cuando αjαi ≥ 1 y su valor final se vuelve inalcanzable.

Al observar los resultados de la sección 3.5.1, las Configuraciones de co-
existencia que tienen estas condiciones son: Comensalismo, cuyos valores fi-
nales se expresan de la siguiente manera cuando la variable denotada con el
sub́ındice 2 es la independiente,

ĺımt→∞ x1(t) = N1 + α1N2

ĺımt→∞ x2(t) = N2

,
α1 > 0

α2 = 0

Y la otra configuración es Mutualismo, el crecimiento excedente para este
régimen se vuelve inestable cuando αjαi ≥ 1, pero si cumple la desigualdad
0 < αjαi < 1, los valores finales de dos especies o variables acopladas con
una naturaleza positiva son,

ĺımt→∞ x1(t) = N1+α1N2

1−α1α2

ĺımt→∞ x2(t) = N2+α2N1

1−α1α2

,
α1 > 0

α2 > 0

dado que α1 > 0 and α2 > 0 no es posible regular esta clase de sistemas. Sin
embargo, cuando la regulación no es aplicable se pueden utilizar los resultados
de la predicción paramétrica para demostrar que existe, o no, estabilidad.

Observación 4 Nótese, de la ecuación (5.3), que la regulación de la variable
o población j es posible entre Nj y cero. Esta regulación se logra cuando

−Nj

Ni
< αj < 0.

Los reǵımenes de coexistencia que pueden ser regulados son: Amensalis-
mo, cuyos valores finales cuando la variable independiente es denotada por
el sub́ındice 2 son,

ĺımt→∞ x1(t) = N1 + α1N2

ĺımt→∞ x2(t) = N2

,
−N1

N2
< α1 ≤ 0

α2 = 0
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Otra configuración de coexistencia que cumple con esta observación es la
Competencia, sus valores finales son

ĺımt→∞ x1(t) = N1+α1N2

1−α1α2

ĺımt→∞ x2(t) = N2+α2N1

1−α1α2

,

−N1

N2
< α1 ≤ 0

−N2

N1
< α2 ≤ 0

Y por último la configuración de depredación, donde la regulación es
espećıfica para la variable de las presas, y sus valores finales son expresados
como,

ĺımt→∞ x1(t) = N1+α1N2

1−α1α2

ĺımt→∞ x2(t) = N2+α2N1

1−α1α2

,

α1 > 0

−N2

N1
< α2 ≤ 0

De la observación 2, se propone una ley de control para la regulación de
estos reǵımenes bajo dichas condiciones mediante el lema a continuación:

Lema 6 Sea ej := xj(t) − xjd, el error de regulación, donde xjd es el valor
deseado de la variable en crecimiento, xj(t), y αj := αj(t) es un parámetro

manipulable sujeto a las condiciones −Nj

Ni
< αj(t) < 0 para j = 1, 2 e i = 3−j

entonces el valor final de xj(t) se puede regular utilizando la siguiente ley de
control:

αj(t) =
1

xi(t)

(
−KjNjej

rjxj(t)
−Nj + xj(t)

)
(5.4)

la cual asegura que el ĺımite de xj(t) sea igual al valor de crecimiento deseado.

ĺım
t→∞

xj(t) = xjd

Observación 5 Igualmente, de la ecuación (5.3), se destaca que aquella po-
blación con acoplamiento negativo puede ser llevada al borde de la extinción.
Por lo tanto, el valor final de una población o variable en crecimiento cuando
αj ≤ −Nj

Ni
para j = 1, 2 e i = 3 − j tiende a cero.

Los tipos de coexistencia que pueden presentar esta configuración son
los mismo que pueden ser regulados, Amensalismo, Competencia y depreda-
ción, he ah́ı la importancia de la regulación y conocer la información de los
parámetros. Cuando estas condiciones se cumplen, significa que el depreda-
dor acabo con las presas, que la variable independiente exterminó aquella
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población acoplada, o que una de las variables en competencia se acabó los
recursos que pueden consumir los demás. Y cuando la población más débil es
exterminada significa que la población sobreviviente crece sin competencia
hasta su máxima capacidad de carga.

5.2. Ejemplo Simulación Población de Peces

Para la aplicación de los resultados previos se presenta, un ejemplo de una
población de peces. Con propósitos de Acuicultura, o la cosecha de peces o
mariscos, se define una población de peces, x(t), creciendo bajo condiciones
controladas con respecto a los recursos (alimento) y espacio, de tal manera
que la tasa de crecimiento intŕınseca es igual a r = 0,8 y una máxima capa-
cidad de carga de N = 780500. Además, se sabe que aproximadamente a los
6 meses la población creciendo sin ser cosechada llega a una madurez tal que
su tasa de cambio empieza a decrecer ([52]).

5.2.1. Simulación de una especie de peces

Con la información previa se puede simular el crecimiento de una pobla-
ción de peces de la misma especia sin contemplar la cosecha, el cual puede ser
reproducido con los modelos de crecimiento loǵıstico (2.14), (2.16) y (2.18).
De entrada, se sabe que la población tiene dos puntos de equilibrio x0

t = 0 y
x0
st = 780500, su valor final es igual a x∗ = 780500 y su punto de inflexión es

igual a xip = 780500. Además, el punto de madurez donde la tasa de cambio
empieza a decrecer es el punto de inflexión, entonces se puede asumir que
el tiempo de inflexión (6 meses) indica el momento en cuanto la población
puede empezar a ser cosechada, y la duración del transitorio puede ser un
indicador de cuando es necesario cosechar. Ambas propiedades pueden ser
calculadas con las ecuaciones (3.6) y (3.7). La simulación de la población
de peces sin ser cosechados se realiza con el modelo de Verhulst (2.14), los
parámetros utilizados se muestran en la tabla 5.1 y los resultados se muestran
en la Figura 5.1.
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Tabla 5.1: Parámetros Utilizados para la simula-
ción.

Parámetros Valor Unidades

r 0,8 individuos(peces)/t
N 780500 individuos (peces)

Propiedades Valor Unidades

x0
T 01 individuos (peces)

x0
nT 7805001 individuos (peces)
x∗ 7805001 individuos (peces)
xip 3902501 individuos (peces)

aLas propiedades se obtienen de los lemas 1-1.2.
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Figura 5.1: Simulación del modelo de Verhulst para el crecimiento de peces
sin competencia, o sin contemplar la cosecha (α = 0). Para x0 = 10000, el
punto de inflexión se encuentra en tip = 5,4, representado por el cuadrado,
y su valor final se alcanza en t∗ = 11,2, representado por el circulo; Para
x0 = 8000, xip se alcanza en tip = 5,6 y x∗ en t∗ = 11,4; a Y para x0 = 6000,
el tiempo del punto de inflexión es tip = 6 y la duración del transitorio
t∗ = 11,8.
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De la Figura 5.1, se puede establecer que para que la población de peces
alcance su madurez exactamente a los 6 meses, la condición inicial de esta
población tiene que ser mayor o igual a 6000 peces. De otra manera, para
lograr que una población con x0 < 6000 llegue a su punto de inflexión antes de
los 6 meses se tiene que ajustar la tasa de crecimiento intŕınseca (previamente
definida como r = 0,8), y esto se puede lograr mejorando la calidad de los
recursos, agua, o algo que promueva el crecimiento y reproducción natural
de los peces.

5.2.2. Simulación de una especie con acoplamiento (pe-
ces con actividad de pesca)

En la investigación de [52], se introduce una función de cosecha igual a
H(t) = 156100, obtenido de recuperar datos por los primeros 6 meses de pes-
ca. Se plantea que la temporada de pesca comienza una vez que la población
de peces alcanza su máxima capacidad de carga, y esta tiene una duración
de 6 meses. El objetivo de esta temporada de pesca es que la población no
se encuentre en riesgo de extinción en ningún momento y que se manten-
ga alrededor de su punto de inflexión. Sin embargo, en esta investigación se
propone que, con un diseño de regulación poblacional, se puede definir una
referencia de control que mantenga a la población entre el 65 % y 90 % de su
máxima capacidad de carga, es decir que se puede definir una temporada de
crecimiento donde la población llegue al 90 % de N como máximo y en una
temporada de pesca donde llegue a un 65 % de N como mı́nimo.

Se simula el escenario de crecimiento y pesca planteado utilizando el mo-
delo de crecimiento loǵıstico con acoplamiento (2.20). Cabe destacar que en
[52] la función H(t) se agrega al modelo loǵıstico sin ninguna clase de aco-
plamiento ni relación con los parámetros ni estados del modelo, la propuesta
aqúı es que H(t) se tiene que relacionar con el término rαx(t)

v
, en donde r

y N representan los parámetros del crecimiento de la población de peces, v
es la variable externa y acoplada con la población de peces, en este caso se
refiere al número de individuos relacionados con la pesca, o los pescadores, y
α es el parámetro de acoplamiento entre los peces y pescadores, el cual puede
indicar la capacidad que tiene v de obtener peces. Sea v un numero supuesto
de pescadores entre 1000 y 3000, para reproducir el modelo con el escena-
rio anterior, se utilizan los parámetros denominados como la competencia
máxima en las secciones anteriores.
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Utilizando los parámetros de la tabla 5.2, se reproduce el modelo (2.20) y
se simula el crecimiento durante las dos temporadas por una duración total de
5 años, a diferencia de utilizar la función H(t), se investigan los resultados con
la propuesta del Lema de regulación 5 usando el parámetro de acoplamiento
manipulable α(t), el cual sea capaz de mantener a la población dentro de la
referencia definida. Las simulaciones del crecimiento de la población de peces
durante las dos temporadas se comparan utilizando α(t) y αn en el modelo
(2.20), los resultados de las trayectorias se muestran en la Figura 5.2.

Tabla 5.2: Parámetros del modelo de crecimiento loǵıstico con aco-
plamiento.

Parámetros Valor Unidades

r 0.8 individuos (peces)/t
N 780500 individuos
α0 -N/v individuos(peces)/individuos(pescadores)
v 1000 individuos (pescadores)
x0 10000 individuos (peces)
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

0

1

2

3

4

5

6

7

8
10

5

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

0

1

2

3

4

5

6

7

8
10

5

Figura 5.2: Simulación del modelo tipo Verhulst acoplado para el crecimien-
to de una población de peces con temporada de pesca. TOP: Crecimiento de
la población de peces con la máxima competencia (αn = −N/v). BOT: Cre-
cimiento de la población de peces con acoplamiento manipulable utilizando
el Lema de Regulación 5 (α(t)).

La Parte superior de la Figura 5.2 muestra que, aun con la máxima com-
petencia, la población nunca se encuentra en riesgo de extinción. Su de-
crecimiento pasa por el punto de inflexión, indicando que los peces no se
encuentran a un nivel de madurez apropiado, esto puede ser interpretado
como una población de peces jóvenes o pequeños, menos apropiado para la
pesca, venta, y ganancias. Mientras tanto, en la parte inferior de la Figura
5.2, la población se mantiene dentro de la referencia de regulación deseada.
A continuación, en la Figura 5.3, se puede visualizar la competencia máxima
αn y los resultados del acoplamiento manipulable α(t).
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Figura 5.3: Simulación de la capacidad de pesca. TOP: Máxima competencia
entre peces y pescadores. (αn = −N/v y v = 1000). BOT: Acoplamiento
manipulable utilizando el Lema de regulación 5 (α(t)).

En la parte superior, la competencia máxima se alterna conforme las tem-
poradas, en la temporada de crecimiento no hay acoplamiento entre x y v.
En la parte inferior de la Figura 5.3, el acoplamiento manipulable se ajusta
de acuerdo a los objetivos deseados, que en este caso son las referencias de re-
gulación. Y se puede ver que permite la pesca limitada durante la temporada
de crecimiento, lo cual puede presentar ventajas como una mayor producción
económica.

Una de las ventajas de representar la función de cosecha, H(t) mediante
el termino rxv

N
α(t) es la posibilidad de simular escenarios con un numero

diferente de pescadores, los cuales pueden ser vistos como clientes, para poder
abordar la situación cuando se tenga un número de clientes mayor al planeado
y evitar riesgos de extinción.

A continuación, en la figura 5.4 se presenta una simulación cuando exis-
te un excedente de clientes, suponiendo v = 2000 y v = 3000. En la parte
superior de la Figura 5.4, se muestra el crecimiento de la población de pe-
ces cuando el parámetro de acoplamiento tiene máxima capacidad, con un
numero diferente de clientes, y se puede ver que la población prácticamente
se extingue cuando se duplica y triplica el número de clientes. En la parte
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inferior de la Figura 5.4 se puede visualizar que la población de peces se man-
tiene entre la referencia de regulación y la variación del número de clientes
es insignificante. En la Figura 5.5 se visualiza el acoplamiento máximo y el
manipulable, αn y α(t) respectivamente, para todos los valores de v.
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Figura 5.4: Simulación del crecimiento de peces acoplado con pescadores.
TOP: Crecimiento de peces con un acoplamiento máximo de los pescadores
(αn = −N/v). BOT: Crecimiento de peces con un acoplamiento manipulable
mediante el lema 5 (α(t))
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Figura 5.5: Simulación de la capacidad de pesca por número de clientes.
TOP: Máxima competencia y pescadores. (ᾱ = −N/v y v = 1000). BOT:
Acoplamiento manipulable (α(t)) para v = 1000, v = 2000 y v = 3000.

En la parte superior de la Figura 5.5 se muestra la máxima competencia
con máximo número de clientes, se alterna entre cada temporada e indica
que cada pescador tiene la capacidad de pescar hasta 800 peces por d́ıa, sin
embargo, esto provoca que la población se extinga al menos que se limite
el número de clientes a 1000 (Ver Figura 5.4). En la parte inferior de la
Figura 5.5, se visualiza que la capacidad de pesca cambia significativamente
dependiendo del número de clientes.

5.2.3. Simulación de dos especies en coexistencia

Como último ejemplo se presenta la situación cuando el acoplamiento, en
lugar de ser con una variable constante v, es considerado como otra ecuación
loǵıstica en crecimiento. La suposición es que el crecimiento de clientes es
independiente de los peces, depende de parámetros tales como inversión,
promociones, mantenimiento, marketing, equipo y tecnoloǵıa. Es por eso que
la forma más simple de representar la interacción entre los clientes y peces
en crecimiento es utilizando el modelo de coexistencia (2.22), en un régimen
de amensalismo, ya que la variable independiente provoca un decrecimiento
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en la variable dependiente, además que de acuerdo a la observación 2, la
regulación de una población solo se permite en los reǵımenes de Amensalismo,
competencia, y depredación. Y el acoplamiento manipulable, capaz de regular
la población de peces dependiendo del cambio de los clientes, es definido por
el lema 6.

La simulación se aborda de la siguiente manera. Sea x2(t) el número de
clientes, su máxima capacidad de carga previamente definida como N2 =
5000, y una condición inicial x02 = 500. El objetivo de los clientes se define
por diseño, y se proyecta un crecimiento desde su condición inicial hasta
su máxima capacidad de carga en un tiempo de 5 años o t∗ = 60 meses
(en concordancia con el ejemplo anterior). Entonces la tasa de crecimiento
intŕınseca, r2, se puede calcular utilizando la ecuación (4.1). Para la población
de peces, x1, se utilizan los parámetros de la previa subsección, denotado por
el sub́ındice 1. El objetivo de regulación se define diferente, entre el 65-45 %
de N1, y para que dicha regulación se pueda cumplir es necesario definir el
acoplamiento como parámetro manipulable, α1 := α1(t). Todos los valores
utilizados para la simulación se pueden ver la tabla 5.3

Tabla 5.3: Parámetros del modelo de coexistencia en el régimen de
amensalismo.

Parámetros Valor Unidades

r1 0.8 individuos(peces)/t
r2 0.11661 individuos(pescadores)/t
N1 780500 individuos(peces)
N2 5000 individuos(pescadores)
α01 −N1/N2 individuos(peces)/individuos(pescadores)
α02 0 individuos(peces)/individuos(pescadores)
x01 10000 individuos(peces)
x02 500 individuos(pescadores)

aValor obtenido de ecuación (4.1).

En la Figura 5.6, se muestra la simulación del crecimiento de clientes,
alcanza el 99 % de su máxima capacidad de carga a los 60 meses, y tiene un
punto de inflexión de 2500 clientes en un tiempo de tip =. Dicho crecimiento
independiente se acopla con la población de peces durante las temporadas de
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crecimiento y de pesca, esto se puede ver en la parte superior de la Figura 5.7.
En la parte inferior de la Figura 5.7 se muestra el acoplamiento manipulable
utilizando el Lema de regulación 6, en donde α1(t) se ajusta dependiendo del
crecimiento de los clientes y mantiene la regulación deseada por gran parte
del proceso.
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Figura 5.6: Simulación del crecimiento de clientes o pescadores independien-
tes con los parámetros de la tabla 5.3.
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CAPÍTULO 5. PROPUESTA DE REGULACIÓN DEL VALOR FINAL

0 10 20 30 40 50 60

0

1

2

3

4

5

6

7

8
10

5

0 10 20 30 40 50 60

-160

-140

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

Figura 5.7: Simulación de la población de peces acoplada con los clientes en
crecimiento. TOP: Crecimiento de la población de peces con acoplamiento
manipulable (ĺınea continua). BOT: Acoplamiento manipulable, α1(t), utili-
zando el lema de regulación 6 (ĺınea discontinua).

Se puede ver, en la Figura 5.7, que durante la primera temporada de
pesca, el crecimiento de los peces trata de seguir la referencia de control pero
no es posible ya que α1(t) está limitado para evitar correr riesgos de extinción,
lo que indica una regulación parcial. Este tipo de interacción se estableció
en su forma más simple, donde no se pueden perder clientes aun cuando no
existan peces, sin embargo, es posible ver a los peces como las presas y a
los clientes como los depredadores, definiendo que un gran número de peces
incrementará el número de clientes y pescadores, aśı como la ausencia de los
mismo provocará que los clientes disminuyan.

Los resultados anteriores muestran la regulación de los modelos de creci-
miento loǵıstico aplicando los lemas de regulación 5 y 6. Se puede ver que los
resultados siguen las referencias de control, regulando de manera exitosa las
poblaciones mediante un parámetro que se define como manipulable. Esto es
de gran ayuda para realizar simulaciones y poder tomar mejores decisiones
administrativas en cuestión a los objetivos de producción o de mantenimien-
to, por ejemplo, evitar la extinción, incrementar el número de clientes, de
ingresos y para definir necesidades de regulaciones espećıficas.
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Conclusiones

La investigación desarrollada brindó varios descubrimientos relevantes en
el contexto de control automático. Con el estado del arte realizado se en-
contró que los modelos de crecimiento loǵıstico, tanto de una especie como
de dos especies, se utilizan en una gran variedad de procesos, como los son
la dinámica de poblaciones humanas, de animales, de plantas, de microor-
ganismos, para la descripción de la propagación de enfermedades, e incluso
para analizar el crecimiento de nuevos productos y tecnoloǵıas. Principal-
mente resaltando que los modelos de una especie no son capaces de cumplir
objetivos de regulación ni de seguimiento de trayectoria ya que no tienen una
señal de excitación o exógena con la que se pueda manipular el crecimiento.
Sin embargo, los modelos de crecimiento de dos especies pueden utilizar sus
parámetros de acoplamiento para realizar dicha regulación.

Los modelos matemáticos con la estructura tipo Verhulst resaltan tres
parámetros: la tasa de crecimiento intŕınseca, los parámetros de acoplamien-
to, y la máxima capacidad de carga. El último parámetro se considera conoci-
do, por lo tanto, se hace énfasis en la importancia de los otros dos. El análisis
realizado es de utilidad para calcular la tasa de crecimiento intŕınseca, la ca-
racterización de los parámetros de acoplamiento y finalmente la simulación
de los modelos. La tasa de crecimiento intŕınseca puede acelerar o retardar el
crecimiento, sin embargo, no es capaz de regular el valor final del crecimiento.

Con respecto a la regulación, estos resultados demuestran que la estruc-
tura de los modelos de coexistencia y con acoplamiento son de interés. La
regulación de una población se puede cumplir por completo mediante la ma-
nipulación de los parámetros de acoplamiento para tres reǵımenes ecológicos
de la naturaleza. Con el análisis del valor final, se propusieron lemas para la
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regulación de la población utilizando el modelo tipo Verhulst acoplado con
una variable exógena, y para el modelo de coexistencia tipo Verhulst.

Los reǵımenes de Amensalismo, Competencia y Presa-Predador tienen la
estructura adecuada para regular su crecimiento entre cero y su máxima ca-
pacidad de carga. Los resultados de los lemas de regulación se ejemplifican
con un escenario de una población de peces acoplada con seres humanos, o
pescadores, y se demuestra que la regulación es posible. Además, esto puede
ser de gran utilidad para realizar simulaciones controladas, prevenir escena-
rios de extinción, y para hacer toma de decisiones.

Cabella y Riveiro abordaron el sistema de crecimiento loǵıstico con un
enfoque de control, sin embargo, el énfasis se hace en la máxima capacidad
de carga ya que este parámetro determina el valor final. Su propuesta es
que existen sistemas en donde es posible que una variable exógena pueda
modificar la máxima capacidad de carga, por ende, el valor final. Sin embargo,
en esta investigación se considera que este parámetro debe de ser constante,
es decir, si se modifica de manera exógena la capacidad de carga y su valor
disminuye a cero, el modelo no tiene solución. Es por eso que se decidió
abordar el análisis donde se determina que el parámetro de acoplamiento
manipulable tiene la capacidad de modificar el valor final.

Las limitaciones de este proyecto de investigación es que la regulación
solo se puede realizar cuando los parámetros de acoplamiento son negativos,
o cuando tienen la capacidad de cambiar su naturaleza de positivo a nega-
tivo y viceversa. Si estos son positivos, el modelo no tiene la capacidad de
disminuir el crecimiento, solamente de evitar que siga creciendo, además que
la estabilidad de este se compromete. Una gran ventaja es que el análisis se
hace en la estructura del modelo general, por lo que los resultados pueden
ser aplicados a diferentes procesos con la estructura apropiada.

Con respecto a la predicción paramétrica, los resultados presentados, el
lema de predicción, es capaz de predecir el parámetro de acoplamiento cuan-
do se definen cotas superiores e inferiores. Lo cual es de utilidad ya que definir
estos parámetros de manera espećıfica puede llegar a ser un reto. Estos resul-
tados de predicción fueron aplicados a un ejemplo de germinación controlada,
o de malteado de granos de cebada, en donde es de interés conocer varias
variables del proceso para saber en qué momento detener la germinación de
los granos para que estos tengan las mejores cualidades para ser utilizados en
procesos de elaboración de cerveza. Con la visualización de los parámetros
de acoplamiento se pueden ayudar a esta toma decisión.

Este trabajo de investigación abre la puerta para futuras investigaciones,
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CAPÍTULO 6. CONCLUSIONES

por ejemplo:

El análisis de los modelos de coexistencia tipo Richards y Von-Bertalanffy
con el fin de realizar regulación y predicción utilizando los modelos con
competencia intraespećıfica. En donde es necesario profundizar en el
parámetro β.

Expandir el modelo a más de dos especies, en donde el análisis de las
propiedades, puntos de equilibrio, valores finales y puntos de inflexión
tomen en cuenta de tres a n especies.

Analizar los modelos de una especie, de dos especies, e inclusive de tres
hasta n especies, considerando que las tasas de crecimiento intŕınsecas
sean variantes en el tiempo.

El análisis de estos modelos se estudió como sistema no lineal, sin em-
bargo, con las definiciones y suposiciones correctas, por ejemplo, deli-
mitando las tasas de crecimiento intŕınsecas y los parámetros de aco-
plamiento como constantes, se puede estudiar el modelo desde el punto
de vista de modelos Quasi-LPV.

Los productos cient́ıficos de este trabajo de investigación son dos art́ıculos,
el primero relacionado al modelado y regulación de los sistemas de crecimien-
to acoplados y de coexistencia (Figura E.1). La portada de la publicación se
muestra en el Apéndice E.

Y el segundo es relacionado al modelado y predicción de los parámetros
de acoplamiento utilizando un ejemplo de malteado de cebada (Figura E.2).
La portada del trabajo de investigación se muestra en el Apéndice E.
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Apéndice A

Solución del Modelo de
Verhulst

Se empieza por reescribir (2.14) de la siguiente manera

dx(t)

dt
= rx(t)

(
1 − x(t)

N

)
Y se resuelve la ecuación diferencial por el método de separación de variables.

dx(t)

dt
= rx(t)

(
1 − x(t)

N

)
dx(t)

x(t)
(

1 − x(t)
N

) = rdt

∫
dx(t)

x(t)
(

1 − x(t)
N

) =

∫
rdt

Para integrar el lado izquierdo de la expresión, se hace una expansión en
fracciones parciales,

1

x(t)
(

1 − x(t)
N

) =
A

x(t)
+

B

1 − x(t)
N

Resolviendo las fracciones parciales se obtiene que A = 1 y B = 1/N , y la
integral se puede reescribir de la siguiente manera∫

1

x(t)
dx(t) +

1

N

∫
1

1 − x(t)
N

dx(t) =

∫
rdt
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APÉNDICE A. SOLUCIÓN DEL MODELO DE VERHULST

Proponiendo el cambio de variable U = 1 − x(t)
N

, entonces dx(t) = −NdU∫
1

x(t)
dx(t) −

∫
1

U
dU =

∫
rdt

ln |x(t)| − ln |U | = rt + C

ln

∣∣∣∣x(t)

U

∣∣∣∣ = rt + C

ln

∣∣∣∣∣ x(t)

1 − x(t)
N

∣∣∣∣∣ = rt + C

e
ln

∣∣∣∣∣ x(t)

1−x(t)
N

∣∣∣∣∣
= ert+C

x(t)

1 − x(t)
N

= Cert

x(t) = Cert
(

1 − x(t)

N

)
x(t) = Cert − Cert

x(t)

N

x(t) + Cert
x(t)

N
= Cert

x(t)

(
1 + Cert

1

N

)
= Cert

x(t) =
Cert

1 + Cert 1
N

Si se multiplica la ecuación por 1
Cert

/ 1
Cert

= 1, el resultado no se ve afectado
y se puede reescribir la ecuación.

x(t) =
Cert

1 + Cert 1
N

( 1
Cert

1
Cert

)
x(t) =

1
1+Cert 1

N

Cert

x(t) =
1

1
Cert

+ 1
N

x(t) =
1

Ce−rt + 1
N
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APÉNDICE A. SOLUCIÓN DEL MODELO DE VERHULST

Para encontrar el valor de C, se define t = 0 y x(0) = x0

x0 =
1

Ce−r(0) + 1
N

x0 =
1

C + 1
N

x0

(
C +

1

N

)
= 1(

C +
1

N

)
=

1

x0

C =
1

x0

− 1

N

Finalmente, se sustituye la constante encontrada en x(t)

x(t) =
1[

1
x0

− 1
N

]
e−rt + 1

N

x(t) =
1

e−rt

x0
− e−rt

N
+ 1

N

x(t) =
1

e−rt

x0
− e−rt+1

N

x(t) =
1

Ne−rt−(e−rt+1)x0

x0N

x(t) =
x0N

Ne−rt − (e−rt + 1)x0

x(t) =
x0N

Ne−rt − e−rtx0 + x0

La solución anaĺıtica del modelo de Verhulst es:

x(t) =
x0N

(N − x0)e−rt + x0
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Apéndice B

Solución del Modelo de
Richards

Se empieza por reescribir (2.16) de la siguiente manera

dx(t)

dt
= rx(t)

(
1 −

(
x(t)

N

)β
)

Y se resuelve la ecuación diferencial por el método de separación de variables.

dx(t)

dt
= rx(t)

(
1 −

(
x(t)

N

)β
)

dx(t)

x(t)

(
1 −

(
x(t)
N

)β) = rdt

∫
dx(t)

x(t)

(
1 −

(
x(t)
N

)β) =

∫
rdt

Para resolver la integral del lado izquierdo de la expresión, se propone la
expansión en fracciones parciales de la siguiente manera

1

x(t)

(
1 −

(
x(t)
N

)β) =
A

x(t)
+

Bx(β−1)(t) + C

1 −
(

x(t)
N

)β
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APÉNDICE B. SOLUCIÓN DEL MODELO DE RICHARDS

De tal manera que al resolver las fracciones parciales se obtiene que A = 1,
B = 1/Nβ, C = 0, y se reescribe la integral de la siguiente manera,∫

1

x(t)
dx(t) +

1

Nβ

∫
xβ−1(t)

1 −
(

x(t)
N

)β dx(t) =

∫
rdt

Proponiendo el cambio de variable U = 1−
(

x(t)
N

)β
, al derivar U se encuentra

que dx(t) = −Nβ

β
x−(β−1)(t)dU , y al sustituir en la integral se obtiene,∫

1

x(t)
dx(t) +

1

Nβ

∫
xβ−1(t)

U

(
−Nβ

β
x−(β−1)(t)dU

)
=

∫
rdt∫

1

x(t)
dx(t) − 1

β

∫
1

U
dU =

∫
rdt

ln |x(t)| − 1

β
ln |U | = rt + C

Multiplicando toda la expresión por β, se obtiene lo siguiente

β ln |x(t)| − ln |U | = βrt + βC

Y utilizando las propiedades de los logaritmos se puede reescribir como

ln |xβ(t)| − ln |U | = βrt + C

ln

∣∣∣∣xβ(t)

U

∣∣∣∣ = βrt + C

Ahora se sustituye el valor actual de la variable U , y se obtiene

ln

∣∣∣∣∣∣∣
xβ(t)

1 −
(

x(t)
N

)β
∣∣∣∣∣∣∣ = βrt + C

e
ln

∣∣∣∣∣∣ xβ(t)

1−(x(t)
N )

β

∣∣∣∣∣∣
= eβrt+C

xβ(t)

1 −
(

x(t)
N

)β = Ceβrt
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APÉNDICE B. SOLUCIÓN DEL MODELO DE RICHARDS

xβ(t) = Ceβrt

(
1 −

(
x(t)

N

)β
)

xβ(t) = Ceβrt − Ceβrt
(
x(t)

N

)β

xβ(t) + Ceβrt
(
x(t)

N

)β

= Ceβrt

xβ(t)

(
1 + Ceβrt

1

Nβ

)
= Ceβrt

xβ(t) =
Ceβrt

1 + Ceβrt 1
Nβ

El termino a continuación
1

Ceβrt

1
Ceβrt

= 1

no afecta de ningún modo el resultado de la ecuación, por lo tanto se puede
utilizar para simplificar la solución hasta ahora,

xβ(t) =
Ceβrt

1 + Ceβrt 1
Nβ

( 1
Ceβrt

1
Ceβrt

)
xβ(t) =

1
1+Ceβrt 1

Nβ

Ceβrt

xβ(t) =
1

1
Ceβrt

+ 1
Nβ

xβ(t) =
1

Ce−βrt + 1
Nβ

Se eleva toda la expresión a 1
β

para eliminar el exponente de la variable x(t),

x(t) =

(
1

Ce−βrt + 1
Nβ

) 1
β

x(t) =
1(

Ce−βrt + 1
Nβ

) 1
β
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Para encontrar el valor de C, se define t = 0 y x(0) = x0

x0 =
1(

Ce−βr(0) + 1
Nβ

) 1
β

x0 =
1(

C + 1
Nβ

) 1
β

x0

(
C +

1

Nβ

) 1
β

= 1

C
1
β +

1

N
=

1

x0

C
1
β =

1

x0

− 1

N

C =
1

xβ
0

− 1

Nβ

Finalmente, se sustituye la constante encontrada en x(t)

x(t) =
1([

1

xβ
0

− 1
Nβ

]
e−βrt + 1

Nβ

) 1
β

x(t) =
1(

e−βrt

xβ
0

− e−βrt

Nβ + 1
Nβ

) 1
β

x(t) =
1(

e−βrt

xβ
0

− e−βrt+1
Nβ

) 1
β

x(t) =
1(

Nβe−βrt−xβ
0 e

−βrt+1

xβ
0N

β

) 1
β

x(t) =
x0N(

Nβe−βrt − xβ
0 (e−βrt + 1)

) 1
β

Finalmente, la solución anaĺıtica del modelo de Richards es:

x(t) =
x0N([

Nβ − xβ
0

]
e−βrt − xβ

0

) 1
β
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Apéndice C

Solución del Modelo de
Von-Bertalanffy

El modelo de Von-Bertalanffy(2.18), esta expresado como,

dx(t)

dt
= rx1−β(t)

(
1 −

(
x(t)

N

)β
)

Y se resuelve por el método de separación de variables

dx(t)

x1−β(t)

(
1 −

(
x(t)
N

)β) = rdt

∫
dx(t)

x1−β(t)

(
1 −

(
x(t)
N

)β) =

∫
rdt

Se realiza el siguiente cambio de variable para solucionar la integral del lado
izquierdo de la expresión,

U = 1 −
(
x(t)

N

)β

la derivada de U con respecto de x(t) es,

dU

dx(t)
= 0 − β

Nβ
xβ−1(t)

103
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y se obtiene que,

dx(t) = − Nβ

βxβ−1(t)

Sustituyendo en la integral del lado izquierdo,∫
dx(t)

x1−β(t) (U)
=

∫
rdt∫

−Nβ

βxβ−1(t)x1−β(t) (U)
=

∫
rdt

−Nβ

β

∫
1

U
dU =

∫
rdt

se resuelven las integrales

−Nβ

β
ln |U | = rt + C

Y se sustituye la variable U ,

−Nβ

β
ln

∣∣∣∣∣1 −
(
x(t)

N

)β
∣∣∣∣∣ = rt + C

ln

∣∣∣∣∣1 −
(
x(t)

N

)β
∣∣∣∣∣ = rt + C

(
− β

Nβ

)

ln

∣∣∣∣∣1 −
(
x(t)

N

)β
∣∣∣∣∣ = −rt

(
β

Nβ

)
+ C

e
ln

∣∣∣∣1−(x(t)
N )

β
∣∣∣∣

= e−rt( β

Nβ )+C

1 −
(
x(t)

N

)β

= e−rt( β

Nβ )eC

1 −
(
x(t)

N

)β

= Ce−rt( β

Nβ )

−
(
x(t)

N

)β

= Ce−rt( β

Nβ ) − 1

x(t)β = −CNβe−rt( β

Nβ ) + Nβ
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Para eliminar el exponente β de x(t), se eleva todo a la 1
β

x(t)
β
β =

(
−CNβe−rt( β

Nβ ) + Nβ
) 1

β

x(t) = N
(
−Ce−rt( β

Nβ ) + 1
) 1

β

x(t) = N
(

1 − Ce−rt( β

Nβ )
) 1

β

Para encontrar el valor de C, se define t = 0 y x(0) = x0, entonces

x(0) = N
(

1 − Ce−r(0)( β

Nβ )
) 1

β

x0 = N (1 − C)
1
β

xβ
0 = Nβ (1 − C)

β
β

xβ
0 = Nβ (1 − C)

xβ
0

Nβ
= 1 − C

C = 1 − xβ
0

Nβ

Para finalizar se sustituye la constante C, en x(t), y la solución del modelo
de Von-Bertalanffy generalizado es:

x(t) = N

(
1 −

(
1 − xβ

0

Nβ

)
e−rt( β

Nβ )

) 1
β

105



Apéndice D

Solución del Modelo tipo
Verhulst con acoplamiento

Se empieza por reescribir (2.20) de la siguiente manera

dx(t)

dt
= rx(t)

(
1 − x(t)

N
+ α

v

N

)
Ya que α y v son variables definidas, se resuelve la ecuación diferencial por
el método de separación de variables.

dx(t)

dt
= rx(t)

(
1 − x(t)

N
+ α

v

N

)
dx(t)

x(t)
(

1 − x(t)
N

+ α v
N

) = rdt

∫
dx(t)

x(t)
(

1 − x(t)
N

+ α v
N

) =

∫
rdt

Para integrar el lado izquierdo de la expresión, se hace una expansión en
fracciones parciales,

A

x(t)
+

B

1 − x(t)
N

+ α v
N

=
1

x(t)
(

1 − x(t)
N

+ α v
N

)
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ACOPLAMIENTO

Resolviendo las fracciones parciales se obtiene que A = 1
1+αv

N
y B = 1

N(1+αv
N )

,

por lo que la integral queda de la siguiente manera

1

1 + αv
N

∫
1

x(t)
dx(t) +

1

N
(
1 + αv

N

) ∫ 1

1 − x(t)
N

+ α v
N

dx(t) =

∫
rdt

para simplificar el cálculo, se define una nueva variable θ = αv
N

, de tal manera
que,

1

1 + θ

∫
1

x(t)
dx(t) +

1

N (1 + θ)

∫
1

1 − x(t)
N

+ θ
dx(t) =

∫
rdt

A continuación se propone el cambio de variable U = 1 − x(t)
N

+ θ, entonces
dx = −NdU

1

1 + θ

∫
1

x(t)
dx(t) − N

N (1 + θ)

∫
1

U
dU =

∫
rdt

1

1 + θ

(∫
1

x(t)
dx(t) −

∫
1

U
dU

)
=

∫
rdt

Resolviendo la integral del lado derecho de la expresión se obtiene

1

1 + θ

(∫
1

x(t)
dx(t) −

∫
1

U
dU

)
= rt + C∫

1

x(t)
dx(t) −

∫
1

U
dU = (rt + C)(1 + θ)∫

1

x(t)
dx(t) −

∫
1

U
dU = (rt)(1 + θ) + C

Y resolviendo las integrales del lado izquierdo de la expresión,

ln |x(t)| − ln |U | = (rt)(1 + θ) + C

ln

∣∣∣∣x(t)

U

∣∣∣∣ = (rt)(1 + θ) + C
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Sustituyendo el cambio de Variable U = 1 − x(t)
N

+ θ

ln

∣∣∣∣∣ x(t)

1 − x(t)
N

+ θ

∣∣∣∣∣ = (rt)(1 + θ) + C

e
ln

∣∣∣∣∣ x(t)

1−x(t)
N

+θ

∣∣∣∣∣
= e(rt)(1+θ)+C

e
ln

∣∣∣∣∣ x(t)

1−x(t)
N

+θ

∣∣∣∣∣
= e(rt)(1+θ)eC

x(t)

1 − x(t)
N

+ θ
= Cert(1+θ)

x(t) = Cert(1+θ)

(
1 − x(t)

N
+ θ

)
x(t) = Cert(1+θ)(1 + θ) − Cert(1+θ)x(t)

N

x(t) + Cert(1+θ)x(t)

N
= Cert(1+θ)(1 + θ)

x(t)

(
1 +

Cert(1+θ)

N

)
= Cert(1+θ)(1 + θ)

x(t) =
(1 + θ)Cert(1+θ)

1 + Cert(1+θ)

N

Multiplicando toda la ecuación por 1
(1+θ)Cert(1+θ)/

1
(1+θ)Cert(1+θ) = 1, el resulta-

do no se ve afectado y se puede reescribir la ecuación,

x(t) =
(1 + θ)Cert(1+θ)

1 + Cert(1+θ) 1
N

(
1

(1+θ)Cert(1+θ)

1
(1+θ)Cert(1+θ)

)
x(t) =

1
1+Cert(1+θ) 1

N

(1+θ)Cert(1+θ)

x(t) =
1

1
(1+θ)Cert(1+θ) + 1

N(1+θ)

x(t) =
(1 + θ)

Ce−rt(1+θ) + 1
N
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Para encontrar el valor de C, se define t = 0 y x(0) = x0

x0 =
(1 + θ)

Ce−r(0) + 1
N

x0 =
(1 + θ)

C + 1
N(

C +
1

N

)
=

(1 + θ)

x0

C =
(1 + θ)

x0

− 1

N

Finalmente, se sustituye la constante encontrada en x(t)

x(t) =
(1 + θ)[

(1+θ)
x0

− 1
N

]
e−rt(1+θ) + 1

N

x(t) =
(1 + θ)

(1+θ)e−rt(1+θ)

x0
− e−rt(1+θ)

N
+ 1

N

x(t) =
(1 + θ)

(1+θ)e−rt(1+θ)

x0
− e−rt(1+θ)−1

N

x(t) =
(1 + θ)

N(1+θ)e−rt(1+θ)−x0(e−rt(1+θ)−1)
x0N

x(t) =
x0N(1 + θ)

N(1 + θ)e−rt(1+θ) − x0(e−rt(1+θ) − 1)

x(t) =
x0N(1 + θ)

N(1 + θ)e−rt(1+θ) − x0e−rt(1+θ) + x0

x(t) =
x0N(1 + θ)

(N + Nθ − x0)e−rt(1+θ) + x0

Se sustituye la variable auxiliar θ = αv
N

x(t) =
x0N(1 + αv

N
)

(N + N αv
N

− x0)e
−rt(1+αv

N
) + x0

Finalmente, aa solución anaĺıtica del modelo de Verhulst con acoplamiento
es

x(t) =
x0(N + αv)

(N + αv − x0)e
−rt(1+αv

N
) + x0
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Productos cient́ıficos
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Figura E.1: Portada Art́ıculo 1.
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Figura E.2: Portada Art́ıculo 2.
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[6] Anastasios Tsoularis y James Wallace. ((Analysis of logistic growth mo-
dels)). En: Mathematical biosciences 179.1 (2002), págs. 21-55.
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[18] Benjamin Wacker y Jan Christian Schlüter. ((A cubic nonlinear popu-
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[22] Victor Hugo Ferreira Andrade et al. ((Growth models for two commer-
cial tree species in upland forests of the Southern Brazilian Amazon)).
En: Forest Ecology and Management 438 (2019), págs. 215-223.
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lings with modified generalized logistic functions)). En: Agricultural En-
gineering 21.3 (2017), págs. 107-117.

[27] Agnieszka Szparaga y S lawomir Kocira. ((Generalized logistic functions
in modelling emergence of Brassica napus L.)) En: PLoS One 13.8
(2018), e0201980.

[28] DJ Schimpf, SD Flint e IG Palmblad. ((Representation of germination
curves with the logistic function)). En: Annals of Botany 41.6 (1977),
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49 (2018), págs. 614-620.

115



BIBLIOGRAFÍA
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[35] Xiang-Sheng Wang, Jianhong Wu y Yong Yang. ((Richards model revisi-
ted: Validation by and application to infection dynamics)). En: Journal
of theoretical biology 313 (2012), págs. 12-19.
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[38] Elinor Aviv-Sharon y Asaph Aharoni. ((Generalized logistic growth mo-
deling of the COVID-19 pandemic in Asia)). En: Infectious Disease Mo-
delling 5 (2020), págs. 502-509.
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[57] Vyacheslav I Yukalov, Elizaveta P Yukalova y Didier Sornette. ((New
approach to modeling symbiosis in biological and social systems)). En:
International Journal of Bifurcation and Chaos 24.09 (2014), pág. 1450117.
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manejo de Agroecosistemas sustentables (235-259). La Plata. Univer-
sidad Nacional de La Plata (2014).
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