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Resumen

Este proyecto de tesis aborda el análisis del control óptimo de robots ma-
nipuladores usando tres técnicas: el Principio del Máximo de Pontryagin, las
Ecuaciones de Control Covariantes y el Regulador Lineal Cuadrático. Apoya-
dos en este análisis, se genera movimiento óptimo de estos sistemas dinámicos
reduciendo la amplitud angular de sus articulaciones (sólo se estudian robots
manipuladores con articulaciones rotacionales).

Para el Principio del Máximo de Pontryagin, el Hamiltoniano del sistema tie-
ne una gran importancia; ya que impacta en las ecuaciones de control resultan-
tes. De esta manera la función costo, que está incrustada en dicho Hamiltoniano,
dicta el comportamiento en el movimiento del manipulador robótico.

Dentro de este marco realizamos pruebas numéricas con 4 funciones costo:
2 de ellas presentes en la literatura y 2 que proponemos como una mejor alter-
nativa. Las 4 funciones anteriores están restringidas en los casos en los que la
función costo depende de los pares de torsión y de las velocidades del robot.
Dentro de las pruebas numéricas se evalúa el impacto de cada función costo en
el control óptimo de un manipulador de 2 GDL. Las pruebas mostraron que la
presencia del tensor de masas en la función costo tiene un efecto favorable con
respecto a la amplitud de movimiento en las articulaciones. También se obser-
va una mayor robustez numérica con respecto a cambios en la duración de la
trayectoria y menores tiempos de procesamiento. De tal forma que estas funcio-
nes costo tienen beneficios en el control y generación de trayectorias para robots
manipuladores.

Este proyecto de tesis se enmarca en el proyecto SEP-CONACYT Investiga-
ción Cientı́fica Básica A1-S-29874 titulado Modelado por medio de métodos de
mecánica analı́tica para optimizar trayectorias y diseñar controladores para
sistemas robóticos.

Palabras clave: Control óptimo, Función costo, Optimización de trayectoria, Ro-
bot manipulador.
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Abstract

This thesis project addresses the analysis of the optimal control of manipu-
lator robots using three techniques: the Pontryagin Maxim principle, the Co-
variant Control Equations and the Quadratic Linear Regulator. Based on this
analysis, optimal motion of these dynamic systems is generated by reducing the
angular amplitude of their joints (only manipulator robots with rotational joints
are studied).

For Pontryagin’s Maximum Principle, the Hamiltonian of the system is of
great importance; as it impacts the resulting control equations. Thus the cost
function, which is embedded in the Hamiltonian, dictates the behavior in the
motion of the robotic manipulator.

Within this framework we perform numerical tests with 4 cost functions: 2 of
them present in the literature and 2 that we propose as a better alternative. The
above 4 functions are constrained in the cases where the cost function depends
on the torques and speeds of the robot. Within the numerical tests the impact of
each cost function on the optimal control of a 2 GDL manipulator is evaluated.
The tests showed that the presence of the mass tensor in the cost function has
a favorable effect with respect to the range of motion in the joints. Also, it is
observed a higher numerical robustness with respect to changes in trajectory
duration and shorter processing times. Thus, these cost functions have benefits
in the control and generation of trajectories for manipulator robots.

This thesis project is part of the SEP-CONACYT project Basic Scientific
Research A1-S-29874 entitled Modeling by means of analytical mechanics
methods to optimize trajectories and design controllers for robotic systems.

Keywords: Optimal control, Cost function, Trajectory optimization, Manipula-
tor robot.
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4.1. Índice de desempeño y función costo . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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4.1. Control óptimo (pares): Posiciones articulares y pares. . . . . . . . . . 45
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1
Introducción

En el marco del control óptimo una de las principales tareas es llevar un sis-
tema, mediante variables de control u(t), de un estado inicial x(to) a otro estado
x(t1) optimizando algún ı́ndice de desempeño representado matemáticamente
por una funcional integral (Callies y Rentrop, 2008). El control óptimo se utili-
za en muchas vertientes, puede minimizar costos o tiempos, o maximizar alguna
tarea en especı́fico.

La teorı́a del control óptimo es un campo que tiene raı́ces históricas en el
cálculo de variaciones (Mesterton-Gibbons, 2009), esto se remonta a la época en
que Johann Bernoulli formuló el problema de la braquistócrona (Sussmann y
Willems, 1997). Esta teorı́a se convirtió en un campo por derecho propio en los
años de 1960 en relación con el desarrollo de la exploración espacial. El proble-
ma ingenieril del lanzamiento del satélite Sputnik a una órbita estable dio lugar
a los primeros desarrollos de esta teorı́a. El control óptimo brinda las técnicas
para resolver una cantidad de problemas diversos en diferentes campos cientı́fi-
cos y tecnológicos (Chen et al., 2017; Kirk, 2004).

En esta propuesta de tesis, el concepto principal es el control óptimo vis-
to desde la Macatrónica; con fundamento en las ecuaciones de movimiento de
los sistemas dinámicos. Lo que nos permite ver esta idea central con más deta-
lle son las siguientes disciplinas de la ciencia: Matemáticas, Mecánica Analı́tica,
Mecánica Computacional, Métodos Numéricos, Optimización y Teorı́a de Con-
trol.

De acuerdo a la literatura relacionada, existen dos métodos tradicionales pa-
ra optimizar un sistema dinámico:

1. Principio del Máximo de Pontryagin (PMP) que requiere la resolución de
un sistema Hamiltoniano acoplado de Ecuaciones Diferenciales Ordina-
rias (EDO) que gobiernan las variables conjugadas y de estado (Pontryagin
et al., 1962).

2. Principio de Optimalidad de Bellman (POB) que pone en juego un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales (Bellman, 1957).

1



introducción

Uno de los objetivos principales de este proyecto de tesis es investigar y estu-
diar la técnica de control óptimo presentada en Dubois et al. (2015), en donde
se formula el PMP con geometrı́a de Riemann, y de presentarla en una formu-
lación vectorial más sencilla. También se estudiará la técnica presentada por
Rojas-Quintero et al. (2021a) para luego implementar dicha técnica y llevar a
cabo simulaciones de movimiento controlado de robots.

Se analizarán y evaluarán diversas funciones costo que aparecen en la litera-
tura especializada. Se buscará alguna que reduzca adecuadamente la amplitud
de los movimientos, es decir, que restrinja el giro en las articulaciones duran-
te el movimiento (sólo se estudiaron robots manipuladores con articulaciones
rotacionales).

1.1 Antecedentes

El Principio del Máximo de Pontryagin (Pontryagin et al., 1962) fue una pro-
puesta matemática al desafı́o planteado por las ciencias e ingenierı́as aeroespa-
ciales en las décadas de los cincuenta y sesenta del siglo pasado (Sussmann y
Willems, 1997). Es una herramienta poderosa para el estudio de problemas ma-
temáticos, no solamente de la teorı́a de control óptimo sino también de nuevas
estructuras geométricas; por ejemplo, para el estudio de curvas rı́gidas y para
lo que hoy se conoce como geometrı́a sub-Riemanniana (Schättler y Ledzewicz,
2012).

El método de control óptimo propuesto en Dubois et al. (2015) está preci-
samente basado en el PMP (Pontryagin et al., 1962), salvo que las condiciones
de optimalidad resultan estar formuladas dentro del marco de la geometrı́a Rie-
manniana; como lo es en Rojas-Quintero et al. (2021a), en donde estas condi-
ciones son llamadas ecuaciones de control covariantes. Tomamos como base y
referencia el trabajo propuesto en Geering et al. (1986), que utiliza el PMP para
realizar el control óptimo de robots manipuladores en lı́neas de producción.

Para realizar los objetivos especı́ficos de este proyecto de tesis, se estudió
principalmente la técnica del PMP. Esta técnica es una de las más estudia-
das en la disciplina del control óptimo (Kirk, 2004; Pontryagin et al., 1962;
Schättler y Ledzewicz, 2012; Arnăutu y Neittaanmäki, 2003; Betts, 2010; Gee-
ring, 2007). Destaquemos que en Arnăutu y Neittaanmäki (2003) se abordan
métodos numéricos para problemas de control óptimo gobernados por ecuacio-
nes diferenciales parciales. Se presentan los métodos numéricos principales pa-
ra resolver problemas en espacios discretos. Destaquemos también que Geering
(2007) describe como utilizar el PMP para convertir un esquema de control de

2



1.1 antecedentes

lazo abierto en un esquema de control óptimo de lazo cerrado. También expli-
ca cómo diseñar controladores óptimos de lazo cerrado utilizando la teorı́a de
Hamilton Jacobi-Bellman.

Hay que tomar en cuenta que otra de las técnicas muy utilizadas en control
óptimo es el POB (Kirk, 2004; Bellman, 1957; Arnăutu y Neittaanmäki, 2003;
Betts, 2010; Geering, 2007; Rodriguez, 1997). En Rodriguez (1997) se presentan
problemas de dimensión finita: se describe la evolución temporal del sistema
dinámico con soluciones a ecuaciones diferenciales ordinarias (de dimensión
finita) en oposición a ecuaciones diferenciales parciales (con infinitas dimensio-
nes, caracterı́stica tradicional en programación dinámica).

Notemos que existen ejemplos en donde las dos técnicas de control óptimo
cohabitan, ya que el PMP permite obtener las condiciones de optimalidad, y la
programación dinámica permite resolver los sistemas de ecuaciones diferencia-
les que se presentan (Robinett et al., 2005). El POB puede llevar, por ejemplo, a
lo que se conoce como funciones generadoras (Hao, 2014). Las funciones gene-
radoras, generan una solución aproximada de las ecuaciones que rigen el movi-
miento y el control del sistema. Sin embargo, para los objetivos de este trabajo
nos concentraremos en la aplicación del PMP.

En el trabajo de este proyecto de tesis se consideraron principalmente con-
troladores óptimos de punto a punto, mejores conocidos por problemas de valor
de frontera en dos puntos (TPBVP por sus siglas en inglés: two-point boundary-
value problem). Se busca agregar mayores restricciones al método propuesto en
Dubois et al. (2015). En Rojas-Quintero et al. (2021a) se utilizaron puntos fijos en
las fronteras de inicio y de final. Es posible sin embargo, llevar al sistema de un
punto fijo, a otro que se sitúe sobre alguna curva; es decir, que el punto final sea
movible (Mesterton-Gibbons, 2009). Por ejemplo, el trabajo expuesto en Kerbal
y Ahmed (1998) buscó establecer la existencia de condiciones de optimalidad
en donde los puntos de frontera son dinámicos; es decir, variables con respecto
al tiempo. Más tarde, Wang y Wang (2014) buscaron probar la existencia de un
control óptimo con valores de frontera entre dos puntos dinámicos (a lo que el
autor llama: problemas de frontera estocásticos). En Craven (1989) se explora
la posibilidad de agregar restricciones en el tiempo de trayectoria, en donde se
presenta un control en tiempo óptimo. Aquı́ se muestra que las condiciones de
frontera pueden deducirse de las condiciones de un problema en tiempo fijo, de
manera intuitiva.

Remarquemos que una metodologı́a de control óptimo muy popular es la de-
nominada RLC (Regulador Lineal Cuadrático), que ignora las no-linealidades ca-
racterı́sticas de los sistemas dinámicos comunes (Grancharova y Johansen, 2005).
Sin embargo, se sabe que los esquemas de control no-lineales resultan, en gene-
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introducción

ral, en un desempeño más alto (Geering et al., 1986; Galicki, 2017). Se busca por
lo tanto siempre considerar las no-linealidades de las ecuaciones diferenciales
que rigen el movimiento de los sistemas dinámicos bajo estudio, ası́ como de las
condiciones de optimalidad que se deduzcan.

Figura 1.1: Evolución histórica del cálculo de variaciones.

Dentro de la evolución histórica del cálculo de variaciones (ver Figura 1.1)
es generalmente admitido que las nociones modernas del cálculo fueron pro-
movidas por Leibniz y Newton que son (grandes matemáticos contemporáneos)
alrededor de 1670. En 1686 es publicada la obra maestra de Newton titulada
Principios matemáticos de la filosofı́a natural donde utiliza sus conceptos de
cálculo para explicar el movimiento de los objetos. Después, en 1696, el ma-
temático Johann Bernoulli publica su solución al problema de la braquistócrona
que es encontrar el camino tomado por una partı́cula influenciada únicamente
por el efecto de la gravedad que una 2 puntos fijos en el menor tiempo posible.
En 1733 Euler solucionó por primera vez el problema de la braquistócrona. Para
1755 Lagrange pública un artı́culo donde analiza una variación al problema de
la braquistócrona de manera analı́tica. En 1756 Euler publica un artı́culo sobre
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cálculo de variaciones. Para 1788 Lagrange publica su análisis mecánico dife-
rente al de Newton donde estipula que las ecuaciones de movimiento pueden
derivarse considerando ciertos problemas mecánicos como problemas de mini-
mización. Por último, en 1834 Hamilton generaliza el análisis de Lagrange a una
gama mucho más amplia de problemas.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivos generales

1. Desarrollar algoritmos de planeación de trayectorias para generar movi-
miento óptimo de sistemas dinámicos.

2. Aplicar un método de control óptimo en el marco de la geometrı́a Rieman-
niana para la navegación de robots.

1.2.2 Objetivos especı́ficos

1. Estudiar las técnicas de control óptimo presentadas en Dubois et al. (2015)
y Rojas-Quintero et al. (2021a).

2. Implementar la técnica de Pontryagin con condiciones de optimalidad Rie-
mannianas (Dubois et al., 2015) y efectuar simulaciones de movimiento
controlado de robots.

3. Agregar restricciones al método presentado en Dubois et al. (2015) y reali-
zar control óptimo de robots.

1.3 Organización del documento

En el Capı́tulo 2 se desarrolla el marco teórico sobre el estudio del cálculo
de variaciones y el enlace que tiene con el control óptimo, también se describen
las ecuaciones de movimiento de un robot manipulador de n grados de libertad
(GDL). Enseguida, en el Capı́tulo 3, se ejemplifica el desarrollo y aplicación de
3 métodos de control óptimo: Principio del Máximo de Pontryagin (PMP), Regu-
lador Lineal Cuadrático (RLC) y Ecuaciones de Control Covariantes (ECC), en 2
robots manipuladores (uno y dos GDL)
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introducción

Después en el Capı́tulo 4 se muestran comparaciones numéricas, se tomaron
dos funciones costo utilizadas en la literatura y se compararon con las funciones
costo propuestas que integran el tensor de masas del sistema.

Para finalizar, en el Capı́tulo 5 se detallan las conclusiones de las pruebas
numéricas y se evidencian los beneficios de utilizar las funciones costo invarian-
tes con el tensor de masa, siendo considerado como una métrica riemanniana
(ver Anexo C).
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2
Marco teórico

2.1 Estudio del Cálculo de Variaciones

El cálculo de variaciones es un método matemático que permite calcular
máximos y mı́nimos de funcionales y por ende, tiene múltiples aplicaciones.
Una de ellas es precisamente el control óptimo, para ası́ poder encontrar el
control de un sistema dinámico que minimice o maximice alguna función ob-
jetivo (Mesterton-Gibbons, 2009; Hamill, 2013). El control óptimo puede ser
visto como un conjunto de métodos que determinan las trayectorias de un siste-
ma dinámico que resultan en una variable de control que minimiza la función
objetivo en algún intervalo de tiempo (Callies y Rentrop, 2008). Una de las prin-
cipales preguntas a las cuales responde el conjunto de estos dos temas es (lo cual
se verá en las siguientes secciones):

¿Cuál es la trayectoria que nos da la menor distancia entre dos puntos en
un plano?

2.1.1 La braquistócrona

Johann Bernoulli, en 1696, publicó su solución al problema de encontrar el
camino tomado por una partı́cula, únicamente bajo el efecto de la gravedad,
para pasar de un punto A a un punto B (como en la Figura 2.1), en el menor
tiempo posible (Mesterton-Gibbons, 2009; Sussmann y Willems, 1997).

Como sabemos, se trata de minimizar una expresión del tiempo de trayecto-
ria que está dado por el funcional

J [y] =
1
√

2g

∫ 1

0

√
1+ (y′)2√

1− y′
dx (2.1)

donde g es la constante de aceleración gravitacional. Notemos que debemos en-
contrar la función y = y(x) que minimice el valor de la funcional.
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Figura 2.1: Trayectoria de una partı́cula sobre un cordón sin fricción.

J [y] =
1
√

2g

∫ 1

0

√
1+ (y′)2√

1− y′
dx (2.2)

En el análisis, si proponemos una función distinta a la curva sobre la cual
se desliza la partı́cula, el valor de la funcional cambiará. Tomemos 4 curvas de
ensayo: lı́nea recta

y(x) = 1− x; (2.3)

cuarto de cı́rculo

y(x) = 1−
√

2x − (x)2; (2.4)

función de prueba
y(x) = 1− xϵ; (2.5)

cicloide

x =
θ+ sin(θ)cos(θ) + 1

2π

cos2(θ1)
,y = 1−

{
cos(θ)
cos(θ1)

}2

(2.6)

−1
2
π ≤ θ ≤ θ1, θ1 ≈ −0.364791.

Tomemos además la siguiente funcional, ignorando 1/
√

2g de (2.2) que es
constante y no tiene efecto sobre el minimizador:

J [y] =

∫ 1

0

√
1+ (y′)2√

1− y′
dx. (2.7)
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Figura 2.2: Trayectorias evaluadas.

Si usamos la cicloide, se encuentra el valor mı́nimo de la funcional (como en
la Figura 2.2).

Pudiéramos pensar que con el análisis anterior encontramos la función de
y(x) que minimiza la funcional. Sin embargo, en esta etapa no podrı́amos decir
que la cicloide es la braquistócrona. En realidad, esta función que aparentemen-
te minimiza la funcional, podrı́a no ser más que un lı́mite superior para una
familia de mı́nimos. El cálculo de variaciones, que se enfoca en calcular extre-
mos, definirá las condiciones para encontrar el mı́nimo absoluto.

2.2 Estudio de los extremos

El problema de la braquistócrona es un caso especial, ası́ que plantearemos
un problema de control óptimo. De una manera general se trata de minimizar
una funcional que también podemos llamar función objetivo o ı́ndice de desem-
peño (Mesterton-Gibbons, 2009; Kirk, 2004)

J [y] =

∫ b

a
F(x,y,y′)dx (2.8)

donde F = F(x,y,y′) es comúnmente llamada ”función costo” y además está
sujeta a condiciones de frontera del tipo

y(a) = α, y(b) = β. (2.9)

Llamemos Γ la familia de curvas candidatas a minimizar 2.8. Debemos bus-
car entre todas ellas, una que minimice (2.8) y además cumpla con las condi-
ciones de frontera (2.9). También debe ser una función continua (por trozos) y
suficientemente derivable en el dominio [a,b]. Por otro lado no tendrı́a sentido
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permitir una función discontinua ya que una partı́cula no podrı́a deslizarse por
un cable discontinuo.

Por lo tanto y debe ser continua y su derivada y′ debe existir y ser continua,
excepto en un número finito de puntos en los que puede saltar con alguna can-
tidad finita. Denominaremos a esta clase de funciones como D1. Por ende, la
función y debe pertenecer a D1 y cumplir con las condiciones de frontera (2.9).

Denominaremos también C1 a la clase de funciones continuamente diferen-
ciables o suaves en el dominio [a,b]. Llamaremos C2 a la clase de funciones sua-
ves y dos veces derivables en el dominio [a,b]. Por construcción, C2 ⊂ C1 ⊂ D1.

Para que una función y sea minimizadora debe cumplir las condiciones de
frontera y además cumplir con la ecuación de Euler-Lagrange (EEL):

∂F
∂y
− d
dx

{
∂F
∂y′

}
= 0 (2.10)

Es una ecuación diferencial ordinaria (EDO) que al resolverse, proporciona
el extremo y ∈ C2

Cabe recalcar que un extremo es solamente un candidato a minimizar la
funcional (2.8) (bien puede resultar ser un máximizador).

No podemos perder de vista que un candidato pudiera maximizar a J [y].
Cuando sucede esto, la función F = F(x,y,y′) actual se convierte en −F =

−F(x,y,y′). En efecto, los problemas de maximización se convierten en un pro-
blema tı́pico de minimización. Por lo tanto, nos enfocaremos en buscar mı́nimos.

2.2.1 La insuficiencia de los extremos

La EEL extremiza una funcional. En la práctica, este extremo resulta ser un
minimizador en la mayorı́a de los casos. Sin embargo, debemos remarcar ciertas
posibilidades.

Aunque el extremo sea realmente un minimizador, hay que demostrarlo.

El extremo puede no ser el minimizador.

Pudiera no haber algún extremo que satisfaga las condiciones de frontera.

Recordemos la idea de la braquistócrona en donde nos preguntábamos como
saber si la cicloide es realmente el minimizador. En estos momentos sólo pode-
mos dar una respuesta muy general. En ciertos casos especiales podemos usar
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un método llamado directo para verificar que nuestro candidato es realmente
un minimizador. Si por ejemplo,

J [φ(x) + ϵη(x)]− J [φ(x)] ≥ 0, (2.11)

en donde y = φ(x) es la minimizadora candidata, ϵ es una variable escalar, y η
es una función admisible arbitraria que pertenece a D1 tal que η(a) = 0 = η(b);
entonces, y = φ(x) es la función minimizadora.

2.2.2 Casos especiales de la ecuación de Euler-Lagrange

Sabemos que la EEL de la funcional (2.8) es en general una EDO no lineal
de segundo orden. Siempre se reduce a una EDO de primer orden en 2 casos
especiales.

1. Si F = F(y,y′), es decir, cuando ∂f /∂x = 0, entonces la EEL se reduce a

H(y,y′) = y′
∂F(y,y′)

∂y′
−F(y,y′) = constante; (2.12)

2. O bien si F = F(x,y′), es decir, cuando ∂f /∂y = 0, entonces tendremos

∂F(x,y′)
∂y′

= constante. (2.13)

A partir de ahora se usará la notación de derivadas parciales tal que fθ =
∂f
∂θ ,

por lo tanto las ecuaciones cambian de la siguiente manera.

H(y,y′) = y′Fy′ (y,y′)−F(y,y′) = constante (2.14)

Fy′ (x,y′) = constante (2.15)

Las ecuaciones (2.14) y (2.15) son más fáciles de resolver que una EDO de
segundo orden. Resta saber si habrá discontinuidades en algún punto o si es
una función por trozos.
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2.3 Estudio de las condiciones necesarias de optimalidad

Hasta el momento se supuso que η pertenece a C2, por lo tanto podemos de-
ducir que φ debe satisfacer la EEL. Pero ahora supongamos que η ∈ D1 toma el
lugar de η ∈ C2, observamos que Fy(x,φ,φ′) puede ser discontinua en los pun-
tos en que φ′(x) es discontinua. Ahora esas esquinas están permitidas, porque
suponemos que φ ∈D1. Sin embargo sabemos que Fy(x,φ,φ′) es continua en las
esquinas.

Todo esto implica que una condición necesaria para que φ ∈ D1 y además
minimice la funcional J [y] es que cumpla

Fy′ (x,φ,φ′) =
∫ x

a
Fy(ξ,φ,φ′)dξ +C, (2.16)

en donde C es una constante. Esta es la ecuación de du Bois-Reymond. Por deri-
vación, podemos llegar a la EEL cuando φ ∈ C1, mismo cuando el integrando del
lado derecho de la ecuación es discontinua en C porque salta de ∂F(c,φ(c),ω1)

a ∂F(c,φ(c),ω2). La integral es continua y por ende, la constante C y el lado
izquierdo de la igualdad también lo son. Gracias a este análisis se llega a la pri-
mera condición de esquina de Weierstrass-Erdmann:

Fy′ (c,φ(x),ω1) = Fy′ (c,φ(x),ω2) (2.17)

El resultado es que cualquier extremo roto debe cumplir la EEL excepto en
las esquinas; cualquier esquina debe cumplir (2.17). Esta condición puede utili-
zarse para excluir la posibilidad de un extremo roto.

De manera general siempre que Fy′y′ , 0 sabemos que Fy′ varia uniforme-
mente con respecto a su tercer argumento y por ende no puede tener el mismo
valor para dos valores distintos de y′. De este modo, (2.17) no puede cumplirse
si ω1 ,ω2.

La segunda condición de esquina de Weierstrass-Erdmann se enfoca en la
continuidad del Hamiltoniano con respecto al tercer argumento. Combinando
las siguientes ecuaciones en cualquier esquina Fy′ (x,y,y′) y H(x,y,y′), deben de
ser continuas, aunque y′ salte de ω1 a ω2:

H(c,φ(x),ω1) = H(c,φ(x),ω2). (2.18)

2.3.1 La condición necesaria de Legendre

Una condición necesaria para que y = φ(x) genere un mı́nimo de (2.8) es
que se cumpla la siguiente ecuación:

12



2.3 estudio de las condiciones necesarias de optimalidad

Fφ′φ′ = Fy′y′ (x,φ(x),φ′(x)) ≥ 0 ∀ x ∈ [a,b]. (2.19)

Se trata de la condición necesaria de Legendre y se utiliza para identificar si un
extremo minimiza o maximiza.

2.3.2 La condición necesaria de Jacobi

Definamos el siguiente par de funciones:

P (x) = Fφ′φ′ , Q(x) = Fφφ −
dFφφ′

dx
. (2.20)

Con las cuales definimos la ecuación de Jacobi que es lineal, de segundo orden,
y además homogénea:

P (x)η′′ + P ′(x)η′ =Q(x)η. (2.21)

Esta ecuación debe de satisfacer η = 0 para todo x ∈ [a,b], pero tenemos que
tener en cuenta que una solución no nula de la ecuación de Jacobi pudiera tam-
bién alcanzar un mı́nimo. Ası́ que para ser aceptable, cualquier solución de este
tipo debe desaparecer claramente tanto en x = a como en x = b. Sin embargo,
si η(c) = 0 para a < c < b entonces φ no es un minimizador: se dice que η(c) es
un punto conjugado a η(a) y para que φ sea un minimizador, no debe de haber
puntos conjugados. Esto es la condición necesaria de Jacobi (CNJ).

La ecuación (2.21) es homogénea y lineal, podemos buscar la solución con
las condiciones de frontera (2.22) sin que haya efecto sobre la generalidad de la
CNJ.

η(a) = 0, η′(a) = 1 (2.22)

Si analizamos un poco, podemos observar que la CNJ se cumple automáticamen-
te cuando F es independiente de y. Ahı́, Fyy y Fyy′ son nulas y de esa manera
Q(x) = 0.

2.3.3 Variaciones débiles frente a fuertes

En el cálculo de variaciones hay distinción entre variaciones débiles y fuertes.
Equivale a distinguir entre mı́nimos locales débiles o fuertes.

Podemos definir la variación de y como la diferencia de δy entre la función
de prueba yϵ y el minimizador φ :

δy(x) = yϵ(x)−φ(x). (2.23)
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También, la variación de y′ es la diferencia δy′ entre las derivadas:

δy′(x) = y′ϵ(x)−φ′(x) =
dδy

dx
. (2.24)

Entonces, para una variación fuerte |δy| es pequeña para todo x ∈ [a,b] pero
|δy′ | no necesita estar acotada. Para una variación débil, |δy′ | es pequeña para
todo x ∈ [a,b], lo cual implica que |δy| también es pequeña. Un mı́nimo local
débil es un mı́nimo sobre todas las variaciones débiles, un mı́nimo local fuerte es
un mı́nimo sobre todas las variaciones fuertes y un mı́nimo global es un mı́nimo
sobre todas las variaciones fuertes o débiles. También, todo mı́nimo global es
un mı́nimo fuerte y todo mı́nimo fuerte es también un mı́nimo débil, pero lo
inverso no se cumple.

2.3.4 La condición necesaria de Weierstrass

Hasta ahora tenemos 3 condiciones necesarias conocidas:

1. Ecuación de Euler-Lagrange (EEL)

2. Condición necesaria de Legendre (CNL)

3. Condición necesaria de Jacobi (CNJ)

Las cuales son eficaces para buscar mı́nimos locales débiles. Por lo tanto de-
bemos buscar una condición necesaria que permita variaciones fuertes como la
ecuación exceso Weierstrass.

E(x,y,y′,ω) = F(x,y,ω)−F(x,y,y′)− (ω − y′)Fy′ (x,y,y′). (2.25)

Como c es cualquier punto de [a,b] y no necesariamente una esquina, al uti-
lizar J ′(0) ≥ 0 obtenemos la condición necesaria de Weierstrass para que φ ∈ D1
sea un minimizador de J . Esta condición consiste en que se cumpla

E(x,φ(x),φ′(x),ω) ≥ 0, (2.26)

para todo x ∈ [a,b] y para todo ω que pertenezca a los reales. Si φ tiene una es-
quina en x = c podemos interpretar la ecuación (2.26) de la siguiente manera:
E(x,φ(x),φ′(−c),ω) ≥ 0 como E(x,φ(x),φ′(+c),ω) ≥ 0 para todo ω que perte-
nece a los reales. Estas desigualdades se siguen por continuidad y toman los
lı́mites a medida que x→−c y a medida que x→+c.

Tenemos 3 observaciones:
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La condición necesaria de Weierstrass se satisface invariablemente cuando
el problema de minimización satisface:

Fy′y′ > 0 ∀ (x,y,y′); (2.27)

La condición necesaria de Weierstrass implica la de Legendre (2.19).

La condición necesaria de Weierstrass también implica la condición de es-
quina de Weierstrass-Erdmann (2.18).

2.4 Estudio de las condiciones suficientes fundamentales

Supongamos que los puntos finales Γϵ se encuentran en las curvas ΛA y ΛB

con ecuaciones paramétricas:

x = xA(ϵ), y = yA(ϵ) para ΛA; (2.28)

x = xB(ϵ), y = yB(ϵ) para ΛB; (2.29)

De modo que:

y(xA(ϵ),ϵ) = yA(ϵ) (2.30)

y(xB(ϵ),ϵ) = yB(ϵ) (2.31)

Si el punto final inferior A está fijo, entonces se debe satisfacer que xA =

yA = constante y por ende, se cumple.

dxA = 0, dyA = 0. (2.32)

Una posibilidad más es cuando A sea limitado a estar en una lı́nea vertical
x = constante se le denomina a yA como libre. Por lo tanto implica que dxA = 0
y dyB , 0, estos requisitos nos hacen cumplir la segunda condición

Fφ′ = 0 en A. (2.33)

Y entonces también existe la posibilidad de que A sea limitado para estar en
una lı́nea horizontal y = constante, se le denomina a xA como libre. Por lo tan-
to implica que dyA = 0 y dxB , 0 estos requisitos nos hace cumplir la tercera
condición.
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H(x,φ,φ′) = 0 en A. (2.34)

La posibilidad más general es que dxA y dyA sean diferentes de 0, en este
caso implica que surja la cuarta condición (2.35).

Fφ′
dy

dx
= H(x,φ,φ′) en A. (2.35)

Con dy/dx evaluada en ΛA.

2.4.1 La integral invariante de Hilbert

Un campo de extremos se le denomina familia de extremos de un sólo
parámetro que cubre una región R del plano en el sentido de que solo una de
sus curvas pasa por cada punto de R. Por ende, un campo de extremos destina
una única pendiente a cada punto de R.

De esta manera se define una función de 2 variables que desde ahora deno-
taremos por ρ y lo llamamos campo de dirección de la familia; la pendiente de
la curva que pasa por (x,y) se denota como

y′ = ρ(x,y). (2.36)

Utilizando un subı́ndice y′ para denotar la diferenciación con respecto al
tercer argumento, porque un extremo es una solución de la ecuación Euler-
Lagrange.

Fy(x,y,ρ(x,y))− d
dx

{
Fy′ (x,y,ρ(x,y))

}
= 0. (2.37)

Dado un campo de extremos, sea Γ cualquier curva entre (a,α) y (b,β) que
se encuentre enteramente dentro de la región R que cubre el campo de extremos
y por lo tanto podemos definir la integral.

K [Γ ] =

∫ b

a

{
F(x,y,ρ(x,y)) + (

dy

dx
− ρ(x,y))Fy′ (x,y,ρ(x,y))

}
dx (2.38)

donde la integral se evalúa a lo largo de Γ . Teniendo en cuenta (2.39) y (2.40)
que H y ρ están definidas por:

H(x,y,y′) = y′Fy′ (x,y,y′)−F(x,y,y′); (2.39)
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ρ(x,y,y′) = Fy′ (x,y,y′). (2.40)

Con estas igualdades podemos reescribir la ecuación (2.38) como:

K [Γ ] =

∫ b

a

{
−H(x,y,ρ(x,y)) +

dy

dx
ρ(x,y,ρ(x,y))

}
dx. (2.41)

2.4.2 La condición suficiente fundamental

Si la curva Γ con ecuación y = φ(x), punto final inferior (a,α) y punto final
superior (b,β) es candidata minimizadora de (2.8) y si Γ está dentro del campo
de extremos con el de dirección ρ, la integral invariante de Hilbert (2.38) puede
utilizarse para derivar una condición suficiente.

Denotaremos lo siguiente:

dy

dx
= φ′(x) = ρ(x,φ(x)). (2.42)

Ahora, dado que Γ es cualquier curva suave de A a B que se encuentra total-
mente en R, está claro que (2.26) es una condición suficiente para que ∆J ≥ 0,
cuando denotamos a ∆J como:

∆J =

∫ b

a
E(x,y,ρ,ω)dx. (2.43)

Si Γ está dentro de un campo de extremos con el campo de dirección ρ y
E(x,y,ρ,ω) ≥ 0 para todo ω ∈ℜ posible, entonces J [y] alcanza un mı́nimo fuer-
te en Γ .

2.5 Problemas isoperimétricos

El problema tı́pico de la isoperimetrı́a es el poder encontrar la forma de una
cuerda de una longitud dada que encierre la mayor superficie posible.

Tomarémos de ejemplo lo siguiente: se tienen dos puntos A y B en el plano
xy (como en la Figura 2.3). El punto A se sitúa en (xA,yA) mientras que el punto
B se sitúa en (xB,yB) y los une un cable de longitud l que es mayor que la distan-
cia entre A y B que denominaremos dAB. El objetivo es encontrar la forma del
cable, es decir la función de x que maximiza el área debajo de la curva que se ha
construido a partir del cable.
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Figura 2.3: El tı́pico problema isoperimétrico.

La razón por la que se mantiene una longitud de cable mayor dAB es porque
si fuera igual a dAB tendrı́amos una lı́nea recta que sabemos que no encierra la
mayor superficie.

Entonces, el problema isoperı́metro tı́pico se convierte en el de minimizar:

J [y] = −
∫ b

a
y dx. (2.44)

Sujeto a una restricción de longitud de curva tal que:

l =

∫ b

a

√
1+ (y′)2dx. (2.45)

Denominaremos a (2.45) como:

l = I [y] =

∫ b

a
G(x,y,y′)dx. (2.46)

Ahora ya teniendo definidas las ecuaciones nos encontramos con un proble-
ma de variación restringida que configuramos con una funcional compuesta

Ψ (x,y,y′) = J [y]−λI [y] (2.47)

donde λ es un multiplicador de Lagrange. Si sustituimos las integrales en (2.47)
surge
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Ψ (x,y,y′) = −
∫ b

a
y dx −λ

∫ b

a

√
1+ (y′)2dx. (2.48)

Podemos tomar λ dentro de la segunda integral y combinar ambas integrales,
ya que los lı́mites son los mismos:

Ψ (x,y,y′) =
∫ b

a

(
−y −λ

√
1+ (y′)2

)
dx. (2.49)

Al aplicar la EEL a la funcional resulta que

λ2 = (x −C1)
2 + (y −C2)

2, (2.50)

dónde C1 y C2 son constantes desconocidas. Para poder encontrarlas usamos la
condiciones de frontera dadas por los puntos A y B.

2.6 Enlace entre cálculo de variaciones y control óptimo

En el cálculo de variaciones se minimiza una funcional del tipo

J [y] =

∫ t1

t0

γ(x, ẋ, t)dt, (2.51)

con x(t0) = x0 y x(t1) = x1.
Lo anterior se puede transformar a un problema de control óptimo. Si deno-

minamos ẋ(t) = u(t) como la variable de control, entonces la funcional (2.51)
cambia de la siguiente manera:

J [y] =

∫ t1

t0

γ(x,u, t)dt, (2.52)

que además estará sometida al sistema dinámico ẋ(t) = u(t) con x(t0) = x0 y
x(t1) = x1. Ası́ consideramos el problema de cálculo de variaciones como un
caso particular del problema de control.

Definamos el hamiltoniano como:

H(x,u, t) = λu −γ(x,u, t), (2.53)

que se utilizará en las condiciones del Principio del Máximo de Pontryagin.

El Principio del Máximo de Pontryagin es la clave para el control óptimo
ya que brinda las condiciones necesarias de optimalidad global para solucionar
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problemas de control óptimo utilizando una variable de control que maximiza al
hamiltoniano del sistema en todos los instantes del tiempo (Rios, 2017; Liberzon,
2012).

Principio del Máximo de Pontryagin: Sea u∗(t) y x∗(t) óptimas en [t0, t1]
entonces existe un vector λ∗(t) de la siguiente manera:

λ∗(t) = (λ∗0(t),λ
∗
1(t),λ

∗
2(t), ...,λ

∗
n(t)), (2.54)

continuo y con derivadas parciales continuas, tal que se cumplen las siguientes
condiciones:

1. λ̇∗i (t) = −
∂H
∂xi

y λ∗i (t) =
∂s[x(t1)]

∂xi
∀ i ∈N .

2. Que u∗(t) maximice el Hamiltoniano por lo tanto:

∂H
∂u

= 0. (2.55)

3. ẋ(t) = F(x,u, t) con x(t0) = x0 y x(t1) = x1.

En el (Anexo A) se ilustra un ejemplo de control en el tiempo de un sistema
lineal usando el PMP.

2.7 Teorı́a básica del control óptimo usando ecuaciones de control co-

variantes

Considera la notación sensorial para describir los parámetros de configura-
ción qi , el campo de velocidad del robot se puede interpretar como una función
lineal de variables qi . Su energı́a cinética K(q, q̇) es convexa y cuadrática

K =
1
2
Mij q̇

i q̇j , (2.56)

en donde Mij es el tensor de masa del sistema, que se considera una métrica de
Riemann (ver Anexo C).

La energı́a potencial V(q) esta definida como el producto entre la masa, in-
tensidad del campo gravitatorio local y la altura del centro de masa. El método
toma ciertas cuestiones, también consta de llevar un sistema robótico articula-
do de un estado de posición inicial a un estado de posición final en un tiempo
prescrito T (ver Sección 4.1).

Con la función costo
γu =

1
2
M ijuiuj, (2.57)
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propuesta en los trabajos de Rojas-Quintero et al. (2021b); Dubois et al. (2015)
que contiene métrica de Riemman, el tensor de masa M y u es el vector par
de torsión del robot. Para encontrar el par necesario para llevar el sistema a la
posición deseada, minimizan la siguiente funcional integral

J(u) =
∫ T

0

1
2
M ijuiujdt (2.58)

en donde ui y uj surgen de aplicar la EEL

d2

dt2

{
∂L

∂q̈i

}
− d
dt

{
∂L

∂q̇i

}
+

∂L

∂qi
= 0, (2.59)

con L = 1
2M

ijuiuj , del cual surge el sistema (3.33) de 2 EDO no-lineales del
segundo orden que rigen el control óptimo de este sistema.

2.8 Dinámica de robots manipuladores

Un robot manipulador es un sistema mecánico articulado que está conforma-
do por eslabones conectados de forma serial entre sı́ a través de articulaciones.
Las articulaciones son generalmente de dos tipos: rotacionales o traslacionales.
Las posiciones de las articulaciones, se agrupan en el vector de coordenadas
generalizadas q (Kelly y Santibáñez, 2003), que designa las variables de configu-
ración.

Por ende, para un robot con n articulaciones (n GDL), el vector de coordena-
das generalizadas q tendrá n elementos:

q = [q1,q2, ...,qn]
T . (2.60)

Deseamos controlar la posición y orientación del órgano terminal del robot. En
efecto, el órgano terminal es aquel que entra en contacto con el entorno. La po-
sición generalmente se expresa en términos del marco de referencia coordenado
cartesiano (x,y,z) que puede tener como origen la base del robot.

Dichas coordenadas son agrupadas en el vector de posiciones cartesianas:

x = [x1,x2, ...,xm]
T . (2.61)

Modelo cinemático directo: Representa la relación entre la coordenada q gene-
ralizada y las coordenadas x del dispositivo terminal del robot. Dicho modelo
tiene una relación de la forma:

x = f (q). (2.62)
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Modelo cinemático inverso: Representa la relación entre las coordenadas x y
las coordenadas generalizadas q. Dicho modelo tiene una relación de la forma:

q = f −1(x). (2.63)

Modelo dinámico: Consiste en una EDO vectorial en las coordenadas genera-
lizadas q o coordenadas x, generalmente de segundo orden, y se expresa de la
siguiente manera:

f (q, q̇, q̈,u) = 0 (2.64)

Donde u denota el vector de pares y fuerzas aplicadas en las articulaciones
por medio de los accionadores.

2.8.1 Ecuaciones de movimiento con Euler-Lagrange

Las ecuaciones que describen el movimiento de un robot manipulador pue-
den ser obtenidas a partir del principio fundamental de la dinámica estipulado
por Newton. Uno de los problemas que presenta este método, es que el análisis
se complica conforme el número de articulaciones del robot aumenta. Aplicare-
mos entonces la EEL (2.10) al lagrangiano del robot, que es la diferencia entre
su energı́a cinética K y su energı́a potencial V :

L(q, q̇) = K(q, q̇)−V (q). (2.65)

Las ecuaciones de movimiento de Lagrange para un manipulador de n GDL,
están dadas por:

d
dt

{
∂L(q, q̇)

∂q̇i

}
−
∂L(q, q̇)

∂qi
= ui , i = 1, ...,n. (2.66)

Nótese que se tendrán tantas ecuaciones dinámicas como GDL tenga el robot
manipulador. El uso de la EEL se reduce a cuatro etapas esenciales:

1. Cálculo de la energı́a cinética K(q, q̇).

2. Cálculo de la energı́a potencial V (q).

3. Cálculo del Lagrangiano del robot (2.65).

4. Desarrollo de las ecuaciones de movimiento de Lagrange.
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3
Análisis del Control Óptimo de robots manipuladores

3.1 Ejemplo: robot manipulador de un grado de libertad

Este sistema es muy sencillo y con este ejemplo ilustraremos el funciona-
miento básico de 3 métodos de control óptimo: PMP, RLC y ECC.

Recordando las cuatro etapas anteriormente citadas en 2.8.1, primeramente
mostraremos la convención que usaremos junto con el diagrama del manipula-
dor (como en la Tabla 3.1 y Figura 3.1).

VARIABLES DESCRIPCIÓN

mi Masa del eslabón i
Ii Momento de inercia del eslabón i
lci Distancia al centro de masas i
Li Longitud del eslabón i
qi Posición angular de la articulación i

Tabla 3.1: Convención de nomenclatura para un manipulador de n GDL

La energı́a cinética K(q, q̇) de este manipulador viene dada por:

K(q, q̇) =
1
2
m1v

T
1 v1 +

1
2
I1q̇

2
1, donde v1 =

[
ẋc1
ẏc1

]
(3.1)

De acuerdo a la Figura (3.1) se sabe que:

xc1 = lc1cos(q1) ∴ ẋc1 = −lc1sen(q1)q̇1 (3.2)

yc1 = lc1sen(q1) ∴ ẏc1 = lc1cos(q1)q̇1 (3.3)

Conociendo los términos ẋc1 y ẏc1 se realizan las debidas operaciones hasta
llegar a la igualdad de

K(q, q̇) =
1
2
m1l

2
c1q̇

2
1 +

1
2
I1q̇

2
1. (3.4)
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x0

y0

x 1

q1m1g

y 1

L 1

L C1 m 1,I 1 

xC1

yC1

Figura 3.1: Esquema del manipulador de 1 GDL.

La correspondiente energı́a potencial es

V (q) =m1glc1sen(q1), (3.5)

donde g es la constante de aceleración gravitacional. El lagrangiano L(q, q̇) ex-
presado por (2.65) es, en este caso

L(q, q̇) =
1
2
m1l

2
c1q̇

2
1 +

1
2
I1q̇

2
1 −m1glc1sen(q1) (3.6)

de donde puede obtenerse

∂L(q, q̇)
∂q̇1

= m1l
2
c1q̇1 + I1q̇1;

d
dt

{
∂L(q, q̇)
∂q̇1

}
= m1l

2
c1q̈1 + I1q̈1;

∂L(q, q̇)
∂q1

= −m1glc1cos(q1).

(3.7)

La ecuación de Lagrange (2.66) correspondiente es entonces

u1 =m1l
2
c1q̈1 + I1q̈1 +m1glc1cos(q1) (3.8)

en donde u1 es el par aplicado a la articulación 1. La ecuación (3.8) describe el
comportamiento dinámico de este mecanismo.
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3.1 ejemplo: robot manipulador de un grado de libertad

3.1.1 Desarrollo y aplicación del PMP

El objetivo del problema de control óptimo, es encontrar la mejor entrada de
control u∗(t) para conducir el sistema dinámico de un estado a otro, tomando
en cuenta restricciones (Sastry y Montgomery, 1993). Consideremos el ı́ndice de
desempeño (funcional integral) en,

J =

∫ b

a
γdt, (3.9)

que está sujeto al siguiente intervalo [x0(a),xf (b)], en donde γ = u2

2 es una fun-
ción costo convexa de tal manera que J sea razonablemente minimizable. En-
tonces considerando el ı́ndice de desempeño (3.9), el hamiltoniano puede ser
establecido usando la ecuación (2.53), esto es

H = λT f −γ , (3.10)

en donde λT es el vector de co-estados y f es el sistema dinámico del robot en
variables de estado.

La ecuación (3.8) describe el comportamiento dinámico del manipulador de
1 GDL, y se puede representar en variables de estado como:

x = [x1 x2]
T = [q1 q̇1]

T ; (3.11)

f =

[
f1
f2

]
=

d
dt

[
x1
x2

]
=

[
x2
u−G
M

]
; (3.12)

en donde M = m1l
2
c1 + I1 y G = m1glc1cos(x1). Por lo tanto el hamiltoniano se

transforma en:

H = λ1x2 +λ2

(u −G
M

)
− u2

2
. (3.13)

Nótese que conforme el ı́ndice de desempeño J sea menor, el rendimiento del
robot será mejor de acuerdo a la función costo seleccionada (Asgari y Nikoobin,
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2020). Por lo tanto utilizando el PMP, se definen las condiciones de optimalidad
de la siguiente manera:

ẋ1 =
∂H
∂λ1

= x2;

ẋ2 =
∂H
∂λ2

=
u −G
M

;

λ̇1 = −∂H
∂x1

= λ2

(
m1glc1sen(x1)

M

)
;

λ̇2 = −∂H
∂x2

= −λ1.

(3.14)

Enseguida maximizamos el hamiltoniano con respecto al control, es decir
cuando su derivada con respecto al control, se anula:

∂H
∂u

= 0 =
λ2

M
−u ∴ → u =

λ2

M
. (3.15)

Sustituimos la entrada de control (3.15) en las ecuaciones (3.14) para elimi-
nar u y dejarlas en función de las variables de estado x y co-estados λ:

ẋ1 =
∂H
∂λ1

= x2;

ẋ2 =
∂H
∂λ2

= − λ2

M2 −
m1glc1cos(x1)

M
;

λ̇1 =
∂H
∂x1

= λ2

(
m1glc1sen(x1)

M

)
;

λ̇2 =
∂H
∂x2

= −λ1.

(3.16)

Finalmente se resuelve el sistema de ecuaciones de primer orden, sujetas a las
siguientes condiciones de frontera:

x1(a) = α, x1(b) = β, x2(a) = 0, x2(b) = 0, (3.17)

en donde las constantes a y b son los tiempos de inicio y final del movimiento
deseado, α y β representan el valor de la posición angular al inicio y final del
movimiento con velocidad nula en ambos casos.

De acuerdo al análisis anterior y a la obtención de las ecuaciones (3.16) se
llevó a cabo la siguiente simulación de trayectoria con los valores estipulados en
la Tabla (3.2). Si graficamos la solución numérica de x1 y x2 (como en la Figura
3.2), se observa que si cumple con las condiciones de frontera de la Tabla (3.2).
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VARIABLES VALOR UNIDAD

m1 2.4 kg
g 9.81 ms−2

lc1 0.4 m

I1 1 kgm2

a 0 s

b 2.672 s

α 0 rad

β 0.8 rad

Tabla 3.2: Datos del robot manipulador de 1 GDL
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(b) Velocidad del manipulador

Figura 3.2: Solución numérica del control óptimo de un manipulador robótico
de 1 GDL.

El PMP establece la trayectoria óptima, los co-estados y la entrada de con-
trol óptima u que minimizan la ecuación (3.13) para las condiciones iniciales y
finales (como en la Figura 3.3).

La entrada de control u óptima que minimiza la ecuación (3.9) evoluciona
según se muestra en la Figura 3.4.

Como el objetivo es minimizar el consumo del par en la articulación, pode-
mos cuantificar la raı́z del promedio cuadrático de los pares durante la trayecto-
ria según la expresión

urms =

√∫ b

a

u2

b
dt. (3.18)
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Figura 3.3: Solución numérica (λ1,λ2).
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Figura 3.4: Entrada de control u óptima.

Utilizaremos las siglas en inglés RMS (root mean square) para referirnos a la
media cuadrática para una colección de N valores.

El valor del ı́ndice de desempeño (3.9) y del par RMS (3.18), con este método
son:

J = 3.08984, urms = 2.31275Nm (3.19)

3.1.2 Desarrollo y aplicación del RLC

En esta sección exploramos el método RLC que es muy usado para el con-
trol óptimo de sistemas robóticos (Kumar et al., 2017). Es importante entender
que una comparación directa con la metodologı́a anteriormente expuesta no es
realmente posible. En efecto, con el método de control RLC no es directamente
posible especificar el tiempo de trayectoria, esto por razones inherentes al méto-
do RLC. Sin embargo, la idea de esta sección es precisamente de recalcar estas
pequeñas diferencias.
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En términos de control diremos que un control es óptimo si minimiza una
función costo en la que se manifiesta un compromiso entre diversas especifica-
ciones y restricciones (Khamseh y Janabi-Sharifi, 2017; Kumar et al., 2017; Najafi
et al., 2014). En este caso y al igual que en el PMP se busca minimizar el ı́ndice
de desempeño en

J =

∫ ∞
0

γdt→ J =

∫ ∞
0

(xTQx+ uTRu)dt, (3.20)

donde Q y R son matrices reales simétricas, constantes y definidas positivas.En
donde Q actúa como el factor de ponderación de los estados del sistema y R es
el factor de ponderación de la variable de control u. La función costo de este
ı́ndice de desempeño también es una cantidad escalar cuadrática.

El control esta sujeto a:

ẋ = Ax+Bu, y = Cx+Du. (3.21)

Hay que tomar en cuenta que la u de control de este método utiliza la retro-
alimentación de estados para ir regulando el sistema hasta llevarlo al punto de
equilibrio:

uP E = −R−1BT P x = −kx; (3.22)

k = R−1BT P ; (3.23)

donde P es una matriz simétrica definida positiva y además es la solución de la
Ecuación Algebraica de Riccati (EAR):

−AT P − PA−Q+ P BR−1BT P = 0 (3.24)

Este controlador es una de las herramientas más prácticas del control moderno
lineal.

La finalidad del método es aplicar el control RLC a un manipulador de 1
GDL en el cual además de ser no lineal, se busca manipular las condiciones
de frontera como en el control PMP. Por lo tanto, usaremos (3.11) y (3.12) para
linealizar el jacobiano respecto al punto de operación al que se desea llegar:

A=


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

... ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

... ∂f2
∂xn

... ... ... ...
∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

... ∂fn
∂xn

 (3.25)
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B=


∂f1
∂u1

∂f1
∂u2

... ∂f1
∂um

∂f2
∂u1

∂f2
∂u2

... ∂f2
∂um

... ... ... ...
∂fn
∂u1

∂fn
∂u2

... ∂fn
∂um

 (3.26)

Obteniendo las matrices A y B se resuelve (3.24), para calcular una variación
(3.22).

Tenemos:
ẋ = f (x,u) y = h(x,u), (3.27)

y sabemos que podemos estabilizar el punto de equilibrio o de operación del
sistema no lineal mediante su linealización alrededor del punto de equilibrio u
operación. Es decir, si:

Z = x − x∗ = x − xss,

T = u −u∗ = u −uss,

W = y − h(x∗,u∗) = y − h(xss,uss).

(3.28)

De forma similar que para los casos lineales, empleamos una ley de control
lineal (RLC) para obtener:

T ∗ = −kZ⇒ Ż = (A−Bk)Z Sea asintótica estable de f orma global.
(3.29)

Debemos tomar en cuenta que este controlador se encuentra en las coordena-
das linealizadas, por lo que es necesario regresarlo al sistema original. Si trans-
formamos la ecuación (3.29) utilizando las ecuaciones (3.28) surge el siguiente
sistema de control:

u −uss = −k(x − xss) ∴ → u = −k(x − xxss) + uss, (3.30)

en donde uss es el valor inicial del control que surge de igualar f1 y f2 a las
condiciones iniciales del sistema y resolviendo para u.

De acuerdo al ı́ndice de desempeño (3.20) y a los datos anteriores (ver Tabla
3.2), se realiza el espacio de estados para (3.8):

x = [x1 x2]
T = [q1 q̇1]

T

f =

[
f1
f2

]
=

d
dt

[
x1
x2

]
=

[
x2
u−G
M

]
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Con el cual calculamos las matrices (3.25) y (3.26):

A=

[
0 1

4.8116 0

]
,

B=

[
0

0.7225

]
.

Resolvemos la ecuación (3.24) para obtener la matriz P :

P =

[
61.5359 1.3932
1.3932 0.0852

]
.

Se seleccionan las matrices Q y R de ponderación arbitrariamente:

Q =

[
0.01 0

0 0.001

]
,

R=
[
0.001

]
.

Resolviendo ahora la ecuación (3.24) se obtiene la ganancia de retroalimen-
tación.

k = [k1 k2] = [14.0312 6.3118]

Después calculamos uss:
uss = 6.6592

Si graficamos la solución numérica de x1 y x2 (como en la Figura 3.5), se
observa que cumple con las condiciones de frontera de la Tabla 3.2 que se le
plantean al robot.

(a) Posición del manipulador (b) Velocidad del manipulador

Figura 3.5: Solución numérica (x1,x2).

La entrada de control u óptima para este método se describe de la siguiente
manera (como en la Figura 3.6).
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Figura 3.6: Entrada de control u óptima.

El consumo par RMS que resulta de este método viene dado por el siguiente
valor

urms = 6.4999Nm,

que es mas de 2 veces mayor que el resultado obtenido con la aplicación del PMP
y ECC.

3.1.3 Desarrollo y aplicación de las ECC

Este método fue presentado en Rojas-Quintero et al. (2021b); Dubois et al.
(2015) y por lo tanto dirigimos al lector (ver sección 2.7) para ver los detalles de
esta metodologı́a. El método es similar al PMP, sin embargo en lugar de obtener
un sistema de 4n EDO del primer orden, se obtiene un sistema de 2n EDO del
segundo orden que son no-lineales en el caso de robots manipuladores con ar-
ticulaciones rotacionales. Una de las ideas centrales de este método es obtener
EDO con una estructura Riemanniana (ver mas acerca de este tema en el anexo
C). Esto se logra inyectando una métrica Riemanniana (en este caso el tensor de
masas del sistema) dentro de la función costo seleccionada. El ı́ndice de desem-
peño es el mismo que en (3.9), pero en donde la función costo es en este caso.

γ =
u2

2M
. (3.31)

Notemos que en este caso, γ sigue siendo convexa de tal manera que J sigue
siendo razonablemente minimizable. Utilizando la ecuación

 Mij
d̂q̇j

dt +∇iV = ui
d̂

2
ui

dt2 +Rk
jil q̇

j q̇luk +∇i∇lVul = 0
(3.32)
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de Rojas-Quintero et al. (2021a), obtenemos el siguiente sistema de 2 EDO no-
lineales del segundo orden que rigen el control óptimo de este sistema:

M(ẋ2 +ω2sen(x1)) = 0

ü+ω2sen(x1)u = 0
(3.33)

En donde M = m1l
2
c1 + I1 y ω =

√
m1glc1
M , con esto tendremos 2 ecuaciones de

segundo orden, para resolver directamente x1 y u con los mismos datos de la
simulación anterior (ver Tabla 3.2).

Por lo tanto, si graficamos la solución numérica de x1 y x2 (como en la Figura
3.7), se observa que cumple con las condiciones de frontera que se le plantean
al robot. Además vemos que se obtienen los mismos resultados que con el PMP.
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Figura 3.7: Solución numérica del control óptimo de un manipulador robótico
de 1 GDL.

La entrada de control u óptima para este método se describe de la siguiente
manera (como en la Figura 3.8). De nueva cuenta se busca minimizar el par RMS
que está dado por la siguiente ecuación:

urms =

√∫ b

a

u2

b
dt (3.34)

Los valores de ı́ndice de desempeño (3.9) y de par RMS (3.34), con este méto-
do son:

J = 2.31188, urms = 2.31275Nm. (3.35)

Sin olvidar que las soluciones obtenidas con el PMP y con las ECC son las
mismas y menores que con el método RLC. En Rojas-Quintero et al. (2022a) pre-
sentan una formulación de Riemman del Principio del Máximo de Pontryaguin
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Figura 3.8: Entrada de control u óptima.

donde al considerar la función costo como una función del parámetro de confi-
guración y aplicando la EEL, obtienen como resultado una ecuación para el par
óptimo, que es una ecuación covariante de segundo orden.

Después aplican el PMP, y demuestran que los co-estados resultantes son
de hecho una representación de primer orden de una ecuación covariante de
segundo orden, por tal motivo existe una equivalencia entre la aplicación de las
ecuaciones de EEL y el PMP.

3.2 Robot manipulador de dos grados de libertad

Considérese el brazo mecánico de 2 GDL (como en la Figura 3.9), el robot
manipulador está formado por 2 eslabones rı́gidos de longitudes L1 y L2 y masas
m1 y m2 respectivamente. Las articulaciones de los eslabones son rotacionales.

El vector de coordenadas generalizadas q(t) se define como:

q(t) = [q1(t) q2(t)]
T (3.36)

La energı́a cinética K(q, q̇) para este robot manipulador puede descomponerse
en la suma de dos partes: K(q, q̇) = K1(q, q̇) +K2(q, q̇) donde K1(q, q̇) y K2(q, q̇)
que son las energı́as cinéticas respectivas de cada eslabón.

Las coordenadas del centro de masa del primer eslabón están expresadas en
el plano x − y por: 

xc1 = lc1cos(q1)

yc1 = lc1sen(q1).
(3.37)

El vector de velocidad v1 del centro de masa resulta ser:

v1 =

[
ẋc1
ẏc1

]
=

[
−lc1sen(q1)q̇1
lc1cos(q1)q̇1

]
. (3.38)
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Figura 3.9: Manipulador de 2 GDL.

Por lo tanto, la velocidad al cuadrado vT1 v1 del centro de masa resulta ser:

vT1 v1 = l2c1q̇
2
1. (3.39)

Finalmente, la energı́a cinética del movimiento del eslabón 1 se expresa co-
mo:

K1(q, q̇) =
1
2
m1v

T
1 v1 +

1
2
I1q̇

2
1 =

1
2
m1l

2
c1q̇

2
1 +

1
2
I1q̇

2
1. (3.40)

Las coordenadas del centro de masa del eslabón 2 expresadas en el plano
x − y son:


xc2 = L1cos(q1) + lc2cos(q1 + q2)

yc2 = L1sen(q1) + lc2sen(q1 + q2).
(3.41)

El vector de velocidad v2 del centro de masa resulta ser:

v2 =

[
ẋc2
ẏc2

]
=

[
−L1sen(q1)q̇1 − lc2sen(q1 + q2)[q̇1 + q̇2]

L1cos(q1)q̇1 + lc2cos(q1 + q2)[q̇1 + q̇2]

]
. (3.42)
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Empleando las siguientes identidades trigonométricas cos2(θ)+sen2(θ) = 1
y sen(q1)sen(q1 + q2) + cos(q1)cos(q1 + q2) = cos(q2) se obtiene la velocidad al
cuadrado vT2 v2 del centro de masa:

vT2 v2 = L2
1q̇

2
1 + l2c2[q̇

2
1 + 2q̇1q̇2 + q̇2

2] + 2L1lc2[q̇
2
1 + q̇1q̇2]cos(q2). (3.43)

de donde:
K2(q, q̇) =

1
2
m2v

T
2 v2 +

1
2
I2[q̇1 + q̇2]

2, (3.44)

que al desarrollar, lleva a

K2(q, q̇) =
m2

2
L2

1q̇
2
1 +

m2

2
l2c2[q̇

2
1 + 2q̇1q̇2 + q̇2

2]

+m2L1lc2[q̇
2
1 + q̇1q̇2]cos(q2) +

1
2
I2[q̇1 + q̇2]

2.

La energı́a potencial puede descomponerse como la suma de 2 partes:
V (q) = V1(q)+V2(q) donde V1(q) y V2(q) son las energı́as potenciales respecti-
vas de cada masa. Se tiene entonces que:

V1(q) = m1glc1sen(q1)

V2(q) = m2g[L1sen(q1) + lc2sen(q1 + q2)].
(3.45)

A partir de las ecuaciones de energı́a cinética y de energı́a potencial puede obte-
nerse el lagrangiano del sistema:

L(q, q̇) = K1(q, q̇) +K2(q, q̇)−V1(q)−V2(q). (3.46)

De esta última ecuación pueden obtenerse las siguientes expresiones:

∂L
∂q̇1

= [m1l
2
c1 +m2L

2
1]q̇1 +m2l

2
c2q̇1 +m2l

2
c2q̇2 + 2m2L1lc2cos(q2)q̇1

+m2L1lc2cos(q2)q̇2 + I1q̇1 + I2[q̇1 + q̇2],

d
dt

{
∂L
∂q̇1

}
= [m1l

2
c1+m2L

2
1+m2l

2
c2+2m2L1lc2cos(q2)]q̈1+[m2l

2
c2+m2L1lc2cos(q2)]q̈2

− 2m2L1lc2sen(q2)q̈1q̈2 −m2L1lc2sen(q2)q̇
2
2 + I1q̈1 + I2[q̈1 + q̈2],

∂L
∂q1

= −[m1lc1 +m2L1]gcos(q1)−m2glc2cos(q1 + q2),
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∂L
∂q̇2

=m2l
2
c2q̇1 +m2l

2
c2q̇2 +m2L1lc2cos(q2)q̇1 + I2[q̇1 + q̇2],

d
dt

{
∂L
∂q̇2

}
=m2l

2
c2q̈1 +m2l

2
c2q̈2 +m2L2lc2cos(q2)q̈1 −m2L1lc2sen(q2)q̇1q̇2

+ I2[q̈1 + q̈2],

∂L
∂q2

= −m2L1lc2sen(q2)[q̇1q̇2 + q̇2
1]−m2glc2sen(q1 + q2).

Las ecuaciones de Lagrange (2.66) correspondientes son:

u1 = [m1lc22 +m2L
2
1 +m2l

2
c2 + 2m2L1lc2cos(q2) + I1 + I2]q̈1

+ [m2l
2
c2 +m2L1lc2cos(q2) + I2]q̈2 − 2m2L1lc2sen(q2)q̇1q̇2

−m2L1lc2sen(q2)q̇
2
2 + [m1lc1 +m2L1]gcos(q1) +m2glc2cos(q1 + q2), (3.47)

u2 = [m2l
2
c2 +m2L1lc2cos(q2) + I2]q̈1 + [m2l

2
c2 + I2]q̈2 +m2L1lc2sen(q2)q̇

2
1

+m2glc2cos(q1 + q2). (3.48)

Donde u1 y u2 corresponden el par aplicado en cada una de las articulacio-
nes.

3.2.1 Aplicación del PMP

En la Figura 3.9 se muestra un esquema cinemático del manipulador robóti-
co de 2 grados de libertad. Los parámetros para este robot se presentan en Reyes
y Kelly (2001), pero aún adoptamos la nomenclatura de la Tabla 3.1.

Para la siguiente simulación se tomarán las siguientes condiciones de fronte-
ra, con T = 2s. 

q(0) = (x1(0),x3(0)) = (0,0) rad
q̇(0) = (x2(0),x4(0)) = (0,0) rads−1

q(T ) = (x1(T ),x3(T )) = (0.8,1.0) rad
q̇(T ) = (x2(T ),x4(T )) = (0,0) rads−1.

(3.49)
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Figura 3.10: Solución numérica del control óptimo de un manipulador robótico
de 2 GDL.

Por lo tanto, si graficamos la solución numérica de x1 a x4 (como en la Figura
3.10), se observa que cumplen con las condiciones que se le plantean al robot.

Las entradas de control ui óptimas para este método se describen de la si-
guiente manera (como en la Figura 3.11).
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Figura 3.11: Entradas de control u1 y u2.

Los valores del ı́ndice desempeño (3.9) y del par RMS (3.34) son en este caso
de:

38



3.2 robot manipulador de dos grados de libertad

J = 0.336956, urms = 0.580479Nm (3.50)

3.2.2 Aplicación del RLC

Al igual que en la sección (3.1.2) en esta sección exploramos el método RLC
que es muy usado para el control óptimo de sistemas robóticos (Kumar et al.,
2017). Recordemos que una comparación directa con la metodologı́a anterior-
mente expuesta no es realmente posible. En efecto, con el método de control
RLC no es directamente posible especificar el tiempo de trayectoria, esto por
razones inherentes al método RLC. Sin embargo, la idea de esta sección es preci-
samente de recalcar estas pequeñas diferencias.

Cabe recalcar que para este caso de estudio las condiciones iniciales y finales
del robot son las siguientes.

q(0) = (x1(0),x3(0)) = (0.8,1.0) rad
q̇(0) = (x2(0),x4(0)) = (0,0) rads−1

q(∞) = (x1(∞),x3(∞)) = (0,0) rad
q̇(∞) = (x2(∞),x4(∞)) = (0,0) rads−1.

(3.51)

Por lo tanto, si graficamos la solución numérica de x1 a x4 (como en la Figura
3.12), se observa que parte de posiciones iniciales diferentes a 0rad para ambas
articulaciones a velocidad inicial de 0rads−1 y llegan ala posición final de 0rad
a velocidad nula.

Recordando que una comparación directa entre metodologı́as vistas en esta
sección no es posible por la naturaleza de las mismas, pero se logró llevar el
sistema de una posición inicial fuera del origen a 0rad como posición final.

3.2.3 Aplicación de las ECC

De nueva a cuenta se tomará como referencia la metodologı́a de Dubois et al.
(2015) aplicada en el robot manipulador (como en la Figura 3.9), además se
seguirán respetando las condiciones de frontera de la ecuación (4.5) con T = 2.

Por lo tanto, si graficamos la solución numérica de x1 a x4 (como en la Figura
3.13), se observa que cumple con las condiciones que se le plantean al robot.

Hay que tener en cuenta que el par de trayectorias utilizando esta metodo-
logı́a tienen una evolución más suave que utilizando el PMP, pero el tiempo de
cálculo para cada una de las soluciones se incrementa ası́ que cada método tiene
sus ventajas o desventajas según la tarea que se le destinará al robot manipula-
dor. El aumento en el tiempo de cálculo con respecto al PMP se podrı́a explicar
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(a) Posición de la articulación 1 (b) Velocidad de la articulación 1

(c) Posición de la articulación 2 (d) Velocidad de la articulación 2

Figura 3.12: Solución numérica del control óptimo de un manipulador robótico
de 2 GDL.

por el hecho de que las ECC son del segundo orden mientras que con el PMP las
ecuaciones son del primer orden.

Los valores de ı́ndice desempeño (3.9) y de par RMS (3.34) en este caso de:

J = 17.4868, urms = 0.580479Nm. (3.52)
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Figura 3.13: Solución numérica del control óptimo de un manipulador robótico
de 2 GDL.
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4

Comparación numérica de funciones costo utilizando el PMP

Uno de los enfoques tradicionales del control óptimo, implica la optimiza-
ción de la trayectoria óptima que conduce a la aplicación del Principio Máximo
de Pontryagin (PMP). Esto requiere resolver un sistema acoplado de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO) que gobiernan las variables de estado y conju-
gadas (Pontryagin et al., 1962). Estamos interesados en desarrollar una meto-
dologı́a de control óptima basada en PMP. En esta metodologı́a, el objetivo es
minimizar (o maximizar) una función integral que se considera un ı́ndice de
rendimiento (PI) (también comúnmente llamado función objetivo) (Mesterton-
Gibbons, 2009; Liberzon, 2012). El PI funcional es la integral de una función
costo elegida apropiadamente que luego compone un hamiltoniano. La aplica-
ción del PMP a este hamiltoniano óptimo conduce a un sistema de EDO para las
variables de estado y control. Por lo tanto, para el control de robots, la elección
del hamiltoniano es una parte crı́tica de este proceso. En este trabajo, estudiamos
el impacto numérico de dos funciones costo en el control óptimo de manipulado-
res robóticos usando PMP. Tomamos una función costo que se usa comúnmente
en la literatura y la comparamos con una que proponemos como mejor alternati-
va. Las simulaciones numéricas realizadas en el manipulador robótico de 2 GDL
(como en el Anexo B) muestran cómo nuestra función costo propuesta mejora la
robustez numérica y además reduce el tiempo de cálculo requerido.

Tradicionalmente, el principal enfoque del control óptimo es optimizar la
trayectoria que resulta de aplicar el Principio Máximo de Pontryaguin. Requiere
dar solución a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que gobiernan
el control y variables de estado (Pontryagin et al., 1962). Durante el desarrollo
del artı́culo “Comparing cost functions for the optimal control of robotic ma-
nipulators using Pontryagin’s Maximum Principle” (Ramı́rez-de Ávila et al.,
2021) nos interesaba comparar dos funciones costo, una utilizada en la literatu-
ra y una donde incrustamos el tensor de masa en la función costo para obtener
mayor robustez numérica con respecto a los cambios en el tiempo, al momento
de resolver las ecuaciones que rigen el movimiento óptimo del robot.
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4.1 Índice de desempeño y función costo

Deseamos llevar el sistema robótico articulado de un estado de posiciones
y velocidades iniciales (q(0), q̇(0)) a un estado final (q(T ), q̇(T )) en un tiempo
prescrito T . Las magnitudes del par requeridas para lograr esto, se pueden res-
tringir minimizando una función integral del tipo:

J(u) =
∫ T

0
γ(u)dt. (4.1)

donde u es el vector par de torsión del robot que para el estudio se consideran co-
mo las variables de control de nuestro sistema. La función integral (4.1), donde
γ es la función costo seleccionada, de tal manera que (4.1) pueda ser razonable-
mente minimizada, que en nuestro caso dependerá de los pares de torsión del
robot manipulador u.

Durante el estudio de la literatura notamos que cuando se busca minimizar
las intensidades de par γ normalmente se elige como:

γA =
1
2

uTAu, (4.2)

donde A es una matriz de ponderación de coeficientes constantes y diagonal que
generalmente se toma como la identidad (Eriksson, 2007; Nikoobin y Moradi,
2011; Mirz et al., 2018; Asgari y Nikoobin, 2020; Vezvari et al., 2020). Realizamos
simulaciones usando esta función costo cuando A es la identidad.

Para la propuesta tomamos como base a (Dubois et al., 2015; Rojas-Quintero
et al., 2021a) y se propone el uso de la siguiente función costo

γM =
1
2

uTM−1(q)u. (4.3)

4.2 Control óptimo de un manipulador robótico de 2 GDL

Sabemos que para todo robot de n GDL para el cual n > 1, el tensor de masas
M = M(q) dependerá de la configuración del sistema, por lo tanto impactará
en el control óptimo del mismo. Para las siguientes simulaciones tomamos las
siguientes condiciones de frontera;

q(0) = (x1(0),x3(0)) = (0,0) rad
q̇(0) = (x2(0),x4(0)) = (0,0) rads−1

q(T ) = (x1(T ),x3(T )) = (0.8,1.0) rad
q̇(T ) = (x2(T ),x4(T )) = (0,0) rads−1.

(4.4)
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En la Figura 4.1 se muestran tres conjuntos de curvas de valores promedios
para el par, potencia y el tiempo de cálculo de la CPU necesarios para obtener
una solución para los valores de tiempo prescrito T .

Como podemos observar hay huecos en las gráficas lo que nos indica que
nuestro solucionador no pudo encontrar una solución que respete las condicio-
nes de frontera que antes estipulamos, esto se debe a la rigidez de las ecuaciones
diferenciales (sobre este concepto de rigidez ver Anexo D).

Algo que recalcar es que para γM el solucionador si encuentra solución para
cada uno de los tiempos prescritos T , lo que nos indica una robustez numérica
(sobre este concepto de robustez numérica ver Anexo D) en cuanto a calcular las
soluciones para cada tiempo. Otro punto a recalcar es que el tiempo de compu-
tación es menor con γM . A partir del segundo 2, los tiempos de cálculo se incre-
mentan demasiado, pero siempre obteniendo una solución, que a comparación
de γA, no es posible obtener para todos los tiempos.
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Figura 4.1: Control óptimo (pares): Posiciones articulares y pares.

La Figura 4.2 nos muestra las trayectorias para diferentes tiempos prescritos,
el objetivo de esto es ver más claramente qué función costo nos ayuda a tener un
movimiento más suave en el robot.
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Figura 4.2: Solución numérica del control óptimo de un manipulador robótico
de 2 GDL.

Analizamos el impacto numérico de dos funciones costo en el solucionador
NDsolve de Wolfram Mathematica®. Observamos que para la primera función
costo γA que es usada generalmente en la literatura antes citada, se tiene la ven-
taja de provocar un menor consumo de par durante el movimiento óptimo del
sistema, sin embargo hace que las ecuaciones de control óptimas que gobiernan
el sistema sean rı́gidas. Mediante las gráficas antes planteadas, se observa la rigi-
dez hasta el punto de que las soluciones solo se pueden encontrar en un conjunto
limitado de intervalos de tiempo prescrito T . Además los lı́mites articulares de
los eslabones en la trayectoria son mas altos que con la otra función costo.

4.3 Motivación del análisis

En el primer acercamiento experimentando con el tensor de masas en las fun-
ciones costo seleccionadas, notamos que tienen propiedades interesantes tales
como aumento en la robustez numérica y amplitudes de movimiento menores.
Por lo tanto, las pruebas numéricas nos motivan a inyectar el tensor de masas en
las funciones costo ya existentes en la literatura.
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4.3 motivación del análisis

El objetivo principal es realizar un control óptimo en manipuladores obser-
vando los lı́mites articulares. En las anteriores pruebas numéricas tuvimos un
acercamiento muy aceptable por lo tanto restringiremos el resto de nuestras
pruebas a los casos en los que la función costo depende de los pares de torsión y
de las velocidades del robot.

Conociendo estos parámetros hemos tomado dos funciones costo utilizadas
en la literatura. En cada una de ellas inyectamos el tensor de masas con la hipóte-
sis de obtener mayor robustez numérica y disminución en los lı́mites articulares.

criterio función costo γi

Par
(Kaphle y Eriksson, 2008; Eriksson y Nordmark, 2010)
(Ghasemi et al., 2012; Eriksson, 2007)
(Nikoobin y Moradi, 2011; Mirz et al., 2018)

Asgari y Nikoobin (2020); Vezvari et al. (2020) γ1 =
1
2

uTu

Par + Velocidad articular

(Kaphle y Eriksson, 2008; Eriksson y Nordmark, 2010) γ2 =
1
2

(
uTu+ q̇Tq̇

)
Par

(Dubois et al., 2015; Rojas-Quintero et al., 2021a,b) γ3 =
1
2

uTM−1(q)u

Par + Velocidad articular (proposición nueva) γ4 =
1
2

(
uTM−1(q)u+ q̇TM(q)q̇

)
Tabla 4.1: Funciones costo evaluadas. γ1, γ2 y γ3 están presentes en la literatura;
γ3 y γ4 presentan el tensor de masa y se proponen como alternativas a γ1 y γ2,
respectivamente.

La Tabla 4.1 presenta una descripción de las cuatro diferentes funciones cos-
to con las que realizamos pruebas numéricas para comparar cuatro aspectos:

Robustez numérica para calcular los controladores óptimos con tiempos
crecientes prescritos T .

Consumo de par y de potencia de la articulación del robot;

Tiempos de cálculo para resolver el sistema de EDO no lineales;

Amplitud de movimiento en la articulación;
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4.4 Comparación de 4 funciones costo aplicando el PMP a un manipula-

dor de 2 GDL

Para las siguientes pruebas numéricas evaluamos el impacto de cada función
costo γi de la Tabla 4.1 en el control óptimo de un manipulador de 2 GDL.

Seguimos una metodologı́a especı́fica que garantiza que todas las pruebas se
realicen en igualdad de condiciones. La cual se detalla en los siguientes pasos.

Para las siguientes simulaciones tomamos las siguientes condiciones de fron-
tera; 

q(0) = (x1(0),x3(0)) = (0,0) rad
q̇(0) = (x2(0),x4(0)) = (0,0) rads−1

q(T ) = (x1(T ),x3(T )) = (0.8,1.0) rad
q̇(T ) = (x2(T ),x4(T )) = (0,0) rads−1.

(4.5)

En la Figura 4.3 se muestran los resultados de las pruebas numéricas para el
par RMS, potencia RMS y tiempo de cálculo de la CPU. Cada una de estas gráfi-
cas se traza contra el tiempo de trayectoria prescrito T el cual hemos limitado
hasta 10 s. En primer lugar podemos observar que no todas las curvas alcanzan
el valor de T = 10s, esto se debe a que solo con γ4 el solucionador NDsolve de
Wolfram Mathematica® nos arroja un resultado al sistema de EDO no lineales.
Además si tomamos el caso de γ2 observamos los huecos del análisis anterior
que se deben a problemas numéricos que surgen en el control óptimo de siste-
mas dinámicos como la rigidez (Grancharova y Johansen, 2005).

La evaluación que tuvimos para cada función costo nos indica una mayor
robustez numérica con γ3 y γ4 con respecto a los valores crecientes de T .

En la Figura 4.4 se muestran las posiciones y pares para cuatro trayectorias
diferentes en cuatro diferentes tiempos prescritos T (0.7 s, 2.4 s, 4.9 s y 10 s) para
las cuatro funciones costo diferentes. Cabe recalcar que cada uno de los valores
elegidos para T corresponde al valor máximo para el cual el solucionador ND-
solve de Wolfram Mathematica® pudo determinar una solución usando cada
función costo γi . Por lo tanto, solo una trayectoria corresponde a γ2 (lı́nea roja
punteada); dos trayectorias corresponden a γ1 (lı́nea gris); tres de ellos corres-
ponden a γ3 (lı́nea azul discontinua); cuatro de ellos corresponden a γ4 (lı́nea
negra).

Se puede apreciar una tendencia a medida que incrementa el valor de T , el
comportamiento es similar con cada función costo. Las posiciones articulares
tienden a oscilar cuando el robot se acerca a la posición que indicamos previa-
mente en las condiciones de frontera, para los pares del robot sucede algo similar
oscila en torno a cero para minimizar el consumo de par.
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Figura 4.3: Control óptimo (Velocidades, pares): Par RMS, Potencia RMS, Tiem-
po de CPU.
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Figura 4.4: Control óptimo (Velocidades, pares): posiciones articulares y pares.
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Esta comparación podrı́a llamarse injusta ya que las funciones costo tienen
criterios diferentes que las caracterizan a cada una de ellas, por lo tanto po-
demos comparar las que más se parecen entre ellas. Por ejemplo el criterio de
torsión caracteriza dos de ellas (γ1 y γ3), un criterio de torsión + velocidad arti-
cular caracteriza a γ2 y γ4. Siguiendo la lógica anterior la Figura 4.5 muestra la
confrontación de las posiciones articulares de la trayectoria de estos dos pares
de funciones costo más a detalle. Como punto a destacar podemos observar una
reducción en la amplitud de movimiento articular en las articulaciones, que con-
venientemente para nuestro estudio se presentan en las funciones costo donde
está inyectado el tensor de masas y esto evidencia que su presencia dentro de la
función tiene un efecto favorecedor con respecto a la amplitud de movimiento
del sistema robótico.
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Figura 4.5: Control óptimo (Velocidades, Pares): enfrentando γ1 contra γ3 y γ2
contra γ4.

En la Figura 4.5 podemos observar los movimiento más óptimos en cuanto
a lı́mites articulares, pero hay que tomar en cuenta que estamos optimizando
dos factores, el par y la velocidad. Por lo tanto el valor del par no es el mı́nimo
que podrı́a obtenerse con alguna otra función costo. Aseguramos un control más
adecuado ya que normalmente los manipuladores tienen una área de trabajo y
usando la función costo que minimiza los pares se presentaban movimientos
más erráticos que podrı́an causar una colisión en el plano del movimiento.
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4.5 pequeña prueba de función costo con criterio de aceleración

4.5 Pequeña prueba de función costo con criterio de aceleración

En una amplia búsqueda por encontrar la mejor función costo para dismi-
nuir los lı́mites articulares nos encontramos con una ya utilizada en la literatu-
ra:

γ5 =
1
2

(
q̈Tq̈

)
, (4.6)

en la cual la variable de control serı́a la aceleración angular, y el criterio serı́a
una minimización de la aceleración angular. El usar las aceleraciones dentro del
ı́ndice de desempeño no es tan común ya que normalmente se trata de minimizar
los costos de operación para generar el movimiento y con esta función simple-
mente no se obtienen esos resultados (Flash y Hogan, 1985). Algunos detalles
significativos que arroja esta función costo son:

Mayor robustez numérica

Tiempos de computación menores

Hay que tener en cuenta que son ventajas que tiene sobre otras funciones
costo pero la utilidad es diferente. Nos encontramos con una función costo que
genera una trayectoria directa sin usar la propia dinámica del manipulador,
además obtiene mayores tiempos de trayectoria lo cual indica que las ecuaciones
de control y variables de estado tienen una mayor robustez numérica.

En la Figura 4.6 se muestran los resultados de las pruebas numéricas para el
par RMS, potencia RMS y tiempo de cálculo. Teniendo como punto positivo los
tiempos de cálculo tan bajos a comparación de las demás funciones costo.

La Figura 4.7 muestra el movimiento de cada articulación en diferente tiem-
pos prescritos T y además se observa que cumple con las condiciones de fronte-
ra.
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Figura 4.6: Control óptimo (Aceleraciones): Par RMS, Potencia RMS, Tiempo de
la CPU.
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Figura 4.7: Control óptimo (Velocidades, Pares): posiciones articulares y pares.
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5
Conclusiones

Se lograron realizar simulaciones de movimiento óptimo controlado en un
robot manipulador de 1 y 2 GDL, obteniendo resultados interesantes. Se com-
pararon funciones costo utilizadas en la literatura con las funciones costo pro-
puestas que integran en su estructura el tensor de masas M(q) del sistema, a
partir de las ya citadas funciones. Se utilizó el programa NDsolve de Wolfram
Mathematica® para realizar las pruebas numéricas.

Los resultados analizados arrojaron que las funciones costo con el tensor de
masas M(q) tienen una mayor robustez numérica en cuanto a tratar de resolver
las ecuaciones de control y variables de estado.

En el marco del Principio del Maximo de Pontryagin, esta tesis también tuvo
como resultado el artı́culo “Evaluation of invariant cost functions for the op-
timal control of robotic manipulators” (Morales-López et al., 2021) donde se
analizaron los beneficios de utilizar una función costo invariante que presenta el
tensor de masa del sistema. Funciones costo que son comúnmente utilizadas en
la literatura especializada fueron modificadas insertando el tensor de masa del
sistema, de tal forma que se vuelven invariantes ante un cambio de coordenadas.
Después se llevaron a cabo simulaciones de movimiento óptimas y analizamos
su impacto en: (a) un solucionador comercial ODE y (b) el movimiento del robot.

Empleando las funciones costo de la literatura más utilizadas, se llega a un
menor consumo de par. Sin embargo existen mayores beneficios al usar nues-
tras funciones costo invariantes propuestas. Estos representan un medio para
obtener sistemáticamente los siguiente beneficios:

menores tiempos de cálculo de la CPU ;

mayor robustez numérica con respecto al tiempo de trayectoria prescrito;

reducción de amplitud de movimiento.

Estos beneficios son una consecuencia de haber elegido funciones costo con
una estructura invariante, que se logró tras construirlas con el tensor de masa
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conclusiones

del sistema, que es considerado como una métrica Riemanniana. En general, este
trabajo contribuye a proporcionar evidencia de que el tensor de masa simplifica
el proceso de solución del sistema de EDOs del control óptimo otorgando una
mayor robustez numérica; además cabe destacar que se han considerado lı́mites
articulares.
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Dubois, F., Fortuné, D., Rojas Quintero, J. A., y Vallée, C. (2015) . Pontryagin
calculus in riemannian geometry. In Nielsen, F. y Barbaresco, F., editors,
Geometric Science of Information, pages 541–549, Cham. Springer Interna-
tional Publishing.

Eriksson, A. (2007) . Temporal finite elements for target control dynamics of
mechanisms. Computers & Structures, 85(17):1399–1408. Computational
Structures Technology.

Eriksson, A. y Nordmark, A. (2010) . Temporal finite element formulation of
optimal control in mechanisms. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, 199(25):1783–1792.

55



BIBLIOGRAFı́A

Flash, T. y Hogan, N. (1985) . The coordination of arm movements: an experi-
mentally confirmed mathematical model. In The Journal of neuroscience : the
official journal of the Society for Neuroscience.

Galicki, M. (2017) . The planning of optimal motions of non-holonomic systems.
Nonlinear Dynamics, 90.

Geering, H. (2007) . Optimal Control with Engineering Applications.

Geering, H., Guzzella, L., Hepner, S., y Onder, C. (1986) . Time-optimal mo-
tions of robots in assembly tasks. IEEE Transactions on Automatic Control,
31(6):512–518.

Ghasemi, M., Kashiri, N., y Dardel, M. (2012) . Time-optimal trajectory planning
of robot manipulators in point-to-point motion using an indirect method.
Proceedings of the Institution of Mechanical Engineers, Part C: Journal of Me-
chanical Engineering Science, 226:473–484.

Grancharova, A. y Johansen, T. A. (2005) . Survey of Explicit Approaches to Cons-
trained Optimal Control, pages 47–97. Springer Berlin Heidelberg, Berlin,
Heidelberg.

Grinfeld, P. (2013) . Introduction to Tensor Analysis and the Calculus of Moving
Surfaces. Springer New York, New York, NY.

Gu, Y.-L. (1991) . Modeling and simplification for dynamic systems with testing
procedures and metric decomposition. In Conference Proceedings 1991 IEEE
International Conference on Systems, Man, and Cybernetics, pages 487–492
vol.1.

Hairer, E. y Wanner, G. (1999) . Stiff differential equations solved by radau
methods. Journal of Computational and Applied Mathematics, 111(1):93–111.

Hamill, P. (2013) . A Student’s Guide to Lagrangians and Hamiltonians. Student’s
Guides. Cambridge University Press.

Hao, Z. (2014) . Optimal trajectory generation via double generating functions
and application to biped robots.

Kaphle, M. y Eriksson, A. (2008) . Optimality in forward dynamics simulations.
Journal of biomechanics, 41(6):1213–21.

56



BIBLIOGRAFı́A
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nian formulation of pontryaginrsquo;s maximum principle for the optimal
control of robotic manipulators. Mathematics, 10(7).

Rojas-Quintero, J. A., Rojas-Estrada, J. A., Villalobos-Chin, J., Santibañez, V., y
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A
Control óptimo en el tiempo de un sistema lineal (Ejemplo):

Minimizar la funcional (A.1), que está sujeta a las siguientes condiciones:
ẏ = t2u, y(0) = 0 y y(1) = 1.

J [y] =

∫ 1

0
u2dt. (A.1)

1. Construimos el hamiltonianio de acuerdo a la ecuación (2.53):

H = u2 +λt2u. (A.2)

2. Aplicamos las condiciones del PMP al hamiltoniano:

∂H
∂y

= 0 = −λ̇ ∴ λ= C1. (A.3)

∂H
∂u

= 2u+λt2 = 0 ∴ u =
−C1t

2

2
. (A.4)

Ahora resolvemos la dinámica del sistema ẏ = t2u, sustituyendo u en ẏ:

ẏ =
−C1t

4

2
. (A.5)
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Integramos a ambos lados de la igualdad para calcular y:

y =
−C1t

5

10
+C2. (A.6)

Después usamos las condiciones del problema para calcular las constantes
C1 y C2:

C1 = −10, C2 = 0. (A.7)

Por lo tanto, teniendo los valores de las constantes calculamos u∗(t) ópti-
ma:

u∗(t) =
−(−10)t2

2
= 5t2. (A.8)
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B
Esquema cinemático y dinámico de un robot manipulador de 2 GDL

(a) Manipulador robótico de 2 GDL.

Figura B.1: Esquema cinemático del manipulador robótico utilizado: (a) Mani-
pulador robótico 2-GDL. Los parámetros (mi , Ii ,Lci ,Li ,qi) denotan respectiva-
mente i-avos: masa del eslabón; momento de inercia del eslabón; distancia del
centro de torsión al centro de masa; longitud del eslabón; parámetro de configu-
ración.

Para establecer el modelo dinámico, seguimos los procedimientos estándar
que se pueden encontrar en Kelly et al. (2005). El manipulador robótico se rige
por ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de movimiento de segundo
orden de la siguiente forma:

M(q)q̈+V(q, q̇) +G(q) = u, (B.1)
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esquema cinemático y dinámico de un robot manipulador de 2 gdl

En la Figura B.1(a) se muestra un esquema cinemático del manipulador
robótico de 2 GDL objetivo. Los parámetros de este robot se presentan en Reyes
y Kelly (2001). Para este manipulador, (B.1) conduce a dos ecuaciones de movi-
miento, u1 y u2, que describen cada articulación. Los términos de composición
de cada una de estas ecuaciones de movimiento vienen dados por

M11 = I1 + I2 +m1Lc1
2 +m2(Lc2

2 + L1
2 + 2L1Lc2 cos(q2));

M12 = I2 +m2Lc2
2 +m2L1Lc2 cos(q2);

M21 = I2 +m2Lc2
2 +m2L1Lc2 cos(q2);

M22 = I2 +m2Lc2
2;

V1 = −m2L1Lc2 sin(q2)(2q̇1q̇2 + q̇2
2);

V2 =m2L1Lc2 sin(q2)q̇1
2;

G1 = g(m1Lc1 +m2L1)sin(q1) +m2gLc2 sin(q1 + q2);

G2 =m2gLc2 sin(q1 + q2).

(B.2)
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C
Geometrı́a de Riemann

La geometrı́a Riemanniana es geometrı́a diferencial en donde la métrica de-
fine las operaciones básicas (Grinfeld, 2013, página 60).

Ejemplo: producto escalar

< u,v > en Geometrı́a Riemanniana → Mu.v

Por lo tanto, inyectando el tensor de masas M(q) en la estructura de nuestras
funciones costo y utilizando la lógica del producto escalar en geometrı́a Rieman-
niana.

< u,u > en Geometrı́a Riemanniana → M−1u2

< q̇, q̇ > en Geometrı́a Riemanniana → Mq̇2

Donde M fue identificado como la métrica Riemanniana para sistemas
robóticos por Park et al. (1995); Gu (1991); Rojas-Quintero et al. (2022b). En-
seguida, el lector podrı́a preguntarse ¿porqué usar M−1 en lugar de M para de-
finir < u,u >? Para responder a esto hay que presentar detalles técnicos propios
al cálculo tensorial.

Existen tensores llamados covariantes, para los cuales, los ı́ndices llamados
“vivos”, son “bajos” como en el caso del tensor ui . Existen también tensores lla-
mados contravariantes, para los cuales, los ı́ndices vivos son “altos”, como en el
caso del tensor ui . Ambos objetos están estrechamente relacionados pues en la
lógica de Riemann,
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geometrı́a de riemann

ui =Miju
j y ui =M ijuj .

Mij ≡M, es decir, representan los elementos de la métrica Riemanniana. De
igual manera, M ij ≡M−1, es decir, representan los elementos de la métrica inver-
sa. Entonces, es importante remarcar que al aplicar las reglas de transformación
anteriores,

< u,u >=Miju
iuj = uiMiju

j = uiui =M ijujui .

Resta entender qué representan los ui fı́sicamente con respecto a los ui . Para
esto se dirije al lector hacia los trabajos de Rojas-Quintero et al. (2021a, 2022b),
en donde se explica que la versión covariante ui es aquella que representa los
pares articulares y no los uj , por oposición con las coordenadas generalizadas
qi que son contravariantes, y que representan las posiciones angulares del robot.
Ası́,

< u,u >≡M−1u2.
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D
Rigidez numérica y tiempos de ejecución

La rigidez numérica es un concepto sutil, pero difı́cil e importante en la so-
lución numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias, depende de la ecuación
diferencial y de sus condiciones iniciales y finales ası́ como del método numérico
empleado (Moler, 2003).

Una ecuación diferencial ordinaria es rı́gida si la solución a encontrar cam-
bia lentamente, pero hay soluciones vecinas que cambian rápidamente, por lo
que el método numérico elegido debe dar pequeñas iteraciones para obtener el
resultado (Hairer y Wanner, 1999).

Las soluciones de este tipo de sistemas rı́gidos son de gran interés para la
comunidad cientı́fica, ya que se han propuesto métodos numéricos y analı́ticos
para su solución.

En Spijker (1996) se da una definición simple y concreta la cual adoptamos
para toda referencia de la misma en esta investigación.

Definición: Los problemas de valor inicial son rı́gidos si son (extremada-
mente) difı́ciles de resolver mediante métodos ordinarios paso a paso explı́citos,
mientras que ciertos métodos implı́citos funcionan bastante bien.

La rigidez es un problema de eficiencia, ya que forma parte de la estabilidad
numérica y del tiempo que lleva un cálculo denominado tiempo de ejecución,
que para esta investigación será adoptado como el tiempo que se requiere para
terminar un proceso de cálculo utilizando un equipo computacional.
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