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Inteligencia computacional para la

generación de órbitas periódicas en

sistemas dinámicos.

Resumen

Este trabajo de tesis aborda el problema de la generación de órbitas periódicas orbital-

mente estables con amplitud y frecuencia deseadas en sistemas mecánicos. Es utilizada la

técnica de inteligencia computacional lógica difusa. Se opta por el uso de sistemas difusos

con el objetivo de obtener un movimiento periódico estable. Este trabajo describe aspectos

básicos del control difuso. Además, son presentados dos enfoques para la generación de

órbitas periódicas utilizando un esquema con dos (2) sistemas de inferencia difusa (Fuzzy

Inference System). Primeramente se expone el diseño de los sistemas difusos, a través del

método en el dominio de la frecuencia, función descriptiva (FD). Este método permite el

ajuste de las funciones de pertenencia de los sistemas difusos considerando parámetros

de amplitud y frecuencia deseadas. La existencia del ciclo ĺımite se garantiza mediante el

análisis de la FD, mientras que la estabilidad se define a través del criterio de Loeb. Por

otra parte, se utiliza el método que aborda el teorema Poincaré–Bendixson (P-B) para

garantizar la existencia de un ciclo ĺımite estable, en el sistema bajo estudio. Simulaciones

y experimentos son realizados en varios sistemas dinámicos, los cuales verifican la eficacia

de las propuestas en los enfoques descritos.

Palabras clave: sistema difuso, órbitas periódicas, función descriptiva, ciclos ĺımites.





Computational intelligence for

periodic orbits generation in

dynamic systems.

Abstract

This thesis addresses the problem of generating orbitally stable auto–oscillations with

desired amplitude and frequency in dynamical systems. The fuzzy logic computational

intelligence technique is used. The use of fuzzy systems is considered in order to obtain a

stable periodic motion. This work describes basic aspects of fuzzy control. Likewise, two

approaches for the generation of auto-oscillations are presented using a scheme with two

(2) fuzzy inference systems. Firstly, the design of the fuzzy systems is exposed, through

the method in the frequency domain, descriptive function (FD). This method allows the

adjustment of the membership functions of the fuzzy systems considering parameters of

desired amplitude and frequency. The existence of the limit cycle is guaranteed by the

analysis of the FD, while the stability is defined through the Loeb criterion. In other hand,

the method based on the Poincaré - Bendixson (P-B) theorem is used to guarantee the

existence of a stable limit cycle in the system under study. Simulations and experiments

were carried out in several dynamic systems, which verify the effectiveness of the proposals

in the described approaches.

Keywords: fuzzy system, self–oscillations, describing function, limit cycles.
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cos Función coseno del ángulo
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Caṕıtulo 1

Introducción

Motivado por aplicaciones donde su modo natural de operación es periódico, la gene-

ración de órbitas periódicas en sistemas mecánicos ha recibido una significativa atención

en los últimos años. Para estos sistemas el paradigma de la estabilización orbital, referido

al balanceo periódico difiere de las formulaciones t́ıpicas del seguimiento de trayectoria,

donde la trayectoria de referencia a seguir es conocida a priori. Por ello, es relevante el

estudio de nuevas técnicas de control que fuercen la dinámica de estos sistemas a exhi-

bir un ciclo ĺımite estable (órbitas periódicas estable). Según [22, 47] un sistema auto -

excitado exhibe la propiedad de generar oscilaciones en estado estable sin una señal de

referencia externa.

Existen dos vertientes principales relacionadas con la generación de movimientos pe-

riódicos y su estabilidad orbital, se tiene la formulación t́ıpica del seguimiento de tra-

yectorias, donde la trayectoria de referencia es conocida a priori [28, 42, 83]; la segunda

vertiente es la generación de oscilaciones sin necesidad de una señal de referencia externa;

tal como los clásicos ejemplos que incluyen el oscilador de Van der Pol [49] y el modelo de

depredador - presa presentado en [43]. Otros trabajos analizan la generación de soluciones

periódicas dentro de la dinámica del sistema generadas por variación paramétrica como

en [16], o utilizando sistemas dinámicos de referencia; los cuales de manera intŕınseca

exhiben este comportamiento como se presenta en [39].

Relacionado con la segunda vertiente es posible hallar varios métodos que han si-

do utilizados para inducir órbitas periódicas en sistemas mecánicos, mediante la retro-

alimentación de estados en sistemas no lineales y en espećıfico en sistemas mecánicos

completamente actuados. Esto establece un área de investigación con varios años en de-

sarrollo, donde algunos trabajos relacionados con ello son [9–11, 17]. Otros ejemplos de

investigaciones en aplicaciones a sistemas sub-actuados representan un campo de inves-

tigación mucho mas joven, donde existen trabajos en diferentes sistemas y aplicaciones

1



2 Caṕıtulo 1 Introducción

tales como: péndulos invertidos [38, 53, 69, 96], mecanismos en marcha [24, 85], siste-

mas giroscópicos [47], máquinas rotatorias [85], servo-mecanismos [15, 81], convertidores

eléctricos [8, 73, 74], entre otros.

Dentro de los trabajos más representativos se tiene por ejemplo que, en [40] es desa-

rrollado un marco de análisis para el cálculo de una función de Lyapunov, permitiendo

determinar si el ciclo ĺımite presente es exponencialmente estable. Este enfoque es apli-

cado al sistema de carro-péndulo, sin embargo, no presentan procedimiento alguno que

asegure la existencia del ciclo ĺımite. En [12], los autores investigan oscilaciones inducidas

mediante la formalización de un sistema Hamiltoniano generalizado para la obtención

ciclos ĺımites en un péndulo de Furuta y en un carro - péndulo. Aunque el método garan-

tiza la existencia de una órbita en un subconjunto de las variables de estado, no evalúa

la estabilidad de las otras variables de estado. En [97] son calculados controladores H∞

sub-óptimos para resolver el problema de la estabilización orbital con base en una órbita

predefinida. De similar forma en [18] se propone un método sistemático de determinación

de múltiples ciclos ĺımite, aśı como el análisis de estabilidad de cada uno de los ciclos

mediante el método en el dominio de la frecuencia función descriptiva. Asimismo, en [41]

es propuesto el desarrollo de un controlador por rediseño de Lyapunov para generar mo-

vimiento periódico en un robot móvil con ruedas tipo uniciclo.

Relacionado con el control del balanceo periódico, por ejemplo, el caminar de un robot

b́ıpedo tipo RABBIT, en [24] los autores diseñan un sistema de lazo cerrado que genera

su propia órbita periódica similar a la producida por un oscilador no lineal. Dos de los

mayores logros de este trabajo de investigación son: la obtención de los conceptos de la

dinámica cero h́ıbrida (HZD, Hybrid Zero Dynamics, por sus siglas en inglés) y el de

restricciones virtuales (VC, Virtual Constraints, por sus siglas en inglés). Estos conceptos

conforman una poderosa base anaĺıtica para el diseño de movimientos de marcha periódica.

Donde el resultado principal es que la estabilidad del sistema de lazo cerrado de orden

completo puede ser estudiado con base de la no linealidad.

En [88] son definidos y discutidos problemas de planeación de movimiento y planeación

de órbita, de igual manera se analizan métodos tales como el clásico mapa de Poincaré [77]

y la dinámica transversal [59, 67]. Aśı como, los diseños de control de estabilización orbital

exponencial [14]. En el mismo trabajan con una familia de sistemas no lineales generales

y luego se enfocan en los sistemas mecánicos sub–actuados.

Otro enfoque reportado en la literatura es el presentado en [20, 85], los cuales de-

sarrollan una herramienta constructiva para la generación de movimientos periódicos en

sistemas no lineales sub-actuados garantizando su estabilidad orbital a través de un en-

foque con restricciones virtuales holonómicas. El método presentado puede ser aplicado
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a cualquier sistema mecánico con un número de actuadores independientes menor que la

cantidad de grados de libertad. La ley de control por retroalimentación obtenida es no

lineal y dependiente del tiempo. El mismo representa un acercamiento a través de res-

tricciones virtuales. Esta técnica es implementada en sistemas sub - actuados tales como

péndulo Furuta [57, 86, 87], pendubot [31, 33, 37], péndulo de rueda inercial [32, 57],

carro-peńdulo [85], robots b́ıpedos [57, 88].

Similarmente, en [6] se presenta un nuevo método para generar movimientos periódicos

en sistemas mecánicos sub–actuados a través de controladores de estructura variable sin

necesidad de una trayectoria de referencia. Con la finalidad de obtener órbitas periódicas

estables en sistemas mecánicos sub-actuados y garantizar su estabilidad orbital, son uti-

lizadas las propiedades de los controladores de estructura variable como excitadores de la

salida para generar movimientos periódicos con amplitud y frecuencias deseadas en lugar

de ser usados como estabilizadores. Al proponer una nueva metodoloǵıa utilizando una

configuración a doble controlador tipo relé diseñados con base en el método en el dominio

de la frecuencia: función descriptiva. La metodoloǵıa es implementada en el peńdulo de

rueda inercial [4, 26, 63], péndulo de Furuta [2, 3, 6], carro-péndulo [2], robot sub–actuado

de tres grados de libertad [5].

En la tesis presentada por [94] se aborda el problema de la estabilización orbital de una

clase de sistemas electromecánicos sub–actuados. El método logra la estabilización orbital

de un robot planar con rotación pasiva. Donde la totalidad del sistema electromecánico es

controlado con un reducido número de entradas. Asimismo, se presenta una técnica para

escoger las salidas paramétricas del modelo dinámico del robot para obtener un balanceo

estable en el movimiento, lo más natural posible. Además, es presentado un método general

para el control de balance de la dinámica b́ıpeda. Otro trabajo presentado por [21] utiliza

la técnica de algoritmos genéticos para la generación de movimientos periódicos de marcha

en un robot b́ıpedo. El objetivo principal en [76] es el análisis del ciclo ĺımite de un sistema

de control difuso con parámetros ajustables, el mismo se realiza utilizando la ecuación de

estabilidad, la función descriptiva y los métodos de parámetros en el plano.

1.1. Planteamiento del problema

Ante la necesidad de desarrollar técnicas de control aplicadas a los sistemas mecánicos

y en especial a los de naturaleza oscilatoria o periódica (i. e. péndulo de Furuta, carro -

péndulo, entre otros) dado su amplio espectro de aplicaciones y áreas de utilización, se

busca desarrollar nuevas técnicas o métodos de control que cumplan este objetivo. Aún

cuando se han presentado investigaciones y estudios con resultados concretos a través de
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diferentes estrategias de control, la implementación práctica de estos se hace compleja,

asimismo sus soluciones se basan en su mayoŕıa en métodos gráficos y/o experimentales

los cuales pueden arrojar resultados inexactos o aproximados. Por ello se hace imperativo

desarrollar nuevas investigaciones utilizando técnicas de control clásico (dinámica añadi-

da) o de inteligencia computacional tal como los sistemas de inferencia difusa basados en

Lógica Difusa, debido a las caracteŕısticas de tolerancia al ruido, robustez ante pertur-

baciones y efectos no lineales, además de no necesitar de un modelo matemático para su

diseño e implementación, en adición simplifican la adquisición, permiten la representación

del conocimiento y cuentan con una alta velocidad de respuesta.

El problema cient́ıfico de la presente tesis se enfoca en la necesidad de ampliar y

desarrollar algoritmos de control y/o métodos que permitan la generación movimientos

periódicos en sistemas mecánicos sin la necesidad de una señal de referencia, definiendo

amplitud y frecuencia, a través de expresiones anaĺıticas que permitan obtener el com-

portamiento deseado.

Para solucionar el problema cient́ıfico planteado anteriormente, se considera como

hipótesis que la implementación de un doble sistema difuso en un lazo de control sin señal

de referencia externa permitirá exhibir auto - oscilaciones con una amplitud y frecuencia

deseadas.

1.2. Objetivos y resultados

Motivado por tareas donde es necesario garantizar la estabilidad en movimientos pe-

riódicos de sistemas mecánicos subactuados, se expone el objetivo general del presente

proyecto de tesis.

El objetivo general de este trabajo es diseñar un sistema basado en lógica di-

fusa con el propósito de inducir un comportamiento dinámico oscilatorio en

sistemas mecánicos garantizando su estabilidad orbital.

Objetivos espećıficos:

Evaluar las técnicas de control difuso y las diferentes variantes de solución de la

problemática reportada en la literatura especializada.

Establecer el diseño de un método utilizando lógica difusa para inducir ciclos ĺımites

estables en sistemas dinámicos.

Garantizar la estabilidad orbital de las órbitas periódicas estables (ciclos ĺımites

estables) inducidas en sistemas dinámicos.
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Demostrar que el sistema difuso propuesto es capaz de generar órbitas periódicas

estables en un sistema dinámico con una amplitud y frecuencia deseada sin necesidad

de una señal de referencia.

Validar mediante simulación y experimentos el desempeño de las técnicas propues-

tas.

1.3. Contribuciones

Las contribuciones principales se enumeran a continuación:

Proposición de una técnica basado en lógica difusa tipo Mamdani que sea capaz

de generar órbitas periódicas estables en un sistema mecánico, con amplitud y fre-

cuencias deseadas, sin necesidad de una señal de referencia externa garantizando la

estabilidad del ciclo ĺımite.

Establecer formalismo matemático de la metodoloǵıa propuesta para generar ciclos

ĺımites estables mediante el método de la función descriptiva y el teorema Poincaré-

Bendixson.

Validación numérica y experimental de la metodoloǵıas propuestas.

1.4. Estructura de la tesis

La tesis consta de cinco caṕıtulos incluyendo introducción, conclusiones, recomenda-

ciones, referencias bibliográficas y anexos. A continuación se resumen los aspectos tratados

en los cinco caṕıtulos de contenido:

Caṕıtulo 2: Se presentan los fundamentos teóricos de los sistemas difusos. Asimismo, se

describen las bases del método en el dominio de la frecuencia función descriptiva.

Además, se exponen los criterios de estabilidad orbital utilizados para garantizar

la existencia de ciclos ĺımites estables tal como: teorema Poincaré-Bendixson y el

criterio de Loeb.

Caṕıtulo 3 Se describe la propuesta utilizando sistemas difusos en una configuración a

doble sistema de inferencia difusa (2-FIS) capaz de generar movimientos periódicos

con una amplitud y frecuencia deseadas sin necesidad de una señal de referencia

externa. La propuesta a 2-FIS contempla los enfoques función descriptiva y Poincaré-

Bendixson.
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Caṕıtulo 4 Se exponen los modelos matemáticos los sistemas mecánicos utilizados en el

proyecto de investigación para validar el desempeño del 2-FIS, tales como: péndulo

simple, péndulo de Furuta, carro - péndulo.

Caṕıtulo 5 Este apartado refiere a los resultados numéricos y experimentales obtenidos

mediante de la aplicación del 2-FIS en los sistemas dinámicos, donde se analizan los

resultados y es verificado el desempeño de la propuesta para cada enfoque.

Caṕıtulo 6 Este caṕıtulo establece las conclusiones del proyecto de tesis, las recomen-

daciones sugeridas, además de presentar las pautas para trabajo futuro.



Caṕıtulo 2

Preliminares matemáticos

Este caṕıtulo describe aspectos relacionados con el soporte teórico del proyecto de

tesis. Se describen los conceptos fundamentales de la lógica difusa y los sistemas difusos

como técnica de inteligencia computacional. Asimismo, se aborda el método de la función

descriptiva como herramienta para la detección de ciclos ĺımites. De similar forma, son

descritas las metodoloǵıas de criterio de Loeb y el teorema de Poincaré - Bendixson

relacionadas con la estabilidad orbital.

2.1. Definiciones

A continuación son presentadas algunas definiciones relacionadas con el presente traba-

jo, necesarias para comprender los términos citados en el documento. Considere el sistema

autónomo

ẋ = f(x), (2.1)

donde f ∈ C1(E) y E es un subconjunto abierto en Rn.

Definición 2.1. Puntos ω-ĺımite y α-ĺımite. El punto p ∈ E es un punto ω-ĺımite de

la trayectoria ϕ(·, x) del sistema (2.1) si existe una secuencia tn → ∞ tal que [75]:

limn→∞ϕ(tn, x) = p. (2.2)

Similarmente, si existe una secuencia tn → −∞ tal que:

limn→−∞ϕ(tn, x) = p (2.3)

y el punto q ∈ E, entonces el punto q es llamado punto ω-ĺımite de la trayectoria ϕ(·, x)
de (2.1) [75].

7
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Definición 2.2. Conjuntos ω-ĺımite y α-ĺımite. El conjunto de todos los puntos ω-

ĺımite de una trayectoria Γ es llamado el conjunto ω-ĺımite de Γ y se denota por ω(Γ). El

conjunto de todos los puntos α-ĺımites de una trayectoria Γ es llamado conjunto α-ĺımite

de Γ y se denota por α(Γ) [75].

Definición 2.3. Ciclo ĺımite. Un ciclo ĺımite γ de un sistema dinámico en el plano es

una órbita periódica que es el conjunto ĺımite α u ω de una trayectoria α
′
distinta de γ.

Si un ciclo ĺımite γ es el conjunto ω-ĺımite de cualquier otra trayectoria en una vecindad

de γ, se dice que γ es un ciclo ω-ĺımite o un ciclo ĺımite estable. Asimismo, si γ es el

conjunto α-ĺımite de trayectorias vecinas, se dice que γ es un ciclo α-ĺımite o un ciclo

ĺımite inestable [75].

Definición 2.4. Oscilación La oscilación es uno de los fenómenos más importantes

que ocurren en los sistemas dinámicos. Un sistema oscila cuando tiene una solución

periódica no trivial y(t + T ) = y(t)∀ t donde T > 0 es el periodo de oscilación. Una

solución periódica en el retrato de fase es una trayectoria cerrada, que generalmente se

llama órbita periódica u órbita cerrada [49].

Definición 2.5. Auto-oscilación Considerando que un ciclo ĺımite es independiente de

las condiciones iniciales, se establecen oscilaciones no amortiguadas, las cuales son estables.

La amplitud de estas oscilaciones está determinada por las propiedades del sistema y no

por las condiciones iniciales. Tales oscilaciones se llamarán auto-oscilaciones y los sistemas

en los cuales las auto-oscilaciones se denominan sistemas auto-oscilantes [9].

Definición 2.6. Estabilidad orbital. Un ciclo ĺımite se denomina orbitalmente estable

si existe una región η en el plano de fase que contiene al ciclo ĺımite, de manera que todas

las trayectorias de fase que comienzan en la vecindad (η) se aproximen asintóticamente al

ciclo ĺımite según t→ +∞. De forma inversa, si existe al menos una trayectoria de fase en

η que no se aproxime al ciclo ĺımite para t→ +∞ entonces el ciclo ĺımite es orbitalmente

inestable [9].

Definición 2.7. Matriz de Hurwitz. Una matriz cuadrada A se llama matriz de Hur-

witz si todos los valores propios de A tienen parte real estrictamente negativa, Re[λi] < 0;

A también se denomina matriz de estabilidad, porque el sistema de retroalimentado

ẋ = Ax es estable.

Si G(s) es una función de transferencia, entonces G se llama Hurwitz si los polos de G

tienen una parte real negativa. Considere que no es necesario que G(s), para un argumento

espećıfico s, sea una matriz de Hurwitz; ni siquiera es necesario que sea cuadrada. La
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conexión es que si A es una matriz de Hurwitz, entonces el sistema dinámico

ẋ = Ax(t) +Bu(t),

y = Cx(t) +Du(t),

tiene una función de transferencia Hurwitz [44, 50].

Definición 2.8. Grado relativo. El grado relativo r de un sistema dinámico de una

entrada y una salida se define como el número de veces que la salida y(t) debe derivarse

con respecto al tiempo para obtener la entrada u(t) expĺıcitamente [25].

2.2. Lógica difusa

El concepto de lógica difusa fue concebido a mediados de los años sesenta por Lofti A.

Zadeh, ingeniero eléctrico irańı y profesor de la Universidad de California, en Berkeley,

quien en 1965 publica el primer art́ıculo de lógica difusa llamado “Fuzzy Sets” [100],

donde da a conocer por primera vez los conceptos de esta técnica.

La lógica difusa es una técnica de inteligencia computacional que permite trabajar

con información de alto grado de imprecisión, en esto se diferencia de la lógica conven-

cional que trabaja con información bien definida y precisa. Se considera una metodoloǵıa

que imita como una persona toma decisiones basada en información de entrada vaga,

ambigua, imprecisa, con ruido e incompleta. Es una lógica multivaluada que permite ca-

tegorizaciones intermedias para poder definir evaluaciones entre si/no, verdadero/falso,

negro/blanco, caliente/fŕıo, etc.

La teoŕıa de los conjuntos difusos se puede enfocar en tratar fenómenos complejos que

no pueden ser analizados mediante métodos clásicos basados en la lógica bivalente o la

teoŕıa de probabilidades. En la teoŕıa clásica de los conjuntos, un elemento del univer-

so puede pertenecer o no a determinado conjunto. En el caso de conjuntos difusos, ese

elemento del universo puede pertenecer a uno o más conjuntos con distintos grados de

pertenencia.

Los elementos de la teoŕıa de los conjuntos difusos se utilizan para describir y resolver

problemas de gestión, economı́a, medicina, bioloǵıa, ciencias poĺıticas y lingǘısticas, donde

el razonamiento difuso es la base de la teoŕıa de conjuntos difusos. Por ello el concepto

clave para entender como trabaja la lógica difusa es el del conjunto difuso. A continuación

se exponen definiciones importantes de la lógica difusa que son de utilidad a lo largo de

la presente investigación.

Definición 2.9 (Conjunto difuso [98, 100]). El conjunto difuso A definido en el conjunto
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N se caracteriza por la función de pertenencia (función caracteŕıstica) µ(A) que atribuye un

número real en el intervalo [0, 1]a cada elemento p del conjunto N , donde µ(A) representa

el grado de pertenencia del elemento p al conjunto A.

Definición 2.10 (Función de pertenencia [61, 101]). Una función de pertenencia de

un conjunto difuso A sobre un universo de discurso N es de la forma µA : N → [0, 1],

donde a cada elemento de N le corresponde un valor entre 0 y 1. Este valor, llamado valor

de pertenencia o grado de pertenencia, representa el grado en el que el elemento de N

pertenece al conjunto difuso A.

Definición 2.11 (Universo de discurso [46]). Se define universo de discurso como el

conjunto X de todos los posibles valores que puede tomar una determinada variable x.

Definición 2.12 (Variable lingǘıstica [61, 101, 104]). Por una variable lingǘıstica se

entiende como una variable cuyos valores son palabras u oraciones en un lenguaje natural

o artificial, las cuales se encuentran acotadas por un universo de discurso.

Definición 2.13 (Etiquetas [61, 80]). Son las diferentes clasificaciones que se efectúan

sobre la variable lingǘıstica. Cada etiqueta tendrá un conjunto difuso asociado.

Definición 2.14 (Conjunto difuso nulo o vaćıo [61, 100]). Un conjunto difuso está

vaćıo si y solo si su función de pertenencia es idénticamente cero en N .

Definición 2.15. (Soporte [61]). El soporte de un conjunto difuso A es el conjunto de

elementos de X que pertenecen a A con grado de pertenencia mayor que 0.

sop (A) = {x ∈ X|µA(x) > 0} (2.4)

Un conjunto difuso se dice que es singleton si su soporte es un único punto.

Definición 2.16. (Núcleo [61]). El núcleo de un conjunto difuso A es el conjunto de

elementos de X que pertenecen a A con grado de pertenencia 1.

Nucleo (A) = {x ∈ X|µA(x) = 1} (2.5)

Un conjunto difuso se dice que es normal si su núcleo es no vaćıo.

2.2.1. Tipos de funciones de pertenencia.

Las funciones de pertenencia nos permiten representar gráficamente un conjunto difuso

y su correspondiente variable lingǘıstica. En el eje x (abscisas) se representa el universo
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de discurso, mientras que en el eje y (ordenadas) se sitúan los grados de pertenencia en

el intervalo [0, 1].

En la lógica difusa son definidas varias funciones de pertenencia tanto lineales (forma

trapezoidal, forma triangular, singleton) como no lineales (gaussianas, sigmoidales, cam-

pana generalizada). Para construir las funciones de pertenencia se suele utilizar funciones

sencillas, ya sea por simplicidad y reducción del volumen de operaciones computacionales.

Las expresiones matemáticas y la representación gráfica de las funciones de pertenencia

fundamentales se exponen a continuación.

Definición 2.17 (Función de pertenencia triangular [61]). La curva triangular (ver Fi-

gura 2.1) es una función de una variable x, y depende de tres parámetros escalares a, b,

y c, es representada como sigue:

µ (x, a, b, c) =


0, x ≤ a

x−a
b−a

, a ≤ x ≤ b
c−x
c−b

, b ≤ x ≤ c,

0, c ≤ x.

(2.6)

trimf, P = [3 6 8]
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1

Figura 2.1: Función de pertenencia tipo triangular µ(x, 3, 6, 8).

Las funciones de pertenencia triangulares son continuas y definen un conjunto difu-

so normal, convexo y con soporte finito, por lo que pueden emplearse para representar

números difusos.

Definición 2.18 (Función de pertenencia singleton [61, 80]). Una función de pertenencia

singleton es aquella función de pertenencia, la cual sus caracteŕısticas de soporte y núcleo

cumplen que sop(x) = nuc(x) = x. La función de pertenencia singleton es denominada

también conjunto difuso escalar. La misma tiene un valor único cuando x = a (como una
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función delta de Dirac)[2]:

µ (x, a) =

{
1, x = a

0, x ̸= a.
(2.7)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

trimf, P=[1 1 1]
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0.6

0.8

1

Figura 2.2: Función de pertenencia tipo singleton µ(x, 1).

Definición 2.19 (Función de pertenencia trapezoidal [61]). La curva trapezoidal es una

función de un vector, x, y depende de cuatro parámetros escalares a, b, c y d. Definida por

sus ĺımites inferior a, superior d, y los ĺımites de soporte inferior b y superior c, tal que

a < b < c < d. En este caso, si los valores de b y c son iguales, se obtiene una función

triangular y esta función está dada por:

µ (x, a, b, c, d) =



0, x ≤ a
x−a
b−a

, a ≤ x ≤ b

1, b ≤ x ≤ c,
d−x
d−c

, c ≤ x ≤ d

0, d ≤ x,

(2.8)

donde la Figura 2.3 representa esta función de pertenencia en el plano.

La función de pertenencia trapezoidal es continua y define un conjunto difuso normal,

convexo y con soporte finito, por lo que se puede emplear para representar un número

difuso.

Definición 2.20 (Función de pertenencia gaussiana [61]). La función gaussiana simétrica

(ver Figura 2.4) depende de dos parámetros σ y c y queda definida como:

µ(x, c, σ) = e
1
2
(x−c

σ
)2 . (2.9)
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trapmf, P = [1 5 7 8]
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Figura 2.3: Función de pertenencia tipo trapezoidal µ(x, 1, 5, 7, 8).

gaussmf, P=[2 5]
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Figura 2.4: Función de pertenencia tipo gaussiana µ(x, 2, 5).

La función de pertenencia gaussiana es continua, convexa y simétrica respecto al

parámetro σ.

Definición 2.21 (Función de pertenencia del tipo sigmoide). Los parámetros de la fun-

ción especificados como el vector [ac]. Donde, para abrir la función de pertenencia a la

izquierda o la derecha, se especifica un valor negativo o positivo para a, respectivamente.

La magnitud de a controla el ancho del área de transición y c define el centro del área

de transición (ver Figura 2.5). La misma queda representada matemáticamente por la

siguiente expresión:

µ(x, a, c) =
1

1 + e−a(x−c)
. (2.10)

Es importante aclarar que las funciones lineales son las más usadas dentro de los

algoritmos que procesan conjuntos difusos con respecto a otras funciones no lineales, esto
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sigmf, P = [2 4]
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Figura 2.5: Función de pertenencia del tipo sigmoide µ[x, 2, 4].

es debido a la simplicidad de dichas funciones, además, las no lineales demandan un alto

costo computacional.

2.2.2. Control difuso

El control difuso es una aplicación extremadamente exitosa de los conjuntos difusos,

lógica difusa y teoŕıa de sistemas a problemas prácticos. Esta técnica considera para el

control de plantas el uso efectivo de toda la información disponible. A menudo, esta infor-

mación proviene no solo de los sensores de la planta, sino también del modelo matemático

de la planta y del conocimiento experto humano sobre la operación de la planta [98].

Los expertos proporcionan descripciones lingǘısticas sobre el sistema y las instrucciones

de control. Los controladores convencionales no pueden incorporar la información difusa

lingǘıstica en su diseño. La mayoŕıa de ellos necesita un modelo matemático apropiado

del sistema. Contrariamente a ellos, el control difuso es un enfoque que puede ser libre

de modelo que depende en gran medida de la información difusa lingǘıstica experta. El

control difuso proporciona controladores no lineales que son lo suficientemente generales

para realizar cualquier acción de control no lineal.

La aplicación de técnicas difusas al control de sistemas dinámicos es ventajosa en

términos de simplicidad en diseño y puesta en práctica. La experiencia demuestra que

el éxito depende del nivel de conocimiento referente al comportamiento de la planta. Si

no se cuenta con el criterio experto, un diseño puede comprometer el desempeño control

difuso sobre el sistema.

El control basado en lógica difusa se aplica desde hace varias décadas con excelentes

resultados en diversas aplicaciones tanto en el campo de la investigación cient́ıfica como

en la ingenieŕıa y automatización de procesos industriales.
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La diversidad de aplicaciones de los sistemas difusos ha comprobado el buen desempeño

en resultados prácticos, debido a las ventajas que presenta en relación con algoritmos de

control tradicional, tales como:

Permiten su aplicación a sistemas complejos (no lineales) que están definidos en

forma imprecisa en ocasiones con variables dif́ıciles de medir e incluso determinar.

Aplica el conocimiento humano en los sistemas de ingenieŕıa en una forma sistemáti-

ca, eficaz y analizable.

No es necesario construir un modelo matemático detallado.

Pueden funcionar con un gran número de entradas.

El comportamiento de un sistema basado en lógica difusa se describe con expresiones

lingǘısticas, por lo que es más sencillo su comprensión en comparación con una

descripción matemática.

Los controladores difusos se encuentran en productos de consumo como lavadoras,

cámaras de v́ıdeo y automóviles. Las aplicaciones industriales incluyen hornos de cemento,

trenes subterráneos y robots. Un controlador difuso es un controlador automático, es decir,

un mecanismo de acción automática o auto-regulación que dirige a un objeto de acuerdo

con un comportamiento deseado. El objeto puede ser, por ejemplo, un robot configurado

para seguir un camino determinado. Un controlador difuso actúa o regula mediante reglas

en un lenguaje similar al natural, basado en la caracteŕıstica distintiva: lógica difusa. Los

operadores de la planta o los ingenieros de diseño definen las reglas, y el control difuso es,

por lo tanto, una rama de la inteligencia artificial [46]. La Figura 2.6 expone la estructura

de un controlador difuso basado en reglas.

Un sistema difuso utiliza procesos de razonamiento difusos para convertir entradas

crisp en salidas crisp. Los componentes principales del sistema difuso son una sección

de fusificación, un mecanismo o motor de inferencia y una sección de defusificación. Un

conjunto de reglas generalmente en forma IF–THEN (modus ponens), llamada base de

reglas, especifica cómo se tomarán las decisiones en función de las entradas medidas.

Existen dos tipos principales de sistemas de inferencia difusa: tipo Mamdani (1977) [66]

y tipo Sugeno (1985) [92]. En los sistemas difusos tipo Mamdani, la consecuencia de cada

regla es un conjunto difuso. Esto contrasta con los sistemas difusos Takagi-Sugeno (T-S),

cuyos consecuentes son expresiones matemáticas.

El controlador difuso se compone de tres etapas [61]:
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Entrada 𝑥𝑥 Salida 𝑦𝑦

Conjunto difuso
de entrada

Conjunto difuso
de salida

FUSIFICADOR
REGLAS 
DIFUSAS DEFUSIFICADOR

MOTOR DE
INFERENCIAS

Figura 2.6: Estructura de controlador difuso basado en reglas.

Fusificación: La sección de fusificación convierte entradas numéricas en conjuntos

difusos. Esto supone que la entrada medida es la entrada verdadera (es decir, no

hay ruido de medición ni ninguna otra incertidumbre). Aśı, en la fusificación, los

conjuntos difusos de entrada se evalúan exactamente en las entradas medidas [61].

Inferencia difusa: El mecanismo de inferencia determina la medida en que cada

regla en la base de la regla se aplica en la situación actual y forma un conjunto difuso

impĺıcito correspondiente para cada regla. Los métodos mas usados son max-min

y max-prod [98, 102] que se basan en la determinación de valores mı́nimos y

máximos de los grados de pertenencia de las variables y las operaciones algebraicas

que se realizan con los conjuntos difusos.

Defusificación: La sección de defusificación combina los conjuntos difusos impĺıci-

tos de todas las reglas para obtener una salida crisp. Dos de los principales métodos

son Centro de gravedad (COG por sus siglas en inglés) y promedio centro (CA por

sus siglas en inglés) [61, 98, 99].

El presente trabajo utiliza el método de defusificación promedio centro o CA el cual

es el defusificador más utilizado en sistemas difusos y control difuso, por ser computacio-

nalmente simple e intuitivamente plausible. El cuál se denota tal que [99]:

y∗ =

∑N
l=1 y

−lwl∑M
l=1wl

(2.11)

donde y∗ es el promedio del centro, x el centro del l-ésimo conjunto difuso de salida y w

es su altura.
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Relacionado con los controladores difusos existen varios trabajos que determinan la

función descriptiva de un elemento difuso al sustituir éste con un elemento no lineal

equivalente, con una sola entrada y una única salida y se obtiene la FD de forma experi-

mental [55, 98]. De forma similar el trabajo desarrollado por [36] utiliza el diseño de un

sistema difuso MISO mediante el método de balance armónico para la detección de ciclos

ĺımites, el análisis de estabilidad. Donde la obtención de la función descriptiva del sistema

difuso es obtenido experimentalmente. Por ejemplo en [48] se utilizan métodos experi-

mentales mediante la variación de los parámetros de los sistemas difusos (SISO y MIMO)

para la obtener la representación gráfica de la función descriptiva y con ello la detección

del ciclo ĺımite, esta propuesta no brinda un análisis matemático para la obtención de la

FD del sistema difuso. El trabajo presentado por [54] presenta un controlador difuso tipo

Mamdani con la capacidad de eliminar el fenómeno de resonancia mediante la obtención

de la función descriptiva del término no lineal de forma experimental. Relacionado con la

estabilidad de los sistemas difusos, en [51, 89] se utiliza el método de la función descriptiva

para analizar la estabilidad de un controlador difuso. Por otro lado, en [52] se estudia la

detección de ciclos ĺımite mediante el diseño de un sistema de control difuso a través de

la función descriptiva, en el mismo se desarrolla de forma anaĺıtica la obtención diseño

del sistema difuso y la posterior obtención de la función descriptiva. De esta forma, se

predice con exactitud el ajuste necesario de las funciones de pertenencia para predecir los

ciclos ĺımites.

2.3. Función descriptiva

El método de función descriptiva [13, 90, 95] representa una versión extendida del

método de respuesta en el dominio de la frecuencia diagrama de Nyquist, la cual tiene

como principal uso, la predicción de ciclos ĺımites en sistemas no-lineales y con base a esto

analizar la estabilidad del sistema. Además, cuenta con otro número de aplicaciones en la

predicción de subarmónicos, fenómenos de salto y el análisis de la respuesta de sistemas

no lineales ante señales senoidales. La predicción de los ciclos ĺımite es muy importante,

ya que los ciclos ĺımite pueden ocurrir con frecuencia en un sistema f́ısico no lineal. En

ocasiones, un ciclo ĺımite puede ser deseable, este es el caso de los ciclos ĺımite en los

osciladores electrónicos utilizados en los laboratorios [90]. La metodoloǵıa anaĺıtica para

la determinación de la función descriptiva de un elemento no lineal es aproximada, el

mismo se basa en las siguientes suposiciones [13, 90, 95]:

1. El sistema solo contará con un único componente no lineal.



18 Caṕıtulo 2 Preliminares matemáticos

2. El componente no lineal es invariante en el tiempo.

3. Correspondiente a una entrada senoidal A1 sen(ωt) solo se considera la componente

fundamental de la salida del sistema u(t), es decir u1(t) . Esto implica que la planta

debe poseer propiedades de filtro de paso bajo.

4. El término no lineal es simétrico con respecto al origen.

La primera consideración implica que si hay dos o más componentes no lineales en un

sistema, éstos se han de agrupar en un sólo componente no lineal (como si se trataran

de dos no linealidades en paralelo) o conservar únicamente la no linealidad primaria e

ignorar los efectos de otras.

La segunda consideración implica que solo serán considerados sistemas autónomos no

lineales. Esto se satisface en la práctica en muchas no linealidades, como la saturación en

amplificadores, el juego en los engranajes, la fricción de Coulomb entre superficies y la

histéresis en los relés. El motivo de esta consideración es que el criterio de Nyquist, en el

cual se basa en gran medida el método de la función descriptiva, solo es aplicado a los

sistemas lineales invariantes en el tiempo.

El tercera suposición representa la suposición fundamental del método de la función

que descriptiva. La cual se considera una aproximación, porque la salida de un elemento

no lineal correspondiente a una entrada senoidal generalmente contiene armónicos más

altos además del fundamental. Esto significa que todos los armónicos de mayor frecuencia

se pueden ignorar en el análisis, en comparación con el componente fundamental. Para que

esta suposición sea válida, es importante que la planta lineal que sigue a la no linealidad

posea propiedades de filtro paso bajo, tal que:

|G(jω)| >> |G(jnω)| para n = 2, 3...

Esto implica que los armónicos de orden superior a la salida serán filtrados significati-

vamente. La cuarta suposición significa que el gráfico de la relación de no linealidad f(x)

entre la entrada y la salida del elemento no lineal es simétrico respecto del origen. Esta

suposición se introduce por simplicidad, es decir, para que el término estático en la expan-

sión de Fourier de la salida se pueda ignorar. Esto es considerado en las no linealidades

comunes como (saturación, zona muerta, histéresis, on - off ), entre otras [49, 90].

Definición 2.22. Función descriptiva. Considere una entrada senoidal al elemento no

lineal, de amplitud A1 y frecuencia ω, es decir, x(t) = A1 sen(ωt). La salida del componente

no lineal u(t) es, por lo general una función periódica, aunque generalmente no senoidal.
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Es necesario considerar que este sea siempre el caso, si la no linealidad f(x) es uni-

valuada, porque la salida es f(A1 sen(ω(t+2π/ω))) = f(A1 sen(ωt)). Entonces la función

descriptiva de un elemento no lineal es definida como la razón compleja de la componente

fundamental del elemento no lineal desarrollada en series de Fourier. Para una entrada

x(t) = A1 sen(ωt) la expansión en series de Fourier de la salida del sistema para u(t) =

f(x) = f(x, ẋ) donde x = A1 sen(ωt), ẋ = ωA1 cos(ωt) resulta como [13, 90, 95]:

u(t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

[an cos(nωt) + bn sen(nωt)] , (2.12)

donde los coeficientes de Fourier ai y bi son generalmente funciones de A1 y ω determinadas

tal que:

a0 =
1

π

∫ π

−π

u(t)dωt,

an =
1

π

∫ π

−π

u(t) cos(nωt)dωt,

bn =
1

π

∫ π

−π

u(t) sen(nωt)dωt.

(2.13)

Considerando la suposición relacionada con la simetŕıa de la no linealidad se define que

a0 = 0. De similar forma la propiedad de filtro paso bajo del sistema, permite al método

de la función descriptiva solo considerar el componente armónico fundamental tal que:

u(t) ≈ u1(t) = a1 cos(ωt) + b1 sen(ωt) = H sen(ωt+ δ), (2.14)

donde H(A, ω) =
√
a21 + b21 y δ(A, ω) = tan−1

(
an
bn

)
.

La ecuación (2.14) refiere que la componente fundamental correspondiente a una en-

trada senoidal con la misma frecuencia puede ser escrita en su representación compleja

como u1 = He(jωt+δ). Entonces la función descriptiva es definida como sigue:

N(A1, ω) =
He(jωt+δ)

Aejωt
=
H

A
ejδ =

1

A
(b1 + ja1), (2.15)

a0 =
1

π

∫ π

−π

u(t)dωt, (2.16)

a1 =
1

π

∫ π

−π

u(t) cos(nωt)dωt, (2.17)
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b1 =
1

π

∫ π

−π

u(t) sen(nωt)dωt. (2.18)

𝑦(𝑡)

𝑁(𝐴1, 𝜔) 𝐺(𝑗𝜔)
+

𝑥(𝑡) 𝑢(𝑡)

−

Elemento no lineal Elemento lineal

𝑟 𝑡 = 0

Figura 2.7: Diagrama de la función descriptiva.

El método de la función descriptiva se presenta en el diagrama de bloques en lazo

cerrado de la Figura 2.7. Por otra parte, para realizar el análisis en el dominio de la

frecuencia se evalúan la función de balance armónico y la planta en s = jω.

La ubicación de −1/N(A1, ω) y G(jω) dan información acerca de la estabilidad de

la planta en el lazo cerrado. Para determinar la estabilidad del sistema se trazan los

lugares geométricos de las ráıces correspondientes a G(jω) y −1/N(A1, ω). El criterio

para analizar estabilidad es que si −1/N(A1, ω) no está rodeado por G(jω) el sistema

es estable y no hay ciclos ĺımites. Por el contrario, si G(jω) envuelve a −1/N(A1, ω) el

sistema se puede volver inestable y la salida está sujeta a cualquier perturbación. Si hay

intersecciones la salida presenta ciclos ĺımites.

Por tanto, se establece la ecuación de balance armónico tal como [13, 90, 95]:

1 +N(A1, ω)G(jω) = 0

G(jω) = − 1

N(A1, ω)
.

(2.19)

De esta forma, si (2.19) no tiene solución, entonces el sistema no lineal no exhibe ciclos

ĺımites. Es necesario aclarar que la ecuación de balance armónico representa dos ecuaciones

no lineales con las variables A1 y ω. Estas ecuaciones pueden tener un número de soluciones

finitas, que por lo general resulta muy dif́ıcil hallar su solución por métodos anaĺıticos, en

particular para sistemas de orden superior, en estos casos se opta por el método gráfico.

Donde se gráfican ambos lados de la ecuación (2.19) en el plano complejo para hallar los

puntos de intersección de las curvas [82, 90].

La representación gráfica de (2.19) es mostrada en la Figura 2.8. La función

−1/N(A1, ω) representa una ĺınea recta. Si existe una solución periódica, entonces (2.19)

provee una solución aproximada con frecuencia y amplitud conocida, indicando la exis-

tencia de un ciclo ĺımite.
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𝐼𝑚 𝐺(𝑗𝜔)

𝑅𝑒 𝐺(𝑗𝜔)

𝐺 𝑗𝜔 = −
1

𝑁(𝐴1, 𝜔)

𝑄3

Figura 2.8: Punto de intercepción en −1/N(A1, ω) y G(jω).

Aplicando el criterio de estabilidad de Nyquist en un sistema no lineal es posible

notar que cada intersección entre las curvas G(jω) y −1/N(A1, ω) en el plano complejo

corresponde a un ciclo ĺımite con amplitud A1 y frecuencia ω conocidas. Utilizando el

método de la función descriptiva en el diseño de sistemas difusos es posible obtener un

intercepto que defina un ciclo ĺımite con amplitud y frecuencia deseadas [52].

Es importante aclarar que la predicción de ciclos ĺımites mediante FD se presenta

como un método gráfico. En este sentido es válido destacar que la solución anaĺıtica de

las ecuaciones bajo la consideración de existencia de un movimiento periódico se hace muy

compleja, en particular para sistemas de orden superior. Por tanto, el método de detección

de ciclos ĺımites mediante FD se lleva a cabo desde el punto de vista gráfico [13, 82, 91, 95].

2.4. Criterios de estabilidad orbital

El problema del control de una planta se encuentra intŕınsecamente vinculado al con-

cepto de estabilidad. Carece de sentido hablar de sistemas de control si éste no garantiza

convergencia de la dinámica del sistema hacia un estado deseado. En los sistemas lineales

existen numerosos métodos que permiten verificar la estabilidad tales como: el criterio

de Nyquist [72], Routh-Hurwitz [7], diagrama de Bode [72], método del lugar geométrico

de las ráıces [27], etc. Por otro lado, para sistemas no-lineales o variables en el tiempo,

los métodos anteriores no son aplicables ya que están más enfocados a sistemas cuyos

parámetros no vaŕıan en el tiempo [56, 71].

La estabilidad orbital de un sistema se define como la resistencia de la trayectoria a

pequeñas perturbaciones. En el caso de los ciclos ĺımite, es la resistencia que opone la curva
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cerrada a romperse y mantenerse en la órbita original. Ésta es una de las caracteŕısticas

más importantes y estudiadas en sistemas no lineales, además de un gran reto en sistemas

de control para diseñar actuadores que lleven al sistema a movimientos periódicos con la

estabilidad deseada y con la caracteŕıstica de estabilidad orbital.

Dado que los procesos periódicos en la naturaleza a menudo se pueden representar

como ciclos ĺımite estables, por lo que se presta gran atención a la búsqueda de tales

trayectorias, si existen. En la literatura pueden ser hallados diferentes métodos o criterios

para obtener las condiciones suficientes y/o necesarias para establecer la existencia y

estabilidad orbital de un ciclo ĺımite, dentro de los cuales podemos citar, desde el clásico

mapa de Poincaré [75, 77, 78, 93], aśı como primer método de la teoŕıa estabilidad de

Lyapunov [9, 23, 49, 58, 60, 64], criterio de Loeb [13, 62, 95], teorema de Poincaré -

Bendixson [49, 68, 75, 90, 93].

A continuación se presentan los fundamentos de los teoremas Poincaré-Bendixson y

criterio de Loeb, los cuales son utilizados para demostrar la existencia de ciclos ĺımites y

garantizar su estabilidad orbital en cada uno de los enfoques desarrollados este trabajo.

La estabilidad del ciclo ĺımite se plantea en términos del comportamiento de un estado

teórico del ciclo ĺımite al ser sometido a perturbaciones en amplitud y/o frecuencia. Si

el ciclo ĺımite vuelve a su estado de equilibrio original, se llamará estable, mientras que

si su amplitud o frecuencia aumenta o disminuye hasta que se alcanza otro estado de

equilibrio, se llamará inestable. La posibilidad de crecimiento de amplitud o frecuencia

teóricamente ilimitada se incluye en la definición de inestabilidad al considerar que el

estado en el infinito es un estado de equilibrio.

2.4.1. Teorema Poincaré - Bendixson

Las órbitas periódicas en el plano son especiales, al dividir el plano en una región

exterior y otra región interior. Esto hace posible obtener un criterio para detectar la

presencia o ausencia de órbitas periódicas en sistemas de segundo orden.

El teorema de Poincaré - Bendixson permite clasificar completamente el comporta-

miento ĺımite de la órbita de cualquier punto en un sistema dinámico plano. Asimismo,

brinda las condiciones para la existencia de órbitas periódicas en un sistema en el plano.

Considere el sistema

ẋ = f(x), (2.20)

donde x ∈ R2 y f(x) ∈ R2 es un campo vectorial lo suficientemente suave. Se plantea el

colorario del criterio de Poincaré - Bendixson el cual resume como el teorema es aplicado

[49, 68, 75, 90, 93, 103].
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Teorema 2.1. Considérese el sistema (2.20), entonces:

(a) Sea R ⊂ R2 la región simplemente conexa comprendida entre dos curvas cerradas

anidadas simples Γ y Υ (ver Figura 2.9 (a)). Suponga que R no contiene equilibrios

de (2.20) y en cada punto de Γ y Υ el campo vectorial apunta hacia el interior de

R. Entonces, el sistema tiene una órbita periódica atractora contenida en R.

(b) Sea R ⊂ R2 la región simplemente conexa contenida dentro de la curva Γ. (ver

Figura 2.9(b)). Suponga que R contiene un equilibrio repulsor (fuente) en (2.20) y

en cada punto de Γ el campo vectorial apunta hacia el interior de R. Entonces, el

sistema tiene un ciclo ĺımite estable contenido en R.

ℛ

Γ

Υ

ℛ

Γ

a) b)

Figura 2.9: (a) Ciclo ĺımite sin equilibrio en R; (b) Ciclo ĺımite con equilibrio repulsor en R.

El criterio establece que las trayectorias acotadas en el plano deben acercarse a órbitas

periódicas o puntos de equilibrio según el tiempo tiende a infinito.

2.4.2. Criterio de Loeb

La estabilidad de las oscilaciones depende de la relación geométrica de G(jω)N(A1, ω)

y el punto (−1, 0)T ∈ C derivado de la ecuación de balance armónico (2.19). Luego,

utilizando el criterio extendido de estabilidad de Nyquist [90] y el método de pequeñas

perturbaciones en amplitud conocido como criterio Loeb [95] es posible encontrar las

condiciones que garanticen la existencia de un ciclo ĺımite estable en el sistema.

El criterio de Loeb [13, 62, 95] es basado en la función descriptiva es utilizado para el

análisis de estabilidad en la generación de oscilaciones [6]. El mismo es basado original-

mente del método desarrollado por Cahen [19]. Entonces, el criterio de Loeb se define tal

que:
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Teorema 2.2. Considere A1 y ω, la amplitud y la frecuencia de un ciclo ĺımite en equi-

librio:

1 +N(A1, ω)G (jω) = 0. (2.21)

La ecuación de balance armónico (2.19), en términos de sus partes real e imaginaria, se

puede expresar de la siguiente manera:

U(A1, ω) + jV (A1, ω) = 0. (2.22)

Considerando perturbaciones cuasi - estáticas en la amplitud ∆A y frecuencia ∆ω del

ciclo ĺımite, aśı como en la velocidad de cambio de la amplitud ∆ν = −Ȧ/A asociada al

término de frecuencia,

A→A+ A∆,

ω →ω + (∆ω + j∆ν) ,
(2.23)

por definición los valores ∆A, ∆ω y ∆ν son pequeños. Sustituyendo los parámetros per-

turbados (2.23) en la ecuación de balance armónico (2.19), se tiene que:

U (A+ A∆, ω + (∆ω + j∆ν)) + jV (A+ A∆, ω + (∆ω + j∆ν)) = 0. (2.24)

El desarrollo en series de Taylor de la expresión (2.24) en torno al equilibrio (A1, ω)

resulta tal que:

∂U

∂A1

∆A1 +
∂U

∂ω
∆(∆ω + j∆ν) + j

∂V

∂A1

∆A1 +
∂V

∂ω
∆(∆ω + j∆ν) = 0, (2.25)

se debe satisfacer en sus partes real e imaginaria

∂U

∂A1

∆A1 +
∂U

∂ω
∆ω − ∂V

∂ω
∆ν = 0,

∂V

∂A1

∆A1 +
∂V

∂ω
∆ω +

∂U

∂ω
∆ν = 0,

(2.26)

simplificando ∆ω del sistema de ecuaciones se obtiene(
∂U

∂A1

∂V

∂ω
− ∂U

∂ω

∂V

∂A1

)
∆A1 =

[(
∂U

∂ω

)2

+

(
∂V

∂ω

)2
]
∆ν. (2.27)

Para que un ciclo ĺımite sea estable se deben dar las condiciones para que el signo de
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∆ν/∆A1 sea siempre positivo. Esto es conocido como criterio de estabilidad de Loeb [13,

95] y se puede expresar mediante la siguiente desigualdad:

∂U

∂A1

∂V

∂ω
− ∂U

∂ω

∂V

∂A1

> 0. (2.28)

Entonces, la estabilidad de un ciclo ĺımite surge en términos de perturbaciones cuasi-

estáticas en amplitud y frecuencia. Se dice que el ciclo ĺımite es estable si vuelve a su

estado de equilibrio original, mientras que si su amplitud o frecuencia crece o decae hasta

que alcanza otro estado de equilibrio se llama inestable.

2.4.3. Aplicación del criterio de Loeb

El análisis de estabilidad mediante la aplicación del criterio de Loeb involucra la ob-

tención de derivadas parciales y cálculos algebraicos, los cuales pueden resultar parti-

cularmente complejos, por ello fue desarrollado un algoritmo basado en el software de

cómputo numérico Matlab®, el se encarga de realizar las acciones de cómputo y cálculo

necesarias para hallar las parámetros que involucra el criterio de Loeb. La Figura 2.10

exhibe el proceso de análisis y cálculo mediante un diagrama lógico según lo establece el

criterio de Loeb. El mismo es aplicado a cada uno de los casos de estudio considerando los

parámetros de amplitud A1 y frecuencia deseados ω. El código de software desarrollado

en Matlab® puede ser consultado en el Anexo 6.2.
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1 + 𝑁 𝐴1, 𝜔 𝐺 𝑗𝜔

𝑈 𝐴1, 𝜔 + 𝑗𝑉 𝐴1, 𝜔
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𝜕𝜔

𝜕𝑉
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𝜕𝐴1
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×
𝜕𝑉

𝜕𝜔
−

𝜕𝑈

𝜕𝜔
×

𝜕𝑉

𝜕𝐴1
> 0

Definir ecuación de 
balance armónico del sistema. 

Obtener las componentes real
e imaginarias de la ecuación

de balance armónico.

Calcular  las derivadas parciales de 
las componente real e imaginarias 

con respecto de 𝐴1 y 𝜔.

Evaluar la desigualdad del criterio 
de Loeb en los valores de A y 𝜔 del 

ciclo límite en análisis.

𝐶𝐿 < 0

Ciclo límite inestable

Ciclo límite estable

𝐶𝐿 > 0

Figura 2.10: Diagrama de aplicación del criterio de Loeb utilizando Matlab®.

2.5. Consideraciones finales del caṕıtulo

La revisión llevada a cabo en este caṕıtulo expone los fundamentos teóricos relacio-

nados con las técnicas de lógica difusa en el control. Asimismo, son tratadas las bases

del método en el dominio de la frecuencia para el análisis de sistemas no lineales, fun-

ción descriptiva. Por otro lado, se establecen los criterios utilizados en la investigación

para garantizar la existencia y estabilidad orbital de las auto - oscilaciones (ciclos ĺımites

estables).



Caṕıtulo 3

Esquema a 2-FIS para la generación

de órbitas periódicas

El presente caṕıtulo expone el desarrollo anaĺıtico de la propuesta del esquema a 2-

FIS para la generación de órbitas periódicas estables en los dos enfoques presentados

en este trabajo de tesis. Primero, es utilizado el método en el dominio de la frecuencia

función descriptiva para la obtención del ciclo ĺımite y el criterio de Loeb para garantizar la

estabilidad orbital. El segundo enfoque presentado involucra el esquema a 2-FIS utilizando

el teorema Poincaré-Bendixson para establecer las condiciones de existencia y estabilidad

del ciclo ĺımite.

3.1. Planteamiento del problema

El problema se establece formalmente de la siguiente manera. Considere el siguiente

sistema en su formulación Euler - Lagrange con n grados de libertad tal como:

M(q)q̈ + h(q, q̇) = Gu (3.1)

donde q(t) ∈ Rn es el vector de la posición angular, q̇(t) ∈ Rn es el vector de la velocidad

angular, asimismo, q̈(t) ∈ Rn representa el vector de la aceleración angular, u(t) ∈ Rp es

el vector de entrada (n ≥ p), t ∈ R≥0 representa el tiempo, M(q) ∈ Rn×n es una matriz

de inercia, la cual es simétrica positiva definida y continuamente diferenciable, h(q, q̇) ∈
Rn es un vector Lipschitz continuo que representa las fuerzas de Coriolis, centŕıfugas y

gravitacionales. Asimismo, G ∈ Rn×p es la matriz de entrada. Entonces la representación

27
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en espacio de estados de (3.1) resulta como:

ẋ = f(x) + g(x)u (3.2)

con

f(x) =

[
0

−M(x1)
−1h(x1, x2)

]
, g(x) =

[
0

M(x1)
−1G

]
. (3.3)

donde x = [x1, x2]
T = [q, q̇]T es el vector de estado. La matriz de inercia M(x1) es no

singular para todo x1(t) ∈ Rn, por lo tanto, su inversa existe y también es definida positiva

para todos x1. Definimos el vector de variables medibles del sistema (3.2) - (3.3) como

y(t) = x(t) ∈ Rn, es decir, asumimos el caso de retroalimentación de estado.

Consideremos entonces la función de salida escalar

y = x1(t) (3.4)

la cual se considera continuamente diferenciable, y sea ψ(x) una no linealidad sin memoria

invariante en el tiempo. Se desea diseñar un controlador no lineal

u = ψ(x) (3.5)

tal que su salida escalar y = x1(t) : R2n 7→ R converja a una trayectoria cerrada y aislada,

con amplitud A1 y frecuencia ω deseadas, es decir:

y(t) → yss(t+ T ) = yss(t), t ≥ 0 (3.6)

para un peŕıodo T = 1/ω > 0 y con condiciones iniciales x(0) suficientemente cerca del

ciclo ĺımite, donde yss(t) es la evolución de y(t) en estado estable.

Es necesario mencionar que el sistema en lazo cerrado (3.2) - (3.5) no considera una

señal de referencia externa para el seguimiento. Por lo tanto, ψ(x) no es un controlador de

seguimiento. En cambio, se propone un sistema de inferencia en un esquema de dos difusos

(2-FIS) como elemento no lineal ψ(x) para generar auto-oscilaciones en la salida y(t). Para

este propósito, se utilizan los métodos del Teorema Poincaré-Bendixson y el método de la

función descriptiva, las cuales son estrategias establecidas para investigar la existencia de

soluciones periódicas, se utilizaran como método de diseño. En otras palabras, necesitamos

encontrar condiciones o reglas en ψ(x) de modo que la función (3.4) que depende de los

estados del sistema en lazo cerrado (3.2) - (3.3),(3.5), sea periódica.
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3.2. Propuesta de doble sistema de inferencia difusa

(2-FIS)

Se propone un doble sistema de inferencia difusa (2-FIS) del tipo no lineal. El sistema

de inferencia se construye en dos piezas de similar estructura tal que:

ψ(x) = ψ1(x1) + ψ2(x2). (3.7)

Las reglas están dadas por las expresiones lingǘısticas, donde el antecedente como el

consecuente, se encuentran relacionadas a las variables de entrada xl y salida ψl tal como:

SI xl ES Mi ENTONCES ψl es Ui

donde el término Mi para i = −1, 0, 1, representa las funciones de pertenencia en la va-

riable de entrada. De esta forma, se propone cada FIS como un sistema de inferencia tipo

Mamdani [66], considerando funciones de pertenencia tipo singleton a la salida mientras

que se utiliza en la etapa de fusificación, funciones de pertenencia triangular en el centro

y trapezoidal en los extremos siendo estas distribuidas completa, consistente y simétri-

camente con respecto al origen. La Figura 3.1 ilustra la distribución de las funciones de

pertenencia para i = −1, 0, 1.

M0(xl) =


1
Φi
xl + 1, si −Φi ≤ xl < 0

− 1
Φi
xl + 1, si 0 ≤ xl ≤ Φi

0, en otro caso.

(3.8)

M−1(xl) =


1, si xl < −Φi

− 1
Φi
xl, si −Φi ≤ xl ≤ 0

0, si xl > 0,

(3.9)

M1(xl) =


0, si xl < 0

1
Φi
xl, si 0 ≤ xl ≤ Φi

1, si xl > Φi.

(3.10)

Asimismo, como motor de inferencia es utilizado el producto de inferencia y para el

defusificador se establece el método promedio centro (2.11). Entonces, el sistema difuso
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𝑀0 𝑀1𝑀−1

−Φ1 Φ0 Φ1 −𝑈1 𝑈0 𝑈1

𝑥1 𝜓1

𝑀𝑀0 𝑀𝑀1𝑀𝑀−1

−Θ1 Θ0 Θ1 −𝑄𝑄1 𝑄𝑄0 𝑄𝑄1

𝑥𝑥2 𝜓𝜓2

Figura 3.1: Funciones de pertenencia con x1 y x2 como variables de entrada y ψ1 y ψ2 como
salidas.

puede ser expresado matemáticamente como:

ψl(xl) =
1∑

i=−1

{
Mi(xl)∑1

r=−1Mr(xl)

}
Ui =

1∑
i=−1

Ψi(xl)Ui, (3.11)

donde U−i = −Ui refiere al valor crisp de disparo de la salida relacionado a la xl. La

función Ψi(xl) cumple las siguientes suposiciones:

Ψi(xl) es globalmente Lipschitz continua y acotada.

Ψi(0) = 0 (estado estable).

Condición de simetŕıa impar −Ψi(xl) = Ψi(−xl).

Dado que solo se disparan dos reglas al mismo tiempo [52] para cualquier valor de

xl, el diseño de ψl(xl) es una combinación convexa, es decir,
∑

i=−1Mi(xl) = 1.

Entonces, el FIS propuesto, para todo el universo discurso de xl de [−2π, 2π], requiere
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Tabla 3.1: Base de las reglas difusas.

Entrada xl Salida ψl

M−1 U−1

M0 U0

M1 U1

solo tres subconjuntos difusos que apuntan a los valores que toma ψl en correspondencia

al estado de entrada. Al considerar el análisis desarrollado por [52], la ecuación de salida

del sistema (3.11) puede ser definida tal como:

ψ1(x1) =

Ui

Φi
x1, si |x1| ≤ Φi

Ui, si |x1| > Φi.
(3.12)

Dado que la expresión de salida (3.12) es equivalente a una función saturación, el

término k1 = U1/Φ1 el cual refiere la pendiente de la función saturación para el FIS

propuesto. Debido a que la estructura del sistema de inferencia para la variable x2 es

similar a la estructura del FIS para la variable de la posición x1, pero con diferentes

valores a la entrada y a la salida. Entonces, por simplicidad es definida Θi y Qi como

parámetros de diseño a la entrada y a la salida para el FIS-2. De esta forma, el FIS-2

puede ser expresado tal como:

ψ2(x2) =


Qi

Θi
x2, if |x2| ≤ Θi

Qi, if |x2| > Θi,
(3.13)

donde k2 = Qi/Θi. Por lo tanto, al sustituir (3.12)-(3.13) en (3.7) es obtenida la

expresión resultante para el sistema a 2-FIS de la siguiente forma:

ψ(x) =


U1, if x1 > Φi

k1x1, if |x1| ≤ Φi

−U1, if x1 < −Φi

+


Q1, if x2 > Θi

k2x2, if |x2| ≤ Θi

−Q1, if x2 < −Θi,

(3.14)

el cual representa un sistema no lineal basado en sistemas de inferencia difusas que es

equivalente a la función no lineal de doble saturación.
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3.3. Enfoque v́ıa función descriptiva

Se presenta en esta sección la aplicación del método de la función descriptiva en

sistemas de inferencia difusa. Se obtiene la expresión anaĺıtica de la función descriptiva

del elemento difuso, el cual se utiliza para inducir un movimiento periódico estable en un

sistema dinámico.

Con el objetivo de obtener la función descriptiva del sistema difuso, se considera la

ecuación del FIS (3.12) como un elemento no lineal del tipo saturación. Donde la salida es

simétrica en los cuatro cuadrantes del peŕıodo, considerando x(t) = A1 sin(ωt), k1 = U1

Φ1
,

de similar forma δp = sin−1(Φ1/A1) y xl = ωt [13, 90, 95]. La ecuación (3.12) puede ser

reescrita para el primer cuadrante tal como:

ψl(xl) = k1

{
xl si 0 ≤ xl ≤ δp

Φ1 si δp < xl ≤ π/2
. (3.15)

El análisis para obtener la FD para cada FIS es similar considerando la diferencia entre

el parámetro amplitud Ai, para i = 1, 2. La función descriptiva para un sistema difuso se

calcula considerando (3.15) como ψl(t). Las variables {δp} están definidas como ángulos

de fase cuya señal de entrada x = A1 sin(δp) intercepta al centro de cada función de

pertenencia Φi, tal como:

δ0 = 0,

δp = sin−1

(
Φ1

A1

)
,

δp+1 =
π

2
,

(3.16)

siendo (p = 0, ...., p+ 1, 0 < δi <
π
2
).

La función (3.12) cumple la condición de simetŕıa impar, entonces los parámetros

(2.16), (2.17) resultan tal que a0 = a1 = 0. En tal caso, para los cuatro (4) cuadrantes del

peŕıodo se calcula el término b1 definido en (2.18). Donde, la función descriptiva para cada

sistema difuso es determinada considerando (3.15) de la siguiente forma: [13, 90, 95]:
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b1 =
4

π

∫ π
2

0

y(t) sin(ωt)d(ωt),

=
4

π

∫ δ

0

k1A1 sin
2(ωt)d(ωt) +

4

π

∫ π
2

δ

k1Φ1 sin(ωt)d(ωt), (3.17)

=
2k1A1

π

δ + Φ1

A1

√
1−

(
Φ1

A1

)2
 ,

siendo k1 = U1/Φ1 y Φ1 = A1 sin(δ), donde δ = sin−1(Φ1

A1
), sustituyendo los parámetros de

la función descriptiva en (2.15), entonces la FD para el sistema difuso propuesto queda

como:

N(Ai) =
2

π

U1

Φ1

sin−1(
Φ1

Ai

) +
Φ1

Ai

√
1−

(
Φ1

Ai

)2
 . (3.18)

La FD, N(A1, ω), del sistema difuso (3.7) es el primer armónico de la señal de control

periódica dividido por la amplitud de y(t) [13, 90, 95]. Por lo tanto, (3.7) puede analizarse

como la conexión paralela de dos sistemas difusos donde la entrada al primer sistema

difuso (FIS1) es la variable de salida de un sistema dado y la entrada al segundo sistema

difuso (FIS2) es la derivada de dicha salida. La FD del esquema a 2-FIS resulta tal como:

N(A1, ω) = N1(A1) + sN2(A2), (3.19)

donde s = jω, y A2 es la amplitud de dy/dt. Considere además la relación entre y y

dy/dt en el dominio de Laplace, la cual brinda la relación entre las amplitudes A1 y A2.

El término A1 constituye la amplitud deseada a la salida del FIS1. De similar forma

A2 contiene los parámetros a obtener a la salida del FIS2, la cual es dependiente de la

amplitud y frecuencia deseadas tal que A2 = A1ω. El esquema a doble sistema difuso es

mostrado en la Figura 3.2.

Utilizando la ecuación (3.18) y sustituyendo en (3.19) la función descriptiva del esque-

ma a doble sistema de inferencia difusa resultante es:

N(A1, ω) =
2k1
π

sin−1

(
Φ1

A1

)
+

Φ1

A1

√
1−

(
Φ1

A1

)2
+

jω
2k2
π

sin−1

(
Θ1

A2

)
+

Θ1

A2

√
1−

(
Θ1

A2

)2
 ,

(3.20)
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𝑑

𝑑𝑡

𝑟(𝑡) = 0

− +

𝑥(𝑡)

ሶ𝑥(𝑡)

FIS1

FIS2

Planta
𝑦(𝑡)

𝜓(𝑥(𝑡), ሶ𝑥(𝑡))

𝑘1

𝑘2

Figura 3.2: Esquema a doble sistema de inferencia difusa (2-FIS).

donde Φi y Θi representan parámetros de diseño del 2–FIS. Esta relación solo es válida

si se cumple que: A1 ⪆ Φ1 y A2 ⪆ Θ1. Al definir los valores de Φ1,Θ1 A1, A2 basados en

la amplitud y frecuencia deseada y tomando en cuenta que k1 =
U1

Φ1
y k2 =

Q1

Θ1
. Entonces,

(3.20) puede ser representada en sus componentes real e imaginaria de forma simplificada

tal como:

N(A1, ω) =
2

π
(k1Re {N(A1, ω)}+ jk2ωIm {N(A1, ω)}). (3.21)

Considerando (3.21) y descomponiendo la función del diagrama de Nyquist G(jω) en

sus componentes real e imaginaria. Entonces (2.19) puede ser reescrita como:

Re {G(jω)}+ Im {G(jω)} =
π

2

−k1Re {N(A1, ω)}+ jk2 Im {N(A1, ω)}
(k1Re {N(A1, ω)})2 + (k2 Im {N(A1, ω)})2

. (3.22)

La representación gráfica de (3.22) es mostrada en la Figura 2.8. La función −1/N(A1, ω)

representa una ĺınea recta, donde su pendiente depende del valor de k1 y k2. Si existe

una solución periódica, entonces (3.22) provee una solución aproximada con frecuencia y

amplitud deseada. En el presente trabajo se busca encontrar los valores k1 y k2 para una

amplitud y frecuencia deseada.

Los valores de k1 y k2 son calculados al igualar las componentes real e imaginarias de

G(jω) y N(A1, ω) de (3.22) respectivamente, resultando un sistema de ecuaciones 2 × 2

tal que:

Re {G(jω)} =
k1Re {N(A1, ω)}

(k1)2Re {N(A1, ω)}2 + (k2)2 Im {N(A1, ω)}2
, (3.23)

Im {G(jω)} =
k2 Im {N(A1, ω)}

(k1)2Re {N(A1, ω)}2 + (k2)2 Im {N(A1, ω)}2
. (3.24)
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Entonces, al resolver el sistema de ecuaciones (3.23), (3.24) para k1 y k2, resulta tal como:

k1 = − Re {G(jω)}
(Re {G(jω)}2 + Im {G(jω)}2) Re {N(A1, ω)}

, (3.25)

k2 =
Im {G(jω)}

(Re {G(jω)}2 + Im {G(jω)}2) Im {N(A1, ω)}
. (3.26)

Con base a los valores de amplitud A1 y frecuencia ω deseadas en un movimiento

periódico presente en un sistema dinámico, es posible diseñar un esquema a doble sistema

de inferencia difusa (2-FIS), y obtener de forma anaĺıtica las ganancias k1 y k2 para la

generación de órbitas periódicas sin necesidad de una señal de referencia externa.

Proposición 3.1. El controlador difuso (3.14) asegura la existencia de una órbita periódi-

ca, con amplitud A1 y frecuencia ω, en la salida de un sistema de lazo cerrado (3.2), (3.5),

si y solo si, la solución a las ecuaciones (3.25) y (3.26) para encontrar los parámetros k1

y k2, existe.

Demostración. Si la salida de la no linealidad (3.14) es periódica con frecuencia ω, habrá

una representación en serie de Taylor (2.25) que también satisfará la ecuación de balance

armónico (2.19). Donde, las ganancias k1 y k2 que dependen de la amplitud y frecuencia

son la solución de la ecuación de balance armónico, si esta existe. Forzando aśı la oscilación

a una frecuencia y amplitud deseadas.

A pesar de que se establecieron las condiciones para la existencia de un órbita periódica,

se hace necesario investigar si dicha órbita es un ciclo ĺımite estable.

3.3.1. Estabilidad del ciclo ĺımite

La expresión (2.28) puede reescribirse en la forma del producto vectorial, en términos

de la función de transferencia y la función descriptiva, de la siguiente manera:

dG(jω)

dω
× ∂N(A1, jω)

∂A1

>
∂N(A1, jω)

∂ω
× ∂N(A1, jω)

∂A1

. (3.27)

Teorema 3.1. Suponga que un ciclo ĺımite de un sistema en lazo cerrado con (3.5) y

(3.14) existe bajo las condiciones dadas en la Proposición 3.1. Si el criterio de estabilidad

de Loeb se define por la condición (3.27) o su equivalente

dG(jω)

dω
× ∂N(A1, jω)

∂A1

> −16k1k2Φ1Θ1

A3
1πω

(3.28)

se cumple, entonces la órbita periódica es asintóticamente estable.



36 Caṕıtulo 3 Esquema a 2-FIS para la generación de órbitas periódicas

Demostración. Asimismo, de (3.27), se obtiene(
dG(jω)

dω

)
×
(
∂N(A1, jω)

∂A1

)
>(

∂N(A1, jω)

∂ω

)
×
(
∂N(A1, jω)

∂A1

)
. (3.29)

El resultado del producto cruzado del lado derecho de la última desigualdad produce(
dG(jω)

dω

)
×
(
∂N(A1, jω)

∂A1

)
>(

∂ Re{N(A1, ω)}
∂ω

)(
∂ Im{N(A1, ω)}

∂A1

)
−
(
∂ Re{N(A1, ω)}

∂A1

)(
∂ Im{N(A1, ω)}

∂ω

)
(3.30)

donde Re{N(A1, ω)} = N(A1) y Im{N(A1, ω)} = N(A2) son tomados de (3.20). Dado

que ∂ Re{N(A1, ω)}/∂ω = 0,(
dG(jω)

dω

)
×
(
∂N(A1, jω)

∂A1

)
> −

(
∂ Re{N(A1, ω)}

∂A1

)(
∂ Im{N(A1, ω)}

∂ω

)
> −16k1k2Φ1Θ1

A3
1πω

√
1−

(
Φ1

A1

)2
√
1−

(
Θ1

ωA1

)2

≥ −16k1k2Φ1Θ1

A3
1πω

. (3.31)

Un análisis detallado de la derivación (3.27) se encuentra en [70].

3.4. Enfoque v́ıa Poincaré - Bendixson

El enfoque presentado en esta sección utiliza el teorema Poincaré-Bendixson para

obtener las condiciones necesarias para la existencia de ciclos ĺımite estables, este enfoque

considera el sistema de segundo orden tal como:

θ̈ + ϕθ̇ + γθ = u(t), (3.32)

donde θ(t) ∈ C2(R) es la posición angular, θ̇(t) ∈ R es la velocidad angular, u(t) ∈ R
es la entrada de control. Asimismo, ϕ y γ son escalares los cuales satisfacen la siguiente

Suposición.

Suposición 3.1. El sistema (3.32) no forzado (u(t) = 0)) satisface las condiciones de
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foco estable, es decir:

(i) Condición de estabilidad asintótica: ϕ > 0, γ > 0.

(ii) Condición de foco: ϕ2 − 4γ < 0.

La suposición 3.1 garantiza que la ecuación diferencial homogénea

θ̈ + ϕθ̇ + γθ = 0,

no presenta soluciones periódicas, donde el punto de equilibrio [θ∗, θ̇∗]T = [0, 0] ∈ R2 se

comporta como foco estable.

3.4.1. Objetivo de control

Formalmente, el objetivo es diseñar una función no lineal

u = ψ(θ(t), θ̇(t)), (3.33)

como componente interno del sistema homogéneo (3.32) tal que ψ(θ, θ̇) fuerce el sistema

en lazo cerrado

θ̈ + ϕθ̇ + γθ − ψ(θ, θ̇) = 0, (3.34)

a tener una solución periódica. En otras palabras, ψ(θ, θ̇) proporcionará un movimiento

orbital periódico estable (ciclo ĺımite atractor) del sistema (3.34). Para establecer formal-

mente el problema, es reescrito el sistema (3.34) en en el modelo en espacio de estados:[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
0 1

−γ −ϕ

][
x1

x2

]
+

[
0

1

]
ψ(x1, x2),

y =
[
1 0
] [x1
x2

]
,

(3.35)

donde x(t) = [x1 x2]
T = [θ θ̇]T es el vector de estado. La idea es sintetizar un esquema

a doble sistema de inferencia difusa ψ(x1, x2) dado en (3.14), de modo que el vector de

estado exhiba una trayectoria periódica, es decir:

x(t) = x(t+ T ), (3.36)

donde T = 2π/ω es el peŕıodo y ω es la frecuencia deseada. El diseño del componente no

lineal se basará en un esquema del sistema a doble inferencia difusa (2-FIS) de la forma
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obtenida en (3.14). Los detalles generales sobre la śıntesis del componente difuso no lineal

ψ(x1, x2) puede ser consultada en la Sección 3.2.

3.4.2. Regiones de acción

Considere el sistema (3.35) en lazo cerrado sin señal de referencia externa, es decir

su valor deseado (set point, por sus siglas en inglés) (sp = 0). El diseño de ψ(x1, x2)

estará basado en lógica difusa a través de un esquema a 2-FIS, el cual se comportará

como un componente interno de la planta. Para aplicar esta metodoloǵıa son definidas

primeramente las regiones en las cuales el sistema (3.35) presentará la dinámica deseada.

Al obtener la función por partes que delimita al sistema 2-FIS (3.14), son definidos los

siguientes intervalos en los cuales actuará el componente difuso, para el FIS1 se establecen

tal como:

Ix1(−1) = {x1 ∈ R : x1 < −Φ1} ,

Ix1(0) = {x1 ∈ R : |x1| < Φ1} ,

Ix1(1) = {x1 ∈ R : x1 > Φ1} ,

mientras que para el FIS2 resulta como sigue:

Ix2(−1) = {x1 ∈ R : x2 < −Θ1} ,

Ix2(0) = {x2 ∈ R : |x2| < Θ1} ,

Ix2(1) = {x2 ∈ R : x2 > Θ1} ,

Sea R(m,n) = Ix1(m)× Ix2(n), (m,n = −1, 0, 1) las regiones en el plano fase tal como:

R(0,0) = {x ∈ R2 : |x1| ≤ Φ1, |x2| ≤ Θ1},

R(+1,0) = {x ∈ R2 : x1 > Φ1, |x2| ≤ Θ1},

R(−1,0) = {x ∈ R2 : x1 < −Φ1, |x2| ≤ Θ1},

R(0,+1) = {x ∈ R2 : |x1| ≤ Φ1, x2 > Θ1},

R(0,−1) = {x ∈ R2 : |x1| ≤ Φ1, x2 < −Θ1},

R(+1,+1) = {x ∈ R2 : x1 > Φ1, x2 > Θ1},

R(−1,+1) = {x ∈ R2 : x1 < −Φ1, x2 > Θ1},

R(−1,−1) = {x ∈ R2 : x1 < −Φ1, x2 < −Θ1},

R(+1,−1) = {x ∈ R2 : x1 > Φ1, x2 < −Θ1}.

(3.37)
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Estas regiones disjuntas dividen el plano de fase en nueve (9) regiones de acción del 2-FIS

para el sistema (3.35) (ver Figura 3.3). Entonces al considerar (3.14) para ψ(x1, x2), y

tomando como sistema en lazo cerrado (3.35), este puede ser reescrito como:

ẋ = Ax+B



−U1 +Q1 si x ∈ R(−1,1)

U1

Φ1
x1 +Q1 si x ∈ R(0,1)

U1 +Q1 si x ∈ R(1,1)

−U1 +
Q1

Θ1
x2 si x ∈ R(−1,0)

U1

Φ1
x1 +

Q1

Θ1
x2 si x ∈ R(0,0)

U1 +
Q1

Θ1
x2 si x ∈ R(1,0)

−U1 −Q1 si x ∈ R(−1,−1)

U1

Φ1
x1 −Q1 si x ∈ R(0,−1)

U1 −Q1 si x ∈ R(1,−1),

(3.38)

con A =

(
0 1

−γ −ϕ

)
, B = (0, 1)T y x = (x1, x2)

T .

𝑅(−1,1) 𝑅(0,1) 𝑅(1,1)

𝑅(−1,0) 𝑅(0,0) 𝑅(1,0)

𝑅(−1,−1) 𝑅(0,−1) 𝑅(1,−1)

𝑥2

𝑥1

Θ1

0−Φ1

−Θ1

Φ1

Figura 3.3: Regiones de la dinámica.

A continuación, se establecen condiciones para la existencia de un ciclo ĺımite estable

con base en el teorema de Poincaré-Bendixson. Es decir, son obtenidas anaĺıticamente las

condiciones que aseguran la existencia de un ciclo ĺımite atractor en correspondencia con

la condición inicial del vector de estado, o bien, de la región en que se encuentre el estado

en el instante t.
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3.4.3. Condiciones iniciales dentro del ciclo ĺımite

Se emulará lo establecido en el Teorema 2.1(b) correspondiente a la Figura 2.9(b)

y serán establecidas las condiciones para forzar la convergencia de las soluciones a una

órbita periódica. El primer paso es hacer bifurcar [93] el sistema y obtener un punto de

equilibrio inestable encerrado por una región R. Los resultados son presentados en el

siguiente Lema.

Lema 3.1. El sistema en lazo cerrado (3.38) tiene al origen como su único punto de

equilibrio y este es un punto de equilibrio repulsor (fuente) si

Φ1 >
U1

γ
y Θ1 <

Q1

ϕ
, (3.39)

siendo γ, ϕ, U1, Φ1 y Θ1 constantes positivas.

Prueba: Es analizada la existencia de conjuntos invariantes cuando las condiciones

iniciales están dentro del conjunto R(0,0). La dinámica del sistema de lazo cerrado en este

conjunto viene dada por: [
ẋ1

ẋ2

]
=

[
0 1

−γ + U1

Φ1
−ϕ+ Q1

Θ1

][
x1

x2

]
, (3.40)

siendo el origen el único punto de equilibrio. El polinomio caracteŕıstico del sistema de

lazo cerrado (3.40) es:

p(0,0)(λ) = λ2 −
(
Q1

Θ1

− ϕ

)
λ+

(
γ − U1

Φ1

)
, (3.41)

el cual posee ráıces reales positivas si γ > U1/Φ1 y ϕ < Q1/Θ1. Por lo tanto, el origen

es un punto de equilibrio inestable. En otras palabras, el origen es un punto de equilibrio

único del sistema de lazo cerrado (3.38) y este es repulsor. En la Figura 3.4 muestra el

bosquejo del comportamiento cualitativo en la región R(0,0).

3.4.4. Condiciones iniciales fuera del ciclo ĺımite

Primeramente, es necesario demostrar que no existen puntos equilibrios dentro de las

regiones que no pertenecen a R(0,0), para ninguna condición inicial dentro de la región en

estudio.
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𝑅(0,1) 𝑅(1,1)

𝑅(0,0)

𝑅(1,0)

𝑅(0,−1) 𝑅(1,−1)

𝑥2

𝑥1

Θ1

−Φ1

−Θ1

Φ10

𝑅(−1,1)

𝑅(−1,−1)

𝑅(−1,0)

Figura 3.4: Foco inestable en el sistema para cualquier condición inicial en R(0,0).

Regiones R(−1,±1), R(0,±1), y R(−1,±1). Estas regiones se ilustran en la Figura 3.5 como

áreas grises. Para el análisis, considere el sistema de lazo cerrado (3.35) gobernado por

u =



−U1 +Q1, si x ∈ R(−1,+1),

U1

Φ1
x1 +Q1, si x ∈ R(0,+1),

U1 +Q1, si x ∈ R(+1,+1),

−U1 −Q1, si x ∈ R(−1,−1),

U1

Φ1
x1 −Q1, si x ∈ R(0,−1),

U1 −Q1, si x ∈ R(+1,−1),

(3.42)

cuyos puntos de equilibrio son obtenidos tal que:

x∗ = A−1Bu =

[
−ϕ

γ
− 1

γ

1 0

][
0

1

]
u =

[
− 1

γ

0

]
u, (3.43)

los cuales se encuentran en el segmento Θ = {x ∈ R2 : x∗1 ∈ R, x∗2 = 0} para cualquier

entrada externa (3.42) que actúe en estas regiones. Nótese que el conjunto invariante Θ no

se encuentra dentro de R(−1,±1), R(0,±1), o R(−1,±1). Por lo tanto, las regiones analizadas

solo presentan puntos de equilibrio virtuales (puntos de equilibrio fuera de la región de

análisis).
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𝑅(−1,1) 𝑅(0,1) 𝑅(1,1)

𝑅(0,0)

𝑅(−1,−1) 𝑅(0,−1) 𝑅(1,−1)

𝑥2

𝑥1

𝑅(1,0)𝑅(−1,0)

Θ1

−Φ1

−Θ1

Φ10

Figura 3.5: Soluciones en las regiones R(m,±1), m = −1, 0, 1.

Regiones R(±1,0) Estas regiones son mostradas en la Figura 3.6 como áreas de color

gris. Se considera que la acción del 2-FIS:

u =

−U1 +
Q1

Θ1
x2, si x ∈ R(−1,0),

U1 +
Q1

Θ1
x2, si x ∈ R(+1,0),

(3.44)

no provee equilibrios en R(−1,0) ni R(1,0) ya que el equilibrio para R(−1,0) es x∗ =

[U1/γ 0]T ∈ R(1,0), y por simetŕıa, el equilibrio para R(1,0) es x
∗ = [−U1/γ 0]T ∈ R(−1,0).

Note que los equilibrios virtuales para el sistema en las regiones R(−1,n), n = −1, 0, 1,

se encuentran situados en el eje positivo x1 y por simetŕıa, los equilibrios virtuales co-

rrespondientes a las regiones R(1,n) están ubicados en el eje negativo de x1. El equilibrio

virtual para el sistema en R(0,1) se encuentra en el eje negativo x1, y el de R(0,−1) en el eje

positivo x1.

Además, en el sistema f́ısico, se proporcionan los parámetros ϕ y γ. Asimismo, las

salidas de los sistemas de inferencia difusa U1 y Q1 se encuentran previamente definidas

y fijadas. Por lo tanto, los parámetros a diseñar son las amplitudes de las funciones de

pertenencia Φ1 y Θ1, de tal forma que garantice que las soluciones no escapen indepen-

dientemente de la condición inicial en las regiones del plano fase definidas en (3.37). El

siguiente Lema expone argumentos para garantizar esta condición necesaria.

Lema 3.2. Sea el sistema lineal por partes (3.38), el cual satisface la Suposición 3.1.

Entonces cada equilibrio virtual del sistema (3.38), presenta comportamiento tipo foco
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𝑅(0,0)

𝑅(1,0)

𝑥2

𝑥1

𝑅(−1,0)

𝑅(−1,1) 𝑅(0,1) 𝑅(1,1)

𝑅(−1,−1) 𝑅(0,−1) 𝑅(1,−1)

Θ1

−Φ1

−Θ1

Φ10

Figura 3.6: Soluciones en las regiones R(±1, 0).

estable si Φ1 y Θ1 satisfacen

U1

γ−ϕ2

4

< Φ1, (3.45)

Θ1

ϕ+2
√
γ
< Θ1,

donde U1, Φ1 son estrictamente positivos. Además, los equilibrios virtuales para el siste-

ma en las regiones R(m,±1), m = −1, 0, 1, son estables, mientras que los de R(±1,0) son

virtualmente repulsores.

Prueba: Analizaremos la estabilidad en cada región.

Regiones R(±1,±1). Estas regiones se encuentran en las esquinas del retrato de fase.

El polinomio caracteŕıstico de la matriz

A =

[
0 1

−γ −ϕ

]
, (3.46)

del sistema de lazo cerrado (3.38) es pA(λ) = λ2+ϕλ+γ. Dado que la desigualdad ϕ2−4γ

es negativa, debido a la Suposición 3.1, los equilibrios virtuales en las regiones ubicadas

en las esquinas R(±1,±1) presentan comportamiento tipo foco estable. En otras palabras,

las trayectorias iniciadas en estas regiones intentarán alcanzar el conjunto invariante Θ,

sin embargo, el sistema de lazo cerrado conmutará a otra estructura, dependiendo de la

región en la cual ingrese la trayectoria.
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Regiones R(0,±1). En estas regiones, la acción de 2-FIS es:

u =

U1

Φ1
x1 +Q1, si x ∈ R(0,+1),

U1

Φ1
x1 −Q1, si x ∈ R(0,−1).

(3.47)

La matriz compañera en las regiones R(0,±1) es:

A(0,±1) =

[
0 1

−γ + U1

Φ1
−ϕ

]
, (3.48)

cuyo polinomio caracteŕıstico

p(0,±1)(λ) = λ2 + ϕλ+

(
γ − U1

Φ1

)
,

el cual presenta valores propios complejos conjugados tal que:

ϕ2 − 4

(
γ − U1

Φ1

)
< 0,

o en su forma equivalente tal como:

U1 <

(
γ − ϕ2

4

)
Φ1.

Debido a la Suposición 3.1-(ii), la relación γ−ϕ2/4 es estrictamente positiva, entonces:

0 <
U1

γ − ϕ2

4

< Φ1. (3.49)

Debido a que la Traza(A(0,±1)) = −ϕ es negativa y que det(A(0,±1)) = γ−U1/Φ1 es positivo

(ver desigualdades (3.39)), es posible concluir que los valores propios de p(0,±1)(λ) presen-

tan ráıces complejas conjugadas con parte real negativa. Por consiguiente, el equilibrio

virtual de R(0,±1) exhibe comportamiento de foco estable.

Regiones R(±1,0). En estas regiones, la acción del doble sistema de inferencia difusa

es

u =

−U1 +
Q1

Θ1
x2, si x ∈ R(−1,0),

U1 +
Q1

Θ1
x2, si x ∈ R(+1,0),

(3.50)
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donde la matriz compañera asociada es:

A(±1,0) =

[
0 1

−γ −ϕ+ Q1

Θ1
,

]
(3.51)

cuyo polinomio caracteŕıstico es tal que:

p(±1,0)(λ) = λ2 +

(
ϕ− Q1

Θ1

)
λ+ γ. (3.52)

Este polinomio presenta ráıces complejas si su discriminante satisface la siguiente des-

igualdad:

(
ϕ− Q1

Θ1

)2

− 4γ < 0,(
ϕ− Q1

Θ1

− 2
√
γ

)(
ϕ− Q1

Θ1

+ 2
√
γ

)
< 0.

(3.53)

Si ϕ − Q1/Θ1 − 2
√
γ > 0 y ϕ − Q1/Θ1 + 2

√
γ < 0, y ya que ϕ2 − 4γ < 0, entonces

Θ1 < Q1/(ϕ − 2
√
γ) < 0 y Θ1 < Q1/(ϕ + 2

√
γ), respectivamente, lo cual no es posible

debido al hecho que Θ1 > 0.

Por el contrario, si ϕ−Q1/Θ1 − 2
√
γ < 0 y ϕ−Q1/Θ1 + 2

√
γ > 0, dada la condición

ϕ2 − 4γ < 0 se obtiene Θ1 > Q1/(ϕ − 2
√
γ) y Θ1 > Q1/(ϕ + 2

√
γ), respectivamente.

Por lo tanto, Θ1 > Q1/(ϕ + 2
√
γ). Finalmente, Traza(A(±1,0)) = −ϕ + Q1/Θ1 > 0 (ver

desigualdades (3.39)) y det(A(±1,0)) = −γ es estricto negativo, lo que significa la pre-

sencia de un comportamiento de foco inestable. Por último, para exhibir un ciclo ĺımite

desde el origen, es necesario asegurar que las soluciones no escapen a través las regiones

virtualmente inestables.

Teorema 3.2. Sea el sistema de lazo cerrado (3.38) el cual satisface la Suposición 3.1.

Entonces, el sistema (3.38), posee un ciclo ĺımite estable desde el origen siempre que:

U1

γ − ϕ2

4

< Φ1,

máx

{
Q1

ϕ+ 2
√
γ
,
Q1

2ϕ

}
< Θ1 <

Q1

ϕ
.

(3.54)

Prueba: Acorde al Lema 3.2, las soluciones en R(±1,m) se mantienen alrededor de

la región R(0,0) debido a la estabilidad de los equilibrios virtuales. Por lo tanto, para

obtener la órbita periódica estable es suficiente demostrar que cualquier trayectoria que
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pase por R(±1,0) no aumenta en tiempo finito. Es decir, las soluciones estables deben ser

más rápidas que las inestables con respecto al tiempo de respuesta, para evitar que es

escapen a través de R(±1,0). Para lograrlo, es necesario demostrar que la parte real del

polinomio caracteŕıstico del sistema regido en R(0,±1) es modularmente mayor que la de

R(±1,0); es decir, ∣∣∣∣ϕ− Q1

Θ1

∣∣∣∣ < | − ϕ| ⇔ Θ1 >
Q1

2ϕ
. (3.55)

Al sustituir (3.55) en (3.45) se obtienen las siguientes condiciones:

U1

γ − ϕ2

4

< Φ1,

máx

{
Q1

ϕ+ 2
√
γ
,
Q1

2ϕ

}
< Θ1,

(3.56)

cuyo significado es que, cualquier solución fuera de la región R(0,0) tiende al origen según

t → ∞, mientras las condiciones (3.39) indican que el origen exhibe un foco inestable

y que las soluciones dentro de la región R(0,0) escapan en sentido contrario al punto de

equilibrio (tienden a divergir según t→ ∞). Por lo tanto, al unificar las condiciones (3.39)

y (3.56), las soluciones exhiben una órbita periódica si

U1

γ − ϕ2

4

< Φ1,

máx

{
Q1

ϕ+ 2
√
γ
,
Q1

2ϕ

}
< Θ1 <

Q1

ϕ
.

(3.57)

Asimismo, la Figura 3.7 expone el comportamiento en el plano fase de las soluciones

obtenidas mediante la aplicación del teorema Poincaré-Bendixson para la existencia de

ciclos ĺımites.

3.5. Consideraciones del caṕıtulo

Basado en el método FD se diseñan los parámetros de las funciones de pertenencia

del esquema a 2-FIS tipo Mamdani propuesto. Las ganancias de ajuste son calculadas

con el fin de generar auto-oscilaciones con amplitud y frecuencia deseadas, sin necesidad

de una señal de referencia externa. El enfoque propuesto v́ıa Poincaré-Bendixson permite

establecer anaĺıticamente las condiciones de diseño del esquema a 2-FIS para garantizar la

existencia en el sistema dinámico de un ciclo ĺımite estable. El siguiente caṕıtulo expone
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𝑅(−1,1) 𝑅(0,1) 𝑅(1,1)

𝑅(−1,0)

𝑅(0,0)

𝑅(1,0)

𝑅(−1,−1) 𝑅(0,−1) 𝑅(1,−1)

𝑥2

𝑥1

Θ1

−Φ1

−Θ1

Φ10

Figura 3.7: Comportamiento de las soluciones v́ıa Poincaré-Bendixson.

los modelos matemáticos de los sistemas dinámicos a utilizar en la presente investigación.





Caṕıtulo 4

Casos de estudio: sistemas

pendulares

El presente caṕıtulo expone la representación matemática con la cual se describe la

dinámica de los sistemas pendulares utilizados en este trabajo como casos de estudio.

Asimismo, se presenta una descripción de cada sistema mecánico asi como su objetivo de

control. Dentro de los sistemas a tratar se encuentran el péndulo simple, carro péndulo y

el péndulo rotatorio invertido (péndulo de Furuta).

4.1. Representación matemática de los sistemas pen-

dulares

Con el propósito de representar de forma homogénea la expresión matemática que

describa los sistemas dinámicos expuestos en este trabajo de tesis. Se establece su repre-

sentación en espacios de estados tal que: sea un sistema no lineal con p entradas, q salidas

y n variables de estado, tal como:

ẋ = F (x(t)) +Gu(t),

y = Hx(t) +Du(t),
(4.1)

x(t) =


x1

x2
...

xn

 , u(t) =


u1

u2
...

up

 , F (x(t)) =


f1(x)

f2(x)
...

fn(x)

 , (4.2)

49
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donde x(t) ∈ Rn es llamado vector de estados; y(t) ∈ Rq se denomina vector de salida;

u(t) ∈ Rp representa el vector de entradas. Asimismo, F = [f1(x), f2(x), · · · , fn(x)]T

son funciones vectoriales continuas y dependientes del estado, G ∈ Rn×p representa la

matriz de entrada del sistema, H es la matriz de salida, y D es la matriz de transmisión

directa. Además, se considera que el sistema es continuo e invariante en el tiempo t ∈ R.
Los sistemas utilizados en este trabajo presentan componentes no lineales, por simplicidad

matemática estos son linealizados alrededor del origen como punto de equilibrio, a través

de la aplicación del operador Jacobiano al sistema original (4.1) como se describe en [65]

tal como:

A =


δf1
δx1

(x0, u0) . . .
δf1
δxn

(x0, u0)

...
. . .

...
δfn
δxn

(x0, u0) . . .
δfn
δxn

(x0, u0)

 , (4.3)

B =


δf1
δu1

(x0, u0)

...
δfn
δup

(x0, u0)

 . (4.4)

Por lo tanto, el sistema en espacio de estados linealizado puede expresarse tal como:

ẋ = Ax(t) +Bu(t),

y = Cx(t) +Du(t),
(4.5)

Donde, se considera que la matriz de estados A ∈ Rn×n, no presenta valores propios en el

eje imaginario y el grado relativo de (4.5) es mayor que uno (1) con respecto a la salida

y(t). Asimismo, la matriz A se considera Hurwitz y el par (A,B) controlable. De similar

forma, B ∈ Rn×p representa el vector de entradas, mientras que C ∈ Rq×n es el vector

de salida del sistema en espacio de estados. Por simplicidad, se toma D ∈ Rq×p como

la matriz cero, es decir, se elige que el sistema no tenga transmisión. Entonces para un

sistema de orden n las matrices de (4.5) se presentan de la siguiente forma:

A =


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · 0

−a0 −a1 −a2 · · · −an−1

 , B =


0

0
...

b

 , C =
[
c1 c2 · · · cn−1 1

]
. (4.6)
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Asimismo, la función de transferencia de un modelo de espacio de estados continuo e

invariante en el tiempo puede ser obtenida de la siguiente manera:

G(s) = C(sI − A)−1B. (4.7)

Las variables de x0 y u0 son los valores del vector de estado y de la entrada respecti-

vamente en el punto de equilibrio. La función de transferencia que se obtiene de u y x a

partir del modelo de espacio de estado es:

G(s) =
x(s)

u(s)
=
sn−1 + cn−1s

n−2 + · · ·+ c2s+ c1
sn + dn−1sn−1 + · · ·+ d1s+ d0

. (4.8)

Los sistemas utilizados para validar la propuesta de 2-FIS en cada uno de los enfo-

ques propuestos son presentados en sus formas de espacio de estados (4.5) y función de

transferencia (4.8).

En el caso particular de los sistemas mecánicos sub-actuados utilizados en este tra-

bajo (péndulo Furuta, carro-péndulo) se hace necesario por razones prácticas incluir un

control de estabilización ue = −Kx, ya que estos sistemas son linealizados alrededor del

punto de equilibrio inestable [π, 0], entonces K representa un vector de ganancias el cual

se selecciona tal que A − BK sea Hurwitz (estable). La señal ue = −Kx de control

por retroalimentación de estados es diseñado mediante ubicación de polos. El mismo es

responsable de estabilizar primeramente el sistema, con el objetivo de añadir el 2-FIS e

inducir auto - oscilaciones. En estos casos se considera u(t) = ue + ψl.

4.2. Sistema pendular simple

Con el objetivo de corroborar los resultados previos, se considera llevar a cabo simu-

laciones numéricas y experimentos sobre un péndulo f́ısico (ver Figuras 4.1 y Figura 4.2),

el cual que se encuentra regido por la siguiente ecuación diferencial de segundo orden tal

como:

ml2θ̈ = −mgl sen(θ)− fvθ̇ +Kτu(t), (4.9)

siendo θ(t) ∈ [−2π, 2π] la posición angular del péndulo, θ̇(t) ∈ R es la velocidad angular,

u(t) ∈ R es la entrada de control, t ∈ R+ es el tiempo, m > 0 es la masa de la carga,

l > 0 denota la longitud del péndulo, fv > 0 es el coeficiente de fricción viscosa, g es la

constante de aceleración de la gravedad, Kτ es la constante motor-torque. Los parámetros

del péndulo se encuentran resumidos en la Tabla 4.1.

Se considera que sen(x) ≃ x para ángulos pequeños y se introduce un cambio de
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𝑢

𝜃

𝑚𝑔

𝑙

Figura 4.1: Representación f́ısica de un péndulo simple.

Tabla 4.1: Especificaciones del péndulo simple.
Descripción Valor Unidades

Coeficiente de fricción viscosa (fv) 2× 10−2 N × m × s
Constante de gravedad (g) 9.81 m/s2

Longitud del péndulo (lps) 0.19304 m
Masa del péndulo (mps) 0.118 kg
Constante de torque (Kτ ) 0.25 N × m
Entrada de control u(t) [−10 10] V

coordenadas tal que x1(t) = θ y x2(t) = θ̇. Entonces el sistema (4.9), en una vecindad lo

suficientemente pequeña del origen θ = 0, puede ser representado en espacio de estados

como: [
ẋ1

ẋ2

]
=

[
0 1

−g
l

− fv
ml2

]
︸ ︷︷ ︸

A

[
x1

x2

]
+

[
0
K
ml2

]
︸ ︷︷ ︸

B

u(t), (4.10)

donde por sustitución de los parámetros del modelo del modelo, el sistema se escribe

como: [
ẋ1

ẋ2

]
=

[
0 1

−50.82 −4.548

][
x1

x2

]
+

[
0

56.854

]
u(t). (4.11)

La representación de los sistemas en espacio de estados (4.5), puede ser llevada a la

forma de función de transferencia a través de (4.7). Con el propósito de la aplicación del

método FD, el sistema (4.11) es representado en su función de transferencia de la forma:
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Figura 4.2: Configuración experimental que muestra el sistema de péndulo y el sistema de
dSPACE® entrada/salidas.

G(s) =
56.85

s2 + 4.548s+ 50.82
. (4.12)

4.2.1. Objetivo de control

El problema a resolver es, generar auto-oscilaciones a la salida y(t) ∈ R en el sistema

dinámico péndulo simple sin necesidad de una señal de referencia externa, solo utilizando

un sistema basado en lógica difusa ψl(t), utilizando solo la información de los estados del

sistema descrito en (4.9).

Entonces el objetivo de control es llevar los estados (x1(t), x2(t)) del sistema péndulo

simple a exhibir un movimiento oscilatorio periódico estable alrededor del origen con una

amplitud A1 y frecuencia ω deseadas, sin necesidad de inyectar una señal de referencia

externa.
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x(t) = x(t+ T ). (4.13)

4.3. Péndulo rotatorio invertido (péndulo de Furuta)

Con el objetivo de inducir auto-oscilaciones en sistemas mecánicos, en particular siste-

mas sub-actuados se considera el sistema péndulo invertido, mejor conocido como péndulo

de Furuta, el cual fue introducido por primera vez por K. Furuta [34] en 1991, mediante el

análisis en variables de estado. Este sistema péndulo invertido representa un problema de

excelente referencia para los estudios de control y es uno de los más complejos (dos grados

de libertad) implementado en sistemas mecánicos. El sistema péndulo de Furuta a utilizar

fue fabricado por la compañ́ıa Quanser Inc., asociado con (National Instrument). El cual

consiste en un mecanismo f́ısico muy simple compuesto por una barra vertical (péndulo),

una barra horizontal en forma de L (brazo) y un actuador acoplado a la base de un motor

DC. La estación de trabajo NI ELVIS II® incluye un sistema de sensado (encoder) y una

aplicación de software de diseño de control, además de un módulo de simulación desarro-

llado en LabVIEW® de National Instruments, el cual se encarga de tomar las decisiones

sobre el comportamiento de la planta [79]. La plataforma de trabajo NI ELVIS II® de Na-

tional Instruments permite adquirir las señales de entrada y salida de la planta por medio

de un puerto bus serial (USB), y aśı obtener un enlace en tiempo real en la adquisición de

datos (DAQ). Estas entradas y salidas de la planta pueden ser observadas y manipuladas

mediante la interfaz gráfica desarrollada en lenguaje de programación LabVIEW®.

Existen varios métodos para obtener las ecuaciones de movimiento de los sistemas

dinámicos, uno de los mas aplicados es la formulación Euler-Lagrange [30]. En el caso

particular del péndulo rotatorio invertido esta formulación se puede expresar en su forma

compacta tal como [29]:

M(q)q̈ + C(q, q̇) + g(q) = u, (4.14)

donde q(t) = [q1(t), q2(t)]
T es un vector que incluye el ángulo de rotación del brazo q1

y el ángulo del péndulo q2, u = [0 τ ]T es el vector de entradas y τ ∈ R es el torque

aplicado sobre la articulación. Donde M(q) ∈ R2×2 representa la matriz de inercias, la

cual es simétrica positiva definida. Asimismo, C(q, q̇) ∈ R2 denota el vector que contiene

las fuerzas centrifugas y de Coriolis, y g(q) ∈ R2 es el vector de fuerzas gravitacionales,

estas matrices y vectores se definen como:

M(q) =

[
M11(q) M12(q)

M21(q) M22(q)

]
, C(q, q̇) =

[
C1(q, q̇)

C2(q, q̇)

]
, g(q) =

[
0

g(q)

]
. (4.15)
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Los valores de los parámetros incluidos en los coeficientes expresados en (4.15) se resumen

en la Tabla 4.2. El esquema péndulo invertido giratorio con sus componentes es presentado

en la Figura 4.3. Asimismo, la Figura 4.4 exhibe la plataforma experimental del péndulo

rotatorio invertido. Se considera el modelo (4.14) no lineal, entonces la planta es linealizada

alrededor del punto equilibrio inestable q∗ = [0 π]T , donde es realizado un cambio de

variable para el vector de estados donde x1 = q1, x2 = q2, x3 = q̇1 y x4 = q̇2, resultando

tal que: x = [x1, x2, x3, x4]
T . De esta forma (4.14) puede ser representado en su forma

de espacio de estados (4.5) tal como:
ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


0 0 1 0

0 0 0 1

0 22.374 −0.298297 0

0 36.2091 −0.0765277 0



x1

x2

x3

x4

+


0

0

8.95788

2.29813

u,

y =
[
0 1 0 0

]

x1

x2

x3

x4

 .
(4.16)

Para validar la propuesta del 2-FIS en su enfoque función descriptiva para la generación de

auto - oscilaciones estables (ciclos ĺımites estables) se considera el sistema péndulo Furuta

(4.16), al cual le es añadido un controlador óptimo cuadrático lineal (LQR por sus siglas

en inglés) como controlador de balance. El controlador LQR se encuentra impĺıcito en el

algoritmo desarrollado por Quanser®. De esta forma se propone un vector de ganancias

de control tal que K = [−6.50, 80.0, −2.75, 11.2247] V/rad. Luego, utilizando (4.7) el

sistema (4.16) se puede transformar a su expresión como función de transferencia de la

siguiente forma:

G(s) =
2.298s2 − 6.687× 10−07s− 2.253× 10−15

s4 + 17s3 + 104s2 + 268s+ 240
. (4.17)

4.3.1. Objetivo de control

El objetivo de control es, inducir en la articulación y = x2 del sistema péndulo inver-

tido un movimiento periódico estable alrededor del punto de equilibrio inestable con una

amplitud A1 y una frecuencia ω deseadas sin necesidad de una señal de referencia externa

a través de una configuración a 2-FIS basada en sistemas de inferencia difusa.
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Figura 4.3: Representación péndulo Furuta.

Figura 4.4: Plataforma experimental péndulo Furuta.

4.4. Sistema carro-péndulo

En esta sección se expone la representación f́ısica y el modelo matemático del sistema

mecánico sub-actuado carro-péndulo.

La Figura 4.5 muestra el sistema pendular, el cual se compone de dos elementos

principales que son el carro y el péndulo, entre estos aparece un par cinemático de rotación

con fricción. La disposición del mecanismo consiste en un poste montado en un carro de

tal manera que, el poste puede balancearse solamente en el plano vertical. El carro es
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Tabla 4.2: Especificaciones del péndulo de Furuta

Descripción Valor Unidades
Masa del brazo (Marm) 0.08 Kg

Longitud del pivote del brazo al pivote pendular (r) 0.0826 m
Masa de la articulación del péndulo y peso combinado (Mp) 0.0270 Kg

Constante de aceleración gravitacional (g) 9.810 m/s2

Longitud del centro de masa
del péndulo desde el pivote (lp) 0.153 m
Longitud total del péndulo (Lp) 0.191 m
Longitud del pivote del brazo

al pivote del péndulo (r) 0.0826 m
Momento de inercia del péndulo

sobre su eje de pivote (Jp) 1.70× 10−4 kg/m2

Voltaje de salida máximo del amplificador PWM (Vmax) 24 V

accionado por un motor plano de corriente directa (DC). Para balancear y equilibrar el

péndulo, el carro es empujado hacia adelante y hacia atrás sobre un carril de longitud

limitada mostrado en la Figura 4.6.

Figura 4.5: Sistema mecánico sub-actuado carro-péndulo [45]

El sistema contiene seis bloques: el proceso, sensores, lógica FPGA, generador PWM

(modulación por ancho de pulsos PWM, por sus siglas en inglés), algoritmo de control y

un reloj. El funcionamiento de los convertidores y del algoritmo de control es controlado
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Figura 4.6: Configuración sistema carro - péndulo [45].

por el reloj del software. El tiempo de conversión sucesiva de la señal a la forma digital

se denomina peŕıodo de muestreo T . El reloj suministra un pulso cada T segundos, y el

convertidor PWM env́ıa una señal al ordenador cada vez que llega un evento del tem-

porizador. El algoritmo de control calcula el valor de la variable de control y lo env́ıa

como número a la lógica FPGA. El FPGA mantiene la señal constante durante el peŕıodo

de muestreo. Normalmente se utiliza el muestreo periódico. Es posible utilizar diferentes

peŕıodos de muestreo. Una aplicación del esquema general del sistema de control digital

para el control del péndulo se presenta en forma de diagrama de bloques en la Figura 4.7.

Se miden dos estados del proceso: la posición del carro x1 y el ángulo del péndulo x2. Los

estados del proceso se miden como señales continuas y se digitalizan mediante codifica-

dores ópticos (sensores). La entrada de referencia (valor deseado de la posición del carro

xd1 se puede generar en una forma digital usando un generador de posición deseado [45].

4.4.1. Modelo matemático del mecanismo

Este sistema constituye un caso concreto de sistema f́ısico en el que se ponen de mani-

fiesto importantes problemas, lo que ha hecho del mismo un banco de pruebas (benchmark,

en inglés) para sistemas de control. El modelado matemático se lleva a cabo a partir de

las leyes de la f́ısica, en particular la segunda ley de Newton (
∑
F = ma). Donde

∑
F

refiere a la suma de todas las fuerzas (cinética, gravitacional, elástica), mientras que m es

la masa del cuerpo y a representa la aceleración del mecanismo.

El modelado matemático y los parámetros f́ısicos del sistema fueron desarrollados
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Figura 4.7: Proceso controlado por computadora [45].

Figura 4.8: Descripción de fuerzas del sistema [45].

por la empresa INTECO considerando el sistema mecánico carro-péndulo mostrado en la

Figura 4.8. El péndulo gira en un plano vertical alrededor de un eje situado en el carro. El

carro se mueve a lo largo de un carril horizontal, situado en el plano de rotación. El vector

de estados del sistema es x = [x1, x2, x3, x4]
T , donde x1 es la posición del carro, x2 es el

ángulo entre la dirección ascendente y el péndulo, medida en sentido antihorario (x2 = 0

para la posición vertical del péndulo), x3 es la velocidad del carro, y x4 es la velocidad

angular del péndulo. Una fuerza de control F , paralela al carril, se aplica al carro, ésta

es producida por un motor de corriente directa, el cual es controlado por una señal de

tensión modulada mediante ancho de pulso (PWM, por sus siglas en inglés).

La señal de control del sistema u toma valores máximos en el intervalo [−1, 1]. La masa

total del péndulo y del carro se denomina m, l es la distancia desde el eje de rotación
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del péndulo al centro de masa del sistema, Jp es el momento de inercia del péndulo con

respecto a su eje sobre el carro. La fricción del carro está compuesta de dos fuerzas:

la fricción estática compensada fuera del modelo y la fricción viscosa proporcional a la

velocidad del carro, fcx3. Además existe un par de fricción en el movimiento angular del

péndulo, proporcional a la velocidad angular, fpx4. Las ecuaciones de estado se pueden

ver en (4.18), (4.19), (4.20) y (4.21) y los parámetros de los que dependen estas ecuaciones

en (4.22), (4.23) [45].

ẋ1 = x3, (4.18)

ẋ2 = x4, (4.19)

ẋ3 =
a1h1(x, u) + h2(x) cosx2

d(x)
, (4.20)

ẋ4 =
h1(x, u) cosx2 + a2h2(x)

d(x)
. (4.21)

Donde,

h1(x, u) = c1u− x24 sen(x2)− c2x3,

h2(x) = g sen(x2)− c3x4,

d(x) = b− cos(x2)
2,

(4.22)

a1 =
Jp
ml
, a2 =

1
l
,

b = a1a2 =
Jp
ml2

, c1 =
p1
ml
,

c2 =
fc−p2
ml

, c3 =
fp
ml
.

(4.23)

Se escoge para la estabilización del sistema el punto de equilibrio dado por el vector

x = [x1, x2, x3, x4]
T = [0, 0, 0, 0], donde para el caso del estado x2 es un punto de equilibrio

inestable, y para el caso del estado x1 se considera el origen como el punto medio de la

viga por la cual se desplaza. Para los estados x3 y x4 esta deducción resulta inmediata

al determinar su estado estable. Entonces, considerando (4.3) y (4.4) el sistema no lineal

(4.18), (4.19), (4.20) y (4.21) en el espacio de estados puede ser representado mediante el
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modelo linealizado tal como:
ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


0 0 1 0

0 0 0 1

0
g

b− 1

a1c2
1− b

c3
1− b

0
a2g

b− 1

c2
1− b

a2c3
1− b



x1

x2

x3

x4

+


0

0
a1c1
b− 1
c1

b− 1

u,

y =

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
x1

x2

x3

x4

 .
(4.24)

La Tabla 4.3 muestra los valores de los parámetros que forman parte del modelo ma-

temático.

Tabla 4.3: Parámetros del modelo carro-péndulo.

Descripción Valor Unidades
Masa equivalente de carro y péndulo (m) 0.872 kg

Distancia del eje de rotación al centro de masa del sistema (l) 0.011 m
Coeficiente de fricción del carro dinámico (fc) 0.5 Ns/m
Coeficiente de fricción estática del carro (fs) 1.203 N

Coeficiente de fricción rotacional (fp) 6.65 ×10−5 N· m· s/rad
Momento de inercia del péndulo con respecto

al eje de rotación (Jp) 0.00292 kg·m2

Gravedad (g) 9.81 m/s2

Fuerza de control a la relación de señal PWM (p1) 9.4 N
Fuerza de control a la velocidad del carro (p2) -0.548 Ns/m

Valor máximo de la señal PWM (umax) 0.5
Masa equivalente del carro (mc) 0.768 kg

Masa del péndulo (mps) 0.038 kg
Masa de la carga (mpw) 0.014 kg
Longitud del riel (Rl) 1.8 m

Longitud del péndulo (lp) 0.5 m
Distancia entre el centro de la masa
del péndulo y el eje de rotación (lpo) 0.107 m

Longitud de la carga (lc) 0.03 m
Distancia entre el centro de la masa de carga

y el eje de rotación (lpwo) 0.354 m
Peŕıodo péndulo (T ) 1.17 s

Momento de inercia relacionado con el centro de masa (J) 0.00282 kg×m2
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Luego de sustituir los parámetros el sistema linealizado resulta como:
ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


0 0 1 0

0 0 0 1

0 0.3674 −1.2469 −0.0003

0 33.3992 −4.0959 −0.0236



x1

x2

x3

x4

+


0

0

11.1839

36.7385

u,

y =

[
0 1 0 0

0 0 0 1

]
x1

x2

x3

x4

 .
(4.25)

De similar forma al mecanismo péndulo de Furuta, el sistema carro-péndulo es un sistema

mecánico sub-actuado y realizar el proceso de linealización alrededor de su punto de

equilibrio inestable (no Hurwitz) es necesario implementar un control de estabilización

mediante ubicación de polos. Entonces se propone una entrada de control tal como:

u = −Kx+ ψ(x2, x4), (4.26)

donde K ∈ R debe satisfacer que la nueva matriz Ã = A − BK sea Hurwitz. Las ga-

nancias del vector K fueron calculadas mediante la formulación de Ackermann [1, 84]

utilizando el software Matlab® considerando polos en lazo cerrado deseados tal que

λ1 = −2, λ2 = −3, λ3 = −5, λ4 = −7; de los cuales se obtiene un vector de ga-

nancias K = [−0.5833, 3.8405, −0.7979, 0.6711], el cual modifica la dinámica original

del sistema (4.25) resultando en una nueva matriz de estados Ã tal como:

Ã =


0 0 1 0

0 0 0 1

6.5233 −42.5847 7.6771 −7.5053

21.4287 −107.6962 25.2189 −24.6771

 . (4.27)

Considerando (4.27) y la representación (4.25) se obtiene un sistema en espacio de estados
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modificado tal que:
ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


0 0 1 0

0 0 0 1

6.5233 −42.5847 7.6771 −7.5053

21.4287 −107.6962 25.2189 −24.6771



x1

x2

x3

x4

+


0

0

11.1839

36.7385

 ψ(x2, x4),

y =

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
x1

x2

x3

x4

 .
(4.28)

Entonces, el sistema en espacio de estados (4.28) es transformado a su representación de

función de transferencia a través de (4.7) para la salida del sistema y = x2 resultando

como:

G(s) =
36.74s2 + 0.0011s− 1.659× 10−14

s4 + 17s3 + 101s2 + 247s+ 210
. (4.29)

4.4.2. Objetivo de control

El objetivo de control es, inducir en la articulación y = x2 del sistema carro-péndulo un

movimiento periódico estable alrededor del punto de equilibrio inestable con una amplitud

A1 y una frecuencia ω deseadas sin necesidad de una señal de referencia externa a través

de una configuración a 2-FIS basada en sistemas de inferencia difusa.

4.4.3. Análisis del sistema carro – péndulo con dinámica añadida

de los actuadores

Considere la representación del modelo matemático linealizado en espacios de estados

tal que:

ẋ = Ax(t) +Bu(t)

u̇ = −kcu+ τ

y = Cx(t),

(4.30)

donde x(t) ∈ Rn es el vector de estados; y(t) ∈ Rq es el vector de salida, u(t) ∈ Rp es el

vector de entradas, A ∈ Rn×n representa la matriz de estados, B ∈ Rn×p es la matriz de

entrada, C ∈ Rq×n es la matriz de salida mientras y kc como una constante positiva. La

entrada de control mediante el torque es definida por τ . Se asume que la matriz A no tiene
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valores propios en el eje imaginario y el grado relativo es mayor que uno con respecto a la

salida y(t). Además, la matriz A se considera Hurwitz. El vector u̇(t) pone de manifiesto

la adición de una componente dinámica al sistema, la cual corresponde a los actuadores

de la planta.

De esta forma, se obtiene un nuevo vector de estados z = [x, u]T , el cual se asocia con

un nueva estructura del sistema (4.30) tal como:

ż =

[
ẋ

u̇

]
=

[
A B

0(1×n) −kc

][
x

u

]
+

[
0(n×1)

1

]
τ,

y = Cx.

(4.31)

De esta forma, considerando (4.31) se propone el siguiente doble sistema difuso (2-FIS)

asociado a τ :

τ = Kz + ψ(x, k1, k2), (4.32)

donde K ∈ R1×(n+1) se plantea como un controlador de estabilización del sistema, el

cual permite cumplir la condición de Hurwitz. El término ψ(x, k1, k2) representa el Doble

Controlador Difuso, capaz de generar oscilaciones no lineales en la planta. Asimismo, los

parámetros k1 y k2 son obtenidos de forma tal que la salida escalar del sistema y = x(t) :

R2n 7→ R converja a una trayectoria cerrada y aislada con una amplitud A1 y frecuencia

ω deseadas, de la forma:

yss(t+ T ) = yss(t), t ≥ 0, (4.33)

para un peŕıodo T = 2π/ω y condiciones iniciales x(0) suficientemente cerca al ciclo ĺımite,

donde yss(t) es la solución de y(t) en estado estable.

Se asume que el 2-FIS presenta dos parámetros k1 ∈ R y k2 ∈ R dependientes de

la amplitud A1 y frecuencia ω deseadas del ciclo ĺımite. Estos tienen como objetivo el

ajuste del 2-FIS para diseñar el universo de discurso de las funciones de pertenencia de

los controladores difusos y con ello generar un movimiento periódico en la salida de la

planta. Las expresiones anaĺıticas de k1 y k2 se obtienen utilizando el método en el dominio

de la frecuencia conocido como función descriptiva [13].

Se consideran las matrices A,B,C del sistema (4.25) como punto de partida en el

desarrollo de este análisis. De esta forma, el sistema no lineal (4.18), en el espacio de

estados se puede representar mediante su modelo linealizado considerando la aplicación
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operador Jacobiano [65] tal como:

A =


0 0 1 0

0 0 0 1

0
g

b− 1

a1c2
1− b

c3
1− b

0
a2g

b− 1

c2
1− b

a2c3
1− b

 ,

B =

[
0(4×1)

1

]
, C =

[
0 1 0 0

]
.

(4.34)

Considerando (4.30) y (4.31) y al sustituir los valores numéricos en (4.34) y si kc = 1, se

modifica la estructura del de modelo en espacio de estados resultando en
ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

u̇

 =


0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0.37 −1.25 −3× 10−4 11.18

0 33.31 −4.01 −0.024 36.74

0 0 0 0 −1




x1

x2

x3

x4

u



+


0

0

0

0

1

 τ, y =
[
0 1 0 0 0

]

x1

x2

x3

x4

u

 .
(4.35)

Los valores propios de la matriz de estados (4.35) son λ1 = 0, λ2 = 5.7489, λ3 = −5.8196,

λ4 = −1.1998 y λ5 = −1.0. Es posible apreciar que la matriz (4.35) no es Hurwitz. Para

cumplir esta premisa del sistema (4.30) se diseña un vector de ganancias K utilizando

el método de Ackermann [1] tal que los polos en lazo cerrado sean λ1 = −1, λ2 = −2,

λ3 = −3, λ4 = −4 y λ5 = −5, inyectados a (4.34) a través de A − BK resultando en el
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siguiente sistema en espacio de estados tal que:
ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

u̇

 =


0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0.37 −1.25 −3× 10−4 11.18

0 33.40 −4.10 −0.024 36.74

0.33 −19.80 2.29 −3.44 −13.73




x1

x2

x3

x4

u



+


0

0

0

0

1

 τ, y =
[
0 1 0 0 0

]

x1

x2

x3

x4

u

 .
(4.36)

Entonces, considerando (4.36), es calculada la función de transferencia resultando tal

como:

G(s) =
36.74s2 + 0.0011s− 3.401× 10−16

s5 + 15s4 + 85s3 + 225s2 + 274s+ 120
(4.37)

4.5. Consideraciones finales

Fueron presentados las especificaciones y los modelos dinámicos de los mecanismos en

diferentes formas de expresión matemáticas a utilizar. Los mismos son considerados para

verificar el desempeño de la propuesta del doble sistema de inferencia difusa (2-FIS) para

cada enfoque presentado en este trabajo investigativo.



Caṕıtulo 5

Resultados en simulación y

experimentales

En este caṕıtulo se expone la implementación del 2-FIS en varios sistemas mecánicos

entre los cuales se encuentran el péndulo simple, péndulo rotatorio invertido (péndulo

de Furuta [35]), sistema carro - péndulo [29]. En estos casos son utilizados equipos de

laboratorio, donde los parámetros f́ısicos y los modelos matemáticos son proporcionados

por el fabricante. Son realizadas simulaciones y experimentos en cada mecanismo. Se

realizó el diseño del esquema a 2-FIS para cada enfoque propuesto (FD y P-B). Esto, con

el propósito de obtener un movimiento periódico (ciclo ĺımite estable) sin necesidad de

una señal de referencia externa y con una amplitud y frecuencia deseadas.

5.1. Sistema pendular simple

5.1.1. Enfoque v́ıa función descriptiva

Utilizando las ecuaciones (3.25),(3.26), son calculados los valores de k1 y k2 correspon-

dientes. Fueron realizadas varias simulaciones definiendo amplitud y frecuencia deseadas

del ciclo ĺımite, considerando diferentes condiciones iniciales para verificar el desempeño

del sistema 2-FIS propuesto. Se definió una amplitud (A1 = 0.2 rad) y una frecuencia

angular (ω = 3 rad/s) deseadas. La Tabla 5.1 muestra los resultados numéricos y de di-

seño obtenidos con base a las simulaciones realizadas. En la misma se exponen los valores

k1 y k2 obtenidos para las frecuencias ω y amplitud A1 deseadas en el ciclo ĺımite. De

esta forma, son definidos los parámetros de los sistemas de inferencia difusa FIS1 tal que

Φ1 = 0.19 y U1 = 0.2, de igual manera para el FIS2 se definen Θ1 = 0.59 y Q1 = 0.6.

Simulación 1. Para los valores expuestos en la Tabla 5.1, y tomando como con-

67
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Tabla 5.1: Resultados en simulación
ω deseada A1 deseada k1 k2 ω en simulación A1 simulación

3 0.20 -0.7360 -0.0800 2.9919 0.2057

dición inicial [x1(0), x2(0)]
T = [0.25, 0]T fuera del ciclo ĺımite, se puede apreciar en la

Figura 5.1(a) que la solución (trayectoria color rojo) disminuye su amplitud y converge

a una órbita. Asimismo, en el plano fase mostrado en la Figura 5.1(b) se puede verificar

como la trayectoria se establece en un ciclo ĺımite estable.

Simulación 2. De forma similar, con la condición inicial [x1(0), x2(0)] = [0.15, 0]

se obtiene una solución que aumenta su amplitud y se aproxima a una única órbita

periódica (ver trayectoria color negro en la Figura 5.1(a). Del mismo modo este resultado

se corrobora en el plano fase expuesto en la Figura 5.1(b), donde la trayectoria (color

negro) aumenta gradualmente su amplitud hasta converger en el ciclo ĺımite estable. La

Figura 5.1(c) expone el comportamiento la señal del 2-FIS necesaria para inducir las

auto-oscilaciones en ambas simulaciones.

Simulación 3. De similar manera, fueron realizadas cuatro (4) simulaciones numéri-

cas con el objetivo de verificar el comportamiento de las soluciones en diferentes regiones

del plano fase. Dos de las simulaciones tomaron condiciones iniciales tal que:

[x1(0), x2(0)] = [0.2, 0.6],

[x1(0), x2(0)] = [−0.2,−0.6],

mientras que la dos restantes simulaciones toman como condición inicial tal que:

[x1(0), x2(0)] = [0.25,−0.6],

[x1(0), x2(0)] = [−0.25, 0.6].

En la Figura 5.2(a) se puede apreciar como las cuatro trayectorias convergen hacia el

mismo movimiento periódico independientemente de las condiciones iniciales, es necesario

notar que existe un pequeño desfase entre cada una de las trayectorias de posición angular.

El plano fase expuesto en la Figura 5.2(b) representa el comportamiento dinámico del

sistema pendular simple para cada una de los conjuntos de condiciones iniciales utilizadas.

De igual manera la Figura 5.2(c) muestra la señal del sistema 2-FIS aplicado al mecanismo

para la generación de auto-oscilaciones. Las cuatro (4) trayectorias convergen hacia el

mismo ciclo ĺımite y permanecen en este con una amplitud y frecuencia cercanas a las

deseadas.
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Figura 5.1: (a) Posición angular en función del tiempo. (b) Plano fase del sistema pendular
bajo condición inicial dentro y fuera del ciclo ĺımite. (c) Señal de entrada del 2-FIS aplicada al

sistema pendular simple.
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Figura 5.2: (a) Posición angular en función del tiempo. (b) Plano fase del sistema pendular
bajo condición inicial dentro y fuera del ciclo ĺımite.(c) Señal del sistema 2-FIS aplicado al

sistema pendular simple.
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Fueron realizados dos (2) experimentos con diferentes condiciones iniciales (dentro y

fuera del ciclo ĺımite) para comprobar el funcionamiento de la operación de 2-FIS.

Experimento 1. Las condiciones iniciales del primer experimento fueron

[x1(0), x2(0)]
T = [0.3203,−1.0092]. La Figura 5.3(a) muestra la posición angular con

respecto al tiempo, mientras que el retrato de fase (ver trayectoria color rojo en Figu-

ra 5.3(b)) corrobora el comportamiento de las trayectorias y cómo éstos convergen a un

ciclo ĺımite estable cuando las condiciones iniciales se encuentran fuera del ciclo ĺımite.

Experimento 2. Las condiciones iniciales del segundo experimento fueron

[x1(0), x2(0)]
T = [−0.0940, 0.1162]. La trayectoria (color negro) mostrada en la Figu-

ra 5.3(b) exhibe el retrato de fase que valida el comportamiento de las trayectorias al

estas converger a un ciclo ĺımite estable cuando las condiciones iniciales están dentro del

ciclo ĺımite. De similar forma Figura 5.3(c) exhibe la señal del 2-FIS necesaria para inducir

auto-oscilaciones estables. Los resultados experimentales son expuestos en la Tabla 5.2.

Tabla 5.2: Resultados experimentales péndulo simple
ω deseada A1 deseada k1 k2 ω experimental A1 experimental

3 0.2 -0.7360 -0.0800 4.487 0.245
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Figura 5.3: (a) Posición angular en función del tiempo. (b) Plano fase del sistema pendular
bajo condición inicial dentro y fuera del ciclo ĺımite. (c) Señal de entrada del 2-FIS aplicada al

sistema pendular simple.
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5.1.2. Estabilidad orbital péndulo simple enfoque FD

Con el objetivo de asegurar la estabilidad orbital del ciclo ĺımite se aplica el criterio

de Loeb presentado en la Sección 2.4.2 al sistema pendular simple (4.2) en conjunto con

la función descriptiva del 2-FIS (3.20), para ello se considera A1 = 0.2 rad y ω = 3 rad/s.

Entonces son calculadas las ecuaciones (2.21), (2.22), resultando las derivadas parciales

dadas en (2.28) tal como:

∂U

∂A
= 0.6073,

∂V

∂ω
= 0.0495,

∂U

∂ω
= −0.1273,

∂V

∂A
= −0.0785. (5.1)

Sustituyendo (5.1) en (2.28) resulta la desigualdad positiva (0.0201). Esto garantiza la

estabilidad orbital local para el caso de estudio del sistema pendular simple con A1 = 0.2

rad y ω = 3 rad/s.

5.1.3. Enfoque v́ıa Poincaré-Bendixson

A continuación se presenta la aplicación de la metodoloǵıa para generar ciclos ĺımites

estables al modelo dinámico sistema pendular simple aplicando las condiciones de diseño

obtenidas a través del teorema P-B.

Tomando U1 = 0.2 y Q1 = 0.6, entonces los intervalos de diseño (3.56) son:

0.0044 = U1

γ−ϕ2

4

< Φ1, (5.2)

0.0660 = máx
{

Q1

ϕ+2
√
γ
, Q1

2ϕ

}
< Θ1 <

Q1

ϕ
= 0.1319.

Fueron realizadas tres (3) simulaciones utilizando diferentes condiciones iniciales y consi-

derando los intervalos de diseño (3.56) donde:

Simulación 1. Para los valores admitidos Φ1 = 0.006 y Θ1 = 0.1, y tomando como

condición inicial [x1(0), x2(0)]
T = [0.04, 0]T fuera del ciclo ĺımite, se puede observar en la

Figura 5.4(a) que la solución (trayectoria continua) disminuye su amplitud y converge a

una órbita.

Simulación 2. De forma similar, con condición inicial [x1(0), x2(0)] = [0.015, 0] se

obtiene una solución que aumenta su amplitud y se aproxima a la misma órbita periódi-

ca (ver trayectoria discontinua de la Figura 5.4(a)), concluyendo que el ciclo ĺımite es

estable asintóticamente orbitalmente. Asimismo, la Figura 5.4(b) exhibe las trayectorias

en el plano fase para condiciones iniciales dentro y fuera del ciclo ĺımite, donde ambas
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trayectorias concurren a una órbita periódica. El comportamiento de las trayectorias en el

plano fase para condición inicial dentro y fuera muestran que el ciclo ĺımite es estable en

correspondencia con las condiciones obtenidas mediante el teorema Poincaré-Bendixson.

Figura 5.4: (a) Posición angular en función del tiempo. (b) Plano fase del sistema pendular
bajo condición inicial dentro y fuera del ciclo ĺımite.

Simulación 3. Fueron realizadas cuatro (4) simulaciones numéricas con el obje-

tivo de verificar el comportamiento de las soluciones en las regiones R(±1,±1), según

lo establecido en el Lema 3.2 para condiciones iniciales en las regiones de las esqui-

nas, fuera del ciclo ĺımite. Las condiciones iniciales para las cuatro simulaciones fueron

[x1(0), x2(0)]
T = [±0.04,±0.2]T , considerando las cuatro (4) combinaciones posibles. En

la Figura 5.5(a) se muestra cómo las cuatro (4) trayectorias de la posición angular al-



5.1 Sistema pendular simple 75

canzan el mismo movimiento periódico independientemente de las condiciones iniciales.

Similarmente, la Figura 5.5(b) describe el retrato de fase, el cual corrobora el compor-

tamiento de las trayectorias y cómo éstas convergen a un ciclo ĺımite estable cuando las

condiciones iniciales están en la región de las esquinas del ciclo ĺımite, como se afirma en

el Lema 3.2.
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Figura 5.5: Posición angular del sistema pendular bajo condición inicial dentro y fuera del ciclo
ĺımite.

Para ilustrar los resultados teóricos de las secciones anteriores, fueron realizados ex-

perimentos en un péndulo simple que involucra un motor DC fabricado por Leadshine y

conducido por una placa de control dSPACE DS1103 (ver Figura 4.2). Donde, el ampli-

ficador del motor acepta una señal de entrada del convertidor D/A en el rango de ±10

V.
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Se realizaron dos experimentos con diferentes condiciones iniciales para verificar la

efectividad de la operación de 2-FIS.

Experimento 1. Las condiciones iniciales del primer experimento fueron x1(0) =

−0.6687 rad y x2(0) = 0.09091 rad/s. La Figura 5.6(a) (trayectoria color rojo) muestra el

retrato de fase que corrobora el comportamiento de las trayectorias y cómo estos convergen

a un ciclo ĺımite estable cuando las condiciones iniciales están fuera del ciclo ĺımite.

Experimento 2. Las condiciones iniciales del segundo experimento fueron x1(0) =

−0.01232 rad y x2(0) = 0.04545 rad/s. Mas aún, la Figura 5.6(b) (trayectoria color

negro) exhibe el retrato de fase que corrobora el comportamiento de las trayectorias

y cómo éstas convergen a un ciclo ĺımite estable cuando las condiciones iniciales están

dentro del ciclo ĺımite. Asimismo, la Figura 5.8(c) exhibe la señal del sistema a 2-FIS

necesaria para generar auto-oscilaciones estables en el mecanismo pendular simple.
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Figura 5.6: (a) Posición angular en función del tiempo. (b) Plano fase del sistema pendular
bajo condición inicial dentro y fuera del ciclo ĺımite. (c) Señal de entrada del 2-FIS aplicada al

sistema pendular simple.
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5.2. Sistema péndulo Furuta

5.2.1. Enfoque función descriptiva

En la presente sección se aplica la propuesta a 2-FIS v́ıa función descriptiva al sistema

mecánico sub - actuado péndulo Furuta (4.3). Es diseñado un esquema a 2-FIS para un

ciclo ĺımite con amplitud A1 = 0.1 rad y frecuencia ω = 7 rad/s deseados. Asimismo, son

calculados los parámetros de ganancia k1 (3.25) y k2 (3.26) y son definidos los parámetros

de los sistemas de inferencia difusa FIS1 tal que Φ1 = 0.09 y U1 = 0.1, de igual manera

para el FIS2 es definido Θ1 = 0.69 y Q1 = 0.7. Fueron realizadas un conjunto de tres (3)

simulaciones y dos (2) experimentos para diferentes condiciones iniciales para validar la

eficacia de la propuesta a 2-FIS. La Tabla 5.3 expone los valores de diseño de k1 y k2, aśı

como los parámetros de amplitud y frecuencia deseados y en simulación.

Tabla 5.3: Resultados en simulación péndulo Furuta
ω deseada A1 deseada k1 k2 ω en simulación A1 simulación

7 0.1 -21.8286 -5.0180 6.9968 0.1005

Simulación 1. Considerando los valores expuestos en la Tabla 5.3, con condición ini-

cial [x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)]
T = [0, 0.15, 0, 0]T fuera del ciclo ĺımite, es posible percibir

en la Figura 5.7(a) como la solución (trayectoria color rojo) decrece asintóticamente su

amplitud y converge en una auto - oscilación periódica. De similar forma, se muestra en

el plano fase de la Figura 5.7(b) como las trayectorias alcanzan un movimiento periódico

(ciclo ĺımite estable).

Simulación 2. Asimismo, con condición inicial [x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)]
T =

[0, 0.08, 0, 0]T se exhibe una trayectoria que aumenta en amplitud y se aproxima a

la misma órbita periódica (ver trayectoria color negro Figura 5.7(a)). Este resultado se

corrobora de forma gráfica en el plano fase expuesto en la Figura 5.7(b), donde la tra-

yectoria (color negro) incrementa gradualmente su amplitud hasta converger en el ciclo

ĺımite estable. De igual forma, la Figura 5.7(c) muestra el comportamiento de la señal del

2-FIS para la generación de auto-oscilaciones.
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Figura 5.7: (a) Posición angular en función del tiempo. (b) Plano fase del péndulo Furuta bajo
condición inicial dentro y fuera del ciclo ĺımite. (c) Entrada de control del sistema a 2-FIS.

Simulación 3. De similar forma, se efectuaron cuatro (4) simulaciones numéricas
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para validar el desempeño de las soluciones en el plano fase con diferentes condiciones

iniciales tal que:

[x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)]
T = [0, 0.15, 0, 0.2]T ,

[x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)]
T = [0,−0.15, 0,−0.2]T .

Las dos restantes simulaciones toman como condición inicial:

[x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)]
T = [0, 0.2, 0,−0.4]T ,

[x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)]
T = [0,−0.2, 0, 0.4]T .

En la Figura 5.8(a) se puede percibir como las trayectorias concurren hacia un mismo

ciclo ĺımite y permanecen en este con una amplitud y frecuencia cercana a las deseadas.

Nótese que las soluciones no presentan sensibilidad ante condiciones iniciales. El plano fase

expuesto en la Figura 5.8(b) representa el comportamiento dinámico del sistema péndulo

rotatorio invertido. De similar, forma la Figura 5.8(c) exhibe la señal del sistema a 2-FIS.
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Figura 5.8: (a) Posición angular en función del tiempo. (b) Plano fase del sistema pendular
bajo condición inicial dentro y fuera del ciclo ĺımite. (c) Entrada de control del sistema a 2-FIS.
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Experimento 1. Las condiciones iniciales del primer experimento fueron:

[x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)]
T = [0, −0.0491, 0, 1.953]T . La Figura 5.9(a) muestra la tra-

yectoria (color rojo) con respecto al tiempo que corrobora la existencia de un movimiento

periódico estable para condiciones iniciales están fuera del ciclo ĺımite.

Experimento 2. Para el segundo experimento las condiciones iniciales consideradas

son: [x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)]
T = [0, −0.2730, 0, −6.127]T . De similar forma la Figu-

ra 5.9(a) muestra la trayectoria (color negro) de la posición angular, la cual exhibe una

auto-oscilación. Además, la Figura 5.9(b) expone el retrato de fase de las trayectorias

y se puede apreciar cómo éstas convergen a un ciclo ĺımite estable cuando las condicio-

nes iniciales están dentro o fuera del ciclo ĺımite. Asimismo, la Figura 5.9(c) muestra

la señal de control 2-FIS necesaria para inducir auto-oscilaciones en el sistema de forma

experimental. Los resultados numéricos de los experimentos se presenta en la Tabla 5.4.
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Figura 5.9: (a) Posición angular en función del tiempo. (b) Plano fase del péndulo Furuta con
condición inicial dentro y fuera del ciclo ĺımite. (c) Señal de entrada del sistema a 2-FIS.
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Tabla 5.4: Resultados experimentales péndulo Furuta
ω deseada A1 deseada k1 k2 ω experimental A1 experimental

7 0.1 -21.8286 -5.0180 7.5701 0.2454

5.2.2. Estabilidad orbital sistema péndulo Furuta

Para garantizar la estabilidad orbital del ciclo ĺımite se aplico el criterio de Loeb

(Sección 2.4.2) al sistema mecánico sub-actuado péndulo rotatorio invertido (péndulo de

Furuta) (4.3) y la función descriptiva del 2-FIS (3.20), para ello se tomo A1 = 0.1 rad y

ω = 7 rad/s. Utilizando la ecuación de balance armónico (2.21), se aisló la componente

real e imaginaria acorde a (2.22), resultando las derivadas parciales dadas en (2.28) tal

como:

∂U

∂A
= 0.9856

∂V

∂ω
= 0.1778

∂U

∂ω
= 0.0349

∂V

∂A
= −0.4933 (5.3)

Considerando los valores de (5.3) es calculada (2.28) resultando la desigualdad positiva

(0.1924), con ello se garantiza la estabilidad orbital local del ciclo ĺımite para A1 = 0.1

rad y ω = 7 rad/s.

5.3. Sistema carro-péndulo

5.3.1. Enfoque función descriptiva

Con el objetivo de obtener auto-oscilaciones estables con amplitud y frecuencias desea-

das en el sistema mecánico sub-actuado carro péndulo (4.29). Se considera la aplicación

de la propuesta a 2-FIS v́ıa función descriptiva presentada en la Sección 3.2. Para ello son

hallados los parámetros de diseño k1 (3.25) y k2 (3.26) para una amplitud A1 = 0.1 rad y

frecuencia ω = 3 rad/s deseados. Fueron realizadas tres (3) simulaciones, con el propósito

de verificar y validar el esquema propuesto.

Tabla 5.5: Resultados en simulación sistema carro-péndulo
ω deseada A1 deseada k1 k2 ω en simulación A1 simulación

3 0.1 -2.0832 0.4591 2.9919 0.1002
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Simulación 1. Para los valores de diseño expuestos en la Tabla 5.5, y con condición

inicial [x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)]
T = [0, 0.15, 0, 0]T fuera del ciclo ĺımite, es posible apreciar

en la Figura 5.10(a) como la solución (trayectoria color rojo) disminuye asintóticamente su

amplitud y converge en un movimiento periódico. Asimismo, en el plano fase mostrado en

la Figura 5.10(b) se observan como las trayectorias alcanzan un ciclo ĺımite estable (auto

- oscilación estable). Similarmente, la Figura 5.10(c) exhibe la señal de control 2-FIS en

simulación.

Simulación 2. De similar manera, se tomó condición inicial en

[x1(0)x2(0)x3(0)x4(0)]
T = [0, 0.095, 0, 0]T , donde (ver trayectoria color negro en la

Figura 5.10(a)) se exhibe una solución que aumenta en amplitud y se aproxima a la

misma órbita periódica, concluyendo de forma gráfica que el ciclo ĺımite es orbitalmente

estable asintóticamente. Este resultado se corrobora en el plano fase mostrado en la

Figura 5.10(b), donde la trayectoria (color negro) incrementa gradualmente su amplitud

hasta converger en el ciclo ĺımite estable. Similarmente, la Figura 5.10(c) muestra el

comportamiento de la entrada del 2-FIS en simulación.
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Figura 5.10: (a) Posición angular en función del tiempo. (b) Plano fase del sistema carro-
péndulo bajo condición inicial dentro y fuera del ciclo ĺımite. (c) Entrada del sistema a 2-FIS.

Simulación 3. De similar forma, fueron realizadas cuatro (4) simulaciones numéricas
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con el objetivo de verificar el comportamiento de las soluciones en diferentes regiones del

plano fase. Para las simulaciones se tomo condiciones iniciales en:

[x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)]
T = [0, 0.15, 0, 0.2]T ,

[x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)]
T = [0,−0.15, 0,−0.2]T .

Mientras que la dos restantes simulaciones toman como condición inicial en:

[x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)]
T = [0, 0.2, 0,−0.4]T ,

[x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)]
T = [0,−0.2, 0, 0.4]T .

En la Figura 5.11(a) se puede apreciar como las cuatro (4) trayectorias concurren

hacia el mismo movimiento periódico independientemente de las condiciones iniciales,

es necesario notar que existe un pequeño desfase entre cada una de las trayectorias de

posición angular. El plano fase expuesto en la Figura 5.11(b) representa el comportamiento

dinámico del sistema pendular simple para cada una de las conjuntos de condiciones

iniciales utilizadas. Mientras que en la Figura 5.11(c) ilustra el comportamiento de la

entrada de control 2-FIS para cada una de las simulaciones. Las cuatro (4) trayectorias

convergen hacia un único ciclo ĺımite y permanecen en este con una amplitud y frecuencia

cercana de las deseadas.

Experimento 1. Las condiciones iniciales del primer experimento fueron:

[x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)]
T = [0, 0.1411, 0, 0.1534]. La Figura 5.12(a) muestra el compor-

tamiento de las trayectorias para la posición angular del sistema y cómo esta converge a

un ciclo ĺımite estable cuando las condiciones iniciales se encuentran fuera del ciclo ĺımite.

La Figura 5.12(b) exhibe las trayectorias el plano fase, donde se verifica el desempeño de

2-FIS propuesto.

Experimento 2. Las condiciones iniciales del segundo experimento fueron:

[x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)]
T = [0, −0.0767, 0, 0]T . De similar forma, la Figura 5.12(b)

muestra el retrato de fase que corrobora el comportamiento de las trayectorias y cómo

éstas convergen a un ciclo ĺımite estable cuando las condiciones iniciales están dentro del

ciclo ĺımite. De igual manera, la Figura 5.12(c) exhibe la señal de control 2-FIS necesaria

para inducir auto-oscilaciones en el sistema de forma experimental.
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Figura 5.11: (a) Posición angular en función del tiempo. (b) Plano fase del sistema pendular
bajo condición inicial dentro y fuera del ciclo ĺımite. (c) Entrada de control del sistema a 2-FIS.
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Tiempo (s)

0 1 2 3 4 5 6 7

P
o

si
ci

ó
n

 a
n

g
u

la
r 

(r
a

d
)

-0.1

0

0.1

a)

-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

Posición angular (rad)

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

V
e
lo
ci
d
a
d
 a
n
g
u
la
r 
(r
a
d
/s
)

b)

Tiempo (s)

0 1 2 3 4 5 6 7

E
n

tr
a

d
a

 d
e

 c
o

n
tr

o
l (

V
)

-1

-0.5

0

0.5

1
c)

Figura 5.12: (a) Posición angular en función del tiempo. (b) Plano fase del péndulo Furuta
con condición inicial dentro y fuera del ciclo ĺımite. (c) Señal de control del sistema a 2-FIS.
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Tabla 5.6: Resultados experimentales carro-péndulo
ω deseada A1 deseada k1 k2 ω en simulación A1 simulación

3 0.1 -2.0832 0.4591 1.0134 0.1043

La estabilidad orbital del ciclo ĺımite inducido en el sistema mecánico sub-actuado

carro-péndulo es verificada mediante el criterio de Loeb [13, 95] (ver Sección 2.4.2). Fue

aplicado el procedimiento expuesto en la Figura 2.10 utilizando el software Matlab®. Se

utilizo el modelo en su forma de función de transferencia (4.29) y la función descriptiva del

2-FIS (3.20), considerando A1 = 0.1 rad y ω = 3 rad/s. Al sustituir (4.29) y (3.20) en la

ecuación de balance armónico (2.21), fueron separadas las componente real e imaginaria

según (2.22), resultando las derivadas parciales dadas en (2.28) tal como:

∂U

∂A
= 1.6519

∂V

∂ω
= 0.7011

∂U

∂ω
= −0.1808

∂V

∂A
= 0.2813 (5.4)

Evaluando los valores obtenidos en (5.4) en (2.28) es calculada la desigualdad del

criterio de Loeb, resultando positiva (1.2090), con esto se garantiza la estabilidad orbital

local del ciclo ĺımite para A1 = 0.1 rad y ω = 3 rad/s.

5.3.2. Resultados con adición de dinámica de actuadores

Con el objetivo de obtener auto-oscilaciones estables con amplitud y frecuencias de-

seadas en el sistema mecánico sub-actuado carro péndulo (4.37) incluida la dinámica del

actuador. De esta forma, son hallados los parámetros de diseño k1 (3.25) y k2 (3.26) para

una amplitud A1 = 0.1 rad y frecuencia ω = 3 rad/s deseados, resultando k1 = −2.0892

y k2 = −1.2402 respectivamente. Asimismo, para el FIS-1 se consideró Φ1 = 0.0990 y

U1 = 0.1, mientras que para el FIS-2 se definió Θ1 = 0.2990 y Q1 = 0.3. Las simulaciones

realizadas refieren condiciones iniciales diferentes de cero solamente en la variable posición

angular x2, ya que se considera que las velocidades y la entrada de control son cero en el

momento inicial de la simulación.

Fueron realizadas dos (2) simulaciones, con condiciones iniciales fuera y dentro del

ciclo ĺımite. La primera simulación involucró valores en las condiciones iniciales tal que:

x(0)T = [0 0.12 0 0 0] y x(0)T = [0 0.08 0 0 0].
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Figura 5.13: (a) Posición angular en función del tiempo. (b) Plano fase del sistema carro-
péndulo bajo condición inicial dentro y fuera del ciclo ĺımite. (c) Señal de salida del 2-FIS.
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Las Figura 5.13 (a),(b) muestran la evolución de las soluciones y como éstas convergen

asintóticamente a una única órbita periódica estable, esto se puede apreciar tanto en el

retrato de fase aśı como, en la gráfica de posición angular vs tiempo. Similarmente, la

Figura 5.13(c) exhibe la señal de control 2-FIS para ambas simulaciones.

La segunda simulación incluyó cuatro (4) diferentes condiciones iniciales tanto den-

tro como fuera del ciclo ĺımite, definidas tal como: x(0)T = [0 ± 0.15 0 0 0] y

x(0)T = [0 ± 0.08 0 0 0]. La evolución de la posición angular vs tiempo, aśı como las

trayectorias en el plano fase se pueden observar en la Figura 5.14(a)(b) respectivamente.

Estas soluciones convergen a una oscilación no lineal (ciclo ĺımite) con amplitud y frecuen-

cias deseadas. Este comportamiento se manifiesta independientemente de las condiciones

iniciales y sin necesidad de una señal de referencia externa. Asimismo, la Figura 5.14(c)

exhibe el comportamiento del torque necesario para la generación de las oscilaciones no

lineales.

Los resultados en simulación permiten apreciar la obtención de un movimiento periódi-

co (ciclo ĺımite estable) independiente de las condiciones iniciales y sin necesidad de una

señal de referencia externa, donde las trayectorias convergen hacia un único ciclo ĺımite

y permanecen en este con una amplitud A1 = 0.1012 rad y frecuencia ω = 3.0019 rad/s,

ambos resultados, muy cercanos a los deseados.

Se hace necesario verificar anaĺıticamente la estabilidad orbital del ciclo ĺımite obteni-

do, para ello se aplicó el criterio de Loeb [95] a través de (2.28). Considerando los valores

de amplitud y frecuencias deseados del ciclo ĺımite se procedió a calcular las derivadas

parciales definidas en (2.28) tal que:

∂U

∂A1

= 1.2138,
∂V

∂ω
= 0.6001,

∂U

∂ω
= 0.0117,

∂V

∂A1

= −0.3178. (5.5)

Sustituyendo estos valores en (2.28) es calculada la desigualdad del criterio de Loeb,

resultando positiva (0.7321), con lo cual garantiza la estabilidad orbital local del ciclo

ĺımite para A1 = 0.1 rad y ω = 3 rad/s.

A través del análisis realizado al incluir una dinámica correspondiente al actuador

eléctrico, se comprobó la eficacia del sistema 2-FIS al inducir un movimiento periódico es-

table sin necesidad ed una señal de referencia externa con amplitud y frecuencias deseadas

en un sistema pendular sub-actuado.



5.3 Sistema carro-péndulo 93

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo (s)

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

P
o

s
ic

ió
n

 a
n

g
u

la
r 

(r
a

d
)

a)

-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

Posición angular (rad)

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

V
e

lo
c
id

a
d

 a
n

g
u

la
r 

(r
a

d
/s

)

b)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo (s)

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

E
n

tr
a

d
a

 d
e

 c
o

n
tr

o
l 
(N

m
)

c)

Figura 5.14: (a) Posición angular en función del tiempo. (b) Plano fase del sistema carro-
péndulo bajo condición inicial dentro y fuera del ciclo ĺımite. (c) Señal de salida del 2-FIS.
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5.4. Consideraciones finales

El trabajo llevado a cabo a través de simulaciones y de forma experimental en el pre-

sente caṕıtulo pone de manifiesto el correcto desempeño de la propuesta a dos sistemas de

inferencia difusa (2-FIS), tanto para el enfoque Poincaré - Bendixson como el desarrolla-

do v́ıa función descriptiva. Es necesario enfatizar que el enfoque Poincaré-Bendixson solo

establece la existencia del ciclo ĺımite. De esta forma, con el análisis desarrollado en este

trabajo no es posible obtener amplitud y frecuencia deseadas. Asimismo, el enfoque P-B

vaŕıa su análisis para cada sistema dinámico, por lo que solo aplica a sistemas expresados

de la forma (3.35). Sin embargo, el método en el dominio de la frecuencia función descrip-

tiva, permite obtener ciclos ĺımites con frecuencia y amplitud aproximadas a las deseadas,

debido a la naturaleza aproximada del método. Es necesario resaltar que los resultados

numéricos experimentales obtenidos difieren con respecto a los parámetros amplitud y

frecuencia deseados del ciclo ĺımite, debido a que en los sistemas f́ısicos existen dinámicas

no modeladas e incertidumbres las cuales no se consideran en los modelos matemáticos,

de ah́ı la diferencia en los resultados, sin embargo se puede considerar un buen resultado

(al observar los resultados se puede apreciar que no existe diferencia significativa en los

resultados), ya que los sistemas se comportan y responden en la forma deseada.
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Conclusiones y Recomendaciones

A partir del estudio realizado del marco teórico relativo a los sistemas dinámicos

cuya operación involucra comportamiento periódico (ciclos ĺımites) y ante la necesidad de

desarrollar técnicas de inteligencia computacional capaces de inducir este comportamiento

deseado. Se realiza una propuesta de un doble sistema de inferencia difusa (2-FIS) capaz

de actuar sobre un sistema dinámico y obtener órbitas periódicas. El esquema a 2-FIS se

propuso a través del método de la función descriptiva y mediante el teorema Poincaré-

Bendixson. Se tomó en consideración el uso de los sistemas difusos ya que, la experiencia

del usuario puede ser introducida a través de reglas posibilitando mejorar el desempeño,

además de la facilidad del diseño mediante etiquetas lingǘısticas. Como resultado final

obtenido por esta investigación tanto nivel anaĺıtico, numérico como experimental, se

plantean las conclusiones generales siguientes:

Conclusiones generales

Nuestro estudio proporciona una metodoloǵıa, basada en la utilización de dos sis-

temas de inferencia difusa (2-FIS) para obtener órbitas periódicas estables en sis-

temas mecánicos mediante dos enfoques el enfoque función descriptiva y Poincaré-

Bendixson.

El diseño mediante ambos métodos permitió la obtención de expresiones anaĺıticas

explicitas que garantizan la existencia de un ciclo ĺımite.

La implementación de la metodoloǵıa a 2-FIS en la realización de simulaciones y

experimentos permite obtener las órbitas periódicas sin necesidad de utilizar una

trayectoria de referencia externa para el seguimiento.

Enfoque Función Descriptiva

95
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El método de la función descriptiva permitió poder definir en términos de frecuencia

y amplitud de la órbita periódica deseada y de esta forma definir el universo de

discurso de las funciones de pertenencia y aśı forzar a la salida del sistema de lazo

cerrado a tener un valor deseado de frecuencia y amplitud.

El diseño basado en FD, mostró resultados alentadores para resolver el problema de

la generación de órbitas periódicas y su estabilización orbital en sistemas subactua-

dos.

La metodoloǵıa logra resultados satisfactorios alcanzando un ciclo ĺımite estable con

una frecuencia y amplitud deseadas.

La estabilidad del movimiento periódico se verificó utilizando el criterio de Loeb.

El diseño del 2-FIS se probó numéricamente y experimentalmente en un péndulo

simple, un péndulo rotatorio invertido (péndulo de Furuta) y un carro péndulo.

Enfoque Poincaré-Bendixson

Se estableció una metodoloǵıa basada en el teorema de Poincaré-Bendixson para el

diseño de las condiciones de existencia de un ciclo ĺımite estable a la salida de un

sistema de segundo orden considerando un doble sistema de inferencia difusa.

La implementación de los diseños obtenidos con base en el teorema de Poincaré-

Bendixson muestran en sus resultados numéricos y experimentales en el sistema

pendulo simple que las trayectorias en lazo cerrado alcanzan un ciclo ĺımite estable.

Se determinaron expresiones anaĺıticas sobre los intervalos de los parámetros de las

funciones de pertenencia para que el sistema muestre un comportamiento robusto

en cuanto a su estabilidad.

6.1. Recomendaciones

Para la necesaria continuidad que debe tener este trabajo se recomienda lo siguiente:

Extender los resultados obtenidos a otros sistemas más complejos y en aplicaciones

prácticas tal como en robot b́ıpedos.
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Obtener rapidez en la convergencia hacia el movimiento periódico del desempeño de

la propuesta a 2-FIS para condiciones iniciales dentro del ciclo ĺımite, teniendo en

cuenta que la respuesta tarda en alcanzar el movimiento periódico.

Ampliar el estudio a un sistema adaptativo o auto-ajustable capaz de desarrollar

las frecuencias y amplitudes en ĺınea y aśı obtener un espectro de movimientos

periódicos en un mecanismo en movimiento.

Otro enfoque que queda por explorar para un trabajo futuro es utilizar los mapas

de Poincaré como criterio de diseño para ajustar el controlador difuso.

Explorar la metodoloǵıa de diseño y realizar los desarrollos anaĺıticos necesarios

para ser aplicados a sistemas complejos sub-actuados o con incertidumbres.

La evidencia numérica y experimental abre la posibilidad de abordar problemas

desafiantes de generación de órbitas periódicas estables para sistemas con no linea-

lidades no suaves como fricción, zona muerta y reacción.

6.2. Divulgación de resultados

Revistas indexadas

1. Self-Sustaining Oscillations with an Internal Two-Fuzzy Logic System Based on

the Poincaré-Bendixson Method. Lopez–Renteria, J. A., Herrera-Garćıa, L.,

Cardenas-Maciel, S. L., Aguilar, L. T. and Cazarez-Castro, N. R., Fuzzy Sets and

Systems.

2. Self-Excited Periodic Motion in Mechanical Systems using Two-Fuzzy Inference Sys-

tem: Describing Function Based Design. Herrera-Garćıa, L., Cazarez-Castro, N.

R., Lopez–Renteria, J. A., Cardenas-Maciel, S. L., Aguilar, L. T. IEEE Transactions

on Fuzzy Systems.

Congresos nacionales

Herrera-Garćıa, L., Aguilar, L. T., Lopez–Renteria, J. A., Cardenas-Maciel, S.

L., Cazarez-Castro, N. R., Generación de Ciclos Ĺımites Auto-Excitados v́ıa Doble

Controlador Difuso para una Clase de Sistemas Mecánicos. XXII Congreso Mexicano

de Robótica – COMRob 2020, Tijuana, México.
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Enfoque Basado en Poincaré-Bendixson, Congreso Nacional de Control Automático,
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Anexo I

Código desarrollado en lenguaje de programación Matlab para el cómputo de las de-

rivadas parciales con respecto de las funciones de transferencia de los sistemas mecánicos

y la función descriptiva del 2-FIS. Con el objetivo de realizar el análisis de la estabilidad

orbital mediante el criterio de Loeb para el enfoque función descriptiva.

1 clc; % LIMPIA EL PROMPT DEL MATLAB

2 clear; % LIMPIA EL HISTORICO DEL WORKSPACE DEL MATLAB

3 close all; % CIERRA TODAS LAS FIGURAS Y OBJETOS DE MATLAB

4 syms w A % DECLARACION DE LAS VARIABLES SIMBOLICAS FRECUENCIA (w)Y

AMPLITUD (A)

5

6 k1 = -21.828620333669850; % GANANCIA FIS1

7 k2 = -5.017997916285752; % GANANCIA FIS2

8 s=1i*w; % DECLARACION DEL OPERADOR DE LAPLACE

9

10 %FUNCION DE TRANSFERENCIA DEL PENDULO DE FURUTA

11 GJW= ((2.298*s^2) - (6.687e-07*s) + 2.253e-15)/(s^4 + (17*s^3) + (104*s

^2) + (268*s) + 240);

12

13 REGJW = double(subs(real(GJW) ,[A,w] ,[0.1 ,7])); % PARTE REAL DEL SISTEMA

GJW

14 IMGJW = double(subs(imag(GJW) ,[A,w] ,[0.1 ,7])); % PARTE IMAGINARIA DEL

SISTEMA GJW

15

16 %PARTE REAL FUNCION DESCRIPTIVA (NAW)

17 RENAW =(2/pi)*(k1*(asin (0.0990/A)+(0.0990/A)*sqrt (1 -((0.0990^2) /(A^2)))))

;

18 %PARTE IMAGINARIA FUNCION DESCRIPTIVA (NAW)

19 IMNAW =(2/pi)*(1i*w*(k2)*(( asin (0.699/(A*w))+(0.699/(A*w))*sqrt

(1 -(0.699^2/(A*w)^2)))));

20 % FUNCION DESCRIPTIVA

21 NAW=RENAW+IMNAW;

22 % CALCULO DEL TERMINO EN LAZO ABIERTO (GH)

23 GH = NAW*GJW;
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24 GH=simplify(GH);

25 % CALCULO DE LA ECUACION DE BALANCE ARMONICO (1+GH)

26 LC=simplify ((1+GH));

27 % PARTE REAL DE (1+GH)

28 U=simplify(real(LC));

29 % PARTE IMAGINARIA DE (1+GH)

30 V=simplify(imag(LC));

31

32 % DERIVADAS PARCIALES

33 DPURA = diff(U,A); % DERIVADA PARCIAL DE U RESPECTO a A

34 DPURW = diff(U,w); % DERIVADA PARCIAL DE U RESPECTO a w

35 DPVRA = diff(V,A); % DERIVADA PARCIAL DE V RESPECTO a A

36 DPVRW = diff(V,w); % DERIVADA PARCIAL DE V RESPECTO a w

37

38 %EVALUACION DE LOS PARAMETROS (A,w) EN LAS DERIVADAS PARCIALES

39

40 DPURA1 = double (subs(DPURA ,[A,w] ,[0.1 ,7]));

41 DPURW1 = double (subs(DPURW ,[A,w] ,[0.1 ,7]));

42 DPVRA1 = double (subs(DPVRA ,[A,w] ,[0.1 ,7]));

43 DPVRW1 = double (subs(DPVRW ,[A,w] ,[0.1 ,7]));

44

45 %CALCULO DEL CRITERIO DE LOEB

46 CL=double (( DPURA1*DPVRW1)-(DPURW1*DPVRA1));
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4.6. Configuración sistema carro - péndulo [45]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

111
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5.5. Posición angular del sistema pendular bajo condición inicial dentro y fuera
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salida del 2-FIS. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93


	Abstract
	Lista de símbolos
	Introducción
	Planteamiento del problema
	Objetivos y resultados
	Contribuciones
	Estructura de la tesis

	Preliminares matemáticos
	Definiciones
	Lógica difusa
	Tipos de funciones de pertenencia.
	Control difuso

	Función descriptiva
	Criterios de estabilidad orbital
	Teorema Poincaré - Bendixson
	Criterio de Loeb
	Aplicación del criterio de Loeb

	Consideraciones finales del capítulo

	Esquema a 2-FIS para la generación de órbitas periódicas
	Planteamiento del problema
	Propuesta de doble sistema de inferencia difusa (2-FIS)
	Enfoque vía función descriptiva
	Estabilidad del ciclo límite

	Enfoque vía Poincaré - Bendixson
	Objetivo de control
	Regiones de acción
	Condiciones iniciales dentro del ciclo límite
	Condiciones iniciales fuera del ciclo límite

	Consideraciones del capítulo

	Casos de estudio: sistemas pendulares
	Representación matemática de los sistemas pendulares
	Sistema pendular simple
	Objetivo de control

	Péndulo rotatorio invertido (péndulo de Furuta)
	Objetivo de control

	Sistema carro-péndulo
	Modelo matemático del mecanismo
	Objetivo de control
	Análisis del sistema carro – péndulo con dinámica añadida de los actuadores

	Consideraciones finales

	Resultados en simulación y experimentales
	Sistema pendular simple
	Enfoque vía función descriptiva
	Estabilidad orbital péndulo simple enfoque FD
	Enfoque vía Poincaré-Bendixson

	Sistema péndulo Furuta
	Enfoque función descriptiva
	Estabilidad orbital sistema péndulo Furuta

	Sistema carro-péndulo
	Enfoque función descriptiva
	Resultados con adición de dinámica de actuadores

	Consideraciones finales

	Conclusiones y Recomendaciones
	Conclusiones
	Recomendaciones
	Recomendaciones
	Divulgación de resultados




	Referencias

