SEP TECNOLOGICO NACIONAL DE MEXICO

INSTITUTO TECNOLOGICO DE TIJUANA
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA ELECTRICA Y ELECTRONICA

INTELIGENCIA COMPUTACIONAL PARA GENERACION

DE ORBITAS PERIODICAS EN SISTEMAS DINAMICOS

TRABAJO DE TESIS PRESENTADO POR
M.C. LISDAN HERRERA GARCIA

PARA OBTENER EL GRADO DE
DOCTOR EN CIENCIAS DE LA INGENIERIA

BAJO LA DIRECCION DE
DR. NOHE RAMON CAZAREZ CASTRO
DR. SELENE LILETTE CARDENAS MACIEL
DR. LUIS TUPAK AGUILAR BUSTOS

2021 TIJUANA, B.C., MEXICO



TECNOLOGICO
NACIONAL DE MEXICO.,

EDUCACION

Instituto Tecnolégico de Tijuana

Tijuana, B.C., BNl Jg=TRIorA!
isltelAutorizacion de impresion de trabajo de tesis

DR. GUADALUPE HERNANDEZ ESCOBEDO
DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO E INVESTIGACION
PRESENTE

En lo referente al trabajo de tesis, "“Inteligencia Computacional para la Generacién de
Orbitas Peridédicas en Sistemas Dinamicos”, presentado por el M.C. Lisdan Herrera Garcia,
alumno del programa de Doctorado en Ciencias de la Ingenieria, con nuUmero de control
D17211344; informamos a usted que después de una minuciosa revisidén e intercambio de
opiniones, los miembros del comité manifiestan APROBAR LA TESIS, en virtud de que satisface
los requisitos sefialados por las disposiciones reglamentarias, por lo que se autoriza al
interesado para que proceda de inmediato a la impresidén del mismo.

ATENTAMENTE

Excelencia en Educacion Tecnoldgica-
Por una juventud integrada al desarrollo de México-

DR. NOHE RAM AZAREZ CASTRO DR. SELEIJL ETé CARDENAS MACIEL
PRESIDENTE SECRETARIO

)
DR. LUISAUPAK AGUILAR BUSTOS DR. JORGE ANTONIO L®PEZ RENTERIA
VOCAL VOCAL

e

DR. R/CORIA DE LOS RiOS DRs O VALENCIA PALOMO
vocC : SUPLENTE

c.c.p. Dr. José Ricardo Cardenas Valdez. Coordinador Académico del Doctorado en Ciencias de la Ingenieria.

Calzada del Tecnoldgico S/N Esq. Av. Castillo de Chapultepec y calle Cuauhtemotzin, Fracc.

e

20

Tomds Aquino C.P. 22414, Tijuana, Baja California.
(664) 6078400 Ext. 101 / e-mail: dir_tijuana@tecnm.mx

7

/

=~

tecnm.mx | tijuana.tecnm.mx

‘)2 avivy

g
ﬁ‘"lznq' d I%ﬂ
G‘(‘Zf/ﬂlmoilepnzr’:t;l,eneci:m"‘//?"l’”

e
Se=

LN



EDUCACION

TECNOLOGICO
NACIONAL DE MEXICO.,

Instituto Tecnolégico de Tijuana

Tijuana, Baja California,

13/octubre/2021
OFICIO No. KFagaypipal
-l Ml Autorizacién de Impresidén de Tesis

MARIBEL GUERRERO LUIS
JEFA DEL DEPARTAMENTO DE SERVICIOS ESCOLARES
PRESENTE

En lo referente al trabajo de tesis, “Inteligencia Computacional para la
Generacién de Orbitas Periddicas en Sistemas Dindmicos”. Presentado por C. Lisdan
Herrera Garcia, alumno del Doctorado en Ciencias de la Ingenieria con nUmero de
control D17211344; informo a usted que a solicitud del comité de tutorial, tengo
a bien Autorizar la impresién de Tesis, atendiendo las disposiciones de los
Lineamientos para la Operacidén de Estudios de Posgrado del Tecnoldgico Nacional

de México.

Sin méds por el momento le envio un cordial saludo.

ATENTAMENTE

Excelencia en Educacién Tecnolégicae
Por una juventud integrada al desarrollo de Méxicoe

@) EDUCACION | (B
INSTITUTO TECNOLOGICO DR TUUANA

GUADALUPE HERNANDEZ ESCOBEDO Mn:mum
JEFE DE DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO E INVESTIGACION

ccp. Archivo
GHE/lap

Fﬁ - g...qcf) Calzada del Tecnoldégico S/N Esqg. A > de Chapultepec
/ de Tjuana y calle Cuauhtemot Fracc. Toméa o C.P. 22414,
v% -r@\‘ Tijuana, Baja California.
,v i (664) 6078400 Ext. 101 / e-mail: dir tijuanaltecnm.mx .:J
tecnm.mx | tijuana.tecnm.mx /zJ
(///nlndependenc /'”

TeagE



TECNOLOGICO
NACIONAL DE MEXICO«

EDUCACION

Instituto Tecnolégico de Tijuana

CARTA DE CESION DE DERECHOS

En la ciudad de Tijuana, Baja California, el dia 04 del mes de Octubre del afio 2021, el que suscribe
M.C. Lisdan Herrera Garcia, con nimero de control D17211344, alumno de Doctorado del
programa de Posgrado en Ciencias de la Ingenieria, manifiesta que es autor intelectual del
presente trabajo de Tesis bajo la direcciéon del Dr. Nohé Ramoén Cazarez Castro, |a Dr. Selene
Lilette Cardenas Maciel y el Dr. Luis Tupak Aguilar Bustos, cede los derechos para su difusion,
en su totalidad o en partes, con fines académicos o de investigacion del documento de tesis
titulado “Inteligencia Computacional para la Generacién de Orbitas Periédicas en Sistemas

Dinamicos” al Tecnolégico Nacional de México.

Los usuarios de la informacion no deben reproducir el contenido textual, graficas, cddigo,
féormulas o datos del trabajo sin permiso expreso del autor o directores del trabajo. Este debe ser

obtenido escribiendo a cualquiera de las siguientes direcciones de correo electrénico

lisdan.herreral7@tectijuana.edu.mx, nohe@tectijuana.edu.mx, laguilar@citedi.mx y

selene@tectijuana.edu.mx o bien, dirigirse a las instalaciones del Instituto Tecnoldgico de Tijuana

en Calzada del Tecnolégico S/N Esqg. Av. Castillo de Chapultepec y calle Cuauhtemotzin, Fracc.

Tomas Aquino C.P. 22414, Tijuana, Baja California, conmutador 664-6078400.

Si se otorga el permiso, el usuario debera dar el agradecimiento correspondiente y citar la fuente
del mismo como lo indique el autor intelectual o el director del trabajo de Tesis.

ATENTAMENTE
LISDAN HERRERA GARCIA

- 1.7 -}
LN ofavi

ALUMNO DEL POSGRADO EN CIENCIAS DE LA INGENIERIA

“. i Calzada del Tecnolégico S/N Esq. Av. Castillo de Chapultepecy calle

100/ @ Cuauhtemotzin, Fracc. Tomas Aquino C.P. 22414, Tijuana, Baja California. ’ e \J {
: PLASTICE \n:,-:/ (664) 6078400 Ext. 101/ e-mail: dir_tijuana@tecnm.mx U
VJ
/ 3)
Ano de lug'%/

nlndependencm/

o
o}?/‘ \/(

\‘9?»

=S
2N

4,’—’
t,-ﬁ.,f-’-

. 3
(_e“
“va cant® tecnm.mx | tijuana.tecnm.mx



Inteligencia computacional para la
generacion de orbitas periddicas en

sistemas dinamicos.

Resumen

Este trabajo de tesis aborda el problema de la generacién de 6rbitas periddicas orbital-
mente estables con amplitud y frecuencia deseadas en sistemas mecanicos. Es utilizada la
técnica de inteligencia computacional ldgica difusa. Se opta por el uso de sistemas difusos
con el objetivo de obtener un movimiento periédico estable. Este trabajo describe aspectos
basicos del control difuso. Ademas, son presentados dos enfoques para la generacion de
6rbitas periddicas utilizando un esquema con dos (2) sistemas de inferencia difusa (Fuzzy
Inference System). Primeramente se expone el diserio de los sistemas difusos, a través del
método en el dominio de la frecuencia, funcién descriptiva (FD). Este método permite el
ajuste de las funciones de pertenencia de los sistemas difusos considerando parametros
de amplitud y frecuencia deseadas. La existencia del ciclo limite se garantiza mediante el
andlisis de la FD, mientras que la estabilidad se define a través del criterio de Loeb. Por
otra parte, se utiliza el método que aborda el teorema Poincaré-Bendixson (P-B) para
garantizar la existencia de un ciclo limite estable, en el sistema bajo estudio. Simulaciones
y experimentos son realizados en varios sistemas dinamicos, los cuales verifican la eficacia
de las propuestas en los enfoques descritos.

Palabras clave: sistema difuso, érbitas peridédicas, funcion descriptiva, ciclos limites.






Computational intelligence for
periodic orbits generation in

dynamic systems.

Abstract

This thesis addresses the problem of generating orbitally stable auto—oscillations with
desired amplitude and frequency in dynamical systems. The fuzzy logic computational
intelligence technique is used. The use of fuzzy systems is considered in order to obtain a
stable periodic motion. This work describes basic aspects of fuzzy control. Likewise, two
approaches for the generation of auto-oscillations are presented using a scheme with two
(2) fuzzy inference systems. Firstly, the design of the fuzzy systems is exposed, through
the method in the frequency domain, descriptive function (FD). This method allows the
adjustment of the membership functions of the fuzzy systems considering parameters of
desired amplitude and frequency. The existence of the limit cycle is guaranteed by the
analysis of the FD, while the stability is defined through the Loeb criterion. In other hand,
the method based on the Poincaré - Bendixson (P-B) theorem is used to guarantee the
existence of a stable limit cycle in the system under study. Simulations and experiments
were carried out in several dynamic systems, which verify the effectiveness of the proposals
in the described approaches.

Keywords: fuzzy system, self-oscillations, describing function, limit cycles.
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Capitulo 1
Introducciéon

Motivado por aplicaciones donde su modo natural de operacion es periddico, la gene-
raciéon de orbitas periddicas en sistemas mecanicos ha recibido una significativa atencién
en los ultimos anos. Para estos sistemas el paradigma de la estabilizacion orbital, referido
al balanceo peridédico difiere de las formulaciones tipicas del seguimiento de trayectoria,
donde la trayectoria de referencia a seguir es conocida a priori. Por ello, es relevante el
estudio de nuevas técnicas de control que fuercen la dinamica de estos sistemas a exhi-
bir un ciclo limite estable (érbitas periédicas estable). Segin [22, 47] un sistema auto -
excitado exhibe la propiedad de generar oscilaciones en estado estable sin una senal de
referencia externa.

Existen dos vertientes principales relacionadas con la generacién de movimientos pe-
riédicos y su estabilidad orbital, se tiene la formulacion tipica del seguimiento de tra-
yectorias, donde la trayectoria de referencia es conocida a priori [28, 42, 83]; la segunda
vertiente es la generacion de oscilaciones sin necesidad de una senal de referencia externa;
tal como los clasicos ejemplos que incluyen el oscilador de Van der Pol [49] y el modelo de
depredador - presa presentado en [43]. Otros trabajos analizan la generacién de soluciones
periddicas dentro de la dindmica del sistema generadas por variacion paramétrica como
en [16], o utilizando sistemas dindmicos de referencia; los cuales de manera intrinseca
exhiben este comportamiento como se presenta en [39)].

Relacionado con la segunda vertiente es posible hallar varios métodos que han si-
do utilizados para inducir orbitas periddicas en sistemas mecanicos, mediante la retro-
alimentacion de estados en sistemas no lineales y en especifico en sistemas mecéanicos
completamente actuados. Esto establece un area de investigacion con varios anos en de-
sarrollo, donde algunos trabajos relacionados con ello son [9-11, 17]. Otros ejemplos de
investigaciones en aplicaciones a sistemas sub-actuados representan un campo de inves-

tigacién mucho mas joven, donde existen trabajos en diferentes sistemas y aplicaciones
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tales como: péndulos invertidos [38, 53, 69, 96], mecanismos en marcha [24, 85], siste-
mas giroscépicos [47], méquinas rotatorias [85], servo-mecanismos [15, 81], convertidores

eléctricos [8, 73, 74], entre otros.

Dentro de los trabajos més representativos se tiene por ejemplo que, en [40] es desa-
rrollado un marco de andlisis para el calculo de una funcién de Lyapunov, permitiendo
determinar si el ciclo limite presente es exponencialmente estable. Este enfoque es apli-
cado al sistema de carro-péndulo, sin embargo, no presentan procedimiento alguno que
asegure la existencia del ciclo limite. En [12], los autores investigan oscilaciones inducidas
mediante la formalizacién de un sistema Hamiltoniano generalizado para la obtencion
ciclos limites en un péndulo de Furuta y en un carro - péndulo. Aunque el método garan-
tiza la existencia de una oOrbita en un subconjunto de las variables de estado, no evalia
la estabilidad de las otras variables de estado. En [97] son calculados controladores H,
sub-6ptimos para resolver el problema de la estabilizacion orbital con base en una orbita
predefinida. De similar forma en [18] se propone un método sistemético de determinacién
de multiples ciclos limite, asi como el andlisis de estabilidad de cada uno de los ciclos
mediante el método en el dominio de la frecuencia funcién descriptiva. Asimismo, en [41]
es propuesto el desarrollo de un controlador por rediseno de Lyapunov para generar mo-

vimiento periédico en un robot mévil con ruedas tipo uniciclo.

Relacionado con el control del balanceo periddico, por ejemplo, el caminar de un robot
bipedo tipo RABBIT, en [24] los autores disenan un sistema de lazo cerrado que genera
su propia orbita peridédica similar a la producida por un oscilador no lineal. Dos de los
mayores logros de este trabajo de investigacion son: la obtencion de los conceptos de la
dindmica cero hibrida (HZD, Hybrid Zero Dynamics, por sus siglas en inglés) y el de
restricciones virtuales (VC, Virtual Constraints, por sus siglas en inglés). Estos conceptos
conforman una poderosa base analitica para el diseno de movimientos de marcha periédica.
Donde el resultado principal es que la estabilidad del sistema de lazo cerrado de orden

completo puede ser estudiado con base de la no linealidad.

En [88] son definidos y discutidos problemas de planeacién de movimiento y planeacién
de 6rbita, de igual manera se analizan métodos tales como el cldsico mapa de Poincaré [77]
y la dindmica transversal [59, 67]. Asi como, los disefios de control de estabilizacién orbital
exponencial [14]. En el mismo trabajan con una familia de sistemas no lineales generales

y luego se enfocan en los sistemas mecénicos sub—actuados.

Otro enfoque reportado en la literatura es el presentado en [20, 85], los cuales de-
sarrollan una herramienta constructiva para la generacion de movimientos periodicos en
sistemas no lineales sub-actuados garantizando su estabilidad orbital a través de un en-

foque con restricciones virtuales holonémicas. El método presentado puede ser aplicado
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a cualquier sistema mecéanico con un nimero de actuadores independientes menor que la
cantidad de grados de libertad. La ley de control por retroalimentaciéon obtenida es no
lineal y dependiente del tiempo. El mismo representa un acercamiento a través de res-
tricciones virtuales. Esta técnica es implementada en sistemas sub - actuados tales como
péndulo Furuta [57, 86, 87|, pendubot [31, 33, 37], péndulo de rueda inercial [32, 57],
carro-penidulo [85], robots bipedos [57, 88].

Similarmente, en [6] se presenta un nuevo método para generar movimientos periédicos
en sistemas mecanicos sub—actuados a través de controladores de estructura variable sin
necesidad de una trayectoria de referencia. Con la finalidad de obtener 6rbitas peridédicas
estables en sistemas mecanicos sub-actuados y garantizar su estabilidad orbital, son uti-
lizadas las propiedades de los controladores de estructura variable como excitadores de la
salida para generar movimientos periédicos con amplitud y frecuencias deseadas en lugar
de ser usados como estabilizadores. Al proponer una nueva metodologia utilizando una
configuracion a doble controlador tipo relé disenados con base en el método en el dominio
de la frecuencia: funcién descriptiva. La metodologia es implementada en el penidulo de
rueda inercial [4, 26, 63|, péndulo de Furuta [2, 3, 6], carro-péndulo [2], robot sub—actuado
de tres grados de libertad [5].

En la tesis presentada por [94] se aborda el problema de la estabilizacién orbital de una
clase de sistemas electromecanicos sub—actuados. El método logra la estabilizacion orbital
de un robot planar con rotacién pasiva. Donde la totalidad del sistema electromecanico es
controlado con un reducido nimero de entradas. Asimismo, se presenta una técnica para
escoger las salidas paramétricas del modelo dinamico del robot para obtener un balanceo
estable en el movimiento, lo mas natural posible. Ademsds, es presentado un método general
para el control de balance de la dindmica bipeda. Otro trabajo presentado por [21] utiliza
la técnica de algoritmos genéticos para la generacion de movimientos peridédicos de marcha
en un robot bipedo. El objetivo principal en [76] es el anélisis del ciclo limite de un sistema
de control difuso con pardametros ajustables, el mismo se realiza utilizando la ecuacién de

estabilidad, la funcién descriptiva y los métodos de parametros en el plano.

1.1. Planteamiento del problema

Ante la necesidad de desarrollar técnicas de control aplicadas a los sistemas mecanicos
y en especial a los de naturaleza oscilatoria o periédica (i. e. péndulo de Furuta, carro -
péndulo, entre otros) dado su amplio espectro de aplicaciones y areas de utilizacién, se
busca desarrollar nuevas técnicas o métodos de control que cumplan este objetivo. Aun

cuando se han presentado investigaciones y estudios con resultados concretos a través de



4 Capitulo 1 Introduccion

diferentes estrategias de control, la implementacién préactica de estos se hace compleja,
asimismo sus soluciones se basan en su mayoria en métodos graficos y/o experimentales
los cuales pueden arrojar resultados inexactos o aproximados. Por ello se hace imperativo
desarrollar nuevas investigaciones utilizando técnicas de control clasico (dindmica anadi-
da) o de inteligencia computacional tal como los sistemas de inferencia difusa basados en
Logica Difusa, debido a las caracteristicas de tolerancia al ruido, robustez ante pertur-
baciones y efectos no lineales, ademas de no necesitar de un modelo matematico para su
diseno e implementacion, en adiciéon simplifican la adquisicién, permiten la representacion
del conocimiento y cuentan con una alta velocidad de respuesta.

El problema cientifico de la presente tesis se enfoca en la necesidad de ampliar y
desarrollar algoritmos de control y/o métodos que permitan la generacién movimientos
periddicos en sistemas mecanicos sin la necesidad de una senal de referencia, definiendo
amplitud y frecuencia, a través de expresiones analiticas que permitan obtener el com-
portamiento deseado.

Para solucionar el problema cientifico planteado anteriormente, se considera como
hipdtesis que la implementacién de un doble sistema difuso en un lazo de control sin senal
de referencia externa permitird exhibir auto - oscilaciones con una amplitud y frecuencia

deseadas.

1.2. Objetivos y resultados

Motivado por tareas donde es necesario garantizar la estabilidad en movimientos pe-
ridédicos de sistemas mecéanicos subactuados, se expone el objetivo general del presente
proyecto de tesis.

El objetivo general de este trabajo es disenar un sistema basado en légica di-
fusa con el propédsito de inducir un comportamiento dinamico oscilatorio en
sistemas mecanicos garantizando su estabilidad orbital.

Objetivos especificos:

» Evaluar las técnicas de control difuso y las diferentes variantes de solucion de la

problematica reportada en la literatura especializada.

= Establecer el diseno de un método utilizando légica difusa para inducir ciclos limites

estables en sistemas dinamicos.

» Garantizar la estabilidad orbital de las 6rbitas periddicas estables (ciclos limites

estables) inducidas en sistemas dindmicos.
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= Demostrar que el sistema difuso propuesto es capaz de generar orbitas periddicas
estables en un sistema dindmico con una amplitud y frecuencia deseada sin necesidad

de una senial de referencia.

= Validar mediante simulacién y experimentos el desempeno de las técnicas propues-

tas.

1.3. Contribuciones

Las contribuciones principales se enumeran a continuacion:

= Proposicion de una técnica basado en légica difusa tipo Mamdani que sea capaz
de generar orbitas periddicas estables en un sistema mecanico, con amplitud y fre-
cuencias deseadas, sin necesidad de una senal de referencia externa garantizando la

estabilidad del ciclo limite.

= Establecer formalismo matematico de la metodologia propuesta para generar ciclos
limites estables mediante el método de la funcién descriptiva y el teorema Poincaré-

Bendixson.

» Validaciéon numérica y experimental de la metodologias propuestas.

1.4. Estructura de la tesis

La tesis consta de cinco capitulos incluyendo introduccion, conclusiones, recomenda-
ciones, referencias bibliograficas y anexos. A continuacién se resumen los aspectos tratados

en los cinco capitulos de contenido:

Capitulo 2: Se presentan los fundamentos teéricos de los sistemas difusos. Asimismo, se
describen las bases del método en el dominio de la frecuencia funciéon descriptiva.
Ademas, se exponen los criterios de estabilidad orbital utilizados para garantizar
la existencia de ciclos limites estables tal como: teorema Poincaré-Bendixson y el

criterio de Loeb.

Capitulo 3 Se describe la propuesta utilizando sistemas difusos en una configuracion a
doble sistema de inferencia difusa (2-FIS) capaz de generar movimientos periddicos
con una amplitud y frecuencia deseadas sin necesidad de una senal de referencia
externa. La propuesta a 2-FIS contempla los enfoques funcion descriptiva y Poincaré-

Bendixson.
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Capitulo 4 Se exponen los modelos matematicos los sistemas mecanicos utilizados en el
proyecto de investigacion para validar el desempeno del 2-FIS, tales como: péndulo

simple, péndulo de Furuta, carro - péndulo.

Capitulo 5 Este apartado refiere a los resultados numéricos y experimentales obtenidos
mediante de la aplicacién del 2-FIS en los sistemas dinamicos, donde se analizan los

resultados y es verificado el desempeno de la propuesta para cada enfoque.

Capitulo 6 Este capitulo establece las conclusiones del proyecto de tesis, las recomen-

daciones sugeridas, ademas de presentar las pautas para trabajo futuro.



Capitulo 2
Preliminares matematicos

Este capitulo describe aspectos relacionados con el soporte tedrico del proyecto de
tesis. Se describen los conceptos fundamentales de la légica difusa y los sistemas difusos
como técnica de inteligencia computacional. Asimismo, se aborda el método de la funcion
descriptiva como herramienta para la deteccion de ciclos limites. De similar forma, son
descritas las metodologias de criterio de Loeb y el teorema de Poincaré - Bendixson

relacionadas con la estabilidad orbital.

2.1. Definiciones

A continuacién son presentadas algunas definiciones relacionadas con el presente traba-
jo, necesarias para comprender los términos citados en el documento. Considere el sistema

auténomo

T = f(m)v (2'1)
donde f € C1(E) y E es un subconjunto abierto en R".

Definicién 2.1. Puntos w-limite y a-limite. El punto p € E es un punto w-limite de

la trayectoria ¢(-, ) del sistema (2.1) si existe una secuencia t, — oo tal que [75]:
limy oo ®(tn, ) = p. (2.2)
Similarmente, si existe una secuencia t,, — —oo tal que:
limp s ood(tn,z) =p (2.3)

y el punto ¢ € F, entonces el punto ¢ es llamado punto w-limite de la trayectoria ¢(-, x)
de (2.1) [75].
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Definicién 2.2. Conjuntos w-limite y a-limite. El conjunto de todos los puntos w-
limite de una trayectoria I" es llamado el conjunto w-limite de I' y se denota por w(I"). El
conjunto de todos los puntos a-limites de una trayectoria I' es llamado conjunto a-limite
de I' y se denota por a(T") [75].

Definicién 2.3. Ciclo limite. Un ciclo limite + de un sistema dinamico en el plano es
una 6rbita periédica que es el conjunto limite o u w de una trayectoria o distinta de ~.
Si un ciclo limite 7 es el conjunto w-limite de cualquier otra trayectoria en una vecindad
de 7, se dice que 7 es un ciclo w-limite o un ciclo limite estable. Asimismo, si 7y es el
conjunto a-limite de trayectorias vecinas, se dice que 7 es un ciclo a-limite o un ciclo

limite inestable [75].

Definicién 2.4. Oscilacién La oscilacién es uno de los fenémenos més importantes
que ocurren en los sistemas dinamicos. Un sistema oscila cuando tiene una solucién
periédica no trivial y(t + T') = y(t)V t donde T' > 0 es el periodo de oscilacién. Una
solucion periddica en el retrato de fase es una trayectoria cerrada, que generalmente se

llama érbita periddica u drbita cerrada [49].

Definicién 2.5. Auto-oscilacién Considerando que un ciclo limite es independiente de
las condiciones iniciales, se establecen oscilaciones no amortiguadas, las cuales son estables.
La amplitud de estas oscilaciones estéd determinada por las propiedades del sistema y no
por las condiciones iniciales. Tales oscilaciones se llamaran auto-oscilaciones y los sistemas

en los cuales las auto-oscilaciones se denominan sistemas auto-oscilantes [9].

Definicién 2.6. Estabilidad orbital. Un ciclo limite se denomina orbitalmente estable
si existe una region 7 en el plano de fase que contiene al ciclo limite, de manera que todas
las trayectorias de fase que comienzan en la vecindad (1) se aproximen asintéticamente al
ciclo limite segin t — +o00. De forma inversa, si existe al menos una trayectoria de fase en
7 que no se aproxime al ciclo limite para ¢ — +oo entonces el ciclo limite es orbitalmente
inestable [9)].

Definicién 2.7. Matriz de Hurwitz. Una matriz cuadrada A se llama matriz de Hur-
witz si todos los valores propios de A tienen parte real estrictamente negativa, Re[\;] < 0;
A también se denomina matriz de estabilidad, porque el sistema de retroalimentado
z = Ax es estable.

Si G(s) es una funcién de transferencia, entonces G se llama Hurwitz si los polos de G
tienen una parte real negativa. Considere que no es necesario que G(s), para un argumento

especifico s, sea una matriz de Hurwitz; ni siquiera es necesario que sea cuadrada. La
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conexién es que si A es una matriz de Hurwitz, entonces el sistema dinamico

tiene una funcién de transferencia Hurwitz [44, 50].

Definicién 2.8. Grado relativo. El grado relativo r de un sistema dinamico de una
entrada y una salida se define como el nimero de veces que la salida y(t) debe derivarse

con respecto al tiempo para obtener la entrada u(t) explicitamente [25].

2.2. Logica difusa

El concepto de logica difusa fue concebido a mediados de los anos sesenta por Lofti A.
Zadeh, ingeniero eléctrico irani y profesor de la Universidad de California, en Berkeley,
quien en 1965 publica el primer articulo de légica difusa llamado “Fuzzy Sets” [100],
donde da a conocer por primera vez los conceptos de esta técnica.

La logica difusa es una técnica de inteligencia computacional que permite trabajar
con informacién de alto grado de imprecision, en esto se diferencia de la légica conven-
cional que trabaja con informacién bien definida y precisa. Se considera una metodologia
que imita como una persona toma decisiones basada en informacién de entrada vaga,
ambigua, imprecisa, con ruido e incompleta. Es una légica multivaluada que permite ca-
tegorizaciones intermedias para poder definir evaluaciones entre si/no, verdadero/falso,
negro/blanco, caliente/frio, etc.

La teoria de los conjuntos difusos se puede enfocar en tratar fendmenos complejos que
no pueden ser analizados mediante métodos clasicos basados en la logica bivalente o la
teoria de probabilidades. En la teoria clasica de los conjuntos, un elemento del univer-
so puede pertenecer o no a determinado conjunto. En el caso de conjuntos difusos, ese
elemento del universo puede pertenecer a uno o mas conjuntos con distintos grados de
pertenencia.

Los elementos de la teoria de los conjuntos difusos se utilizan para describir y resolver
problemas de gestion, economia, medicina, biologia, ciencias politicas y lingliisticas, donde
el razonamiento difuso es la base de la teoria de conjuntos difusos. Por ello el concepto
clave para entender como trabaja la logica difusa es el del conjunto difuso. A continuacion
se exponen definiciones importantes de la légica difusa que son de utilidad a lo largo de

la presente investigacion.

Definicién 2.9 (Conjunto difuso [98, 100]). El conjunto difuso A definido en el conjunto
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N se caracteriza por la funcién de pertenencia (funcién caracteristica) ju(4) que atribuye un
nimero real en el intervalo [0, 1]a cada elemento p del conjunto N, donde g4y representa

el grado de pertenencia del elemento p al conjunto A.

Definicién 2.10 (Funcién de pertenencia [61, 101]). Una funcién de pertenencia de
un conjunto difuso A sobre un universo de discurso N es de la forma ps : N — [0, 1],
donde a cada elemento de NV le corresponde un valor entre 0 y 1. Este valor, llamado valor
de pertenencia o grado de pertenencia, representa el grado en el que el elemento de N

pertenece al conjunto difuso A.

Definicién 2.11 (Universo de discurso [46]). Se define universo de discurso como el

conjunto X de todos los posibles valores que puede tomar una determinada variable x.

Definicién 2.12 (Variable lingiiistica [61, 101, 104]). Por una variable lingiifstica se
entiende como una variable cuyos valores son palabras u oraciones en un lenguaje natural

o artificial, las cuales se encuentran acotadas por un universo de discurso.

Definicién 2.13 (Etiquetas [61, 80]). Son las diferentes clasificaciones que se efectian

sobre la variable lingiiistica. Cada etiqueta tendra un conjunto difuso asociado.

Definicién 2.14 (Conjunto difuso nulo o vacio [61, 100]). Un conjunto difuso estd

vacio si y solo si su funcion de pertenencia es idénticamente cero en V.

Definicién 2.15. (Soporte [61]). El soporte de un conjunto difuso A es el conjunto de

elementos de X que pertenecen a A con grado de pertenencia mayor que 0.
sop (A) = {zx € X|ua(z) >0} (2.4)

Un conjunto difuso se dice que es singleton si su soporte es un inico punto.

Definicién 2.16. (Nucleo [61]). El nicleo de un conjunto difuso A es el conjunto de

elementos de X que pertenecen a A con grado de pertenencia 1.
Nucleo (A) ={z € X|pua(z) =1} (2.5)

Un conjunto difuso se dice que es normal si su nicleo es no vacio.

2.2.1. Tipos de funciones de pertenencia.

Las funciones de pertenencia nos permiten representar graficamente un conjunto difuso

y su correspondiente variable lingtiistica. En el eje x (abscisas) se representa el universo
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de discurso, mientras que en el eje y (ordenadas) se sitian los grados de pertenencia en
el intervalo [0, 1].

En la légica difusa son definidas varias funciones de pertenencia tanto lineales (forma
trapezoidal, forma triangular, singleton) como no lineales (gaussianas, sigmoidales, cam-
pana generalizada). Para construir las funciones de pertenencia se suele utilizar funciones
sencillas, ya sea por simplicidad y reduccién del volumen de operaciones computacionales.
Las expresiones matematicas y la representacion grafica de las funciones de pertenencia

fundamentales se exponen a continuacion.

Definicién 2.17 (Funcién de pertenencia triangular [61]). La curva triangular (ver Fi-
gura 2.1) es una funcién de una variable z, y depende de tres pardmetros escalares a, b,

y ¢, es representada como sigue:

0, r<a
z—a r<b
z,a,b,c) = ¢ b= - 2.6
ploab =N oo, (2)
0, c<zx

061

0.4

0.2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
trimf, P = [3 6 8]

Figura 2.1: Funcién de pertenencia tipo triangular u(zx, 3,6, 8).

Las funciones de pertenencia triangulares son continuas y definen un conjunto difu-

so normal, convexo y con soporte finito, por lo que pueden emplearse para representar

numeros difusos.

Definicién 2.18 (Funcién de pertenencia singleton [61, 80]). Una funcién de pertenencia
singleton es aquella funcién de pertenencia, la cual sus caracteristicas de soporte y nicleo
cumplen que sop(z) = nuc(x) = x. La funcién de pertenencia singleton es denominada

también conjunto difuso escalar. La misma tiene un valor unico cuando =z = a (como una
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funcién delta de Dirac)[2]:

1, z=a
u(fv,a)z{O’ c4a (2.7)

0.8

06

041

0.2

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

trimf, P=[1 1 1]

Figura 2.2: Funcién de pertenencia tipo singleton u(z,1).

Definicién 2.19 (Funcién de pertenencia trapezoidal [61]). La curva trapezoidal es una
funcién de un vector, x, y depende de cuatro parametros escalares a, b, ¢ y d. Definida por
sus limites inferior a, superior d, y los limites de soporte inferior b y superior ¢, tal que
a < b < c < d. En este caso, si los valores de b y ¢ son iguales, se obtiene una funciéon

triangular y esta funcién esta dada por:

0, r<a
=, a<zr<b
p(z,a,be,d)=¢ 1, b<z<e, (2.8)
e cSa<
[ 0, <z,

donde la Figura 2.3 representa esta funciéon de pertenencia en el plano.
La funcion de pertenencia trapezoidal es continua y define un conjunto difuso normal,
convexo y con soporte finito, por lo que se puede emplear para representar un nimero

difuso.

Definicién 2.20 (Funcién de pertenencia gaussiana [61]). La funcién gaussiana simétrica

(ver Figura 2.4) depende de dos pardametros o y ¢ y queda definida como:

w(x,c,o) = ez, (2.9)
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0 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
trapmf, P =[1 57 8]

Figura 2.3: Funcién de pertenencia tipo trapezoidal u(z,1,5,7,8).

0.8 i

0.4r .

0.2 N

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

gaussmf, P=[2 5]

Figura 2.4: Funcién de pertenencia tipo gaussiana u(z,2,5).

La funcién de pertenencia gaussiana es continua, convexa y simétrica respecto al

parametro o.

Definicién 2.21 (Funcién de pertenencia del tipo sigmoide). Los pardmetros de la fun-
cién especificados como el vector [ac]. Donde, para abrir la funcién de pertenencia a la
izquierda o la derecha, se especifica un valor negativo o positivo para a, respectivamente.
La magnitud de a controla el ancho del area de transicién y ¢ define el centro del area
de transicién (ver Figura 2.5). La misma queda representada matematicamente por la

siguiente expresion:

1

w(z,a,c) = Tr e

(2.10)

Es importante aclarar que las funciones lineales son las mas usadas dentro de los

algoritmos que procesan conjuntos difusos con respecto a otras funciones no lineales, esto
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0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
sigmf, P = [2 4]

Figura 2.5: Funcién de pertenencia del tipo sigmoide p[z, 2,4].

es debido a la simplicidad de dichas funciones, ademas, las no lineales demandan un alto

costo computacional.

2.2.2. Control difuso

El control difuso es una aplicacion extremadamente exitosa de los conjuntos difusos,
logica difusa y teoria de sistemas a problemas practicos. Esta técnica considera para el
control de plantas el uso efectivo de toda la informacién disponible. A menudo, esta infor-
macion proviene no solo de los sensores de la planta, sino también del modelo matematico
de la planta y del conocimiento experto humano sobre la operacién de la planta [98].
Los expertos proporcionan descripciones lingiiisticas sobre el sistema y las instrucciones
de control. Los controladores convencionales no pueden incorporar la informacion difusa
lingiiistica en su diseno. La mayoria de ellos necesita un modelo matemético apropiado
del sistema. Contrariamente a ellos, el control difuso es un enfoque que puede ser libre
de modelo que depende en gran medida de la informaciéon difusa lingiiistica experta. El
control difuso proporciona controladores no lineales que son lo suficientemente generales
para realizar cualquier accién de control no lineal.

La aplicacién de técnicas difusas al control de sistemas dinamicos es ventajosa en
términos de simplicidad en diseno y puesta en préctica. La experiencia demuestra que
el éxito depende del nivel de conocimiento referente al comportamiento de la planta. Si
no se cuenta con el criterio experto, un diseno puede comprometer el desempeno control
difuso sobre el sistema.

El control basado en logica difusa se aplica desde hace varias décadas con excelentes
resultados en diversas aplicaciones tanto en el campo de la investigacion cientifica como

en la ingenieria y automatizaciéon de procesos industriales.
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La diversidad de aplicaciones de los sistemas difusos ha comprobado el buen desempeno
en resultados practicos, debido a las ventajas que presenta en relacion con algoritmos de

control tradicional, tales como:

» Permiten su aplicacién a sistemas complejos (no lineales) que estan definidos en

forma imprecisa en ocasiones con variables dificiles de medir e incluso determinar.

= Aplica el conocimiento humano en los sistemas de ingenieria en una forma sistemati-

ca, eficaz y analizable.
= No es necesario construir un modelo mateméatico detallado.
= Pueden funcionar con un gran nimero de entradas.

= El comportamiento de un sistema basado en légica difusa se describe con expresiones
lingiiisticas, por lo que es mas sencillo su comprensiéon en comparacién con una

descripcion matematica.

Los controladores difusos se encuentran en productos de consumo como lavadoras,
camaras de video y automdéviles. Las aplicaciones industriales incluyen hornos de cemento,
trenes subterraneos y robots. Un controlador difuso es un controlador automatico, es decir,
un mecanismo de acciéon automatica o auto-regulacion que dirige a un objeto de acuerdo
con un comportamiento deseado. El objeto puede ser, por ejemplo, un robot configurado
para seguir un camino determinado. Un controlador difuso actiia o regula mediante reglas
en un lenguaje similar al natural, basado en la caracteristica distintiva: 16gica difusa. Los
operadores de la planta o los ingenieros de diseno definen las reglas, y el control difuso es,
por lo tanto, una rama de la inteligencia artificial [46]. La Figura 2.6 expone la estructura
de un controlador difuso basado en reglas.

Un sistema difuso utiliza procesos de razonamiento difusos para convertir entradas
crisp en salidas crisp. Los componentes principales del sistema difuso son una seccién
de fusificacion, un mecanismo o motor de inferencia y una secciéon de defusificaciéon. Un
conjunto de reglas generalmente en forma IF-THEN (modus ponens), llamada base de
reglas, especifica cémo se tomaran las decisiones en funcion de las entradas medidas.

Existen dos tipos principales de sistemas de inferencia difusa: tipo Mamdani (1977) [66]
y tipo Sugeno (1985) [92]. En los sistemas difusos tipo Mamdani, la consecuencia de cada
regla es un conjunto difuso. Esto contrasta con los sistemas difusos Takagi-Sugeno (T-S),
cuyos consecuentes son expresiones matematicas.

El controlador difuso se compone de tres etapas [61]:
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Entrada x , REGLAS : Salida y
! FUSIFICADOR DIFUSAS DEFUSIFICADOR |
| |
| |
| |
! Cocrjuunto difuso MOTOR DE Conjuntq difuso |
I e entrada de salida I
. INFERENCIAS .
| |

Figura 2.6: Estructura de controlador difuso basado en reglas.

» Fusificacion: La seccién de fusificacion convierte entradas numéricas en conjuntos
difusos. Esto supone que la entrada medida es la entrada verdadera (es decir, no
hay ruido de medicién ni ninguna otra incertidumbre). Asi, en la fusificacién, los

conjuntos difusos de entrada se evalian exactamente en las entradas medidas [61].

» Inferencia difusa: El mecanismo de inferencia determina la medida en que cada
regla en la base de la regla se aplica en la situacién actual y forma un conjunto difuso
implicito correspondiente para cada regla. Los métodos mas usados son max-min
y maz-prod [98, 102] que se basan en la determinacién de valores minimos y
maximos de los grados de pertenencia de las variables y las operaciones algebraicas

que se realizan con los conjuntos difusos.

= Defusificaciéon: La secciéon de defusificacién combina los conjuntos difusos implici-
tos de todas las reglas para obtener una salida crisp. Dos de los principales métodos
son Centro de gravedad (COG por sus siglas en inglés) y promedio centro (CA por
sus siglas en inglés) [61, 98, 99].

El presente trabajo utiliza el método de defusificacién promedio centro o CA el cual
es el defusificador mas utilizado en sistemas difusos y control difuso, por ser computacio-

nalmente simple e intuitivamente plausible. El cudl se denota tal que [99]:

N
o Ly w (2.11)

M
D i1 Wi

donde y* es el promedio del centro, = el centro del I-ésimo conjunto difuso de salida y w

Y

es su altura.



2.3 Funcién descriptiva 17

Relacionado con los controladores difusos existen varios trabajos que determinan la
funcién descriptiva de un elemento difuso al sustituir éste con un elemento no lineal
equivalente, con una sola entrada y una tnica salida y se obtiene la FD de forma experi-
mental [55, 98]. De forma similar el trabajo desarrollado por [36] utiliza el diseno de un
sistema difuso MISO mediante el método de balance arménico para la deteccién de ciclos
limites, el analisis de estabilidad. Donde la obtencion de la funciéon descriptiva del sistema
difuso es obtenido experimentalmente. Por ejemplo en [48] se utilizan métodos experi-
mentales mediante la variacién de los pardmetros de los sistemas difusos (SISO y MIMO)
para la obtener la representacién grafica de la funcién descriptiva y con ello la deteccién
del ciclo limite, esta propuesta no brinda un analisis mateméatico para la obtencién de la
FD del sistema difuso. El trabajo presentado por [54] presenta un controlador difuso tipo
Mamdani con la capacidad de eliminar el fenémeno de resonancia mediante la obtencion
de la funcién descriptiva del término no lineal de forma experimental. Relacionado con la
estabilidad de los sistemas difusos, en [51, 89] se utiliza el método de la funcién descriptiva
para analizar la estabilidad de un controlador difuso. Por otro lado, en [52] se estudia la
deteccion de ciclos limite mediante el disenio de un sistema de control difuso a través de
la funcién descriptiva, en el mismo se desarrolla de forma analitica la obtencién diseno
del sistema difuso y la posterior obtencién de la funcién descriptiva. De esta forma, se
predice con exactitud el ajuste necesario de las funciones de pertenencia para predecir los

ciclos limites.

2.3. Funcién descriptiva

El método de funcién descriptiva [13, 90, 95| representa una versién extendida del
método de respuesta en el dominio de la frecuencia diagrama de Nyquist, la cual tiene
como principal uso, la predicciéon de ciclos limites en sistemas no-lineales y con base a esto
analizar la estabilidad del sistema. Ademas, cuenta con otro numero de aplicaciones en la
prediccién de subarménicos, fenémenos de salto y el andlisis de la respuesta de sistemas
no lineales ante senales senoidales. La prediccién de los ciclos limite es muy importante,
ya que los ciclos limite pueden ocurrir con frecuencia en un sistema fisico no lineal. En
ocasiones, un ciclo limite puede ser deseable, este es el caso de los ciclos limite en los
osciladores electrénicos utilizados en los laboratorios [90]. La metodologia analitica para
la determinacion de la funcién descriptiva de un elemento no lineal es aproximada, el

mismo se basa en las siguientes suposiciones [13, 90, 95]:

1. El sistema solo contara con un unico componente no lineal.
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2. El componente no lineal es invariante en el tiempo.

3. Correspondiente a una entrada senoidal A; sen(wt) solo se considera la componente
fundamental de la salida del sistema wu(t), es decir u(t) . Esto implica que la planta

debe poseer propiedades de filtro de paso bajo.

4. El término no lineal es simétrico con respecto al origen.

La primera consideracién implica que si hay dos o mas componentes no lineales en un
sistema, éstos se han de agrupar en un sélo componente no lineal (como si se trataran
de dos no linealidades en paralelo) o conservar tinicamente la no linealidad primaria e
ignorar los efectos de otras.

La segunda consideracion implica que solo seran considerados sistemas auténomos no
lineales. Esto se satisface en la practica en muchas no linealidades, como la saturacién en
amplificadores, el juego en los engranajes, la friccion de Coulomb entre superficies y la
histéresis en los relés. El motivo de esta consideraciéon es que el criterio de Nyquist, en el
cual se basa en gran medida el método de la funcién descriptiva, solo es aplicado a los
sistemas lineales invariantes en el tiempo.

El tercera suposicién representa la suposiciéon fundamental del método de la funcién
que descriptiva. La cual se considera una aproximacion, porque la salida de un elemento
no lineal correspondiente a una entrada senoidal generalmente contiene armdénicos mas
altos ademas del fundamental. Esto significa que todos los armdnicos de mayor frecuencia
se pueden ignorar en el andlisis, en comparacién con el componente fundamental. Para que
esta suposiciéon sea valida, es importante que la planta lineal que sigue a la no linealidad

posea propiedades de filtro paso bajo, tal que:
|G(jw)| >> |G(jnw)| paran = 2,3...

Esto implica que los armoénicos de orden superior a la salida serén filtrados significati-
vamente. La cuarta suposicién significa que el gréfico de la relacién de no linealidad f(x)
entre la entrada y la salida del elemento no lineal es simétrico respecto del origen. Esta
suposicién se introduce por simplicidad, es decir, para que el término estatico en la expan-
sién de Fourier de la salida se pueda ignorar. Esto es considerado en las no linealidades

comunes como (saturacién, zona muerta, histéresis, on - off ), entre otras [49, 90].

Definicién 2.22. Funcién descriptiva. Considere una entrada senoidal al elemento no
lineal, de amplitud A; y frecuencia w, es decir, x(t) = A; sen(wt). La salida del componente

no lineal u(t) es, por lo general una funcién periédica, aunque generalmente no senoidal.
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Es necesario considerar que este sea siempre el caso, si la no linealidad f(z) es uni-
valuada, porque la salida es f(A; sen(w(t+27/w))) = f(A;sen(wt)). Entonces la funcién
descriptiva de un elemento no lineal es definida como la razén compleja de la componente
fundamental del elemento no lineal desarrollada en series de Fourier. Para una entrada
x(t) = A;sen(wt) la expansion en series de Fourier de la salida del sistema para u(t) =
f(z) = f(z, %) donde x = A; sen(wt), & = wA; cos(wt) resulta como [13, 90, 95]:

50 + ; a, cos(nwt) + by, sen(nwt)], (2.12)

donde los coeficientes de Fourier a; y b; son generalmente funciones de A; y w determinadas

1 K
= — t)dwt
w0== [ ultidor

—T

tal que:

1 K
a, = —/ u(t) cos(nwt)dwt, (2.13)
™ —T
1 ™
b, = — / u(t) sen(nwt)dwt.
™ —T

Considerando la suposicién relacionada con la simetria de la no linealidad se define que
aop = 0. De similar forma la propiedad de filtro paso bajo del sistema, permite al método

de la funcién descriptiva solo considerar el componente armoénico fundamental tal que:
u(t) = uy(t) = ay cos(wt) + by sen(wt) = H sen(wt + 9), (2.14)

donde H(A,w) = \/a? +b? y §(A,w) = tan™! (‘;—:)

La ecuacién (2.14) refiere que la componente fundamental correspondiente a una en-
trada senoidal con la misma frecuencia puede ser escrita en su representacién compleja

como u; = HeU**9) Entonces la funcién descriptiva es definida como sigue:

Helwt+o) [ 1
— VL '
N(A;,w) oo e (by + jaq), (2.15)

ao = / " u(t)dot, (2.16)

a; = %/ﬂ u(t) cos(nwt)dwt, (2.17)
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by = %/W u(t) sen(nwt)dwt. (2.18)
Elemento no lineal Elemento lineal
r(t) =0 x(t) u(t) y(®)
() N(4;, ) G(jw)
+ —

Figura 2.7: Diagrama de la funcién descriptiva.

El método de la funcién descriptiva se presenta en el diagrama de bloques en lazo
cerrado de la Figura 2.7. Por otra parte, para realizar el analisis en el dominio de la
frecuencia se evaluan la funcién de balance armoénico y la planta en s = jw.

La ubicaciéon de —1/N(A;,w) y G(jw) dan informacién acerca de la estabilidad de
la planta en el lazo cerrado. Para determinar la estabilidad del sistema se trazan los
lugares geométricos de las raices correspondientes a G(jw) y —1/N(A;,w). El criterio
para analizar estabilidad es que si —1/N(A;,w) no estd rodeado por G(jw) el sistema
es estable y no hay ciclos limites. Por el contrario, si G(jw) envuelve a —1/N(A;,w) el
sistema se puede volver inestable y la salida esta sujeta a cualquier perturbacion. Si hay
intersecciones la salida presenta ciclos limites.

Por tanto, se establece la ecuacién de balance arménico tal como [13, 90, 95]:

1+ N(A,w)G(jw) =0
1 (2.19)

G(]W) = _N(Al,w)'

De esta forma, si (2.19) no tiene solucién, entonces el sistema no lineal no exhibe ciclos
limites. Es necesario aclarar que la ecuacién de balance arménico representa dos ecuaciones
no lineales con las variables A; y w. Estas ecuaciones pueden tener un nimero de soluciones
finitas, que por lo general resulta muy dificil hallar su soluciéon por métodos analiticos, en
particular para sistemas de orden superior, en estos casos se opta por el método grafico.
Donde se gréfican ambos lados de la ecuacién (2.19) en el plano complejo para hallar los
puntos de interseccion de las curvas [82, 90].

La representacién grafica de (2.19) es mostrada en la Figura 2.8. La funcién
—1/N(A;,w) representa una linea recta. Si existe una solucién periédica, entonces (2.19)
provee una solucién aproximada con frecuencia y amplitud conocida, indicando la exis-

tencia de un ciclo limite.
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Im{G(jw)}

Re{G(jw)}

Q3

1

C00) = =N o

Figura 2.8: Punto de intercepcién en —1/N(A4;,w) y G(jw).

Aplicando el criterio de estabilidad de Nyquist en un sistema no lineal es posible
notar que cada interseccién entre las curvas G(jw) y —1/N(A;,w) en el plano complejo
corresponde a un ciclo limite con amplitud A; y frecuencia w conocidas. Utilizando el
método de la funcién descriptiva en el diseno de sistemas difusos es posible obtener un
intercepto que defina un ciclo limite con amplitud y frecuencia deseadas [52].

Es importante aclarar que la prediccion de ciclos limites mediante FD se presenta
como un método grafico. En este sentido es valido destacar que la solucién analitica de
las ecuaciones bajo la consideracion de existencia de un movimiento periédico se hace muy
compleja, en particular para sistemas de orden superior. Por tanto, el método de deteccion

de ciclos limites mediante FD se lleva a cabo desde el punto de vista gréfico [13, 82, 91, 95].

2.4. Criterios de estabilidad orbital

El problema del control de una planta se encuentra intrinsecamente vinculado al con-
cepto de estabilidad. Carece de sentido hablar de sistemas de control si éste no garantiza
convergencia de la dinamica del sistema hacia un estado deseado. En los sistemas lineales
existen numerosos métodos que permiten verificar la estabilidad tales como: el criterio
de Nyquist [72], Routh-Hurwitz [7], diagrama de Bode [72], método del lugar geométrico
de las raices [27], etc. Por otro lado, para sistemas no-lineales o variables en el tiempo,
los métodos anteriores no son aplicables ya que estan mas enfocados a sistemas cuyos
pardmetros no varian en el tiempo [56, 71].

La estabilidad orbital de un sistema se define como la resistencia de la trayectoria a

pequenas perturbaciones. En el caso de los ciclos limite, es la resistencia que opone la curva
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cerrada a romperse y mantenerse en la érbita original. Esta es una de las caracteristicas
mas importantes y estudiadas en sistemas no lineales, ademaés de un gran reto en sistemas
de control para disenar actuadores que lleven al sistema a movimientos peridédicos con la
estabilidad deseada y con la caracteristica de estabilidad orbital.

Dado que los procesos periddicos en la naturaleza a menudo se pueden representar
como ciclos limite estables, por lo que se presta gran atenciéon a la busqueda de tales
trayectorias, si existen. En la literatura pueden ser hallados diferentes métodos o criterios
para obtener las condiciones suficientes y/o necesarias para establecer la existencia y
estabilidad orbital de un ciclo limite, dentro de los cuales podemos citar, desde el clasico
mapa de Poincaré [75, 77, 78, 93], asi como primer método de la teoria estabilidad de
Lyapunov [9, 23, 49, 58, 60, 64], criterio de Loeb [13, 62, 95], teorema de Poincaré -
Bendixson [49, 68, 75, 90, 93].

A continuacién se presentan los fundamentos de los teoremas Poincaré-Bendixson y
criterio de Loeb, los cuales son utilizados para demostrar la existencia de ciclos limites y
garantizar su estabilidad orbital en cada uno de los enfoques desarrollados este trabajo.

La estabilidad del ciclo limite se plantea en términos del comportamiento de un estado
tedrico del ciclo limite al ser sometido a perturbaciones en amplitud y/o frecuencia. Si
el ciclo limite vuelve a su estado de equilibrio original, se llamara estable, mientras que
si su amplitud o frecuencia aumenta o disminuye hasta que se alcanza otro estado de
equilibrio, se llamard inestable. La posibilidad de crecimiento de amplitud o frecuencia
tedricamente ilimitada se incluye en la definiciéon de inestabilidad al considerar que el

estado en el infinito es un estado de equilibrio.

2.4.1. Teorema Poincaré - Bendixson

Las érbitas periddicas en el plano son especiales, al dividir el plano en una regién
exterior y otra regién interior. Esto hace posible obtener un criterio para detectar la
presencia o ausencia de orbitas periddicas en sistemas de segundo orden.

El teorema de Poincaré - Bendixson permite clasificar completamente el comporta-
miento limite de la érbita de cualquier punto en un sistema dinamico plano. Asimismo,
brinda las condiciones para la existencia de érbitas peridédicas en un sistema en el plano.

Counsidere el sistema
= fl2), (2.20)

donde x € R? y f(z) € R? es un campo vectorial lo suficientemente suave. Se plantea el
colorario del criterio de Poincaré - Bendixson el cual resume como el teorema es aplicado
[49, 68, 75, 90, 93, 103].
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Teorema 2.1. Considérese el sistema (2.20), entonces:

(a) Sea R C R? la regién simplemente conexa comprendida entre dos curvas cerradas
anidadas simples ' y T (ver Figura 2.9 (a)). Suponga que R no contiene equilibrios
de (2.20) y en cada punto de T' y T el campo vectorial apunta hacia el interior de

R. Entonces, el sistema tiene una orbita periddica atractora contenida en R.

(b) Sea R C R? la regién simplemente conexa contenida dentro de la curva T. (ver
Figura 2.9(b)). Suponga que R contiene un equilibrio repulsor (fuente) en (2.20) y
en cada punto de I' el campo vectorial apunta hacia el interior de R. Entonces, el

sistema tiene un ciclo limite estable contenido en R.

Figura 2.9: (a) Ciclo limite sin equilibrio en R; (b) Ciclo limite con equilibrio repulsor en R.

El criterio establece que las trayectorias acotadas en el plano deben acercarse a érbitas

periddicas o puntos de equilibrio segtin el tiempo tiende a infinito.

2.4.2. Criterio de Loeb

La estabilidad de las oscilaciones depende de la relacién geométrica de G(jw)N (A1, w)
y el punto (—1,0)T € C derivado de la ecuacién de balance arménico (2.19). Luego,
utilizando el criterio extendido de estabilidad de Nyquist [90] y el método de pequenas
perturbaciones en amplitud conocido como criterio Loeb [95] es posible encontrar las
condiciones que garanticen la existencia de un ciclo limite estable en el sistema.

El criterio de Loeb [13, 62, 95] es basado en la funcién descriptiva es utilizado para el
andlisis de estabilidad en la generacién de oscilaciones [6]. El mismo es basado original-
mente del método desarrollado por Cahen [19]. Entonces, el criterio de Loeb se define tal

que:



24 Capitulo 2 Preliminares matematicos

Teorema 2.2. Considere Ay y w, la amplitud y la frecuencia de un ciclo limite en equi-
librio:

1+ N(A;,w)G (jw) = 0. (2.21)

La ecuacion de balance armoénico (2.19), en términos de sus partes real e imaginaria, se

puede expresar de la siguiente manera:
U(A17 CU) + ]V(Al, w) =0. (222)

Considerando perturbaciones cuasi - estdticas en la amplitud AA y frecuencia Aw del
ciclo limite, asi como en la velocidad de cambio de la amplitud Av = —A/JA asociada al

término de frecuencia,

A=A+ AA,

(2.23)
w—w+ (Aw + jAV),

por definicion los valores AA, Aw y Av son pequenos. Sustituyendo los pardmetros per-

turbados (2.23) en la ecuacion de balance armdnico (2.19), se tiene que:
U(A+AA w+ (Aw + jAV)) + jV (A+ AA w + (Aw + jAV)) = 0. (2.24)

El desarrollo en series de Taylor de la expresion (2.24) en torno al equilibrio (Ay,w)

resulta tal que:

oU oU . oV oV .
A M+ G A (AW + JAV) + e Ay + oA (Aw + jAY) =0, (2.25)

se debe satisfacer en sus partes real e imaginaria

8—UAA1 + 8—UAw — 8—VAV =0,
0A; Oow Oow (2.26)
ov oV oU ’
8_141AA1 + %Aw + %AV = 0,
simplificando Aw del sistema de ecuaciones se obtiene
oU 9V QU aV U\  [OV\?

Para que un ciclo limite sea estable se deben dar las condiciones para que el signo de
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Av/AA;y sea siempre positivo. Esto es conocido como criterio de estabilidad de Loeb [13,

95] y se puede expresar mediante la siguiente desigualdad:

ou oV  oU oV

Entonces, la estabilidad de un ciclo limite surge en términos de perturbaciones cuasi-
estaticas en amplitud y frecuencia. Se dice que el ciclo limite es estable si vuelve a su
estado de equilibrio original, mientras que si su amplitud o frecuencia crece o decae hasta

que alcanza otro estado de equilibrio se llama inestable.

2.4.3. Aplicacién del criterio de Loeb

El analisis de estabilidad mediante la aplicacion del criterio de Loeb involucra la ob-
tencion de derivadas parciales y calculos algebraicos, los cuales pueden resultar parti-
cularmente complejos, por ello fue desarrollado un algoritmo basado en el software de
cémputo numérico Matlab®, el se encarga de realizar las acciones de cémputo y calculo
necesarias para hallar las pardmetros que involucra el criterio de Loeb. La Figura 2.10
exhibe el proceso de andlisis y calculo mediante un diagrama logico segin lo establece el
criterio de Loeb. El mismo es aplicado a cada uno de los casos de estudio considerando los
pardmetros de amplitud A; y frecuencia deseados w. El cédigo de software desarrollado

en Matlab® puede ser consultado en el Anexo 6.2.
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1+ N(A a))G(jw) Definir ecuacién de
b balance armdnico del sistema.

Obtener las componentes real
U(Ay, w) +jV(A, w) e imaginarias de la ecuacion
de balance arménico.

U U v v ICalcular las derivad?s ;.oarci?les‘de

— = = t

94, 90 94, 90 as componente real e imaginarias
con respecto de 41 y w.

Evaluar la desigualdad del criterio
de Loeb en los valores de Ay w del
ciclo limite en analisis.

Ciclo limite inestable

(

au y av ou N ov -0
0A; OJw Jdw 04,

Ciclo limite estable

Figura 2.10: Diagrama de aplicacién del criterio de Loeb utilizando Matlab®.

2.5. Consideraciones finales del capitulo

La revision llevada a cabo en este capitulo expone los fundamentos tedricos relacio-
nados con las técnicas de logica difusa en el control. Asimismo, son tratadas las bases
del método en el dominio de la frecuencia para el analisis de sistemas no lineales, fun-
cién descriptiva. Por otro lado, se establecen los criterios utilizados en la investigacion
para garantizar la existencia y estabilidad orbital de las auto - oscilaciones (ciclos limites
estables).



Capitulo 3

Esquema a 2-FIS para la generacion

de o6rbitas periddicas

El presente capitulo expone el desarrollo analitico de la propuesta del esquema a 2-
FIS para la generacion de érbitas periddicas estables en los dos enfoques presentados
en este trabajo de tesis. Primero, es utilizado el método en el dominio de la frecuencia
funcion descriptiva para la obtencién del ciclo limite y el criterio de Loeb para garantizar la
estabilidad orbital. El segundo enfoque presentado involucra el esquema a 2-FIS utilizando
el teorema Poincaré-Bendixson para establecer las condiciones de existencia y estabilidad

del ciclo limite.

3.1. Planteamiento del problema

El problema se establece formalmente de la siguiente manera. Considere el siguiente

sistema en su formulacién Euler - Lagrange con n grados de libertad tal como:
M(q)G + h(q,q) = Gu (3.1)

donde ¢(t) € R™ es el vector de la posicion angular, ¢(t) € R™ es el vector de la velocidad
angular, asimismo, ¢(tf) € R™ representa el vector de la aceleraciéon angular, u(t) € RP es
el vector de entrada (n > p), t € R representa el tiempo, M(q) € R™" es una matriz
de inercia, la cual es simétrica positiva definida y continuamente diferenciable, h(q, q) €
R"™ es un vector Lipschitz continuo que representa las fuerzas de Coriolis, centrifugas y

gravitacionales. Asimismo, G € R™*? es la matriz de entrada. Entonces la representacion

27
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en espacio de estados de (3.1) resulta como:

b= () + glo)u (32)
con
0 0
T) = , T) = . 3.3
i@ [—M($1)1h(x1,$2)] 9() [M(azl)lG (3:3)
donde x = [z1,29]7 = [q,4]" es el vector de estado. La matriz de inercia M(x;) es no

singular para todo z1(t) € R", por lo tanto, su inversa existe y también es definida positiva
para todos 7. Definimos el vector de variables medibles del sistema (3.2) - (3.3) como

y(t) = z(t) € R™, es decir, asumimos el caso de retroalimentacién de estado.

Consideremos entonces la funcién de salida escalar

y=n(t) (3-4)

la cual se considera continuamente diferenciable, y sea () una no linealidad sin memoria

invariante en el tiempo. Se desea disenar un controlador no lineal

u = () (3.5)

tal que su salida escalar y = x4 (t) : R*" — R converja a una trayectoria cerrada y aislada,

con amplitud A; y frecuencia w deseadas, es decir:
y(t) = yss(t +T) = yss(t), t >0 (3.6)

para un periodo 7' = 1/w > 0 y con condiciones iniciales x(0) suficientemente cerca del

ciclo limite, donde ys4(t) es la evolucién de y(t) en estado estable.

Es necesario mencionar que el sistema en lazo cerrado (3.2) - (3.5) no considera una
senal de referencia externa para el seguimiento. Por lo tanto, ¥(z) no es un controlador de
seguimiento. En cambio, se propone un sistema de inferencia en un esquema de dos difusos
(2-FIS) como elemento no lineal ¥(z) para generar auto-oscilaciones en la salida y(t). Para
este proposito, se utilizan los métodos del Teorema Poincaré-Bendixson y el método de la
funcién descriptiva, las cuales son estrategias establecidas para investigar la existencia de
soluciones periddicas, se utilizaran como método de diseno. En otras palabras, necesitamos
encontrar condiciones o reglas en ¥ (x) de modo que la funcién (3.4) que depende de los

estados del sistema en lazo cerrado (3.2) - (3.3),(3.5), sea periddica.
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3.2. Propuesta de doble sistema de inferencia difusa
(2-FIS)

Se propone un doble sistema de inferencia difusa (2-FIS) del tipo no lineal. El sistema

de inferencia se construye en dos piezas de similar estructura tal que:

Y(z) = Y1(21) + P2(2). (3.7)

Las reglas estan dadas por las expresiones lingiiisticas, donde el antecedente como el

consecuente, se encuentran relacionadas a las variables de entrada x; y salida 1; tal como:

SI x; ES M; ENTONCES v es U;

donde el término M; para i = —1,0, 1, representa las funciones de pertenencia en la va-
riable de entrada. De esta forma, se propone cada FIS como un sistema de inferencia tipo
Mamdani [66], considerando funciones de pertenencia tipo singleton a la salida mientras
que se utiliza en la etapa de fusificacién, funciones de pertenencia triangular en el centro
y trapezoidal en los extremos siendo estas distribuidas completa, consistente y simétri-

camente con respecto al origen. La Figura 3.1 ilustra la distribucion de las funciones de

pertenencia para ¢ = —1,0, 1.
s+l si—® <z,<0
Mo(m) = —gm+1, si0<z <P (3.8)
0, en otro caso.
(
1, six < —P;
M_(z)) = —%xl, si—®, <2, <0 (3.9)
\ 0, six; >0,
p
0, six; <0
M (z)) = %ml, si0<a <@ (3.10)
1, six; > ;.

Asimismo, como motor de inferencia es utilizado el producto de inferencia y para el

defusificador se establece el método promedio centro (2.11). Entonces, el sistema difuso
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M_, M, M,
« X1 . V1
—CI)l CDO (D1 _U1 UO U1
M_1 MO Ml
« X2 . V2
_91 ®0 61 _Q1 QO Ql

Figura 3.1: Funciones de pertenencia con x1 y x2 como variables de entrada y 11 y 12 como
salidas.

puede ser expresado matematicamente como:

w@) =Y {ZILJZ)(@V)} Ui =3 W)U, (3.11)

i=—1 r=—1 i=—1
donde U_; = —U; refiere al valor crisp de disparo de la salida relacionado a la z;. La

funcién ¥;(x;) cumple las siguientes suposiciones:
» U,(2;) es globalmente Lipschitz continua y acotada.
= U,;(0) = 0 (estado estable).
» Condicién de simetria impar —W;(z;) = V;(—xy).

= Dado que solo se disparan dos reglas al mismo tiempo [52] para cualquier valor de

xy, el disefio de 1;(x;) es una combinacién convexa, es decir, Y ._ | M;(x;) = 1.

Entonces, el FIS propuesto, para todo el universo discurso de x; de [—2m, 27], requiere
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Tabla 3.1: Base de las reglas difusas.

Entrada x; | Salida
M_1 U_1
My Uo
M, Uy

solo tres subconjuntos difusos que apuntan a los valores que toma 1; en correspondencia
al estado de entrada. Al considerar el analisis desarrollado por [52], la ecuacién de salida
del sistema (3.11) puede ser definida tal como:

Yigy, silz| <@,

i) =4 "
U; si ’l'1| > ®,;.

(3.12)

Dado que la expresién de salida (3.12) es equivalente a una funcién saturacion, el
término k; = U;/®; el cual refiere la pendiente de la funcién saturacién para el FIS
propuesto. Debido a que la estructura del sistema de inferencia para la variable x5 es
similar a la estructura del FIS para la variable de la posiciéon x;, pero con diferentes
valores a la entrada y a la salida. Entonces, por simplicidad es definida ©; y @; como
parametros de diseno a la entrada y a la salida para el FIS-2. De esta forma, el FIS-2

puede ser expresado tal como:

g_sz, lf |l’2’ S @z
Qi7 if ‘$2’ > 61'7

Ya(x2) = (3.13)

donde ky = Q;/O;. Por lo tanto, al sustituir (3.12)-(3.13) en (3.7) es obtenida la

expresion resultante para el sistema a 2-FIS de la siguiente forma:

Ul, lf.Il ><I)z Q17 if To >@2
V(@) =k, if o] < @+ koo, if |2] < 6, (3.14)
—Ul, if r1 < —®, —Ql, if 9 < _@iv

el cual representa un sistema no lineal basado en sistemas de inferencia difusas que es

equivalente a la funcién no lineal de doble saturacién.
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3.3. Enfoque via funcion descriptiva

Se presenta en esta seccion la aplicacion del método de la funciéon descriptiva en
sistemas de inferencia difusa. Se obtiene la expresion analitica de la funcion descriptiva
del elemento difuso, el cual se utiliza para inducir un movimiento periédico estable en un

sistema dinamico.

Con el objetivo de obtener la funcién descriptiva del sistema difuso, se considera la
ecuacion del FIS (3.12) como un elemento no lineal del tipo saturacién. Donde la salida es
simétrica en los cuatro cuadrantes del periodo, considerando z(t) = A; sin(wt), k; = %,

de similar forma &, = sin™!(®;/A;) y 2; = wt [13, 90, 95]. La ecuacién (3.12) puede ser

reescrita para el primer cuadrante tal como:

. si0 <z <9,

_ . (3.15)
Py sid, <a < 7m/2

@Dl(wl) =k {

El andlisis para obtener la FD para cada FIS es similar considerando la diferencia entre
el parametro amplitud A;, para ¢ = 1, 2. La funcién descriptiva para un sistema difuso se
calcula considerando (3.15) como ;(t). Las variables {d,} estan definidas como dngulos
de fase cuya senal de entrada x = Aj;sin(d,) intercepta al centro de cada funcién de

pertenencia ®;, tal como:

do =0,
.4 (D
6, = sin~ " (A_1> , (3.16)
T
5p+1 = 57

siendo (p=0,....,p+ 1,0 < d; < 7).

La funcién (3.12) cumple la condicién de simetria impar, entonces los parametros
(2.16), (2.17) resultan tal que agp = a; = 0. En tal caso, para los cuatro (4) cuadrantes del
periodo se calcula el término b; definido en (2.18). Donde, la funcién descriptiva para cada

sistema difuso es determinada considerando (3.15) de la siguiente forma: [13, 90, 95]:
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by =

SRS

[Fvrntanen.

4 s
/ 1Ay sin?(wt)d(wt) + — /2 k1@ sin(wt)d(wt), (3.17)
T Js

2k1A1 ®1 / ®1 ?
T L Al (Al) ’

siendo ky = Uy /Py y 1 = A;sin(d), donde § = Sinfl(%), sustituyendo los parametros de

CHIS

la funcién descriptiva en (2.15), entonces la FD para el sistema difuso propuesto queda

ot |0 @ ®,
N(Al)_Equ sin (E>+Ai 1 <Az) . (3.18)

CcOo1mo:

La FD, N(A;,w), del sistema difuso (3.7) es el primer arménico de la sefial de control
periédica dividido por la amplitud de y(t) [13, 90, 95]. Por lo tanto, (3.7) puede analizarse
como la conexién paralela de dos sistemas difusos donde la entrada al primer sistema
difuso (FIS1) es la variable de salida de un sistema dado y la entrada al segundo sistema
difuso (FIS2) es la derivada de dicha salida. La FD del esquema a 2-FIS resulta tal como:

N(Al,CU) = NI(A1> + SNQ(AQ), (319)

donde s = jw, y Ay es la amplitud de dy/dt. Considere ademas la relacién entre y y
dy/dt en el dominio de Laplace, la cual brinda la relacién entre las amplitudes A; y As.
El término A; constituye la amplitud deseada a la salida del FIS1. De similar forma
Ay contiene los parametros a obtener a la salida del FIS2, la cual es dependiente de la
amplitud y frecuencia deseadas tal que Ay = A;w. El esquema a doble sistema difuso es

mostrado en la Figura 3.2.

Utilizando la ecuacién (3.18) y sustituyendo en (3.19) la funcién descriptiva del esque-

ma a doble sistema de inferencia difusa resultante es:

2
N(Al,w)=27kl sin™! (%)4—% 1—((}%) +

2k | (61 & CAW
.]w? S1n <A_2) +A—2 1-— (—2> s

(3.20)
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o sl P (), %())
: y(t)

Planta

r(t)i?O

Figura 3.2: Esquema a doble sistema de inferencia difusa (2-FIS).

donde ®; y O; representan parametros de disenio del 2-FIS. Esta relacion solo es valida
si se cumple que: A1 Z ®1 y Ay £ O;. Al definir los valores de ®1,0; A;, Ay basados en
la amplitud y frecuencia deseada y tomando en cuenta que k; = % y ko = 8—1. Entonces,
(3.20) puede ser representada en sus componentes real e imaginaria de forma simplificada

tal como:

N(Aj,w) = %(k:lRe {N(A,w)} + jkawIm {N(A;,w)}). (3.21)

Considerando (3.21) y descomponiendo la funcién del diagrama de Nyquist G(jw) en

sus componentes real e imaginaria. Entonces (2.19) puede ser reescrita como:

7 —kiRe{N(A,w)} + jko Im {N(A;,w)}

Re{GUw)} + I {GU} = 5 TR N (A w) ) T (ko I (N (Ap, )}

(3.22)

La representacion grafica de (3.22) es mostrada en la Figura 2.8. La funcién —1/N(A;,w)
representa una linea recta, donde su pendiente depende del valor de ki y ko. Si existe
una solucién periddica, entonces (3.22) provee una solucién aproximada con frecuencia y
amplitud deseada. En el presente trabajo se busca encontrar los valores k; y ko para una
amplitud y frecuencia deseada.

Los valores de ki y ko son calculados al igualar las componentes real e imaginarias de
G(jw) vy N(Ay,w) de (3.22) respectivamente, resultando un sistema de ecuaciones 2 x 2

tal que:
k?l Re {N(Al, (,L})}

(k1)2Re {N(A1,w)}* + (k)2 Im {N(A4;,w)}*’

Re {G(jw)} = (3.23)
/{32 IIl’l {N(A17 CU)}

Im {G(jw)} = (12 Re {N(Ay, )12 + (ko)? Im {N(Ap, @))%

(3.24)
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Entonces, al resolver el sistema de ecuaciones (3.23), (3.24) para k; y ko, resulta tal como:

(Re{G(jw)}” +Im{G(jw)}*) Re {N (A, w)}’

(Re {G(jw)}* + Im {G(jw)}*) Im {N (A, w)}

Con base a los valores de amplitud A; y frecuencia w deseadas en un movimiento
periodico presente en un sistema dinamico, es posible disenar un esquema a doble sistema
de inferencia difusa (2-FIS), y obtener de forma analitica las ganancias k; y ko para la

generacion de orbitas periddicas sin necesidad de una senal de referencia externa.

Proposicidén 3.1. El controlador difuso (3.14) asegura la existencia de una orbita periddi-
ca, con amplitud Ay y frecuencia w, en la salida de un sistema de lazo cerrado (3.2), (3.5),
si y solo si, la solucion a las ecuaciones (3.25) y (3.26) para encontrar los pardmetros ki

y ko, existe.

Demostracion. Si la salida de la no linealidad (3.14) es periédica con frecuencia w, habra
una representacion en serie de Taylor (2.25) que también satisfara la ecuaciéon de balance
armonico (2.19). Donde, las ganancias ki y k2 que dependen de la amplitud y frecuencia
son la solucion de la ecuacion de balance armonico, si esta existe. Forzando asi la oscilacion

a una frecuencia y amplitud deseadas. O

A pesar de que se establecieron las condiciones para la existencia de un o6rbita periddica,

se hace necesario investigar si dicha érbita es un ciclo limite estable.

3.3.1. Estabilidad del ciclo limite

La expresién (2.28) puede reescribirse en la forma del producto vectorial, en términos

de la funcién de transferencia y la funciéon descriptiva, de la siguiente manera:

dG(jw) o ON (A, jw) - ON (A4, jw) y ON (A, jw)
dw (’3A1 ow &41 ’

Teorema 3.1. Suponga que un ciclo limite de un sistema en lazo cerrado con (3.5) y

(3.27)

(3.14) existe bajo las condiciones dadas en la Proposicion 3.1. Si el criterio de estabilidad

de Loeb se define por la condicion (3.27) o su equivalente

dG(]UJ) % 8N(A1,j(.d) > _16k1k2®1@1

dw 0A, Adrw (3:28)

se cumple, entonces la orbita periddica es asintoticamente estable.



36 Capitulo 3 Esquema a 2-FIS para la generacion de orbitas periodicas

Demostracion. Asimismo, de (3.27), se obtiene

(54 (25

<—8N (gi’j“)) x <—8N (gzijw)). (3.29)

El resultado del producto cruzado del lado derecho de la ultima desigualdad produce

(. 8512,
<5RZ{J\(;EJA17W)}) (allm{]glel,w)}) B <3R€{]€\)f£{?hw)}> (311@1{12541700)})

(3.30)

donde Re{N(A;,w)} = N(A;) y Im{N(A;,w)} = N(As) son tomados de (3.20). Dado
que O Re{N(A;,w)}/0w =0,

(de(iw)> " (8N((rfiijw>> . (aRe{nghw)}) <81m{]\gLA1,w)}>

2 2
LA P G R R PR
Admw Ay wA;
L 16kk®,6,

- Adrw

(3.31)

Un andlisis detallado de la derivacién (3.27) se encuentra en [70]. O

3.4. Enfoque via Poincaré - Bendixson

El enfoque presentado en esta seccion utiliza el teorema Poincaré-Bendixson para
obtener las condiciones necesarias para la existencia de ciclos limite estables, este enfoque

considera el sistema de segundo orden tal como:
0+ ¢0 + 0 = u(t), (3.32)

donde 6(t) € C%(R) es la posicién angular, 6(t) € R es la velocidad angular, u(t) € R
es la entrada de control. Asimismo, ¢ y = son escalares los cuales satisfacen la siguiente

Suposicién.

Suposicién 3.1. El sistema (3.32) no forzado (u(t) = 0)) satisface las condiciones de
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foco estable, es decir:

(i) Condicién de estabilidad asintética: ¢ > 0,y > 0.

(i) Condicién de foco: ¢? — 4y < 0.

La suposiciéon 3.1 garantiza que la ecuacién diferencial homogénea
0+ 0 +~0 = 0,

no presenta soluciones periédicas, donde el punto de equilibrio [6*,6*]7 = [0,0] € R? se

comporta como foco estable.

3.4.1. Objetivo de control
Formalmente, el objetivo es disenar una funcién no lineal
u=P(6(1),6(t)), (3.33)

como componente interno del sistema homogéneo (3.32) tal que (6, #) fuerce el sistema

en lazo cerrado
0+ 0 +~0 — (6,0) = 0, (3.34)

a tener una solucién periédica. En otras palabras, (0, 9) proporcionara un movimiento
orbital periddico estable (ciclo limite atractor) del sistema (3.34). Para establecer formal-

mente el problema, es reescrito el sistema (3.34) en en el modelo en espacio de estados:

L 0 1 0
= MR RECES!
T2 - —¢| |22 (3.35)
I ‘
y= [1 O] [ ] )
T2
donde z(t) = [21 23] = [0 0]7 es el vector de estado. La idea es sintetizar un esquema

a doble sistema de inferencia difusa ¢ (z1,z2) dado en (3.14), de modo que el vector de

estado exhiba una trayectoria periddica, es decir:
z(t) =zt +1T), (3.36)

donde T' = 27 /w es el periodo y w es la frecuencia deseada. El diseno del componente no

lineal se basara en un esquema del sistema a doble inferencia difusa (2-FIS) de la forma
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obtenida en (3.14). Los detalles generales sobre la sintesis del componente difuso no lineal

¥ (x1,x2) puede ser consultada en la Seccién 3.2.

3.4.2. Regiones de accion

Considere el sistema (3.35) en lazo cerrado sin senal de referencia externa, es decir
su valor deseado (set point, por sus siglas en inglés) (sp = 0). El diseno de ¢ (xq,x2)
estard basado en logica difusa a través de un esquema a 2-FIS, el cual se comportara
como un componente interno de la planta. Para aplicar esta metodologia son definidas

primeramente las regiones en las cuales el sistema (3.35) presentara la dindmica deseada.

Al obtener la funcién por partes que delimita al sistema 2-FIS (3.14), son definidos los
siguientes intervalos en los cuales actuara el componente difuso, para el FIS1 se establecen

tal como:

L,(—1)={r;eR:z < -y},
le(O) = {ZL‘l ceR: |l‘1| < (Dl},
le(l) = {271 ceR: T > (I)l},

mientras que para el FIS2 resulta como sigue:

Ixz(—l) = {ZL’l ER:xy< —@1},
I,,(0) = {z2 e R : 25| < ©1},
L,(1) ={z2 e R: 25 > O},

Sea Ry = Iz, (m) X Ip,(n), (m,n = —1,0,1) las regiones en el plano fase tal como:

Rg) = {z € R?: |z1| < @y, [aa] < O1},

Ri10) = {z € R? 1 21 > @y, 25| < O4},

R0 ={z € R?: 2, < —®y, |z < 601},

R4y ={z € R? : |z1| < 1,25 > O},

Ro-1y={z € R? : |z < 1,15 < —O1}, (3.37)
Ry ={z € R?: 21 > &y, 19 > O},
R4y ={r €R?®:zy < =Py, x5 > O1},
R_i_ny={z € R?: 2, < —®y, 15 < —O1},
Ry ={z € R?: 2, > &), 20 < —O;}.
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Estas regiones disjuntas dividen el plano de fase en nueve (9) regiones de accién del 2-FIS
para el sistema (3.35) (ver Figura 3.3). Entonces al considerar (3.14) para ¢(z1,x2), y

tomando como sistema en lazo cerrado (3.35), este puede ser reescrito como:

( -U; + Ql siz € R(fl,l)
%xl + Qi six e R(OJ)
U1 -+ Ql siz € R(l,l)
-U; + 8—13?2 siz € R(,Lo)
:t' = Al' —|— B g—il’l + g—il‘Q Si €T 6 R(0,0) (338)
Ui + %IQ six € R(l,O)
—U1 — Ql six € R(,L,l)
g—il’l — Ql six € R(07_1)

U — Ql six € R(17_1),

\

1
COHAZ(O ),B:(O,l)Tyx:(xl,xQ)T.

-y —¢
: IES) :
Ri-11) | Reo,1 | Ra
"""""" e
R | R0,0) | Rao |
E_(bl O q)li x1
""""" T ey T T
R-1,-1) | Reo,-1) . Ra-1)

Figura 3.3: Regiones de la dinamica.

A continuacién, se establecen condiciones para la existencia de un ciclo limite estable
con base en el teorema de Poincaré-Bendixson. Es decir, son obtenidas analiticamente las
condiciones que aseguran la existencia de un ciclo limite atractor en correspondencia con
la condicién inicial del vector de estado, o bien, de la region en que se encuentre el estado

en el instante ¢.
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3.4.3. Condiciones iniciales dentro del ciclo limite

Se emulard lo establecido en el Teorema 2.1(b) correspondiente a la Figura 2.9(b)
y seran establecidas las condiciones para forzar la convergencia de las soluciones a una
6rbita periédica. El primer paso es hacer bifurcar [93] el sistema y obtener un punto de
equilibrio inestable encerrado por una regién R. Los resultados son presentados en el

siguiente Lema.

Lema 3.1. El sistema en lazo cerrado (3.38) tiene al origen como su unico punto de

equilibrio y este es un punto de equilibrio repulsor (fuente) si

U
> L y@1<%,
¥ ¢

(3.39)

siendo vy, ¢, Uy, ®1 y O1 constantes positivas.

Prueba: Es analizada la existencia de conjuntos invariantes cuando las condiciones

iniciales estan dentro del conjunto R ). La dindmica del sistema de lazo cerrado en este

R

siendo el origen el uinico punto de equilibrio. El polinomio caracteristico del sistema de

conjunto viene dada por:

0 1
U Q
Ve —0tE

[”“] : (3.40)

X2

lazo cerrado (3.40) es:

el cual posee raices reales positivas si v > U; /P y ¢ < Q1/0;. Por lo tanto, el origen
es un punto de equilibrio inestable. En otras palabras, el origen es un punto de equilibrio
unico del sistema de lazo cerrado (3.38) y este es repulsor. En la Figura 3.4 muestra el

bosquejo del comportamiento cualitativo en la region R ).

3.4.4. Condiciones iniciales fuera del ciclo limite

Primeramente, es necesario demostrar que no existen puntos equilibrios dentro de las
regiones que no pertenecen a I?( ), para ninguna condicion inicial dentro de la region en

estudio.
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' X2 '
R 1) | Reo,1) . Ra
""""" e T
Ri_10) | ' R
) | R0 | .

— D, 0 b, X1
""""" T ey T
Ri1-1))! Reo,-1) ' R

Figura 3.4: Foco inestable en el sistema para cualquier condicién inicial en R ).

Regiones R(_; +1), Ro+1), ¥ F(—1,+1). Estas regiones se ilustran en la Figura 3.5 como

dreas grises. Para el andlisis, considere el sistema de lazo cerrado (3.35) gobernado por

)
_Ul + Qla six € R(71,+1)a
%961 +Q1, siz € R4,
Uy+Qq, sizeR ,
Y 1+ Q1 (+1,41) (3.42)
Uy —Q1, size R,

U .
21— Q1 siz € R,

\

U —Qi, sizé€ Ry,
cuyos puntos de equilibrio son obtenidos tal que:

—2 _11|p _1
¥ ¥ U= ¥
1 0] |1 0

los cuales se encuentran en el segmento © = {z € R? : 27 € R, 25 = 0} para cualquier

¥ =A"'Bu= u, (3.43)

entrada externa (3.42) que actie en estas regiones. Nétese que el conjunto invariante © no
se encuentra dentro de R(_y 11y, Ro+1), 0 [Z(—1+1). Por lo tanto, las regiones analizadas
solo presentan puntos de equilibrio virtuales (puntos de equilibrio fuera de la regién de

andlisis).
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gy

=
~
=
|
=
—

Figura 3.5: Soluciones en las regiones R(m,+1), m = —1,0, 1.

Regiones R(i1) Estas regiones son mostradas en la Figura 3.6 como dreas de color

gris. Se considera que la accion del 2-FIS:

- U, + %xQ, siz € Ri_1), (3.44)
U, + %xz, six € Ry,

no provee equilibrios en R_j0) ni R0 ya que el equilibrio para R_ig) es 2* =
[U1/v 0)F € Ray), y por simetria, el equilibrio para Ry es 2* = [=U; /v 0|7 € R_1).
Note que los equilibrios virtuales para el sistema en las regiones R_;,), n = —1,0,1,
se encuentran situados en el eje positivo x; y por simetria, los equilibrios virtuales co-
rrespondientes a las regiones Ry ,) estan ubicados en el eje negativo de z;. El equilibrio
virtual para el sistema en (g1 se encuentra en el eje negativo z1, y el de R 1) en el eje
positivo z;.

Ademas, en el sistema fisico, se proporcionan los parametros ¢ y ~. Asimismo, las
salidas de los sistemas de inferencia difusa U; y ()1 se encuentran previamente definidas
y fijadas. Por lo tanto, los parametros a disenar son las amplitudes de las funciones de
pertenencia ®; y O, de tal forma que garantice que las soluciones no escapen indepen-
dientemente de la condicién inicial en las regiones del plano fase definidas en (3.37). El

siguiente Lema expone argumentos para garantizar esta condicién necesaria.

Lema 3.2. Sea el sistema lineal por partes (3.38), el cual satisface la Suposicion 3.1.

Entonces cada equilibrio virtual del sistema (3.38), presenta comportamiento tipo foco



3.4 Enfoque via Poincaré - Bendixson 43

: uxz :
R11) | Ro,1) . Ray
""""" A W
Re1o/ ' e
. i Reo,0) i |
— D, 0 M bl
| | [Rao
""""" - H
R 1-1) | Reo,-1) ' Ra-1)

Figura 3.6: Soluciones en las regiones R(+1,0).

estable si &1 y Oy satisfacen

U, < @, (3.45)

donde Uy, ®1 son estrictamente positivos. Ademds, los equilibrios virtuales para el siste-
ma en las regiones Ry, +1), m = —1,0,1, son estables, mientras que los de R4y son

virtualmente repulsores.

Prueba: Analizaremos la estabilidad en cada regién.
Regiones R +1). Estas regiones se encuentran en las esquinas del retrato de fase.

El polinomio caracteristico de la matriz

A:

0 1
o »

del sistema de lazo cerrado (3.38) es pa(A\) = A\?+¢A++. Dado que la desigualdad ¢? — 4y
es negativa, debido a la Suposicién 3.1, los equilibrios virtuales en las regiones ubicadas
en las esquinas [(4+1+1) presentan comportamiento tipo foco estable. En otras palabras,
las trayectorias iniciadas en estas regiones intentaran alcanzar el conjunto invariante ©,
sin embargo, el sistema de lazo cerrado conmutara a otra estructura, dependiendo de la

region en la cual ingrese la trayectoria.
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Regiones Ry +1). En estas regiones, la accion de 2-FIS es:

U .
Fr1+0Q1, sizeR ,
D .+ (3.47)

%xl — Ql, siz € R(O,—l)-

La matriz comparniera en las regiones [ +1) es:

A1) =

0 1
. , (3.48)
Y t+g 9

cuyo polinomio caracteristico

U
p(O,il)(/\) = /\2 + ¢>\ —+ <’Y - _1) y

o en su forma equivalente tal como:

2
U, < ("}/—%) P,.

Debido a la Suposicion 8.1-(ii), la relacién v —¢* /4 es estrictamente positiva, entonces:

0<

Debido a que la Traza(A,+1)) = —¢ es negativa y que det(A(g+1)) = v—U1/P1 es positivo
(ver desigualdades (3.39)), es posible concluir que los valores propios de p( +1)(A) presen-
tan raices complejas conjugadas con parte real negativa. Por consiguiente, el equilibrio

virtual de R(o+1) exhibe comportamiento de foco estable.

Regiones R+1). En estas regiones, la accion del doble sistema de inferencia difusa
es

o U, + %xg, six € Ry, (3.50)
U, + 8—11'2, six € Ry,
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donde la matriz companera asociada es:

0 1
A0 = (3.51)
cuyo polinomio caracteristico es tal que:
2 @1
P10)(A) = A"+ (¢ - @—) At (3.52)
1

Este polinomio presenta raices complejas si su discriminante satisface la siguiente des-

igualdad:

(o=@ -2v7) (0= & +2v7) <0 (3.53)

Sip—Q1/01—27 >0y ¢—Q1/01 +2/7 <0,y yaque ¢* — 4y < 0, entonces
01 < Q1/(¢—2y7) <0y 01 < Q1/(¢+ 2,/7), respectivamente, lo cual no es posible
debido al hecho que ©; > 0.

Por el contrario, si ¢ — Q1/0; —2,/7 <0y ¢ — Q1/0, +2,/7 > 0, dada la condicién
¢* — 4y < 0 se obtiene ©1 > Q1/(¢ — 2,/7) y ©1 > Q1/(¢ + 2,/7), respectivamente.
Por lo tanto, ©1 > @Q1/(¢ + 2,/7). Finalmente, Traza(A1,0) = —¢ + Q1/01 > 0 (ver
desigualdades (3.39)) y det(A(t1,0) = —7 es estricto negativo, lo que significa la pre-
sencia de un comportamiento de foco inestable. Por ultimo, para exhibir un ciclo limite
desde el origen, es necesario asegurar que las soluciones no escapen a través las regiones

virtualmente inestables.

Teorema 3.2. Sea el sistema de lazo cerrado (3.38) el cual satisface la Suposicion 3.1.

Entonces, el sistema (3.38), posee un ciclo limite estable desde el origen siempre que:

U1¢2 < @y,
R (3.54)
- 1 Q1 1
e {¢+2f o<

Prueba: Acorde al Lema 3.2, las soluciones en R(41,,) se mantienen alrededor de
la region Ry debido a la estabilidad de los equilibrios virtuales. Por lo tanto, para

obtener la orbita periddica estable es suficiente demostrar que cualquier trayectoria que
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pase por R(410) no aumenta en tiempo finito. Es decir, las soluciones estables deben ser
mas rapidas que las inestables con respecto al tiempo de respuesta, para evitar que es
escapen a través de R(+;). Para lograrlo, es necesario demostrar que la parte real del
polinomio caracteristico del sistema regido en R(g+1) es modularmente mayor que la de
R(+1,0); es decir,

<|—-9¢| & @1>& (3.55)

@
20

6,

Al sustituir (3.55) en (3.45) se obtienen las siguientes condiciones:

U
— <,
4 3.56
méx{—Ql , %} < 04, ( )
+27 2¢

cuyo significado es que, cualquier solucién fuera de la region Ry tiende al origen segin
t — oo, mientras las condiciones (3.39) indican que el origen exhibe un foco inestable
y que las soluciones dentro de la regién Ry ) escapan en sentido contrario al punto de
equilibrio (tienden a divergir segiin t — c0). Por lo tanto, al unificar las condiciones (3.39)

y (3.56), las soluciones exhiben una 6rbita periddica si

Ul¢2 < q)la
4 (3.57)
méX{L,%} <0< %
¢+ 27 20 )

Asimismo, la Figura 3.7 expone el comportamiento en el plano fase de las soluciones
obtenidas mediante la aplicacién del teorema Poincaré-Bendixson para la existencia de

ciclos limites.

3.5. Consideraciones del capitulo

Basado en el método FD se disenan los parametros de las funciones de pertenencia
del esquema a 2-FIS tipo Mamdani propuesto. Las ganancias de ajuste son calculadas
con el fin de generar auto-oscilaciones con amplitud y frecuencia deseadas, sin necesidad
de una senal de referencia externa. El enfoque propuesto via Poincaré-Bendixson permite
establecer analiticamente las condiciones de disenio del esquema a 2-FIS para garantizar la

existencia en el sistema dindmico de un ciclo limite estable. El siguiente capitulo expone
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Figura 3.7: Comportamiento de las soluciones via Poincaré-Bendixson.

los modelos matematicos de los sistemas dinamicos a utilizar en la presente investigacion.






Capitulo 4

Casos de estudio: sistemas

pendulares

El presente capitulo expone la representacién matematica con la cual se describe la
dindmica de los sistemas pendulares utilizados en este trabajo como casos de estudio.
Asimismo, se presenta una descripcion de cada sistema mecanico asi como su objetivo de
control. Dentro de los sistemas a tratar se encuentran el péndulo simple, carro péndulo y

el péndulo rotatorio invertido (péndulo de Furuta).

4.1. Representacion matematica de los sistemas pen-

dulares

Con el propdsito de representar de forma homogénea la expresion matematica que
describa los sistemas dinamicos expuestos en este trabajo de tesis. Se establece su repre-
sentacién en espacios de estados tal que: sea un sistema no lineal con p entradas, ¢ salidas

y n variables de estado, tal como:

&= F(z(t)) + Gu(t),

(4.1)
y = Hz(t) + Du(t),
1 Uy fl(x>
0= "], wn= "], Faw) =", 12)
Tn Uy fa(2)
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donde x(t) € R™ es llamado vector de estados; y(t) € R? se denomina vector de salida;
u(t) € R? representa el vector de entradas. Asimismo, F' = [fi(z), fa(z), --+, fo(2)]T
son funciones vectoriales continuas y dependientes del estado, G € R"*P representa la
matriz de entrada del sistema, H es la matriz de salida, y D es la matriz de transmision
directa. Ademads, se considera que el sistema es continuo e invariante en el tiempo ¢t € R.
Los sistemas utilizados en este trabajo presentan componentes no lineales, por simplicidad
matematica estos son linealizados alrededor del origen como punto de equilibrio, a través
de la aplicacién del operador Jacobiano al sistema original (4.1) como se describe en [65]

tal como:

)
6—.1;1(1’0,11/0) %(iﬁ'o,lﬁo)
A= : (4.3)
Ofn Ofn
%(ﬂﬁo,uo) %(%,Uo)
)
5—51(1‘07%)
B = : : (4.4)
dfn
5—{%(%,%0)

(4.5)

Donde, se considera que la matriz de estados A € R™*™, no presenta valores propios en el
eje imaginario y el grado relativo de (4.5) es mayor que uno (1) con respecto a la salida
y(t). Asimismo, la matriz A se considera Hurwitz y el par (A, B) controlable. De similar
forma, B € R™*P representa el vector de entradas, mientras que C' € R9*" es el vector
de salida del sistema en espacio de estados. Por simplicidad, se toma D € R?*P como
la matriz cero, es decir, se elige que el sistema no tenga transmision. Entonces para un

sistema de orden n las matrices de (4.5) se presentan de la siguiente forma:

0 0
0 1 0
A= 0 s B= 5 C= [Cl Co Cn—1 1] (46)
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Asimismo, la funcién de transferencia de un modelo de espacio de estados continuo e

invariante en el tiempo puede ser obtenida de la siguiente manera:

G(s)=C(sI — A)'B. (4.7)

Las variables de xy y ug son los valores del vector de estado y de la entrada respecti-
vamente en el punto de equilibrio. La funcion de transferencia que se obtiene de u y = a
partir del modelo de espacio de estado es:

z(s) sl 4, 18" i st

G(s) — _ . 48
() u(s) s"+d, 18"+ dis+ dy (48)

Los sistemas utilizados para validar la propuesta de 2-FIS en cada uno de los enfo-
ques propuestos son presentados en sus formas de espacio de estados (4.5) y funcién de
transferencia (4.8).

En el caso particular de los sistemas mecdanicos sub-actuados utilizados en este tra-
bajo (péndulo Furuta, carro-péndulo) se hace necesario por razones précticas incluir un
control de estabilizacion u, = —Kx, ya que estos sistemas son linealizados alrededor del
punto de equilibrio inestable [, 0], entonces K representa un vector de ganancias el cual
se selecciona tal que A — BK sea Hurwitz (estable). La senal u, = —Kz de control
por retroalimentacién de estados es disenado mediante ubicaciéon de polos. El mismo es
responsable de estabilizar primeramente el sistema, con el objetivo de anadir el 2-FIS e

inducir auto - oscilaciones. En estos casos se considera u(t) = u. + 1.

4.2. Sistema pendular simple

Con el objetivo de corroborar los resultados previos, se considera llevar a cabo simu-
laciones numéricas y experimentos sobre un péndulo fisico (ver Figuras 4.1 y Figura 4.2),
el cual que se encuentra regido por la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden tal
como:

mil*0 = —mglsen(0) — f,0 + K u(t), (4.9)

siendo 6(t) € [—2m, 27| la posicién angular del péndulo, 0(t) € R es la velocidad angular,
u(t) € R es la entrada de control, ¢ € R es el tiempo, m > 0 es la masa de la carga,
[ > 0 denota la longitud del péndulo, f, > 0 es el coeficiente de friccion viscosa, g es la
constante de aceleracion de la gravedad, K, es la constante motor-torque. Los parametros
del péndulo se encuentran resumidos en la Tabla 4.1.

Se considera que sen(x) ~ x para angulos pequenos y se introduce un cambio de
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mg
Figura 4.1: Representacién fisica de un péndulo simple.

Tabla 4.1: Especificaciones del péndulo simple.

Descripcién Valor  Unidades
Coeficiente de friccién viscosa (f,) 2x 1072 N X m X s
Constante de gravedad (g) 9.81 m /s?
Longitud del péndulo (I,s) 0.19304 m
Masa del péndulo (m,s) 0.118 kg
Constante de torque (K) 0.25 N x m
Entrada de control u(t) [—10 10] Vv

coordenadas tal que x1(t) = 0 v 22(t) = 0. Entonces el sistema (4.9), en una vecindad lo

suficientemente pequena del origen 6 = 0, puede ser representado en espacio de estados

AR AN
2 1 ) mi2 2 m;z

donde por sustituciéon de los parametros del modelo del modelo, el sistema se escribe

xy _ 0 1 T 0
L‘J N [—50.82 —4.548] LJ * [56.854] u(t). (4.11)

La representacién de los sistemas en espacio de estados (4.5), puede ser llevada a la

COIMoO:

forma de funcién de transferencia a través de (4.7). Con el propésito de la aplicacién del

método FD, el sistema (4.11) es representado en su funcién de transferencia de la forma:
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Figura 4.2: Configuracion experimental que muestra el sistema de péndulo y el sistema de
dSPACE® entrada/salidas.

56.85

. 4.12
52 +4.5485 + 50.82 ( )

G(s) =

4.2.1. Objetivo de control

El problema a resolver es, generar auto-oscilaciones a la salida y(t) € R en el sistema
dindmico péndulo simple sin necesidad de una senal de referencia externa, solo utilizando
un sistema basado en légica difusa v;(t), utilizando solo la informacién de los estados del
sistema descrito en (4.9).

Entonces el objetivo de control es llevar los estados (x1(t), x2(t)) del sistema péndulo
simple a exhibir un movimiento oscilatorio periédico estable alrededor del origen con una
amplitud Ay y frecuencia w deseadas, sin necesidad de inyectar una senial de referencia

externa.
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z(t) =x(t+1T). (4.13)

4.3. Péndulo rotatorio invertido (péndulo de Furuta)

Con el objetivo de inducir auto-oscilaciones en sistemas mecéanicos, en particular siste-
mas sub-actuados se considera el sistema péndulo invertido, mejor conocido como péndulo
de Furuta, el cual fue introducido por primera vez por K. Furuta [34] en 1991, mediante el
analisis en variables de estado. Este sistema péndulo invertido representa un problema de
excelente referencia para los estudios de control y es uno de los mas complejos (dos grados
de libertad) implementado en sistemas mecénicos. El sistema péndulo de Furuta a utilizar
fue fabricado por la compania Quanser Inc., asociado con (National Instrument). El cual
consiste en un mecanismo fisico muy simple compuesto por una barra vertical (péndulo),
una barra horizontal en forma de L (brazo) y un actuador acoplado a la base de un motor
DC. La estacién de trabajo NI ELVIS II® incluye un sistema de sensado (encoder) y una
aplicacion de software de diseno de control, ademas de un médulo de simulacion desarro-
llado en LabVIEW® de National Instruments, el cual se encarga de tomar las decisiones
sobre el comportamiento de la planta [79]. La plataforma de trabajo NI ELVIS II® de Na-
tional Instruments permite adquirir las senales de entrada y salida de la planta por medio
de un puerto bus serial (USB), y asi obtener un enlace en tiempo real en la adquisicién de
datos (DAQ). Estas entradas y salidas de la planta pueden ser observadas y manipuladas
mediante la interfaz gréafica desarrollada en lenguaje de programaciéon LabVIEW®,

Existen varios métodos para obtener las ecuaciones de movimiento de los sistemas
dindmicos, uno de los mas aplicados es la formulacién Euler-Lagrange [30]. En el caso
particular del péndulo rotatorio invertido esta formulacion se puede expresar en su forma

compacta tal como [29]:

M(q)g+ C(g.4) + g(q) = u, (4.14)
donde ¢(t) = [q1(t), ¢2(t)]T es un vector que incluye el dngulo de rotacién del brazo ¢
y el dangulo del péndulo go, u = [0 7] es el vector de entradas y 7 € R es el torque

aplicado sobre la articulacion. Donde M(q) € R?**? representa la matriz de inercias, la
cual es simétrica positiva definida. Asimismo, C(q,¢) € R? denota el vector que contiene
las fuerzas centrifugas y de Coriolis, y g(q) € R? es el vector de fuerzas gravitacionales,

estas matrices y vectores se definen como:

M(q) =

[MH(Q) M12(Q)
le(Q) M22(Q)

,Cq.4) = [ ?EZ’?) ] ,9(q) = [ go) ] . (4.15)
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Los valores de los parametros incluidos en los coeficientes expresados en (4.15) se resumen
en la Tabla 4.2. El esquema péndulo invertido giratorio con sus componentes es presentado
en la Figura 4.3. Asimismo, la Figura 4.4 exhibe la plataforma experimental del péndulo
rotatorio invertido. Se considera el modelo (4.14) no lineal, entonces la planta es linealizada
alrededor del punto equilibrio inestable ¢* = [0 7]7, donde es realizado un cambio de
variable para el vector de estados donde z1 = ¢y, x2 = @2, 3 = ¢1 V¥ T4 = (o, resultando
tal que: x = [z1, T2, 3, 74]T. De esta forma (4.14) puede ser representado en su forma

de espacio de estados (4.5) tal como:

Ty 0 0 1 O |z 0
% I 0 t Jeaf | 0
T3 0 22374 —0.298297 0O T3 8.95788|
Ty 0 36.2091 —0.0765277 0| |[z4 2.29813
(4.16)
x
X2
y = [0 10 0]
xs3
Xyq

Para validar la propuesta del 2-FIS en su enfoque funcién descriptiva para la generacion de
auto - oscilaciones estables (ciclos limites estables) se considera el sistema péndulo Furuta
(4.16), al cual le es anadido un controlador 6ptimo cuadréatico lineal (LQR por sus siglas
en inglés) como controlador de balance. El controlador LQR se encuentra implicito en el
algoritmo desarrollado por Quanser®. De esta forma se propone un vector de ganancias
de control tal que K = [-6.50, 80.0, —2.75, 11.2247] V /rad. Luego, utilizando (4.7) el
sistema (4.16) se puede transformar a su expresién como funcién de transferencia de la

siguiente forma:

G( ) 2.2085% — 6.687 x 107975 — 2.253 x 10~1°
S g
s4 4+ 1753 + 10452 4 268s + 240

(4.17)

4.3.1. Objetivo de control

El objetivo de control es, inducir en la articulacion y = x5 del sistema péndulo inver-
tido un movimiento periédico estable alrededor del punto de equilibrio inestable con una
amplitud A; y una frecuencia w deseadas sin necesidad de una senal de referencia externa

a través de una configuracion a 2-FIS basada en sistemas de inferencia difusa.
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>

Figura 4.3: Representacion péndulo Furuta.
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Figura 4.4: Plataforma experimental péndulo Furuta.

4.4. Sistema carro-péndulo

En esta seccién se expone la representacion fisica y el modelo matemaético del sistema
mecanico sub-actuado carro-péndulo.

La Figura 4.5 muestra el sistema pendular, el cual se compone de dos elementos
principales que son el carro y el péndulo, entre estos aparece un par cinematico de rotaciéon
con friccion. La disposicion del mecanismo consiste en un poste montado en un carro de

tal manera que, el poste puede balancearse solamente en el plano vertical. El carro es
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Tabla 4.2: Especificaciones del péndulo de Furuta

Descripcién Valor Unidades
Masa del brazo (M) 0.08 Kg
Longitud del pivote del brazo al pivote pendular (r) 0.0826 m
Masa de la articulacién del péndulo y peso combinado (M,,) 0.0270 Kg
Constante de aceleracién gravitacional (g) 9.810 m /s
Longitud del centro de masa
del péndulo desde el pivote (I,) 0.153 m
Longitud total del péndulo (L,) 0.191 m
Longitud del pivote del brazo
al pivote del péndulo (r) 0.0826 | m
Momento de inercia del péndulo
sobre su eje de pivote (J,) 1.70 x 107 | kg/m?
Voltaje de salida maximo del amplificador PWM (V},,42) 24 1%

accionado por un motor plano de corriente directa (DC). Para balancear y equilibrar el
péndulo, el carro es empujado hacia adelante y hacia atras sobre un carril de longitud
limitada mostrado en la Figura 4.6.

Figura 4.5: Sistema mecdnico sub-actuado carro-péndulo [45]

El sistema contiene seis bloques: el proceso, sensores, 16gica FPGA, generador PWM
(modulacién por ancho de pulsos PWM, por sus siglas en inglés), algoritmo de control y

un reloj. El funcionamiento de los convertidores y del algoritmo de control es controlado
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Figura 4.6: Configuracién sistema carro - péndulo [45].

por el reloj del software. El tiempo de conversién sucesiva de la senal a la forma digital
se denomina periodo de muestreo T'. El reloj suministra un pulso cada 7' segundos, y el
convertidor PWM envia una senal al ordenador cada vez que llega un evento del tem-
porizador. El algoritmo de control calcula el valor de la variable de control y lo envia
como numero a la légica FPGA. El FPGA mantiene la senal constante durante el periodo
de muestreo. Normalmente se utiliza el muestreo periddico. Es posible utilizar diferentes
periodos de muestreo. Una aplicacion del esquema general del sistema de control digital
para el control del péndulo se presenta en forma de diagrama de bloques en la Figura 4.7.
Se miden dos estados del proceso: la posicion del carro x1 y el angulo del péndulo x5. Los
estados del proceso se miden como senales continuas y se digitalizan mediante codifica-
dores 6pticos (sensores). La entrada de referencia (valor deseado de la posicién del carro

x¢ se puede generar en una forma digital usando un generador de posicién deseado [45].

4.4.1. Modelo matematico del mecanismo

Este sistema constituye un caso concreto de sistema fisico en el que se ponen de mani-
fiesto importantes problemas, lo que ha hecho del mismo un banco de pruebas (benchmark,
en inglés) para sistemas de control. El modelado matemético se lleva a cabo a partir de
las leyes de la fisica, en particular la segunda ley de Newton (Y. F' = ma). Donde Y F
refiere a la suma de todas las fuerzas (cinética, gravitacional, eldstica), mientras que m es
la masa del cuerpo y a representa la aceleracién del mecanismo.

El modelado matematico y los parametros fisicos del sistema fueron desarrollados
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Figura 4.7: Proceso controlado por computadora [45].

L L

e SR F
Centro del rielj( [
X2
mg
l Centro de masa

Figura 4.8: Descripcién de fuerzas del sistema [45].

por la empresa INTECO considerando el sistema mecanico carro-péndulo mostrado en la
Figura 4.8. El péndulo gira en un plano vertical alrededor de un eje situado en el carro. El
carro se mueve a lo largo de un carril horizontal, situado en el plano de rotacion. El vector
de estados del sistema es © = [z, 22, T3, $4]T, donde x; es la posicion del carro, x5 es el
angulo entre la direccién ascendente y el péndulo, medida en sentido antihorario (zy = 0
para la posicién vertical del péndulo), z3 es la velocidad del carro, y x4 es la velocidad
angular del péndulo. Una fuerza de control F', paralela al carril, se aplica al carro, ésta
es producida por un motor de corriente directa, el cual es controlado por una senal de

tensién modulada mediante ancho de pulso (PWM, por sus siglas en inglés).

La senal de control del sistema u toma valores méximos en el intervalo [—1, 1]. La masa

total del péndulo y del carro se denomina m, [ es la distancia desde el eje de rotaciéon
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del péndulo al centro de masa del sistema, J, es el momento de inercia del péndulo con
respecto a su eje sobre el carro. La friccién del carro estd compuesta de dos fuerzas:
la friccién estatica compensada fuera del modelo y la friccién viscosa proporcional a la
velocidad del carro, f.r3. Ademas existe un par de friccién en el movimiento angular del
péndulo, proporcional a la velocidad angular, f,z4. Las ecuaciones de estado se pueden
ver en (4.18), (4.19), (4.20) y (4.21) y los pardmetros de los que dependen estas ecuaciones
en (4.22), (4.23) [45].

ZL’.l = T3, (418)
.fg = T4, (4].9)
. arhy(z,u) + he(z) cos xa
_ 4.2
xs3 d(x) y ( 0)
iy = hy(x,u) cos xo + aghs(x) (4.21)

d(z)
Donde,

hi(z,u) = cju — 7 sen(x2) — coms,
ho(z) = gsen(xy) — c324, (4.22)
d(x) = b — cos(x2)?,

Jp 1
ar = s az = 7,
J; 1
b= a1a9 = m_?z’ C1 = %, (423)
_ fe—p2
C2 = le ) 3 Wpl‘

Se escoge para la estabilizacion del sistema el punto de equilibrio dado por el vector
r = |11, 29, 23, 14)7 = [0,0,0,0], donde para el caso del estado x5 es un punto de equilibrio
inestable, y para el caso del estado x; se considera el origen como el punto medio de la
viga por la cual se desplaza. Para los estados z3 y x4 esta deduccion resulta inmediata
al determinar su estado estable. Entonces, considerando (4.3) y (4.4) el sistema no lineal

(4.18), (4.19), (4.20) y (4.21) en el espacio de estados puede ser representado mediante el
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modelo linealizado tal como:
£ 0 0 1 0 1 0
s 0 0 0 1 o 0
1= 1o g aiCs C3 + | @1C1 | wu,
x3 b—1 1—b 1—0b| |*3 b—1
. azg Ca a2C3 C1
Ty 0 Xyq
b—1 1—-b 1-0. Lb— 1] (4.24)
T
|1 0 0 0f |22
Y“lo 1 0 o |u
Ty

La Tabla 4.3 muestra los valores de los pardametros que forman parte del modelo ma-

tematico.

Tabla 4.3: Parametros del modelo carro-péndulo.

Descripciéon Valor Unidades
Masa equivalente de carro y péndulo (m) 0.872 kg
Distancia del eje de rotacién al centro de masa del sistema ({) 0.011 m
Coeficiente de friccién del carro dindmico (f.) 0.5 Ns/m
Coeficiente de friccién estatica del carro (f;) 1.203 N
Coeficiente de friccién rotacional (f,) 6.65 x10™ | N- m- s/rad
Momento de inercia del péndulo con respecto
al eje de rotacién (J,) 0.00292 kg-m?
Gravedad (g) 9.81 m /s?
Fuerza de control a la relacién de senal PWM (py) 9.4 N
Fuerza de control a la velocidad del carro (ps) -0.548 Ns/m
Valor maximo de la senal PWM (u,,ax) 0.5
Masa equivalente del carro (m.) 0.768 kg
Masa del péndulo (m,,) 0.038 kg
Masa de la carga (mpy) 0.014 kg
Longitud del riel (R;) 1.8 m
Longitud del péndulo (I,) 0.5 m
Distancia entre el centro de la masa
del péndulo y el eje de rotacion (I,,) 0.107 m
Longitud de la carga (I.) 0.03 m
Distancia entre el centro de la masa de carga
y el eje de rotacion (o) 0.354 m
Periodo péndulo (T) 1.17 s
Momento de inercia relacionado con el centro de masa (J) 0.00282 kgxm?




62 Capitulo 4 Casos de estudio: sistemas pendulares

Luego de sustituir los parametros el sistema linealizado resulta como:

7 0 0 1 0 71 0
Zf |00 0 1 w0
s 0 03674 —1.2469 —0.0003| |z 11.1839|
74 0 33.3992 —4.0959 —0.0236] |z4 36.7385
(4.25)
I
{01 0 of |z
v= [0 0 0 1] T3
Ty

De similar forma al mecanismo péndulo de Furuta, el sistema carro-péndulo es un sistema
mecanico sub-actuado y realizar el proceso de linealizacién alrededor de su punto de
equilibrio inestable (no Hurwitz) es necesario implementar un control de estabilizacién

mediante ubicacién de polos. Entonces se propone una entrada de control tal como:
u=—Kaz+1Y(xq,x4), (4.26)

donde K € R debe satisfacer que la nueva matriz A = A — BK sea Hurwitz. Las ga-
nancias del vector K fueron calculadas mediante la formulacién de Ackermann [1, 84]
utilizando el software Matlab® considerando polos en lazo cerrado deseados tal que
A = =2, A = =3, A3 = =5, Ay = —T7; de los cuales se obtiene un vector de ga-
nancias K = [—0.5833, 3.8405, —0.7979, 0.6711], el cual modifica la dindmica original

del sistema (4.25) resultando en una nueva matriz de estados A tal como:

0 0 1 0

) 1

i-| 0 0 . (4.27)
6.5233 —42.5847 7.6771 —T.5053

21.4287 —107.6962 25.2189 —24.6771

Considerando (4.27) y la representacién (4.25) se obtiene un sistema en espacio de estados
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modificado tal que:

Ty 0 0 1 0 T 0
T 0 0 0 1 T 0
.2 = |+ VY(xa, 24),
T3 6.5233 —42.5847 7.6771 —7.5053 T3 11.1839
Ty 21.4287 —107.6962 25.2189 —24.6771| |z4 36.7385
T
B 1 0 0 0] |z
Y 0 1 0 0| |z3
Ty

(4.28)
Entonces, el sistema en espacio de estados (4.28) es transformado a su representacién de
funcién de transferencia a través de (4.7) para la salida del sistema y = x5 resultando

COImo:
_36.74s% +0.0011s — 1.659 x 10~

G(s) = .
() = = 179 7 1015 1 2475 7 210

(4.29)

4.4.2. Objetivo de control

El objetivo de control es, inducir en la articulacién y = x5 del sistema carro-péndulo un
movimiento periédico estable alrededor del punto de equilibrio inestable con una amplitud
A y una frecuencia w deseadas sin necesidad de una senal de referencia externa a través

de una configuracién a 2-FIS basada en sistemas de inferencia difusa.

4.4.3. Analisis del sistema carro — péndulo con dindmica anadida

de los actuadores

Considere la representacion del modelo matematico linealizado en espacios de estados

tal que:

& = Ax(t) + Bu(t)
U= —kou+T (4.30)
y = Cult),

donde z(t) € R™ es el vector de estados; y(t) € R? es el vector de salida, u(t) € R? es el
vector de entradas, A € R"*" representa la matriz de estados, B € R™*? es la matriz de
entrada, C' € R?7*™ es la matriz de salida mientras y k. como una constante positiva. La

entrada de control mediante el torque es definida por 7. Se asume que la matriz A no tiene
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valores propios en el eje imaginario y el grado relativo es mayor que uno con respecto a la
salida y(t). Ademds, la matriz A se considera Hurwitz. El vector 4(t) pone de manifiesto
la adiciéon de una componente dindmica al sistema, la cual corresponde a los actuadores
de la planta.

|

De esta forma, se obtiene un nuevo vector de estados z = [z, u]", el cual se asocia con

O
Y|
1 (4.31)

De esta forma, considerando (4.31) se propone el siguiente doble sistema difuso (2-FIS)

un nueva estructura del sistema (4.30) tal como:

Z-:H:

y = Cu.

A B
0(1><n) —ke

xZ

u

asociado a T:
T = KZ‘I’%D(:L‘) k17k2)7 (432)

donde K € R™ (™1 ge plantea como un controlador de estabilizacién del sistema, el
cual permite cumplir la condicién de Hurwitz. El término v (z, k1, ko) representa el Doble
Controlador Difuso, capaz de generar oscilaciones no lineales en la planta. Asimismo, los
pardametros k; y ks son obtenidos de forma tal que la salida escalar del sistema y = x(¢) :
R?" — R converja a una trayectoria cerrada y aislada con una amplitud A; y frecuencia
w deseadas, de la forma:

Yss(t +T) = yss(t), t >0, (4.33)

para un periodo T" = 27 /w y condiciones iniciales x(0) suficientemente cerca al ciclo limite,

donde y,s(t) es la solucién de y(t) en estado estable.

Se asume que el 2-FIS presenta dos parametros k; € R y ky € R dependientes de
la amplitud A; y frecuencia w deseadas del ciclo limite. Estos tienen como objetivo el
ajuste del 2-FIS para disenar el universo de discurso de las funciones de pertenencia de
los controladores difusos y con ello generar un movimiento periédico en la salida de la
planta. Las expresiones analiticas de k; y k5 se obtienen utilizando el método en el dominio

de la frecuencia conocido como funcién descriptiva [13].

Se consideran las matrices A, B,C' del sistema (4.25) como punto de partida en el
desarrollo de este andlisis. De esta forma, el sistema no lineal (4.18), en el espacio de

estados se puede representar mediante su modelo linealizado considerando la aplicacién
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operador Jacobiano [65] tal como:

0 0 1 0
0 0 0 1
A= 0 9 a1Cy c3 |,
o gt e e (4.34)
| b—1 1—-b 1-—0bd

B= 0(41“)], C:[O 10 o}.

Considerando (4.30) y (4.31) y al sustituir los valores numéricos en (4.34) y si k. = 1, se

modifica la estructura del de modelo en espacio de estados resultando en

(] [0 0 1 0 0 ] [z1]
Ty 0 0 0 1 0 To
5| = [0 037 —1.25 —3x107* 11.18] |z
iy 0 3331 —4.01 —0.024 36.74| |z4
u 0 0 0 0 -1 u
- (4.35)
0 Ty
0 T3
+ lo| 7 y:[OlOOO]xg
0 Ty
_1_ _U_

Los valores propios de la matriz de estados (4.35) son A\; = 0, Ay = 5.7489, \3 = —5.8196,
Ay = —1.1998 y A5 = —1.0. Es posible apreciar que la matriz (4.35) no es Hurwitz. Para
cumplir esta premisa del sistema (4.30) se disenia un vector de ganancias K utilizando
el método de Ackermann [1] tal que los polos en lazo cerrado sean \; = —1, Ay = —2,
A3 = =3, \y = —4 y A5 = =5, inyectados a (4.34) a través de A — BK resultando en el
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siguiente sistema en espacio de estados tal que:

T [0 0 1 0 0 T
s 0 0 0 1 0 Lo
il =10 037 —125 —3x10% 11.18 | |3
Ty 0 3340 —4.10 —0.024  36.74 | |24
i 0.33 —19.80 2.29 —344  -13.73| | u
- o - (4.36)
0 Ty
0 To
+lol 7, y= [0 100 0| |
0 Ty
_]'_ _u_

Entonces, considerando (4.36), es calculada la funcién de transferencia resultando tal

como:
36.745% 4+ 0.0011s — 3.401 x 10716

4.37
8% 4+ 155 + 8553 + 22552 + 2745 + 120 ( )

G(s) =

4.5. Consideraciones finales

Fueron presentados las especificaciones y los modelos dindmicos de los mecanismos en
diferentes formas de expresion matematicas a utilizar. Los mismos son considerados para
verificar el desempeno de la propuesta del doble sistema de inferencia difusa (2-FIS) para

cada enfoque presentado en este trabajo investigativo.



Capitulo 5

Resultados en simulacion y

experimentales

En este capitulo se expone la implementacién del 2-FIS en varios sistemas mecanicos
entre los cuales se encuentran el péndulo simple, péndulo rotatorio invertido (péndulo
de Furuta [35]), sistema carro - péndulo [29]. En estos casos son utilizados equipos de
laboratorio, donde los parametros fisicos y los modelos matematicos son proporcionados
por el fabricante. Son realizadas simulaciones y experimentos en cada mecanismo. Se
realizé el diseno del esquema a 2-FIS para cada enfoque propuesto (FD y P-B). Esto, con
el propdsito de obtener un movimiento periédico (ciclo limite estable) sin necesidad de

una senal de referencia externa y con una amplitud y frecuencia deseadas.

5.1. Sistema pendular simple

5.1.1. Enfoque via funcién descriptiva

Utilizando las ecuaciones (3.25),(3.26), son calculados los valores de k; y ks correspon-
dientes. Fueron realizadas varias simulaciones definiendo amplitud y frecuencia deseadas
del ciclo limite, considerando diferentes condiciones iniciales para verificar el desempeno
del sistema 2-FIS propuesto. Se definié una amplitud (A; = 0.2 rad) y una frecuencia
angular (w = 3 rad/s) deseadas. La Tabla 5.1 muestra los resultados numéricos y de di-
senio obtenidos con base a las simulaciones realizadas. En la misma se exponen los valores
k1 v ko obtenidos para las frecuencias w y amplitud A; deseadas en el ciclo limite. De
esta forma, son definidos los parametros de los sistemas de inferencia difusa FIS1 tal que
®; =0.19 y U; = 0.2, de igual manera para el FIS2 se definen ©; = 0.59 y (), = 0.6.

Simulacion 1. Para los valores expuestos en la Tabla 5.1, y tomando como con-

67
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Tabla 5.1: Resultados en simulacién

w deseada A; deseada k1 ko w en simulacién  A; simulacion
3 0.20 -0.7360 -0.0800 2.9919 0.2057
dicién inicial [x1(0), z2(0)]7 = [0.25,0]7 fuera del ciclo limite, se puede apreciar en la

Figura 5.1(a) que la solucién (trayectoria color rojo) disminuye su amplitud y converge
a una orbita. Asimismo, en el plano fase mostrado en la Figura 5.1(b) se puede verificar
como la trayectoria se establece en un ciclo limite estable.

Simulacion 2. De forma similar, con la condicién inicial [x(0),z2(0)] = [0.15,0]
se obtiene una solucién que aumenta su amplitud y se aproxima a una unica Orbita
periddica (ver trayectoria color negro en la Figura 5.1(a). Del mismo modo este resultado
se corrobora en el plano fase expuesto en la Figura 5.1(b), donde la trayectoria (color
negro) aumenta gradualmente su amplitud hasta converger en el ciclo limite estable. La
Figura 5.1(¢) expone el comportamiento la senial del 2-FIS necesaria para inducir las
auto-oscilaciones en ambas simulaciones.

Simulacion 3. De similar manera, fueron realizadas cuatro (4) simulaciones numéri-
cas con el objetivo de verificar el comportamiento de las soluciones en diferentes regiones

del plano fase. Dos de las simulaciones tomaron condiciones iniciales tal que:
= [21(0), 22(0)] = [0.2,0.6],
» [21(0),22(0)] = [-0.2,—0.6],
mientras que la dos restantes simulaciones toman como condicién inicial tal que:
= [21(0), 22(0)] = [0.25, -0.6],
» [21(0),22(0)] = [-0.25,0.6].

En la Figura 5.2(a) se puede apreciar como las cuatro trayectorias convergen hacia el
mismo movimiento periddico independientemente de las condiciones iniciales, es necesario
notar que existe un pequeno desfase entre cada una de las trayectorias de posicion angular.
El plano fase expuesto en la Figura 5.2(b) representa el comportamiento dindmico del
sistema pendular simple para cada una de los conjuntos de condiciones iniciales utilizadas.
De igual manera la Figura 5.2(¢) muestra la senal del sistema 2-FIS aplicado al mecanismo
para la generacion de auto-oscilaciones. Las cuatro (4) trayectorias convergen hacia el
mismo ciclo limite y permanecen en este con una amplitud y frecuencia cercanas a las

deseadas.
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Fueron realizados dos (2) experimentos con diferentes condiciones iniciales (dentro y
fuera del ciclo limite) para comprobar el funcionamiento de la operacién de 2-FIS.

Experimento 1. Las condiciones iniciales del primer experimento fueron
[21(0), 22(0)]7 = [0.3203,—1.0092]. La Figura 5.3(a) muestra la posicién angular con
respecto al tiempo, mientras que el retrato de fase (ver trayectoria color rojo en Figu-
ra 5.3(b)) corrobora el comportamiento de las trayectorias y cémo éstos convergen a un
ciclo limite estable cuando las condiciones iniciales se encuentran fuera del ciclo limite.

Experimento 2. Las condiciones iniciales del segundo experimento fueron
[21(0), 22(0)]T = [-0.0940,0.1162]. La trayectoria (color negro) mostrada en la Figu-
ra 5.3(b) exhibe el retrato de fase que valida el comportamiento de las trayectorias al
estas converger a un ciclo limite estable cuando las condiciones iniciales estan dentro del
ciclo limite. De similar forma Figura 5.3(¢) exhibe la senal del 2-FIS necesaria para inducir

auto-oscilaciones estables. Los resultados experimentales son expuestos en la Tabla 5.2.

Tabla 5.2: Resultados experimentales péndulo simple
w deseada A; deseada k1 ko w experimental A; experimental
3 0.2 -0.7360 -0.0800 4.487 0.245
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Figura 5.3: (a) Posicién angular en funcién del tiempo. (b) Plano fase del sistema pendular
bajo condicién inicial dentro y fuera del ciclo limite. (¢) Senal de entrada del 2-FIS aplicada al

sistema pendular simple.



5.1 Sistema pendular simple 73

5.1.2. Estabilidad orbital péndulo simple enfoque FD

Con el objetivo de asegurar la estabilidad orbital del ciclo limite se aplica el criterio
de Loeb presentado en la Seccién 2.4.2 al sistema pendular simple (4.2) en conjunto con
la funcion descriptiva del 2-FIS (3.20), para ello se considera A; = 0.2 rad y w = 3 rad/s.
Entonces son calculadas las ecuaciones (2.21), (2.22), resultando las derivadas parciales
dadas en (2.28) tal como:

ou v
ou ov

Sustituyendo (5.1) en (2.28) resulta la desigualdad positiva (0.0201). Esto garantiza la
estabilidad orbital local para el caso de estudio del sistema pendular simple con A; = 0.2

rad y w = 3 rad/s.

5.1.3. Enfoque via Poincaré-Bendixson

A continuacién se presenta la aplicacién de la metodologia para generar ciclos limites
estables al modelo dindamico sistema pendular simple aplicando las condiciones de diseno
obtenidas a través del teorema P-B.

Tomando U; = 0.2 y @; = 0.6, entonces los intervalos de diseno (3.56) son:

0.0044 = iy < @y, (5.2)
Ry
— 4 Q1 & Q1 _
0.0660 = max{(bﬂﬁ, %} < @1 < i 0.1319.

Fueron realizadas tres (3) simulaciones utilizando diferentes condiciones iniciales y consi-
derando los intervalos de diseno (3.56) donde:

Stmulacion 1. Para los valores admitidos ®; = 0.006 y ©; = 0.1, y tomando como
condicién inicial [z1(0), z2(0)]T = [0.04,0]7 fuera del ciclo limite, se puede observar en la
Figura 5.4(a) que la solucién (trayectoria continua) disminuye su amplitud y converge a
una orbita.

Simulacion 2. De forma similar, con condicién inicial [z1(0),22(0)] = [0.015,0] se
obtiene una solucién que aumenta su amplitud y se aproxima a la misma orbita periédi-
ca (ver trayectoria discontinua de la Figura 5.4(a)), concluyendo que el ciclo limite es
estable asintéticamente orbitalmente. Asimismo, la Figura 5.4(b) exhibe las trayectorias

en el plano fase para condiciones iniciales dentro y fuera del ciclo limite, donde ambas
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trayectorias concurren a una orbita periddica. El comportamiento de las trayectorias en el
plano fase para condicién inicial dentro y fuera muestran que el ciclo limite es estable en

correspondencia con las condiciones obtenidas mediante el teorema Poincaré-Bendixson.
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Figura 5.4: (a) Posicién angular en funcién del tiempo. (b) Plano fase del sistema pendular
bajo condicion inicial dentro y fuera del ciclo limite.

Simulacién 3. Fueron realizadas cuatro (4) simulaciones numéricas con el obje-
tivo de verificar el comportamiento de las soluciones en las regiones R4 +1), segin
lo establecido en el Lema 3.2 para condiciones iniciales en las regiones de las esqui-
nas, fuera del ciclo limite. Las condiciones iniciales para las cuatro simulaciones fueron
[21(0), 22(0)]T = [£0.04, £0.2]T, considerando las cuatro (4) combinaciones posibles. En

la Figura 5.5(a) se muestra cémo las cuatro (4) trayectorias de la posiciéon angular al-
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canzan el mismo movimiento periédico independientemente de las condiciones iniciales.
Similarmente, la Figura 5.5(b) describe el retrato de fase, el cual corrobora el compor-
tamiento de las trayectorias y cémo éstas convergen a un ciclo limite estable cuando las
condiciones iniciales estan en la region de las esquinas del ciclo limite, como se afirma en
el Lema 3.2.
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Figura 5.5: Posicién angular del sistema pendular bajo condiciéon inicial dentro y fuera del ciclo
limite.

Para ilustrar los resultados tedricos de las secciones anteriores, fueron realizados ex-
perimentos en un péndulo simple que involucra un motor DC fabricado por Leadshine y
conducido por una placa de control ASPACE DS1103 (ver Figura 4.2). Donde, el ampli-
ficador del motor acepta una senal de entrada del convertidor D/A en el rango de £10
V.



76 Capitulo 5 Resultados en simulacion y experimentales

Se realizaron dos experimentos con diferentes condiciones iniciales para verificar la
efectividad de la operacion de 2-FIS.

Experimento 1. Las condiciones iniciales del primer experimento fueron z;(0) =
—0.6687 rady x2(0) = 0.09091 rad/s. La Figura 5.6(a) (trayectoria color rojo) muestra el
retrato de fase que corrobora el comportamiento de las trayectorias y cémo estos convergen
a un ciclo limite estable cuando las condiciones iniciales estan fuera del ciclo limite.

Experimento 2. Las condiciones iniciales del segundo experimento fueron x;(0) =
—0.01232 rad y 22(0) = 0.04545 rad/s. Mas ain, la Figura 5.6(b) (trayectoria color
negro) exhibe el retrato de fase que corrobora el comportamiento de las trayectorias
y cémo éstas convergen a un ciclo limite estable cuando las condiciones iniciales estan
dentro del ciclo limite. Asimismo, la Figura 5.8(c¢) exhibe la senal del sistema a 2-FIS

necesaria para generar auto-oscilaciones estables en el mecanismo pendular simple.
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5.2. Sistema péndulo Furuta

5.2.1. Enfoque funcion descriptiva

En la presente seccion se aplica la propuesta a 2-FIS via funcién descriptiva al sistema
mecanico sub - actuado péndulo Furuta (4.3). Es diseniado un esquema a 2-FIS para un
ciclo limite con amplitud A; = 0.1 rad y frecuencia w = 7 rad/s deseados. Asimismo, son
calculados los pardmetros de ganancia k; (3.25) y ko (3.26) y son definidos los pardmetros
de los sistemas de inferencia difusa FIS1 tal que ®; = 0.09 y U; = 0.1, de igual manera
para el FIS2 es definido ©; = 0.69 y @); = 0.7. Fueron realizadas un conjunto de tres (3)
simulaciones y dos (2) experimentos para diferentes condiciones iniciales para validar la
eficacia de la propuesta a 2-FIS. La Tabla 5.3 expone los valores de diseno de ky y ko, asi

como los parametros de amplitud y frecuencia deseados y en simulacion.

Tabla 5.3: Resultados en simulacién péndulo Furuta
w deseada A; deseada k1 ko w en simulacion  A; simulacién
7 0.1 -21.8286 -5.0180 6.9968 0.1005

Simulacion 1. Considerando los valores expuestos en la Tabla 5.3, con condicién ini-
cial [21(0), 22(0), z3(0), z4(0)]T = [0, 0.15, 0, 0] fuera del ciclo limite, es posible percibir
en la Figura 5.7(a) como la solucién (trayectoria color rojo) decrece asintéticamente su
amplitud y converge en una auto - oscilacién periédica. De similar forma, se muestra en
el plano fase de la Figura 5.7(b) como las trayectorias alcanzan un movimiento periédico

(ciclo limite estable).

Simulacién 2. Asimismo, con condicién inicial [z1(0),22(0),23(0),24(0)]7 =
[0, 0.08, 0, 0]T se exhibe una trayectoria que aumenta en amplitud y se aproxima a
la misma 6rbita periddica (ver trayectoria color negro Figura 5.7(a)). Este resultado se
corrobora de forma grafica en el plano fase expuesto en la Figura 5.7(b), donde la tra-
yectoria (color negro) incrementa gradualmente su amplitud hasta converger en el ciclo
limite estable. De igual forma, la Figura 5.7(¢) muestra el comportamiento de la sefial del

2-FIS para la generacién de auto-oscilaciones.
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Figura 5.7: (a) Posicién angular en funcién del tiempo. (b) Plano fase del péndulo Furuta bajo
condicién inicial dentro y fuera del ciclo limite. (¢) Entrada de control del sistema a 2-FIS.

Simulacion 3. De similar forma, se efectuaron cuatro (4) simulaciones numéricas
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para validar el desempeno de las soluciones en el plano fase con diferentes condiciones

iniciales tal que:
» [21(0),72(0), 23(0), 24(0)]" = [0,0.15,0,0.2]7,
= [21(0), 22(0), 253(0), 24(0)]" = [0, —0.15,0, —0.2]".
Las dos restantes simulaciones toman como condicién inicial:
» [21(0), 22(0), 23(0), 24(0)]T = [0,0.2,0, —0.4]T,
» [21(0), 22(0), 23(0), 24(0)]T = [0, —0.2,0,0.4]T.

En la Figura 5.8(a) se puede percibir como las trayectorias concurren hacia un mismo
ciclo limite y permanecen en este con una amplitud y frecuencia cercana a las deseadas.
Notese que las soluciones no presentan sensibilidad ante condiciones iniciales. El plano fase
expuesto en la Figura 5.8(b) representa el comportamiento dindmico del sistema péndulo

rotatorio invertido. De similar, forma la Figura 5.8(c¢) exhibe la senal del sistema a 2-FIS.



81

5.2 Sistema péndulo Furuta

merree oo,
1 - T

0.2

- © -
© <Q
(peJ) Jejnbue ugIdIsod

N
<

10

o

Tiempo (s)

b)

LN
—

— L © L v
o o

(s/peJ) sejnbue Um_v_uo_m>

N
—
1

0.15 0.2

A

0

.05

0
(rad)

1 -0.05 0

0.

-0.15

-0.2

Posicién angular

T m——

1111!-!!
<.

o,
T

ememETET TR
e

LS

e,
v,
Sl LE T

e nT
JSEEUL L

o

AT A,

remrrn e
P
o

Ll

A A,

T

[

e
v
i L

~TeA
eamreamaTATEAT
Foamem
v,
T,
Ry TTTTIPN

e nTeATEAT

iy

perrrt e
L

Sty
SE .
v,
T,

™

T
L

R S

-3

e
IR L

T g,

>3

gt

ermr ey
Manl SR
Y

o
neramaTATaT

< o~

o~ <

(A) |043u0D Bp epesyuy

10

Tiempo (s)

del tiempo. (b) Plano fase del sistema pendular

6n
bajo condicién inicial dentro y fuera del ciclo limite. (¢) Entrada de control del sistema a 2-FIS.

) lar en funcio

6n angu

(a) Posici

Figura 5.8



82 Capitulo 5 Resultados en simulacion y experimentales

Experimento 1. Las condiciones iniciales del primer experimento fueron:
[21(0), 22(0), 23(0), 24(0)]T = [0, —0.0491, 0, 1.953]7. La Figura 5.9(a) muestra la tra-
yectoria (color rojo) con respecto al tiempo que corrobora la existencia de un movimiento
periddico estable para condiciones iniciales estan fuera del ciclo limite.

Experimento 2. Para el segundo experimento las condiciones iniciales consideradas
son: [x1(0), 22(0), 23(0),24(0)]" = [0, —0.2730, 0, —6.127]7. De similar forma la Figu-
ra 5.9(a) muestra la trayectoria (color negro) de la posicién angular, la cual exhibe una
auto-oscilacion. Ademds, la Figura 5.9(b) expone el retrato de fase de las trayectorias
y se puede apreciar como éstas convergen a un ciclo limite estable cuando las condicio-
nes iniciales estdn dentro o fuera del ciclo limite. Asimismo, la Figura 5.9(¢) muestra
la senal de control 2-FIS necesaria para inducir auto-oscilaciones en el sistema de forma

experimental. Los resultados numéricos de los experimentos se presenta en la Tabla 5.4.
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Tabla 5.4: Resultados experimentales péndulo Furuta
w deseada A; deseada kq ko w experimental A; experimental
7 0.1 -21.8286 -5.0180 7.5701 0.2454

5.2.2. Estabilidad orbital sistema péndulo Furuta

Para garantizar la estabilidad orbital del ciclo limite se aplico el criterio de Loeb
(Seccién 2.4.2) al sistema mecanico sub-actuado péndulo rotatorio invertido (péndulo de
Furuta) (4.3) y la funcién descriptiva del 2-FIS (3.20), para ello se tomo A; = 0.1 rad y
w = 7 rad/s. Utilizando la ecuacién de balance arménico (2.21), se aislé la componente
real ¢ imaginaria acorde a (2.22), resultando las derivadas parciales dadas en (2.28) tal

CcOomao:

oU oV
oU oV
o, = 00349~ = —0.4933 (5.3)

Considerando los valores de (5.3) es calculada (2.28) resultando la desigualdad positiva
(0.1924), con ello se garantiza la estabilidad orbital local del ciclo limite para A; = 0.1
rad y w = 7 rad/s.

5.3. Sistema carro-péndulo

5.3.1. Enfoque funcién descriptiva

Con el objetivo de obtener auto-oscilaciones estables con amplitud y frecuencias desea-
das en el sistema mecanico sub-actuado carro péndulo (4.29). Se considera la aplicacién
de la propuesta a 2-FIS via funcion descriptiva presentada en la Seccion 3.2. Para ello son
hallados los parametros de diseno ky (3.25) y ks (3.26) para una amplitud A; = 0.1 rad y
frecuencia w = 3 rad/s deseados. Fueron realizadas tres (3) simulaciones, con el propdsito

de verificar y validar el esquema propuesto.

Tabla 5.5: Resultados en simulaciéon sistema carro-péndulo
w deseada A; deseada k1 ko w en simulacién A simulacion
3 0.1 -2.0832 0.4591 2.9919 0.1002
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Simulacion 1. Para los valores de diseno expuestos en la Tabla 5.5, y con condicién
inicial [z1(0), 22(0), z3(0), 24(0)]" = [0, 0.15, 0, 0]” fuera del ciclo limite, es posible apreciar
en la Figura 5.10(a) como la solucién (trayectoria color rojo) disminuye asintéticamente su
amplitud y converge en un movimiento periédico. Asimismo, en el plano fase mostrado en
la Figura 5.10(b) se observan como las trayectorias alcanzan un ciclo limite estable (auto
- oscilacién estable). Similarmente, la Figura 5.10(¢) exhibe la senal de control 2-FIS en

simulacién.

Simulacion 2. De similar manera, se tomd condiciéon inicial en
[21(0) 22(0) 23(0) 24(0)]T = [0,0.095,0,0]%, donde (ver trayectoria color negro en la
Figura 5.10(a)) se exhibe una solucién que aumenta en amplitud y se aproxima a la
misma orbita peridédica, concluyendo de forma grafica que el ciclo limite es orbitalmente
estable asintoticamente. Este resultado se corrobora en el plano fase mostrado en la
Figura 5.10(b), donde la trayectoria (color negro) incrementa gradualmente su amplitud
hasta converger en el ciclo limite estable. Similarmente, la Figura 5.10(c¢) muestra el

comportamiento de la entrada del 2-FIS en simulacion.
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Simulacion 3. De similar forma, fueron realizadas cuatro (4) simulaciones numéricas
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con el objetivo de verificar el comportamiento de las soluciones en diferentes regiones del

plano fase. Para las simulaciones se tomo condiciones iniciales en:
» [21(0), 22(0), 23(0), 24(0)]F = [0,0.15,0,0.2]7,
n [21(0), 22(0), 25(0), 24(0)]" = [0, —0.15,0, —0.2]".
Mientras que la dos restantes simulaciones toman como condicién inicial en:
» [21(0), 22(0), 23(0), 24(0)]T = [0,0.2,0, —0.4]T,
» [21(0), 22(0), 23(0), 24(0)]T = [0, —0.2,0,0.4]T.

En la Figura 5.11(a) se puede apreciar como las cuatro (4) trayectorias concurren
hacia el mismo movimiento periédico independientemente de las condiciones iniciales,
es necesario notar que existe un pequeno desfase entre cada una de las trayectorias de
posicién angular. El plano fase expuesto en la Figura 5.11(b) representa el comportamiento
dindmico del sistema pendular simple para cada una de las conjuntos de condiciones
iniciales utilizadas. Mientras que en la Figura 5.11(c¢) ilustra el comportamiento de la
entrada de control 2-FIS para cada una de las simulaciones. Las cuatro (4) trayectorias
convergen hacia un tnico ciclo limite y permanecen en este con una amplitud y frecuencia
cercana de las deseadas.

Experimento 1. Las condiciones iniciales del primer experimento fueron:
[21(0), 22(0), 23(0), 24(0)]T = [0, 0.1411, 0, 0.1534]. La Figura 5.12(a) muestra el compor-
tamiento de las trayectorias para la posicion angular del sistema y cémo esta converge a
un ciclo limite estable cuando las condiciones iniciales se encuentran fuera del ciclo limite.
La Figura 5.12(b) exhibe las trayectorias el plano fase, donde se verifica el desempeno de
2-FIS propuesto.

Experimento 2. Las condiciones iniciales del segundo experimento fueron:
[21(0), 22(0), 23(0), 24(0)]F = [0, —0.0767, 0, 0]. De similar forma, la Figura 5.12(b)
muestra el retrato de fase que corrobora el comportamiento de las trayectorias y cémo
éstas convergen a un ciclo limite estable cuando las condiciones iniciales estdn dentro del
ciclo limite. De igual manera, la Figura 5.12(c¢) exhibe la senal de control 2-FIS necesaria

para inducir auto-oscilaciones en el sistema de forma experimental.
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Tabla 5.6: Resultados experimentales carro-péndulo
w deseada A; deseada kq ko w en simulacién  A; simulacion

3 0.1 -2.0832  0.4591 1.0134 0.1043

La estabilidad orbital del ciclo limite inducido en el sistema mecéanico sub-actuado
carro-péndulo es verificada mediante el criterio de Loeb [13, 95] (ver Seccién 2.4.2). Fue
aplicado el procedimiento expuesto en la Figura 2.10 utilizando el software Matlab®. Se
utilizo el modelo en su forma de funcién de transferencia (4.29) y la funcién descriptiva del
2-FIS (3.20), considerando A; = 0.1 rad y w = 3 rad/s. Al sustituir (4.29) y (3.20) en la
ecuacién de balance arménico (2.21), fueron separadas las componente real e imaginaria

segin (2.22), resultando las derivadas parciales dadas en (2.28) tal como:

U 1%

Z— = 16519 —— =0.7011

54 = L0519 o= =0.70

oU oV

— =01 ~ —0.281 4
o, = 01808 - =0.2813 (5.4)

Evaluando los valores obtenidos en (5.4) en (2.28) es calculada la desigualdad del
criterio de Loeb, resultando positiva (1.2090), con esto se garantiza la estabilidad orbital

local del ciclo limite para A; = 0.1 rad y w = 3 rad/s.

5.3.2. Resultados con adicion de dinamica de actuadores

Con el objetivo de obtener auto-oscilaciones estables con amplitud y frecuencias de-
seadas en el sistema mecanico sub-actuado carro péndulo (4.37) incluida la dindmica del
actuador. De esta forma, son hallados los parametros de diseno k; (3.25) y ko (3.26) para
una amplitud A; = 0.1 rad y frecuencia w = 3 rad/s deseados, resultando k; = —2.0892
y ko = —1.2402 respectivamente. Asimismo, para el FIS-1 se consideré ®; = 0.0990 y
U; = 0.1, mientras que para el FIS-2 se definio ©; = 0.2990 y (); = 0.3. Las simulaciones
realizadas refieren condiciones iniciales diferentes de cero solamente en la variable posicién
angular x5, ya que se considera que las velocidades y la entrada de control son cero en el

momento inicial de la simulacion.

Fueron realizadas dos (2) simulaciones, con condiciones iniciales fuera y dentro del
ciclo limite. La primera simulacion involucrd valores en las condiciones iniciales tal que:
2(0)T'=[00.12000] y z(0)T =[00.08 00 0].
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Las Figura 5.13 (a),(b) muestran la evolucién de las soluciones y como éstas convergen
asintéticamente a una tunica orbita periddica estable, esto se puede apreciar tanto en el
retrato de fase asi como, en la grafica de posicién angular vs tiempo. Similarmente, la

Figura 5.13(c) exhibe la senal de control 2-FIS para ambas simulaciones.

La segunda simulacién incluyé cuatro (4) diferentes condiciones iniciales tanto den-
tro como fuera del ciclo limite, definidas tal como: z(0)T = [0 & 0.15 0 0 0] y
2z(0)T = [0 +£0.08 0 0 0]. La evolucién de la posicién angular vs tiempo, asi como las
trayectorias en el plano fase se pueden observar en la Figura 5.14(a)(b) respectivamente.
Estas soluciones convergen a una oscilacién no lineal (ciclo limite) con amplitud y frecuen-
cias deseadas. Este comportamiento se manifiesta independientemente de las condiciones
iniciales y sin necesidad de una senal de referencia externa. Asimismo, la Figura 5.14(c¢)
exhibe el comportamiento del torque necesario para la generacion de las oscilaciones no

lineales.

Los resultados en simulacién permiten apreciar la obtencién de un movimiento periédi-
co (ciclo limite estable) independiente de las condiciones iniciales y sin necesidad de una
senal de referencia externa, donde las trayectorias convergen hacia un tunico ciclo limite
y permanecen en este con una amplitud A; = 0.1012 rad y frecuencia w = 3.0019 rad/s,

ambos resultados, muy cercanos a los deseados.

Se hace necesario verificar analiticamente la estabilidad orbital del ciclo limite obteni-
do, para ello se aplicé el criterio de Loeb [95] a través de (2.28). Considerando los valores
de amplitud y frecuencias deseados del ciclo limite se procedié a calcular las derivadas

parciales definidas en (2.28) tal que:

oU oV

— =121 =L =0.6001

A 38, = 0.600L,

oU R1%

Z— =0.0117, —— =—0.3178. :
5, = 00T, oo = —03178 (5.5)

Sustituyendo estos valores en (2.28) es calculada la desigualdad del criterio de Loeb,
resultando positiva (0.7321), con lo cual garantiza la estabilidad orbital local del ciclo

limite para A; = 0.1 rad y w = 3 rad/s.

A través del analisis realizado al incluir una dindmica correspondiente al actuador
eléctrico, se comprob¢ la eficacia del sistema 2-FIS al inducir un movimiento periédico es-
table sin necesidad ed una senal de referencia externa con amplitud y frecuencias deseadas

en un sistema pendular sub-actuado.
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5.4. Consideraciones finales

El trabajo llevado a cabo a través de simulaciones y de forma experimental en el pre-
sente capitulo pone de manifiesto el correcto desempeno de la propuesta a dos sistemas de
inferencia difusa (2-FIS), tanto para el enfoque Poincaré - Bendixson como el desarrolla-
do via funcién descriptiva. Es necesario enfatizar que el enfoque Poincaré-Bendixson solo
establece la existencia del ciclo limite. De esta forma, con el analisis desarrollado en este
trabajo no es posible obtener amplitud y frecuencia deseadas. Asimismo, el enfoque P-B
varia su analisis para cada sistema dinamico, por lo que solo aplica a sistemas expresados
de la forma (3.35). Sin embargo, el método en el dominio de la frecuencia funcién descrip-
tiva, permite obtener ciclos limites con frecuencia y amplitud aproximadas a las deseadas,
debido a la naturaleza aproximada del método. Es necesario resaltar que los resultados
numéricos experimentales obtenidos difieren con respecto a los parametros amplitud y
frecuencia deseados del ciclo limite, debido a que en los sistemas fisicos existen dinamicas
no modeladas e incertidumbres las cuales no se consideran en los modelos matematicos,
de ahi la diferencia en los resultados, sin embargo se puede considerar un buen resultado
(al observar los resultados se puede apreciar que no existe diferencia significativa en los

resultados), ya que los sistemas se comportan y responden en la forma deseada.



Capitulo 6
Conclusiones y Recomendaciones

A partir del estudio realizado del marco tedrico relativo a los sistemas dindamicos
cuya operacién involucra comportamiento periddico (ciclos limites) y ante la necesidad de
desarrollar técnicas de inteligencia computacional capaces de inducir este comportamiento
deseado. Se realiza una propuesta de un doble sistema de inferencia difusa (2-FIS) capaz
de actuar sobre un sistema dinamico y obtener 6rbitas periddicas. El esquema a 2-FIS se
propuso a través del método de la funcién descriptiva y mediante el teorema Poincaré-
Bendixson. Se tomo en consideracion el uso de los sistemas difusos ya que, la experiencia
del usuario puede ser introducida a través de reglas posibilitando mejorar el desempeno,
ademads de la facilidad del diseno mediante etiquetas lingiiisticas. Como resultado final
obtenido por esta investigacion tanto nivel analitico, numérico como experimental, se
plantean las conclusiones generales siguientes:

Conclusiones generales

= Nuestro estudio proporciona una metodologia, basada en la utilizacién de dos sis-
temas de inferencia difusa (2-FIS) para obtener érbitas periddicas estables en sis-
temas mecéanicos mediante dos enfoques el enfoque funcion descriptiva y Poincaré-

Bendixson.

= El disenno mediante ambos métodos permitio la obtencion de expresiones analiticas

explicitas que garantizan la existencia de un ciclo limite.

= La implementacién de la metodologia a 2-FIS en la realizacién de simulaciones y
experimentos permite obtener las érbitas periddicas sin necesidad de utilizar una

trayectoria de referencia externa para el seguimiento.

Enfoque Funcion Descriptiva
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Recomendaciones

El método de la funcién descriptiva permitié poder definir en términos de frecuencia
y amplitud de la érbita periddica deseada y de esta forma definir el universo de
discurso de las funciones de pertenencia y asi forzar a la salida del sistema de lazo

cerrado a tener un valor deseado de frecuencia y amplitud.

El diseno basado en FD, mostro resultados alentadores para resolver el problema de
la generacion de orbitas periddicas y su estabilizacién orbital en sistemas subactua-
dos.

La metodologia logra resultados satisfactorios alcanzando un ciclo limite estable con

una frecuencia y amplitud deseadas.
La estabilidad del movimiento periddico se verifico utilizando el criterio de Loeb.

El diseno del 2-FIS se prob6é numéricamente y experimentalmente en un péndulo

simple, un péndulo rotatorio invertido (péndulo de Furuta) y un carro péndulo.

Enfoque Poincaré-Bendizson

6.1.

Se establecié una metodologia basada en el teorema de Poincaré-Bendixson para el
diseno de las condiciones de existencia de un ciclo limite estable a la salida de un

sistema de segundo orden considerando un doble sistema de inferencia difusa.

La implementacién de los disenios obtenidos con base en el teorema de Poincaré-
Bendixson muestran en sus resultados numéricos y experimentales en el sistema

pendulo simple que las trayectorias en lazo cerrado alcanzan un ciclo limite estable.

Se determinaron expresiones analiticas sobre los intervalos de los parametros de las
funciones de pertenencia para que el sistema muestre un comportamiento robusto

en cuanto a su estabilidad.

Recomendaciones

Para la necesaria continuidad que debe tener este trabajo se recomienda lo siguiente:

Extender los resultados obtenidos a otros sistemas més complejos y en aplicaciones

préacticas tal como en robot bipedos.
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= Obtener rapidez en la convergencia hacia el movimiento periédico del desempeno de
la propuesta a 2-FIS para condiciones iniciales dentro del ciclo limite, teniendo en

cuenta que la respuesta tarda en alcanzar el movimiento periédico.

= Ampliar el estudio a un sistema adaptativo o auto-ajustable capaz de desarrollar
las frecuencias y amplitudes en linea y asi obtener un espectro de movimientos

periodicos en un mecanismo en movimiento.

= Otro enfoque que queda por explorar para un trabajo futuro es utilizar los mapas

de Poincaré como criterio de diseno para ajustar el controlador difuso.

= Explorar la metodologia de diseno y realizar los desarrollos analiticos necesarios

para ser aplicados a sistemas complejos sub-actuados o con incertidumbres.

= La evidencia numérica y experimental abre la posibilidad de abordar problemas
desafiantes de generacion de érbitas periddicas estables para sistemas con no linea-

lidades no suaves como friccién, zona muerta y reaccion.

6.2. Divulgacion de resultados
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1. Self-Sustaining Oscillations with an Internal Two-Fuzzy Logic System Based on
the Poincaré-Bendixson Method. Lopez—Renteria, J. A., Herrera-Garcia, L.,
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Anexo 1

Codigo desarrollado en lenguaje de programacion Matlab para el computo de las de-
rivadas parciales con respecto de las funciones de transferencia de los sistemas mecanicos
y la funcién descriptiva del 2-FIS. Con el objetivo de realizar el andlisis de la estabilidad

orbital mediante el criterio de Loeb para el enfoque funciéon descriptiva.

el 3 % LIMPIA EL PROMPT DEL MATLAB

clear; % LIMPIA EL HISTORICO DEL WORKSPACE DEL MATLAB

close all; % CIERRA TODAS LAS FIGURAS Y OBJETOS DE MATLAB

syms w A 7% DECLARACION DE LAS VARIABLES SIMBOLICAS FRECUENCIA (w)Y

AMPLITUD (A)

k1 = -21.828620333669850; 7 GANANCIA FIS1
k2 = -5.017997916285752; % GANANCIA FIS2
s=1i*w; % DECLARACION DEL OPERADOR DE LAPLACE

%FUNCION DE TRANSFERENCIA DEL PENDULO DE FURUTA
GIJW= ((2.298%s°2) - (6.687e-07*xs) + 2.253e-15)/(s"4 + (17*s°3) + (104x*s
~2) + (268%*s) + 240);

REGJW = double (subs(real(GJW),[A,w],[0.1,7]1)); 7% PARTE REAL DEL SISTEMA
GJW

IMGJW = double (subs(imag(GJW),[A,w],[0.1,7]1)); % PARTE IMAGINARIA DEL
SISTEMA GJW

%PARTE REAL FUNCION DESCRIPTIVA (NAW)
RENAW=(2/pi)*(k1*(asin (0.0990/A)+(0.0990/A)*sqrt (1-((0.099072)/(A"2)))))

>

s %PARTE IMAGINARIA FUNCION DESCRIPTIVA (NAW)

IMNAW=(2/pi)*(1i*wx(k2)*((asin (0.699/ (Axw))+(0.699/(A*w))*sqrt
(1-(0.69972/(A*w)"2)))));

% FUNCION DESCRIPTIVA

NAW=RENAW+IMNAW;

% CALCULO DEL TERMINO EN LAZO ABIERTO (GH)

GH = NAWxGJIW;
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GH=simplify (GH) ;

% CALCULO DE LA ECUACION DE BALANCE ARMONICO
LC=simplify ((1+GH));
% PARTE REAL DE (1+GH)

: U=simplify (real (LC)) ;

% PARTE IMAGINARIA DE (1+GH)
V=simplify (imag(LC));

7% DERIVADAS PARCIALES

DPURA
DPURW

5 DPVRA

DPVRW

diff (U,A); %
diff (U,w) ; yA
diff (V,A); %
diff (V,w); %

DERIVADA
DERIVADA
DERIVADA
DERIVADA

PARCIAL
PARCIAL
PARCIAL
PARCIAL

%#EVALUACION DE LOS PARAMETROS (A,w) EN LAS

DPURA1
DPURW1
DPVRA1

3 DPVRW1

double
double
double
double

(subs (DPURA, [A,w], [0
(subs (DPURW, [A,w], [O
(subs (DPVRA, [A,w], [0
(subs (DPVRW, [A,w], [0

%CALCULO DEL CRITERIO DE LOEB

CL=double ((DPURA1*DPVRW1) -(DPURW1*DPVRA1) ) ;

DE
DE
DE
DE

(1+GH)

< < g c

RESPECTO
RESPECTO
RESPECTO
RESPECTO

PP PP

s = 5 >

DERIVADAS PARCIALES

.1,71));
.1,71));
.1,71));
.1,71));
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