
TECNOL�OGICO NACIONAL DE MÉXICO
INSTITUTO TECNOL�OGICO DE NUEVO LE�ON

DISEÑO Y MODELADO DE EXOESQUELETO

DE HOMBRO PARA REHABILITACI�ON MOTORA DE
PACIENTES CON ENFERMEDAD CEREBROVASCULAR

T E S I S
PARA OBTENER EL GRADO DE
MAESTRIA EN INGENIERIA

P R E S E N T A
ING. EDGAR GIOVANY IBARRA ZEA

No. DE CONTROL G14580245

ASESOR: DRA. DULCE CITLALLI MART�INEZ PE�ON

CD. GUADALUPE, NUEVO LE�ON JUNIO, 2023











 

 

 

 

 

 

 

Eloy Cavazos No. 2001, Col. Tolteca, C.P. 67170, Guadalupe, Nuevo León. Tel. (81) 8157 0500 
www.tecnm.mx | nuevoleon.tecnm.mx 
 

Instituto Tecnológico de Nuevo León 
Departamento de XXXX 

 

 

 

Guadalupe, Nuevo León, 29 / Mayo / 2023 
 

 
M. PEDRO ROSALES GUTIERREZ 
INSTITUTO TECNOLÓGICO DE NUEVO LEÓN  
DIRECTOR  
PRESENTE  
 
 
Hago manifiesta la  
 

CESIÓN DE DERECHOS 
 
 
De la tesis Diseño y modelado de exoesqueleto de hombro para rehabilitación motora de pacientes con 
enfermedad cerebrovascular que fue dirigida por el Dr(a). Dulce Citlalli Martínez Peón. 
 
En cumplimiento a los requisitos de obtención del grado que señala el numeral 2.15.5 de los Lineamientos 
para la Operación de los Estudios de Posgrado en el Tecnológico Nacional de México.  
 
 
 
A T E N T A M E N T E (Montserrat ExtraBold en 10 pts) 
 Excelencia en Educación Tecnológica® (Montserrat Extra Light, itálicas, en 8 pts) 
“CIENCIA Y TECNOLOGÍA AL SERVICIO DEL HOMBRE” 
 
 
 
 
Edgar Giovany Ibarra Zea 
CANDIDATO AL GRADO DE MAESTRO DEL PROGRAMA MAESTRÍA EN INGENIERÍA  
 
 
ccp. Archivo  
 
 







Resumen

El presente trabajo presenta el diseño, modelado cinem�atico y din�amico de un exo-
esqueleto de cuatro grados de libertad que asista a la rehabilitaci�on motora de hombro
en pacientes que sufrieron de una enfermedad cerebrovascular. El mecanismo fue di-
señado de acuerdo con las necesidades que plantearon especialistas en rehabilitaci�on
del Centro de Investigaci�on y Desarrollo en Ciencias de la Salud de la Universidad
Aut�onoma de Nuevo Le�on, adem�as se consideraron las medidas antropométricas de
la poblaci�on mexicana adulta para el diseño del exoesqueleto. El diseño se realiz�o
utilizando el software de SOLIDWORKS® y se analiz�o el elemento �nito del exo-
esqueleto. El modelo cinem�atico se desarroll�o mediante la metodolog��a de Denavit
Hartenberg mientras que el modelado din�amico se realiz�o con la metodolog��a de La-
grange y posteriormente se simul�o utilizando el software MATLAB®. Todo el diseño
del exoesqueleto est�a considerado para manufacturar con materiales de impresi�on 3D,
con el �n de disminuir tanto el peso como el costo del exoesqueleto.
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Cap��tulo 1

Introducci�on

Actualmente, existen personas que presentan problemas de movilidad en las ex-
tremidades superiores y en algunos casos es necesaria la rehabilitaci�on para recuperar
dicha movilidad. Estad��sticamente hablando, se calcula que entre 5.7 y 6.7% de la
poblaci�on mexicana presenta discapacidad, de la cual entre el 11.1 y 18.1% es a nivel
motor de miembro superior [8, 9, 10].

Una de las enfermedades que provoca la falta de movimiento son las enfermeda-
des cerebrovasculares (EVC) que puede llegar a producir discapacidades temporales,
permanentes o incluso puede provocar la muerte si no se atiende a tiempo. Las EVC
ocurren cuando se reduce o interrumpe el �ujo de sangre que se dirige al cerebro
debido a que una de las arterias se bloquea o se rompe, impidiendo el correcto fun-
cionamiento del tejido cerebral debido a la falta de ox��geno y nutrientes, provocando
a su vez la muerte de las neuronas [3]. Existen dos tipos de evento cerebrovascular
que son los eventos hemorr�agicos e isquémicos; donde el evento hemorr�agico sucede
cuando uno de los vasos sangu��neos en el cerebro se rompe, mientras que en el evento
isquémico ocurre cuando un co�agulo de sangre bloquea uno de los vasos sangu��neos
del cerebro.

El Instituto de Neurolog��a, Neurocirug��a y Enfermedad Cerebrovascular (INNE-
CeV) considera que la enfermedad cerebrovascular de tipo isquémica es una de las
principales causas de discapacidad cognitiva y/o motora [3, 11]. En la tabla 1.1 se
observan las principales causas de las EVC.

La Organizaci�on mundial de accidentes cerebrovasculares (WSO por sus siglas
en inglés World Stroke Organization) establece que 1 de cada 4 personas tendr�a un
accidente cerebrovascular [12]. Alrededor de 80 millones de pacientes en todo el mundo
han sobrevivido a dicha enfermedad y 14 millones de personas la sufren cada año,
siendo esta enfermedad una de las principales causas de discapacidad y muerte en el
mundo. La WSO, estim�o que en el año 2020, 14.5 millones de personas sufrieron de
un ataque cerebrovascular [13]. En los registros hospitalarios del Sistema Nacional de
Informaci�on en Salud (SINAIS) se tiene que en el 2015 se registraron 21,045 pacientes
con esta enfermedad, del cual el 97% ten��an una edad entre los 20 y 80 años [14]. De
acuerdo a las estad��sticas de defunciones registradas de enero a junio 2021 por parte
del INEGI, establece que las EVC son la novena causa de muerte en hombres y la

2



Introducci�on 3

Tabla 1.1: Los factores de riesgo de las EVC [3].

No modi�cables Contribuyentes Tratables

Edad avanzada Alcoholismo Presi�on arterial alta

Género Tabaquismo Diabetes

Antecedentes personales o
familiares de EVC.

Inactividad f��sica Niveles de colesterol
elevados

Obesidad Fibrilaci�on auricular

Uso de drogas ilega-
les

Infecci�on
por COVID-19

Terapias hormonales Apnea obstructiva
del sueño

quinta causa de muerte en mujeres, provocando que sea a nivel nacional de manera
general la séptima causa de muerte con un total de 18,843 difusiones [15].

Es importante tratar esta enfermedad en un plazo de 24 horas para reducir al
m��nimo el daño cerebral y después de un tratamiento de urgencia o procedimiento
quir�urgico, se procede a la rehabilitaci�on de los m�usculos dañados con la ayuda de un
�sioterapeuta para que el paciente vuelva a tener una vida independiente [3, 11]. Para
facilitar la rehabilitaci�on, se tienen diversas opciones, entre las que se encuentran los
exoesqueletos, los cuales, auxilian al �sioterapeuta en el proceso de rehabilitaci�on de
los pacientes que carecen de movilidad de las extremidades superiores o inferiores
debido a las EVC. Los exoesqueletos son estructuras mec�anicas externas al cuer-
po humano que se adaptan a la extremidad o extremidades de la persona, esto en
cuesti�on del �area médica se emplean en la rehabilitaci�on o pueden ser empleados en
las industrias para poder soportar cargas pesadas. A continuaci�on se presentan los
antecedentes de dichos sistemas.

1.1. Antecedentes

En el mundo se busca crear nuevas tecnolog��as que aporten un bene�cio en las
personas y a través de los años se han desarrollado exoesqueletos para mejorar la
productividad en la industria o la calidad de vida de las personas.

Un exoesqueleto es una estructura en su mayor��a mec�anica que se coloca como ro-
pa sobre el cuerpo humano, como se describe en el término inglés �wearable robots�,
que sirven como soporte y son utilizados en el ejército o para mejorar la funcionali-
dad motora de alguna extremidad del cuerpo, estos generalmente son empleados en el
�area médica de rehabilitaci�on. Estas estructuras pueden ser activas o pasivas; donde
los exoesqueletos activos contienen actuadores encargados de realizar los movimien-
tos, mientras que los pasivos realizan movimiento mediante elementos el�asticos que
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permiten almacenar la energ��a y liberarla para generar el movimiento [16].
Una de las principales causas del uso de los exoesqueletos en el �area de rehabi-

litaci�on es debido a las enfermedades neurol�ogicas que afectan al sistema nervioso,
provocando discapacidad con car�acter progresivo o severo. Algunas de las principales
enfermedades neurol�ogicas en donde la rehabilitaci�on juega un papel importante son
enfermedades cerebrovasculares, esclerosis m�ultiple, lesi�on medular, par�alisis cerebral,
traumatismo craneoencef�alico, enfermedad de Parkinson [17].

En el desarrollo de los exoesqueletos se emplean tecnolog��as como actuadores,
fuentes de energ��a y sensores para realizar la medici�on de las variables bioeléctricas,
como las señales para medir la actividad cerebral (electroencefalograf��a, EEG) y la
actividad muscular (electromiograf��a, EMG), adem�as se emplean sensores para medir
las variables biomec�anicas que permiten realizar la medici�on de las variables cinéticas
(par de torsi�on, presi�on y fuerza) y las variables cinem�aticas (aceleraci�on, velocidad
y la posici�on) [17].

1.1.1. Exoesqueletos desarrollados para hombro

Mohammad y colaboradores (2012) realizaron el diseño, modelado y control de
un exoesqueleto denominado MARSE-5. Este fue diseñado para proporcionar rehabi-
litaci�on pasiva de manera efectiva en personas con discapacidad f��sica con dé�cit de
movimiento de las extremidades superiores (hombro, codo y antebrazo) y para esto
se aplic�o un control por modos deslizantes no lineal [18].

Figura 1.1: El exoesqueleto MARSE-5 cuenta con dos correas, una ubicada en el
antebrazo y otra en el brazo para sujetarlo y evitar movimientos involuntarios.

En 2015, Ayala-Lozano y colaboradores, del Instituto Politécnico Nacional (IPN)
diseñaron un exoesqueleto de miembro superior con 4 grados de libertad para la reha-
bilitaci�on activa y pasiva. Este exoesqueleto se bas�o en el método BLITZ QFD [19]
para gestionar la calidad de acuerdo a la necesidad del usuario. Para este diseño se
establecieron 5 casos de estudio cuasi-est�atico los cuales fueron an�alisis estructural
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del antebrazo, an�alisis estructural del brazo, an�alisis estructural del hombro, an�alisis
secci�on superior y an�alisis de ejes de transmisi�on, ver Figura 1.2 . Este diseño de
exoesqueleto se bas�o en la antropometr��a de la poblaci�on mexicana [20].

Figura 1.2: Exoesqueleto con 4 GDL.

L�opez-Camacho F. y colaboradores (2016) desarrollaron un exoesqueleto de miem-
bro superior de 5 grados de libertad para la rehabilitaci�on de hombro y codo [21].
Para el diseño de este exoesqueleto se tomaron como muestra las medidas antropo-
métricas de la poblaci�on mexicana de una edad 19 a 24 años. El diseño y an�alisis
de esta estructura fue mediante del software Solidworks® tomando el aluminio 1060
como material base para los an�alisis y obtenci�on de los c�odigos G y M (Lenguaje de
programaci�on de bajo nivel) para la fabricaci�on de cada pieza en una m�aquina CNC
(control numérico por computadora), ver Figura 1.3.

Figura 1.3: En la imagen se representan la ubicaci�on de los 5 grados de libertad de
este exoesqueleto (3 GDL en el hombre y 2 en el codo).

Sosa-Méndez D. y colaboradores (2016) desarrollaron un diseño de un exoesque-
leto con 3 grados de libertad para el hombro con enfoque en la rehabilitaci�on de
la poblaci�on adulta mexicana [22]. Su diseño es validado cinem�aticamente mediante
la utilizaci�on de los softwares Matlab® y Adams para comprobar que los rangos
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de cada movimiento cumplian con las necesidades requeridas en la rehabilitaci�on.
Solidworks® fue utilizado para la realizaci�on del an�alisis por elemento �nito de la
estructura mec�anica del exoesqueleto, ver Figura 1.4.

Figura 1.4: En la �gura se enumera la ubicaci�on de cada grado de libertad del
exoesqueleto.

Cruz-Mart��nez, G. M. y colaboradores (2017), realizaron un exoesqueleto para
miembro superior de 7 grados de libertad para la rehabilitaci�on pasiva [23]. Se ba-
saron en cuatro casos de rehabilitaci�on d�onde el paciente es capaz de recuperar la
movilidad de sus extremidades, estos casos son serie de ejercicios excluyentes por
articulaci�on, ejercicios con carga aparente, activaci�on de la memoria de m�usculo a
través de seguimiento de trayectorias y emulaci�on de rueda de hombro o tim�on, ver
Figura 1.5.

Figura 1.5: Exoesqueleto con 7 GDL.

Am��n y colaboradores (2017) realizaron un diseño de un exoesqueleto con 8 grados
de libertad [24]. Este diseño es compacto y liviano para miembro superior para el uso
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de rehabilitaci�on en personas que sufrieron un accidente cerebrovascular, ver Figura
1.6.

Figura 1.6: Exoesqueleto con 8 GDL.

1.1.2. Exoesqueletos comerciales

La empresa Chattanooga desarroll�o el exoesqueleto �ARTROMOT-S4� que cuenta
con 3 motores para la realizaci�on de los movimientos del hombro, aducci�on y abduc-
ci�on, rotaci�on interna y externa, extensi�on y �exi�on con brazo extendido o �exionado
[25]. Tal y como se muestra en la Figura 1.7, este exoesqueleto es controlado manual-
mente mediante una pantalla t�actil en donde se ajustan los par�ametros deseados.

Figura 1.7: Exoesqueleto desarrollado por la empresa Chattanooga.

Por otro lado, la empresa Hocoma desarroll�o el exoesqueleto �Armeo®Power�
con enfoque a la rehabilitaci�on en etapa temprana del brazo y manos [26]. Este dispo-
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sitivo permite realizar ejercicios con un alto n�umero de repeticiones, lo que le permite
mejorar en la memoria corporal del brazo, ver Figura 1.8.

Figura 1.8: Exoesqueleto desarrollado por la empresa Hocoma.

La empresa Aura desarroll�o el exoesqueleto �Orte� con enfoque a la rehabilitaci�on
del hombro o codo en lesiones. Este dispositivo permite recabar informaci�on de datos
cinem�aticos en tiempo real durante los ejercicios, lo que le permite obtener gr�a�cas
acerca del avance del paciente en sus terapias, la Figura 1.9 muestra el sistema [27].

Figura 1.9: Exoesqueleto desarrollado por la empresa Orte.

Se puede observar que existen numerosos sistemas de exoesqueletos, tanto a nivel
de desarrollo como a nivel comercial. Sin embargo, la demanda que existe de estos
sistemas cada vez aumenta, aunado a la problem�atica del costo que conlleva adquirir
uno y el mantenimiento que conlleva tener uno.

1.2. Planteamiento del problema

En la rehabilitaci�on motora, existe una alta demanda y la poblaci�on con EVC va
en aumento cada año, como lo menciona la WSO [12]. La rehabilitaci�on tradicional
se realiza con �sioterapeutas, pero estos no se dan abasto, por lo que actualmente se
buscan alternativas para cubrir la demanda.

Una de las opciones viables es el uso de los exoesqueletos, estos pueden propor-
cionar rehabilitaci�on intensiva a largo plazo, y sirven de apoyo a los �sioterapeutas.
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No solamente para llevar a cabo los ejercicios de rehabilitaci�on, sino que adem�as para
llevar un seguimiento de la recuperaci�on de los movimientos y fuerza, esto debido a
los sensores con los que cuentan estos sistemas.

Comercialmente, se encuentran exoesqueletos para miembro superior como el
Artromot-S4, Armeo® Power, Orte, Armeo®Senso, Flsiotek y Jace S600, en pro-
medio tienen un costo de adquisici�on mayor a medio mill�on de pesos mexicanos, sin
considerar los gastos de mantenimiento. Sin embargo, la opci�on comercial no consi-
dera las medidas antropométricas de la poblaci�on mexicana.

Por tal motivo, en este trabajo se propone el diseño y modelado de un exoesqueleto
de hombro enfocado a la poblaci�on mexicana, de tal manera que resulte f�acil de
maniobrar por el �sioterapeuta, se ajuste a las longitudes del brazo de cada paciente,
se adapte a la �sioterapia cuando se requiera que el paciente esté en posici�on de pie
o sentado.

Adem�as, que sea f�acil de transportar y que la mayor��a de su estructura mec�anica
sea basada en impresi�on 3D para que resulte econ�omico a comparaci�on de los exo-
esqueletos que existen en el mercado. Este exoesqueleto contar�a con 3 grados de
libertad (GDL) en el hombro que son �exi�on-extensi�on, aducci�on-abducci�on y rota-
ci�on interna-externa, tomando en cuenta que los movimientos de estos tres GDL se
desplazan en el centro de la articulaci�on glenohumeral (se muestra en la Figura 2.3).
Adem�as, se propone que se añada un grado de libertad extra ubicado en la parte del
codo para la realizaci�on del movimiento de �exi�on-extensi�on que permitir�a mejorar
las sesiones de rehabilitaci�on. Para el funcionamiento cuenta con uso de sensores bio-
mec�anicos o bioeléctricos que en conjunto con algoritmos de control permita medir
los avances de la persona durante la �sioterapia en un determinado tiempo.

1.3. Hip�otesis

Es posible diseñar un exoesqueleto de hombro considerando materiales de impre-
si�on 3D, capaz de adaptarse al 90% de la poblaci�on mexicana mayor a 18 años para
auxiliar a los �sioterapeutas durante la rehabilitaci�on, ya sea sentado o de pie en
personas que sufrieron una enfermedad cerebrovascular.

1.4. Objetivo general

Diseñar un exoesqueleto para la poblaci�on mexicana para la rehabilitaci�on de
hombro bas�andose en la biomec�anica del mismo, considerando impresi�on 3D para su
manufactura y que permita la realizaci�on de movimientos sentado o de pie.

1.4.1. Objetivos espec���cos

Estudiar la biomec�anica del hombro.
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Investigar qué estudios antropométricos existen sobre el hombro para la pobla-
ci�on mexicana y obtener las medidas del mismo.

Diseñar un prototipo contemplando la biomec�anica del hombro y tomando en
cuenta las medidas antropométricas de la poblaci�on mexicana.

Veri�caci�on del diseño mec�anico mediante el an�alisis de elemento �nito.

Obtener el modelo cinem�atico del exoesqueleto.

Realizar la simulaci�on del modelo cinem�atico mediante el uso del software ade-
cuado.

Obtener los c�alculos del modelado din�amico del exoesqueleto.

1.5. Estructura de la tesis

La estructura de este trabajo de tesis est�a ordenada de la siguiente forma:

En el cap��tulo 2, se presenta el marco te�orico, d�onde se desarrollan los temas
de la biomec�anica del hombro, ergonom��a enfocada a la poblaci�on mexicana y
se presentan las diferentes fases de la rehabilitaci�on.

En el cap��tulo 3, se presentan el modelo matem�atico, cinem�atico y din�amico,
del exoesqueleto que nos permitir�an saber la posici�on en todo momento del
exoesqueleto.

El cap��tulo 4 presenta los dispositivos a utilizar para que el exoesqueleto lo-
gre ajustarse con facilidad a las alturas deseadas y adem�as se presentan los
materiales a utilizar para el desarrollo del diseño.

Finalmente, el cap��tulo 5 presenta los resultados del diseño generado, as�� como
la veri�caci�on del mismo por el an�alisis de elemento �nito, adem�as se presentan
los modelos matem�aticos y la simulaci�on cinem�atica, para cerrar en el cap��tulo
6 se presentan las conclusiones y recomendaciones para el trabajo a futuro.
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Marco te�orico

2.1. Biomec�anica

En este cap��tulo se presentan el an�alisis de la biomec�anica del cuerpo humano,
denotando el funcionamiento del hombro y antebrazo, con el �n de desarrollar de
manera adecuada un exoesqueleto de hombro. La biomec�anica, sub disciplina de la
kinesiolog��a, estudia el movimiento de los seres vivos realizando el an�alisis y compren-
si�on de los mismos mediante la mec�anica [28, 1, 16]. Existen 3 �areas principales para
la biomec�anica, cuerpos r��gidos, �uidos y cuerpo deformable [28].

Mec�anica de cuerpos r��gidos: estudia el equilibrio y movimiento de los obje-
tos r��gidos ignorando las deformaciones. Dichas deformaciones son tan pequeñas
que se pueden omitir).

Mec�anica del cuerpo deformable: estudia c�omo se distribuyen las fuerzas
internas de un material para examinar c�omo estas fuerzas estimulan el creci-
miento o causan daño.

Mec�anica de �uidos: estudia las fuerzas que se generan en los �uidos, ya sea
en l��quidos o gases. Ejemplos de la aplicaci�on de la mec�anica de �uidos en la
biomec�anica, es en el estudio de v�alvulas card��acas, sistemas de inyecci�on menos
dolorosas, problemas de circulaci�on y respiraci�on, etc.

La biomec�anica se puede dividir en tres �areas de investigaci�on, estudios experi-
mentales, an�alisis de modelos e investigaci�on aplicada [29].

En los estudios experimentales se determinan las propiedades mec�anicas de
los materiales biol�ogicos, incluyendo los huesos, m�usculos, tendones, ligamentos,
piel, cart��lago y la sangre como un todo o por separado como partes que lo
constituyen [29].

El an�alisis de modelos se apoya en los estudios te�oricos bas�andose en los
resultados experimentales para lograr predecir el efecto de factores operacionales
sin tener que recurrir a los experimentos de laboratorio [29].

11
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La investigaci�on aplicada hace uso de los conocimientos cient���cos para bene�cio
de los seres humanos [29].

El estudio experimental y la investigaci�on aplicada tienen la ventaja de utilizar los
conocimientos te�oricos y llevarlos a cabo en una aplicaci�on espec���ca en el �area bio-
médica. Los ingenieros y terapeutas ocupacionales utilizan los estudios biomec�anicos,
ver Figura 2.1, para prescribir ejercicios de rehabilitaci�on o desarrollar dispositivos
biomédicos de asistencia u ortesis [28]. A continuaci�on se menciona la clasi�caci�on de
las aplicaciones de la biomec�anica.

2.1.1. Aplicaciones de la biomec�anica

Las aplicaciones de la biomec�anica en el �area biomédica se clasi�can en dos �areas
principales, la mejora del rendimiento a nivel motor y la prevenci�on o tratamiento de
lesiones, las cuales se describen a continuaci�on:

Mejora del rendimiento: esta �area provee de informaci�on clave sobre los pa-
trones de movimiento, los dispositivos de entrenamiento y los ejercicios m�as efec-
tivos. Esto se realiza involucrando factores anat�omicos, capacidades �siol�ogicas,
habilidades psicol�ogicas / cognitivas y habilidades neuromusculares, para mejo-
rar los avances de los programas de ejercicio y acondicionamiento (prevenci�on
o tratamiento de lesiones) [28].

Prevenci�on o tratamiento de lesiones: esta �area permite prevenir o tratar
lesiones al proveer informaci�on sobre las propiedades mec�anicas de los tejidos,
cargas mec�anicas que se efect�uan durante el movimiento, terapias preventivas
y terapias de rehabilitaci�on.

En cada una de las aplicaciones, el enfoque biomec�anico en el an�alisis del mo-
vimiento puede ser cualitativo o cuantitativo. El an�alisis cualitativo se basa en la
observaci�on y descripci�on del movimiento para decidir c�omo mejorar los movimientos
y prevenir o remediar lesiones, mientras que en el an�alisis cuantitativo se mide alg�un
aspecto del movimiento [28, 16]. Adem�as, en el an�alisis cualitativo de los movimien-
tos de los seres humanos se aplican los siguientes 9 principios biomec�anicos: Rango
de Movimiento, Fuerza-Movimiento, Inercia, Fuerza-Tiempo, Interacci�on Segmental,
Coordinaci�on Continua, Equilibrio, Proyecci�on �Optima y Giro [28]. Para describir y
explicar los movimientos es necesario conocer los planos y ejes anat�omicos, los cuales
son 3 y se describen a continuaci�on.
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Figura 2.1: Representaci�on de las dos principales aplicaciones de la biomec�anica.

2.1.2. Planos y ejes anat�omicos

Los planos son super�cies planas bidimensionales que se colocan a través del cuer-
po en �angulos rectos entre s��, provocando que se crucen en el centro de masa del
cuerpo. Mientras que los ejes son l��neas imaginarias alrededor de las cuales gira un
cuerpo, ver Figura 2.2. El movimiento en un plano siempre se realiza alrededor de un
eje de rotaci�on que es perpendicular al plano. Los planos y ejes son los siguientes [1]:

El plano sagital, también llamado plano lateral, divide el cuerpo en dos partes:
derecha e izquierda. Los movimientos que se originan en este plano ocurren
alrededor del eje medio lateral.

El plano frontal, denominado también plano coronal, divide el cuerpo en dos
mitades: anterior (frontal) y posterior. Los movimientos que ocurren en este
plano se originan en el eje anteroposterior.

El plano transversal, también conocido como plano horizontal, divide el cuer-
po en dos partes: superior e inferior. Los movimientos que ocurren en este plano
ocurren alrededor de un eje longitudinal.

La extremidad superior est�a constituida por tres segmentos que son brazo (regi�on
entre el hombro y el codo), el antebrazo y la mano. Estos est�an unidos mediante tres
articulaciones, la del hombro, el codo y la muñeca [16]. En este trabajo de tesis nos
enfocamos en el hombro, por lo que a continuaci�on se describe anat�omicamente.
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Figura 2.2: Planos y ejes de rotaci�on en el cuerpo humano. Imagen tomada del libro
"Biomechanical basis of human movement"[1].

2.1.3. Huesos del hombro

La articulaci�on del hombro se conforma por la clav��cula, la esc�apula y el h�umero,
esta articulaci�on es una de las m�as complejas del esqueleto humano y es un mecanismo
que cuenta con tres uniones, la glenohumeral, la esternoclavicular y la acromioclavi-
cular [1]. En la Figura 2.3 se pueden apreciar los huesos que forman del hombro.

La articulaci�on glenohumeral est�a formada por la articulaci�on entre la ca-
beza del h�umero y la fosa glenoidea de la esc�apula. Siendo esta conexi�on entre
estos dos huesos relativamente pequeña debido a la poca profundidad de la fosa
glenoidea.

La articulaci�on esternoclavicular articula el extremo medial de la clav��cula
sobre el manubrio en la parte superior del estern�on.

La articulaci�on acromioclavicular est�a formada por la articulaci�on entre el
acromion de la esc�apula y el extremo distal de la clav��cula.

Los movimientos del h�umero implican los movimientos simult�aneos de las articu-
laciones glenohumeral, acromioclavicular y esternoclavicular. Dichos movimientos se
encuentran delimitados y se denominan rangos de movimiento del hombro. En seguida
se describen cada uno de los movimientos del hombro y los �angulos que alcanzan.
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Figura 2.3: Anatom��a del hombro humano. Imagen tomada del libro "Biomechanical
basis of human movement"[1].

2.1.4. Movimientos y rangos del hombro

El hombro es una de las articulaciones m�as m�oviles del cuerpo humano, posee tres
grados de libertad (GDL), lo que le permite orientarse con relaci�on a los tres planos
anat�omicos con sus respetivos ejes. Este miembro posee seis movimientos b�asicos
que ocurren en diferentes combinaciones en las articulaciones del hombro. Estos seis
movimientos son �exi�on, extensi�on, abducci�on, aducci�on, rotaci�on interna y rotaci�on
externa [1, 16].

La �exi�on ocurre a lo largo del plano sagital y es un movimiento que disminuye
el �angulo entre los huesos o partes del cuerpo. El brazo tiene un rango de
movimiento desde aproximadamente 165◦ a 180◦ de �exi�on, adem�as una persona
puede realizar hiper�exi�on si el movimiento de �exi�on va m�as all�a del rango
normal de 180◦ (Figura 2.4). Sin embargo, el rango de �exi�on puede llegar a
limitarse si la articulaci�on del hombro también se rota externamente, entonces
con la articulaci�on en m�axima rotaci�on externa, el brazo alcanzara �exionarse
�unicamente 30◦.

La extensi�on, al igual que la �exi�on, ocurre en el plano sagital y este es
un movimiento que aumenta el �angulo entre los huesos de la extremidad en
una articulaci�on a medida que vuelve a la posici�on cero o de referencia. Sin
embargo, una persona puede realizar hiperextensi�on a medida que el movimiento
de extensi�on contin�ua m�as all�a de la posici�on cero, hasta aproximadamente 30◦

a 60◦ de hiperextensi�on, ver Figura 2.4.
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Figura 2.4: Movimiento de �exi�on y extensi�on considerado como 1 GDL.
Imagen tomada del libro "Biomechanical basis of human movement"[1].

La abducci�on ocurre en el plano frontal y es un movimiento que se aleja de la
l��nea media del cuerpo o del segmento. El brazo en abducci�on tiene un rango de
movimiento desde aproximadamente 150◦ a 180◦. Adem�as, una persona puede
realizar hiperabducci�on si el movimiento del brazo se mueve m�as de 180◦ desde
el costado hasta pasar la cabeza, ver Figura 2.5. Sin embargo, el rango de
movimiento de abducci�on puede llegar a limitarse si la articulaci�on del hombro
también se rota internamente, entonces si la articulaci�on se gira internamente
al m�aximo, el brazo lograra solo 60◦ de abducci�on.

La aducci�on, a diferencia de la abducci�on, es un movimiento de retorno del
segmento hacia la l��nea media del cuerpo o posici�on cero. Sin embargo, una
persona puede realizar hiperaducci�on a medida que el movimiento del brazo
contin�ua m�as all�a de la posici�on cero, de modo que la extremidad cruza el
cuerpo hasta aproximadamente 75◦ de hiperaducci�on, ver Figura 2.5.

La rotaci�on interna o rotaci�on medial ocurre en un plano transversal alrede-
dor de un eje longitudinal. Esta rotaci�on se re�ere al movimiento de un segmento
alrededor de un eje vertical que atraviesa el segmento, de modo que la super�cie
anterior del segmento se mueve hacia la l��nea media del cuerpo, mientras que la
super�cie posterior se aleja de la l��nea media. El brazo puede alcanzar un rango
de movimiento en rotaci�on interna entre 60◦ y 90◦, ver Figura 2.6.

La rotaci�on externa o rotaci�on lateral ocurre en el plano transversal alrede-
dor del eje longitudinal. Esta rotaci�on es el movimiento en el que la super�cie
anterior se aleja de la l��nea media y la super�cie posterior del segmento se mue-
ve hacia la l��nea media. El brazo alcanza un rango de movimiento de 90◦ en
rotaci�on externa, ver Figura 2.6.
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Figura 2.5: Movimiento de abducci�on y aducci�on considerado como 1 GDL. Imagen
tomada del libro "Biomechanical basis of human movement"[1].

Figura 2.6: Movimiento de rotaci�on externa e interna considerado como 1 GDL.
Imagen tomada del libro "Biomechanical basis of human movement"[1].

Cada vez que se requiere que el brazo realice los movimientos de abducci�on o
�exi�on, se tiene lugar a los movimientos escapulares y claviculares. La esc�apula debe
girar en direcci�on hacia arriba para permitir el movimiento de �exi�on y abducci�on
completas en la articulaci�on del hombro. La clav��cula debe elevarse y girar en di-
recci�on hacia arriba para permitir el movimiento escapular. En los primeros 30◦ de
abducci�on o los primeros 45◦ a 60◦ de �exi�on, la esc�apula se acerca o se aleja de la co-
lumna vertebral para buscar una posici�on de estabilidad en el t�orax. Una vez obtenida
la estabilidad, la esc�apula se mueve lateral, anterior y superior en los movimientos
descritos como rotaci�on hacia arriba o abducci�on. La clav��cula gira posteriormente, se
eleva y se propaga a medida que el brazo realiza el movimiento de �exi�on o abducci�on
[1].

En las primeras etapas de abducci�on o �exi�on los movimientos se llevan a cabo
principalmente en la articulaci�on glenohumeral.

Una vez pasando los 30◦ de abducci�on o de 45◦ a 60◦ de �exi�on, la relaci�on en-
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tre los movimientos glenohumeral-escapular es de 5:4. Entonces, para el rango total
de movimiento a través de 180◦ de abducci�on o �exi�on, la relaci�on de movimiento
glenohumeral a escapular es 2:1; as��, el rango de movimiento de 180◦ se produce me-
diante 120◦ de movimiento glenohumeral y 60◦ de movimiento escapular (Figura 2.7).
La relaci�on de trabajo entre la esc�apula y el humero se conoce como ritmo escapu-
lohumeral [1], para la generaci�on de estos movimientos est�an involucrados los huesos
y los m�usculos.

Figura 2.7: Relaci�on de movimiento glenohumeral a escapular. Imagen tomada del
libro "Biomechanical basis of human movement"[1].

2.1.5. M�usculos que ocasionan el movimiento del hombro

Los m�usculos son los principales contribuyentes para generar el movimiento hu-
mano y realizan una variedad de funciones diferentes para mantener una posici�on,
para bajar o subir una parte del cuerpo, para ralentizar alg�un segmento que se mue-
ve r�apidamente y para generar una gran velocidad en el cuerpo o en un objeto que
se impulsa en el aire. Un m�usculo solamente tiene la capacidad de tirar y crear un
movimiento porque cruza una articulaci�on [1]. La gran parte de los m�usculos que pro-
vocan el movimiento del h�umero, ocasionando el movimiento del hombro, se originan
en los huesos de la cintura escapular, ver Figuras 2.8 y 2.9. En la Tabla 2.1 se enlistan
los m�usculos que provocan que el h�umero se mueva y las funciones que realizan al
mover el hombro que son �exi�on-extensi�on, abducci�on-aducci�on y rotaci�on, para la
generaci�on de estos movimientos se involucra la activaci�on neuromuscular.
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Figura 2.8: Miembro superior: m�usculos super�ciales (vista posterior). Imagen to-
mada del libro "Fundamentos de anatom��a y �siolog��a."[2].

Figura 2.9: Miembro superior: m�usculos super�ciales (vista anterior). Imagen to-
mada del libro "Fundamentos de anatom��a y �siolog��a."[2].

ITNL Departamento de Estudios de Posgrado e Investigaci�on



20 Cap��tulo 2

Tabla 2.1: M�usculos que provocan el movimiento del humero [2]

M�usculos Origen Inserci�on Funci�on

Coracobraquial Esc�apula H�umero Flexiona, aduce el brazo
Pectoral mayor Clav��cula; Seis costillas

superiores y estern�on
H�umero Flexiona, aduce y rota el

brazo medialmente
Redondo mayor Esc�apula H�umero Aduce, extiende y rota el

brazo medialmente
Redondo menos Esc�apula H�umero Rota el brazo lateralmente y

aduce
Deltoides Clav��cula, esc�apula, H�umero Abduce el brazo
Supraespinoso Esc�apula H�umero Abduce el brazo
Infraespinoso Esc�apula H�umero Rota el h�umero hacia el ex-

terior
Dorsal ancho
(Lat��simo dorsal)

Seis tor�acicas inferiores;
vértebras lumbares; sa-
cro, ��leo, cuatro costillas
inferiores

H�umero Extiende, aduce, rota el bra-
zo medialmente, mueve el
hombro hacia abajo y hacia
arriba

2.1.6. Acciones musculares

Las acciones musculares son la activaci�on neuromuscular de los m�usculos que
contribuyen a los movimientos o permiten estabilizar el sistema m�usculo-esquelético.
Los m�usculos tienen tres acciones principales que son el resultado de los componentes
activos y pasivos de la tensi�on muscular. Dichas acciones son isométrica, concéntrica
y excéntrica. Sin embargo, estas acciones musculares no se utilizan de forma aislada,
sino combinada, se basan en el equilibrio de las fuerzas y momentos de torsi�on que
se presentan en el instante del movimiento [28, 1].

La acci�on muscular isométrica se genera cuando el m�usculo se somete a un
momento de torsi�on externo que es exactamente igual al momento de torsi�on
generado por el m�usculo, es decir, cuando la tensi�on muscular que se gener�o al
realizar un movimiento no crea ning�un cambio en la posici�on de la articulaci�on.

La acci�on muscular concéntrica provoca un cambio de posici�on cuando el m�usculo
se somete a un momento de torsi�on externo menor que al momento de torsi�on
generado por el m�usculo, ocasionando un acortamiento muscular.

La acci�on muscular excéntrica ocasiona un cambio de posici�on debido a que se
genera cuando el m�usculo se somete a un momento de torsi�on externo mayor
que al momento de torsi�on generado por el m�usculo, ocasionando que el m�usculo
se alargue.
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Figura 2.10: Acci�on muscular isométrica: el momento de torsi�on en la abducci�on
(MA) es exactamente igual al momento de torsi�on externo (ME).

Figura 2.11: Acci�on muscular concéntrica: el momento de torsi�on en la abducci�on
(MA) es mayor al momento de torsi�on externo (ME).

Figura 2.12: Acci�on muscular excéntrica: el momento de torsi�on en la aducci�on
(MA) es menor al momento de torsi�on externo (ME).

Estas tres acciones musculares se utilizan de manera combinada, sin embargo, son
muy diferentes en términos de producci�on de fuerza. En la �gura 2.15 se presentan
los torques de manera hipotética para cada una de las acciones musculares, en donde
la acci�on muscular que genera mayor cantidad de torques en un rango de movimiento
dado es la excéntrica, mientras que la acci�on muscular concéntrica es la que genera
un menor torque [1].

Habitualmente, las acciones musculares isométricas se utilizan para estabilizar al-
guna parte del cuerpo, mientras que las acciones musculares concéntricas y excéntricas
se utilizan secuencialmente para maximizar el rendimiento muscular. Estas acciones
musculares se consideran en programas de ejercicio para personas no acondicionadas
o programas de rehabilitaci�on y se comienza con ejercicios excéntricos y luego con-
duce a ejercicios isométricos, seguidos de ejercicios concéntricos que puedan resultar
bene�cioso en el aumento de la fuerza o en la rehabilitaci�on de una extremidad del
cuerpo [1].
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Figura 2.13: Comparaci�on de acciones musculares isométricas, concéntricas y ex-
céntricas.

En el �area de la rehabilitaci�on, el monitoreo constante sobre la fuerza que gana
el paciente es fundamental, siendo la electromiograf��a una herramienta muy �util para
la medici�on de fuerza en el m�usculo.

2.1.7. Electromiograf��a

La electromiograf��a (EMG) se emplea para medir la actividad eléctrica en los
m�usculos, proporcionando informaci�on sobre el control de los movimientos volun-
tarios y re�exivos. Las señales de control del m�usculo esquelético se conocen como
potenciales de acci�on y son impulsos eléctricos que se generan en el cerebro. Estas
señales se propagan por medio de los sistemas nerviosos central y periférico y se
transmiten por los axones de las neuronas motoras donde llegan a una sinapsis espe-
cializada denominada uni�on neuromuscular, donde los potenciales de acci�on cruzan el
l��mite de la neurona motora muscular a la �bra muscular y estimulan la contracci�on,
ver Figura 2.14 [30].

Figura 2.14: La uni�on neuromuscular.

Las señales electromiogra�cas se obtienen mediante la utilizaci�on de electrodos
�jos o de super�cie. Los electrodos �jos son de tipo invasivo debido a que pueden ser
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una aguja o un alambre �no para colocarse directamente en los m�usculos pequeños o
profundos. Los electrodos de super�cie son de tipo no invasivo coloc�andose sobre los
m�usculos super�ciales, tomando en cuenta que, para obtener una buena señal eléctri-
ca en este tipo de electrodos, la piel en donde se coloquen debe estar completamente
rasurada y desinfectada, generalmente con alcohol de curaci�on. En este tipo de elec-
trodos se colocan en una disposici�on bipolar o monopolar. En el modo monopolar se
coloca un electrodo directamente sobre el m�usculo y el segundo electrodo se coloca
sobre un sitio eléctricamente neutro, mientras que en los electrodos bipolares se co-
locan dos electrodos sobre el m�usculo a una distancia aproximada de entre 1.5 a 2.5
cm, y el tercer electrodo pasa sobre un sitio eléctricamente neutro [1].

Las aplicaciones de la electromiograf��a son:

Relaci�on fuerza muscular-electromiograf��a: En la acci�on muscular isométrica, la
relaci�on entre la fuerza muscular y la actividad EMG es relativamente lineal.
Sin embargo, para las acciones musculares concéntricas y excéntricas, la relaci�on
entre la fuerza muscular y la actividad EMG son controvertidas [1].

Fatiga muscular: Cuando una unidad motora se fatiga, el contenido de frecuencia
y la amplitud de la señal EMG cambian. Entonces la señal en el dominio de
la frecuencia se desplaza hacia el extremo inferior de la escala de frecuencia y
la amplitud aumenta. Los cambios en el dominio de la frecuencia se pueden
recuperar después de un descanso [1].

An�alisis cl��nico de la marcha: Los an�alisis de marcha regularmente implican
señales electromiograf��as para lograr determinar el grupo de m�usculos que se
utilizan en una fase particular del ciclo de marcha. Usualmente, esta señal EMG
sin procesar o recti�cada se usa para determinar cu�ando los m�usculos est�an
activos y cu�ando est�an inactivos [1].

Control basado en señales EMG por medio de una interfaz neuromuscular: Una
manera de aprovechar los bene�cios de la señal EMG es mediante una interfaz
neuromuscular con la funci�on de obtener y procesar las señales electromiogra�-
cas en un par de torsi�on articular previsto o en la posici�on de la articulaci�on o
extremidad de interés. Las entradas a la interfaz son las señales EMG de la ar-
ticulaci�on y la salida es el par de torsi�on o la posici�on de la extremidad asociada
intencionado por el usuario, que luego puede ser utilizado por un controlador
para operar un exoesqueleto, pr�otesis o dispositivo de movilidad [30].

Las señales EMG se han utilizado en ergonom��a, para investigar los efectos de
la postura sentada, el movimiento de los brazos y las manos sobre la actividad de
los m�usculos del cuello y los hombros de los trabajadores de l��neas de montaje de
productos electr�onicos [1].

La ergonom��a juega un papel muy importante para la salud y bienestar de las
personas con el �n de reducir accidentes.
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2.2. Ergonom��a

La ergonom��a es una ciencia multidisciplinaria conformada por los factores hu-
manos (antropometr��a y biomec�anica), productividad y el entorno con los factores
f��sicos, ambientales. Teniendo como prop�osito buscar la adaptaci�on de los objetos y
el entorno a las personas de manera que, la combinaci�on resultante sea de manera
segura, confortable y capaz de optimizar la e�ciencia de la acci�on humana [31, 32].

Algunos de los objetivos de la ergonom��a son los siguientes [32]:

Controlar el entorno del puesto de trabajo.

Detectar los riesgos de fatiga f��sica y mental.

Salud y Seguridad.

Productividad y e�cacia.

Fiabilidad y calidad.

Satisfacci�on en el trabajo y desarrollo personal.

Para un uso apropiado de la ergonom��a en el diseño se deben tomar en cuenta
factores como el �area de trabajo, materiales y las medidas antropométricas de la
poblaci�on.

2.2.1. Antropometr��a

La antropometr��a se encarga de estudiar las proporciones y dimensiones f��sicas del
cuerpo humano, la variabilidad antropométrica de un grupo de personas es una cons-
tante en las diferentes fases de desarrollo de las personas, determinados factores como;
la herencia genética, el sexo, la edad, las condiciones socioecon�omicas, la ocupaci�on y
las generaciones, se representa por medio de la curva estad��stica de distribuci�on nor-
mal o por medio de tabulaciones de los datos obtenidos, que nos permite identi�car
los datos de las personas con menores dimensiones (percentil 5) y los valores de las
personas con mayores dimensiones (percentil 95) [31, 33].

Para realizar las mediciones de las dimensiones y proporciones f��sicas se em-
plean instrumentos como: antrop�ometro, goni�ometro, calibrador de piel plegada, or-
bit�ometro, carta de colores para ojos, b�ascula, escalas métricas, calibrador de desli-
zamiento, cinta métrica, tabla osteométrica, compas, entre otros instrumentos [31].

Las dimensiones del cuerpo humano necesarias para el diseño del puesto de trabajo
son [32]:

Las dimensiones estructurales o est�aticas: son las dimensiones obtenidas en per-
sonas est�aticas en posiciones �jas y normalizadas, por ejemplo: sentados o de
pie, que sirven para establecer las separaciones entre el cuerpo y lo que lo rodea.
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Las dimensiones funcionales o din�amicas: son las dimensiones obtenidas a partir
del movimiento asociado alguna actividad.

Para la adecuaci�on antropométrica se consideran las dimensiones cr��ticas del es-
pacio de trabajo, las cuales se adaptan al 90% de la poblaci�on [31, 33].

2.2.2. Espacio del trabajo

La forma adecuada de intentar solucionar un problema es diseñar para un extremo
u otro de la poblaci�on (percentil 95 o 100) m�as una tolerancia para asegurar en los
casos extremos, sin embargo, es recomendable hacer ajustable el espacio de trabajo,
debido a que las longitudes de las personas var��an, también las situaciones de trabajo
y las tareas. Para evaluar los espacios de trabajo se tiene que de�nir los movimientos
involucrados con las tareas a realizar, as�� como obtener las dimensiones para lograr
el alcanzar objetivo [33].

Los principios a considerar al momento de diseñar o evaluar el espacio de trabajo
son [33]:

Altura de la cabeza: se considera la altura de las personas m�as altas.

Altura de hombros: Se colocan los controles entre la altura de la cintura y los
hombros.

Altura de codo: Se ajusta la super�cie de trabajo normal seguidamente debajo
de la altura del codo, pero para un trabajo preciso, se levanta la super�cie arriba
de la altura del codo y se proporciona descanso para los antebrazos.

Alcances de brazo: se consideran a las personas bajas de estatura al momento
de sacar o alcanzar alg�un objeto colocado en la parte superior y se consideran a
las personas altas al momento de alcanzar objetos colocados en la parte inferior.

Altura del nudillo: se mantienen las actividades de levantamiento entre la altura
de los nudillos y los hombros.

Longitud de pierna: se consideran a las personas con piernas largas para pro-
porcionar holgura y para las personas de piernas cortas se proporciona ajuste
de la altura del asiento o apoya pies.

Tamaño de la mano: se consideran a las personas de manos pequeñas para el
diseño de mangos o asideras y a las personas de manos grandes para aberturas
y accesos.

Masa corporal: se considera a los m�as grandes.

Al momento de realizar un diseño, adem�as de los principios, se deben tomar en
cuenta las medidas antropométricas de la poblaci�on seleccionada, ya que estas medi-
das var��an seg�un la regi�on del mundo (algunas se representan en la Figura 2.15).
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2.2.3. Dimensiones antropométricas de poblaci�on mexicana

La poblaci�on mexicana tiene dimensiones que di�eren a las europeas o estadouni-
denses, por ello, estudios recientes como el realizado por la Universidad de Guadala-
jara, donde se obtuvieron datos de 8,228 sujetos en un rango de edad de 2 a 85 años,
permiten tener medidas que pueden ser usadas para el diseño de dispositivos como los
exoesqueletos. En este estudio se seleccionaron 50 dimensiones que se consideran co-
mo b�asicas de acuerdo al criterio de los autores de la investigaci�on y para la de�nici�on
de las dimensiones y el método para medir se bas�o en la �Técnica Antropométrica
estandarizada� (Hertzberg H. T. E., 1968) [33]. En las Tablas 2.2 y 2.3 se presentan
las medidas necesarias del miembro superior, de mujeres y hombres, respectivamente,
para el diseño del exoesqueleto.

Figura 2.15: Representaci�on de las dimensiones obtenidas para el diseño del exoes-
queleto.

Para el diseño del exoesqueleto se consideraron los par�ametros inerciales y los
datos estad��sticos de extremo a extremos, es decir, de las personas de menores dimen-
siones (percentil 5) y de las personas con mayores dimensiones (percentil 95) que se
encuentran en un rango de edad de 18 a 90 años, para que el exoesqueleto se logre
ajustar a las longitudes del brazo de cada paciente. Debido a que las dimensiones del
cuerpo son numerosas.
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Tabla 2.2: Medidas antropométricas de la poblaci�on femenina.

Dimensiones (cm) Extremos
N�um. Percentiles 5% 95%

1 Peso (kg) 44.1 88
2 Estatura (m) 1.398 1.658
3 Altura hombro 113.8 138
4 Altura codo �exionado 84.9 104.4
5 Altura muñeca 67.7 84
6 Altura nudillo 59.6 76.9
7 Per��metro brazo 22.6 35.2
8 Anchura m�ax. cuerpo 42.8 57.8
9 Di�ametro m�ax. bideltoideo 37.2 52.1
10 Altura popl��tea 32.5 40.6
11 Altura hombro sentado 46.5 59.1
12 Longitud de la mano 15.7 18.5
13 Longitud palma mano 8.9 10
14 Anchura palma mano 7.1 8.2
15 Espesor mano 2.3 3.5
16 Di�ametro empuñadura 3.6 5

Tabla 2.3: Medidas antropométricas de la poblaci�on Masculina.

Dimensiones (cm) Extremos
N�um. Percentiles 5% 95%

1 Peso (kg) 46.2 97.3
2 Estatura (m) 1.519 1.78
3 Altura hombro 123.8 147.7
4 Altura codo �exionado 92.3 104.6
5 Altura muñeca 73.9 91.9
6 Altura nudillo 65.2 80
7 Per��metro brazo 22.3 32.4
8 Anchura m�ax. cuerpo 43.9 59.6
9 Di�ametro m�ax. bideltoideo 40.6 54.4
10 Altura popl��tea 37.2 45.3
11 Altura hombro sentado 50.7 63.8
12 Longitud de la mano 16.5 18.5
13 Longitud palma mano 9.5 10.5
14 Anchura palma mano 7.9 8.2
15 Espesor mano 2.4 3.5
16 Di�ametro empuñadura 3.8 5
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2.2.4. Par�ametros inerciales

Los par�ametros inerciales son el conjunto de los pesos segmentados como propor-
ci�on del peso corporal total y la localizaci�on del centro de masa. Para la obtenci�on de
estos par�ametros se han citado trabajos como de Braune y Fischer (1889), Dempster
(1955) y Clauser y col. (1969). En las Tablas 2.4 y 2.5 se muestran las comparaciones
generales de los valores obtenidos por los distintos investigados [34].

Los datos obtenidos por Braune y Fischer se basaron en las mediciones de 3
cad�averes, las estaturas fueron de 1.69 m., 1.68 m. y 1.67 m., los pesos fueron 75.11 kg,
55.70 kg y 60.73 kg., respectivamente. Mientras que los datos obtenidos por Dempster
se basaron en las mediciones de 8 cad�averes masculinos para ser desmembrados. Los
cad�averes comprend��an un rango de edad de entre los 52 y 83 años, con una estatura
de 1.553 m. a 1.866 m. y con un peso ente los 49.55 kg. a 72.34 kg.[34].

Para el caso de Clauser, McConville y Young, su prop�osito fue transferir los hallaz-
gos de las interrelaciones en cad�averes a personas vivas. Se basaron en las mediciones
de 13 cad�averes masculinos cada uno en 14 segmentos y determinaron el peso, volu-
men y centro de masa de cada segmento y obtuvieron su�ciente dato de los cad�averes
para describir la longitud, circunferencia y amplitud o profundidad de cada segmento.
Las relaciones entre el tamaño del segmento y su peso, volumen y la ubicaci�on de su
centro de masa formaron la base para estimar los par�ametros de las poblaciones vivas
[34].

Tabla 2.4: Porcentajes de segmentos corporales determinados por distintos investi-
gadores.

Segmento Braune y Fischer
(1889)

Dempster
(1955)

Dempster
(1955)1

Clauser y
Col. (1969)

Muestras 3 8 8 13
Cabeza 7 7.9 8.1 7.3
Tronco 46.1 48.6 49.7 50.7
Brazo 3.3 2.7 2.8 2.6
Antebrazo 2.1 1.6 1.6 1.6
Mano 0.8 0.6 0.6 0.7
Miembro superior 6.2 4.9 5 4.9
Antebrazo y mano 2.9 2.2 2.2 2.3
Muslo 10.7 9.7 9.9 10.3
Pierna 4.8 4.5 4.6 4.3
Pie 1.7 1.4 1.4 1.5
Miembro Inferior 17.2 15.7 16.1 16.1
Pierna y pie 6.5 6 6.1 5.8
Suma 100 100 100 100

1Valores ajustados
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Tabla 2.5: Porcentajes de centros de gravedad propuestos por distintos investiga-
dores.

Segmento Braune y Fischer
(1889)

Demster
(1955)

Clauser y Col.
(1969)

Todo el cuerpo - - 41.2
cabeza - 43.3 46.6
Tronco - - 38
Brazo 47 43.6 51.3
Antebrazo 42.1 43 39
Mano - 49.4 48
Miembro superior - - 41.3
Antebrazo y mano 47.2 67.7 62.6
Muslo 44 43.3 37.2
pierna 42 43.3 37.1
pie 44.4 42.9 44.9
Miembro inferior - 43.3 38.2
Pierna y pie 52.4 43.7 47.5

2.3. Rehabilitaci�on

La rehabilitaci�on motora se clasi�ca en dos tipos, la activa y la pasiva. En la reha-
bilitaci�on activa, la persona afectada es la encargada de mover cada extremidad bajo
la asesor��a de un �sioterapeuta, mientras que en el caso de la pasiva, el �sioterapeuta
es el encargado de mover las extremidades del paciente hasta que este pueda recupe-
rar la movilidad de las extremidades [20].

Las enfermedades cerebrovasculares (EVC) son unas de las principales causas de
muerte o discapacidad cognitiva y/o motora. Las personas que sobreviven a esta enfer-
medad presentan discapacidad que se de�ne de acuerdo a la clasi�caci�on internacional
del funcionamiento, de la discapacidad y de la salud como un término genérico [35].
Las personas que fueron afectadas por esta enfermedad presentan secuelas que pro-
vocan de�ciencia motora y sensoria, derivando a una hemiplej��a de gravedad media,
siendo frecuente que los pacientes presenten espasticidad que es un trastorno motor
que ocasiona que los m�usculos se contraigan causando rigidez y acortamiento lo cual
impide realizar actividades funcionales. En los problemas que presentan las perso-
nas con secuelas de EVC se encuentran la hemiparesia, disfagia, la ataxia cerebelosa,
disartria, par�alisis facial y el daño cognitivo, [35]

De acuerdo a la organizaci�on mundial de la salud (OMS), se establece que la
rehabilitaci�on es una parte esencial de la cobertura sanitaria universal. Adem�as, es
un componente fundamental para conseguir el objetivo de promover y garantizar
una vida sana para todas las personas. Debido a que la rehabilitaci�on consiste en un
proceso que permite a las personas con alguna discapacidad alcanzar y mantener un
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nivel �optimo de desempeño f��sico, intelectual, sensorial, psicol�ogico y social [36].
La rehabilitaci�on consta de tres fases, comienza por la fase aguda, seguida de la

fase subaguda que es el tiempo m�aximo de recuperaci�on y puede llegar a una fase
tard��a o estabilizaci�on que tiene el objetivo de reincorporar al paciente en su vida
cotidiana [37].

2.3.1. Fase aguda

Esta fase se desarrolla en centros especializados en patolog��as cerebrovasculares
agudas, bajo supervisi�on de neur�ologos. Los dos principales objetivos en esta fase son:

Diagn�ostico, prevenci�on y tratamiento prematuro de complicaciones provocadas
por la enfermedad (EVC) o por consecuencia del s��ndrome de inmovilizaci�on.

Realizar un pron�ostico funcional para identi�car los factores sociales, biomé-
dicos y psicol�ogicos previos y después de sufrir la EVC que pudiera afectar la
recuperaci�on del paciente.

Los principios con los que se rigen los objetivos mencionados para el kinesi�ologo se
basan en un adecuado posicionamiento del paciente en la cama, con el uso de �ortesis
que faciliten la alineaci�on de los segmentos corporales, en la movilizaci�on prematura
de manera pasiva o activa seg�un el grado de compromiso motor y en la kinesiterapia
respiratoria. Mientras que los principios para el equipo multidisciplinario se basan en
los cuidados b�asicos de la piel, la evaluaci�on de la degluci�on para de�nir v��a segura
de alimentos y tener una adecuada administraci�on de f�armacos.

2.3.2. Fase subaguda

Cuando un paciente sobrevive a la fase aguda se encuentra neurol�ogicamente
estable, en algunos casos el 10% de los pacientes quedan con secuelas leves, evitando
que necesiten una rehabilitaci�on. Por el contrario, otro 10% de los pacientes quedan
con grandes secuelas, por lo que se aplica una rehabilitaci�on funcional para prevenir
complicaciones. El restante, es decir, el 80% tiene una pérdida neurol�ogica, por lo
que necesitan una rehabilitaci�on activa.

Para ingresar a una rehabilitaci�on funcional activa se deben tomar en cuenta
ciertas condiciones como una condici�on neurol�ogica estable con dé�cits signi�cativos
en al menos algunas �areas (movimiento, cuidado personal, comunicaci�on, control de
esf��nteres, degluci�on), capacidad de seguir instrucciones y soportar terapia f��sica.

Cuando el paciente ingresa a esta fase del tratamiento tiene como objetivo recu-
perar la mayor parte de las capacidades perdidas de manera funcional. Para esto se
trabajan partes espec���cas en la rehabilitaci�on como mejorar la movilidad de la ex-
tremidad superior, manejo de disfagia, intervenci�on en �areas cognitivas y perceptivas,
manejo de trastornos emocionales y comunicacionales [37].

Para los pacientes que tienen secuelas del ACV se han aplicado terapias de induc-
ci�on-constricci�on, programas de estiramientos en la musculatura esp�astica, programas
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de fortalecimiento muscular en miembros de manera isométrica, concéntrica o excén-
trica [38]. Adem�as de lo ya antes mencionado, existen métodos de rehabilitaci�on f��sica
[39]:

Técnica de Bobath o del Neurodesarrollo: tienen como objetivo aumentar la
fuerza muscular combinando la inhibici�on motora patol�ogica (re�ejos iniciales
y esp�asticos) con técnicas que facilitan el enderezamiento o la elevaci�on de la
respuesta. El paciente adquiere un sentido cinético normal de los movimientos
b�asicos y se vuelve espont�aneo debido a su repetici�on.

Método de Kabat o de Facilitaci�on Neuromuscular Propioceptiva: intenta
inducir o mantener el movimiento voluntario a través de est��mulos simult�aneos y
sincronizados. Se basa en la aplicaci�on de patrones de movimiento de facilitaci�on
espinal y radial (utiliza agonistas para bene�ciar a los m�usculos m�as débiles)
junto con otras técnicas de facilitaci�on (m�axima resistencia, re�ejo al estirar,
�exi�on, etc.)

Método de Perfetti o Ejercicio Terapéutico Cognoscitivo: se basa en las habi-
lidades neuromotoras y en las habilidades motoras (enfatiza la importancia de
programar el movimiento con est��mulos t�actiles y motores, independientemente
de la vista), el punto de partida de la rehabilitaci�on motora debe ser ante todo
restaurar la sensibilidad y de especial importancia para la mano.

Método de Brunnström: este aprovecha el movimiento sinérgico utilizando
los est��mulos entrantes para provocar re�ejos para inducir el movimiento y luego
ejerce un control voluntario sobre él. En las primeras etapas utilizar�a la sinergia
por s�� solo, en las etapas posteriores ser�a m�as similar a los métodos descritos
anteriormente.

Método de Vojta: facilita los re�ejos de tracci�on para diferentes partes del
cuerpo como una respuesta positiva a los est��mulos sensoriales de presi�on, tacto,
tensi�on y acci�on muscular contra la resistencia a la fuerza. A menudo se usa en
niños.

Actualmente, se est�a optando por el uso de tecnolog��as en la rehabilitaci�on, tales
como el uso de interfaces cerebro-m�aquina o exoesqueletos, debido a que estas han
demostrado la e�cacia en la rehabilitaci�on f��sica [40]:

Interfaces, cerebro-m�aquinas: se utiliza principalmente en personas parali-
zadas, que utilizan la actividad cerebral para controlar dispositivos externos que
ayudan a mover las extremidades superiores, lo que permite que las personas
interact�uen con el entorno.

Exoesqueletos: es una estructura mayormente mec�anica que se coloca sobre
las extremidades del cuerpo humanos en�lados al incremento de la fuerza, ve-
locidad y rendimiento, demostrando e�cacia probada en relaci�on con el uso en
las extremidades superiores.
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2.3.3. Fase tard��a o de estabilizaci�on

En esta �ultima fase el equipo de rehabilitaci�on realiza un diagn�ostico del entorno
social y familiar del paciente con la �nalidad de potenciarla y activarla. Esta red debe
ser identi�cada desde etapas tempranas, permitiendo de�nir el destino post-alta del
paciente para que se logre reincorporarse al ambiente laboral. En esta etapa se busca
cumplir 3 objetivos:

1. Reincorporaci�on al medio social, familiar y eventualmente al medio laboral.

2. Mantener los logros funcionales que se obtuvieron en la fase anterior.

3. Evitar la recurrencia de la EVC.

En esta �ultima fase se da por terminada la rehabilitaci�on del paciente, pero si el pa-
ciente persiste con discapacidad debe ser evaluado peri�odicamente por el rehabilitador
y en caso de presentarse complicaciones puede justi�car el reingreso a tratamiento de
rehabilitaci�on multidisciplinario de un paciente con EVC en etapa cr�onica, as�� como
el retroceso de las funcionalidades alcanzadas.
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Modelo matem�atico

Para conocer los elementos mecanicos controlados automaticamente se requiere la
posici�on, orientaci�on, velocidad y pares de salida, se requiere contar con un modelo
matem�atico, el cual incluye el modelo cinem�atico y el din�amico. En este cap��tulo se
presenta la teor��a que involucra el modelado matem�atico para un robot articular.

3.1. Modelado cinem�atico

El modelo cinem�atico permite conocer el vector, pose, posici�on y orientaci�on, as��
como la velocidad del robot. Para empezar se de�nen algunos conceptos previos al mo-
delo cinem�atico como lo son la cinem�atica, posteriormente la de�nici�on de eslabones
y articulaciones y los �angulos de Euler.

3.1.1. Cinem�atica

La cinem�atica se de�ne como la rama de la mec�anica que se ocupa de la descripci�on
del movimiento de los cuerpos como la posici�on, la velocidad y la aceleraci�on, sin
embargo, ésta no considera las fuerzas que se requieren para realizar el movimiento.
Al momento de hacer referencia a mecanismos de articulaci�on de m�ultiples cuerpos,
como en el caso de los robots, y m�as espec���camente a los exoesqueletos, la cinem�atica
se re�ere al an�alisis de los movimientos de cada eslab�on del exoesqueleto en relaci�on
con un marco de referencia y en relaci�on con [16, 41] una descripci�on anal��tica del
movimiento en funci�on del tiempo y la relaci�on no lineal entre la posici�on y orientaci�on
del efector �nal del robot y la con�guraci�on del robot.

La cinem�atica de robots est�a relacionada con el establecimiento de varios sistemas
de coordenadas para representar la posici�on y orientaci�on de los eslabones. En el
an�alisis de posici�on se emplea la cinem�atica directa y la inversa, ver Figura 3.1. En la
cinem�atica directa se conoce la posici�on de las articulaciones y se requiere conocer
la posici�on y orientaci�on del efector �nal. En la cinem�atica inversa se conoce la
posici�on de la �ultima articulaci�on del robot (efector �nal) y se requiere conocer los
�angulos de cada una de las articulaciones del robot. La cinem�atica diferencial
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se emplea para obtener la velocidad y la aceleraci�on entre sistemas de coordenadas
[42, 43].

Figura 3.1: Cinem�atica directa e inversa.

3.1.2. Eslabones y articulaciones

Los robots manipuladores est�an compuestos por eslabones, los cuales son cuerpos
r��gidos individuales que se conectan entre ellos mediante articulaciones. Cuando se
conecta se producen restricciones f��sicas para el movimiento relativo entre cada es-
lab�on, esto a su vez forman una cadena cinem�atica. Las articulaciones m�as comunes
son prism�atica, rotacional, cil��ndrica, esférica y planar [42, 43].

Articulaci�on prism�atica (P): permite un movimiento relativo lineal entre
dos eslabones.

Figura 3.2: Articulaci�on prism�atica (P).

Articulaci�on rotacional o revoluta (R): permite la rotaci�on relativa entre
dos eslabones.

Articulaci�on cil��ndrica (C): permite el traslado y la rotaci�on de manera
independiente alrededor del eje de la articulaci�on.

Articulaci�on esférica (S): permite que uno de sus eslabones gire libremente
en todas las direcciones sobre el centro de una esfera, pero no permite realizar
un traslado relativo.

Articulaci�on planar (L): permite realizar dos desplazamientos a lo largo de
dos ejes independientes y una rotaci�on alrededor del eje perpendicular al plano.
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(a)
(R)

(b)
(C)

(c)
(S)

(d)
(L)

Figura 3.3: Articulaciones: a) revoluta, b) planar, c) cil��ndrica y d) planar.

Las articulaciones m�as comunes en los robots manipulables y exoesqueletos suelen
ser revolutas o prism�aticas.

3.1.3. �Angulos de Euler y transformaci�on homogénea

La orientaci�on del robot se puede determinar por medio de matrices de transfor-
maci�on homogénea, cuaterniones o �angulos de Euler. En este caso, un método com�un
para especi�car una matriz de rotaci�on R en términos de tres cantidades independien-
tes es usar los llamados �angulos de Euler. En la Figura 3.4 se muestran los �angulos de
Euler, son rotaciones que se conocen como balanceo (Roll ϕ) que indica una rotaci�on
de un �angulo ϕ sobre el eje z, cabeceo (Pitch θ) representa una rotaci�on de un �angulo
θ ∈ [0, π] sobre el eje x y guiñada (Yaw ψ) es una rotaci�on de un �angulo ψ sobre el
nuevo eje z [42, 16].

Figura 3.4: �Angulos de Euler.

En la Figura 3.5 (a) se observa el marco de referencia oaxayaza que representa
el marco de coordenadas después de la rotaci�on por ϕ, en (b) se observa el marco
obxbybz que representa el nuevo marco de coordenadas después de la rotaci�on por θ, y
(c) se muestra el marco, o1x1y1z1 este representa el marco �nal, después de la rotaci�on
por ψ. De esta manera, la ubicaci�on del eje de cada rotaci�on sucesiva depende de las
rotaciones anteriores, por lo que el orden de las rotaciones debe acompañar a los tres
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�angulos para de�nir la orientaci�on [42].

Figura 3.5: Representaci�on de la orientaci�on de los �angulos de Euler.

En rob�otica, es com�un describir la posici�on y orientaci�on de forma compacta ba-
sada en la traslaci�on y rotaci�on del marco de coordenadas. Una matriz de rotaci�on,
R, es una matriz de transformaci�on que cuando se multiplica por un vector tiene el
efecto de cambiar la direcci�on del vector, pero no su magnitud. Una rotaci�on es una
transformaci�on ortonormal, la rotaci�on opuesta es representada por la transpuesta de
la matriz original, R−1 = RT . Las matrices de rotaci�on se pueden multiplicar para
representar el efecto de una serie de rotaciones combinadas. La expresi�on general para
una matriz de rotaci�on es la siguiente [16]:

R =

nx sx ax
ny sy ay
nz sz az

 =
[
n s a

]
(3.1)

En donde, n, o y a son los vectores unitarios del sistema rotado en el marco de
referencia original, n = (nx, ny, nz)

T es un vector que representa la direcci�on de x1 en
el sistema o0x0y0z0, s = (sx, sy, sz)

T representa la direcci�on de y1, y a = (ax, ay, az)
T

representa la direcci�on de z1 [42].

Las coordenadas homogéneas expresan combinaciones de rotaciones y traslaciones
en una forma compacta. Estas coordenadas se utilizan para representar puntos en un
espacio de n dimensiones, d (x, y, z). Utilizando el concepto de coordenadas homo-
géneas, entonces la matriz de transformaci�on homogénea, H, describe una rotaci�on R
seguida de una traslaci�on d, se de�ne de la siguiente manera [16]:

H =


nx sx ax dx
ny sy ay dy
nz sz az dz
0 0 0 1

 =

[
n s a d
0 0 0 1

]
(3.2)

En donde, a diferencia de la ecuaci�on 3.1, el vector d = (dx, dy, dz)
T representa el

vector desde el origen o0 hasta el origen o1 expresado en el marco o0x0y0z0, 0 denota
el vector �la (0,0,0). La transformaci�on homogénea m�as general toma la siguiente
forma:
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H =

[
R3X3 d3x1
0 1

]
=

[
Matriz de rotaci�on V ector de orientaci�on

Perspectiva Escalar

]
(3.3)

3.1.4. Cinem�atica directa

El objetivo de la cinem�atica directa es encontrar la orientaci�on y posici�on del
efector �nal con respecto a la base establecida y esto para una cadena cinem�atica
abierta se obtiene encontrando una matriz de transformaci�on homogénea de dimensi�on
4x4 que relacione el desplazamiento espacial del marco de referencia del efecto �nal
con el marco de referencia base. Para encontrar la soluci�on a la cinem�atica directa
de un robot suele usarse la metodolog��a de Denavit-Hartenberg (D-H) que establece
un algoritmo para establecer de forma sistem�atica un sistema de coordenadas para
cada elemento de una cadena articulada. En esta convenci�on, cada transformaci�on
homogénea Ai se representa como un producto de cuatro transformaciones, tal y
como se muestra a continuaci�on [42, 16]:

Ai = Rotz,θiTransz,diTransx,aiRotx,αi

=


cθi −sθi 0 0
sθi cθi 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 di
0 0 0 1



1 0 0 a1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



1 0 0 0
0 cαi −sαi 0
0 sαi cαi 0
0 0 0 1



=


cθi −sθicαi sθisαi aicθi
sθi cθicαi −cθisαi aisθi
0 sαi cαi di
0 0 0 1

 (3.4)

Donde los 4 par�ametros del eslab�on i se conocen com�unmente como par�ametros
de D-H y se de�nen como [42]:

− ai = distancia a lo largo de xi desde oi hasta la intersecci�on de los ejes xi y xi−1.

Figura 3.6: Par�ametro ai.
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− di= distancia a lo largo de zi1 desde oi1 hasta la intersecci�on de los ejes xi y zi1.

Figura 3.7: Par�ametro di.

− θi= �angulo de la articulaci�on del eje xi1 al eje xi respecto del eje zi1.

Figura 3.8: Par�ametro θi.

− αi= �angulo de separaci�on del eje zi−1 al eje zi respecto del eje xi.

Figura 3.9: Par�ametro αi.

En la Figura 3.10 se ejempli�can los 4 par�ametros del eslab�on i.
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Figura 3.10: Par�ametros de Denavit-Hartenber.

La matriz Ai no es constante, sino que var��a a medida que cambia la con�guraci�on
del robot. Es decir, Ai es una funci�on de una �unica variable denominada qi [42].

Ai = Ai(qi) (3.5)

Donde si qi es igual a θi la articulaci�on i es giratoria o si qi es igual a di la articu-
laci�on i es prism�atica.

Siguiendo el enfoque D-H, tanto la posici�on como la orientaci�on del efector �nal
se pueden calcular como una funci�on de la con�guraci�on del robot q. Dado que la
matriz de transformaci�on T i

i−1 representa una transformaci�on con respecto al (i−1)th
sistema de coordenadas, la matriz de transformaci�on homogénea correspondiente a la
combinaci�on de transformaciones impuestas por las uniones sucesivas puede derivarse
por medio de[42]:

H = T 0
n = A1(q1) · · ·An(qn) (3.6)

Para aplicar la metodolog��a D-H se deben cumplir los siguientes criterios:

El eje xi es perpendicular al eje zi−1

El eje xi intersecarse al eje zi−1

Una vez que se cumplen los dos criterios anteriores, se procede a seguir los si-
guientes pasos para la obtenci�on de la tabla de par�ametros [42].

1. Localizar y etiquetar los ejes de las articulaciones de z0,· · · ,zn−1.
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2. Establecer la base de las coordenadas como el conjunto del origen en el eje z0.
Los ejes x0 y y0 son seleccionados convencionalmente con la regla de la mano
derecha.

3. Localizar el origen oi donde la normal com�un es zi e zi−1 intersecarse en zi. Si
zi intersecarse ha zi−1 localizado en oi. Si zi y zi−1 son paralelos, luego localiza
oi en cualquier posici�on conveniente a lo largo dé zi.

4. Establecer xi a lo largo de la normal entre zi−1 y zi de oi , o en la direcci�on de
la normal del plano zi−1-zi , si zi y zi−1 sé intersecarse.

5. Establecer yi con la regla de la mano derecha.

6. Establecer la herramienta �nal onxnynzn asumiendo que la n-ésima articulaci�on
es rotacional. El conjunto kn = a, a lo largo de la direcci�on zn−1. Seguidamente,
establecer el origen on convencionalmente al largo de zn, preferentemente, al
centro de la herramienta que el manipulador puede llegar. El conjunto jn = s,
en la direcci�on de la herramienta, y el conjunto in = n como s × a.

7. Crear una tabla de los par�ametros ai , di , αi , θi.

8. Formar las matrices de transformaci�on homogéneaAi sustituyendo los par�ametros
anteriores.

9. Calcular la matriz de transformaci�on homogénea, la forma T 0
n = A1 · · ·An ,

dada en la posici�on y la orientaci�on expresada en la coordenada base.

3.1.5. Cinem�atica directa del brazo utilizando D-H

Basado en la metodolog��a de Denavit-Hartenberg se propuso un modelo con 9
gdl del brazo humano para hacer frente al movimiento de la esc�apula, dicho modelo
incluye la articulaci�on esternoclavicular en la cadena cinem�atica. Al diseñar un robot
o exoesqueleto de miembro superior se debe tomar en cuenta la cinem�atica humana,
teniendo en cuenta esto se asume un modelo de 7 gdl para el miembro superior [16]:

1. 3 gdl en el hombro

2. 2 gdl en el codo

3. 2 gdl en la muñeca

Lo primero que realizaron fue determinar los marcos de coordenadas seg�un la
metodolog��a de D-H para el miembro superior. Para permitir un marco base com�un
para ambos brazos, el sistema de coordenadas base x0, y0, z0 y fueron delimitadas en
el cuerpo entre los hombros. Luego, en uno de los brazos, se ubicaron tres marcos,
correspondientes a tres gdl, en el centro de la articulaci�on del hombro [16].

1. Rotaci�on interna-externa, X1, Y1, Z1;
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2. Aducci�on-abducci�on, X2, Y2, Z2;

3. Flexi�on-extensi�on, X3, Y3, Z3.

En la articulaci�on del codo hay dos marcos correspondientes a las siguientes rota-
ciones:

1. �exi�on-extensi�on, X4, Y4, Z4;

2. supinaci�on-pronaci�on, X5, Y5, Z5.

El movimiento en la muñeca es descrito por otros dos marcos:

1. aducci�on-abducci�on, X6, Y6, Z6;

2. �exi�on-extensi�on, X7, Y7, Z7.

Por �ultimo, el marco del efector �nal se ubica en la punta de los dedos X8, Y8, Z8

(Figura 3.11)

Figura 3.11: Sistemas de Coordenadas del brazo.

La rotaci�on de un marco con respecto al anterior en la cadena cinem�atica corres-
ponde a un gdl �siol�ogico, en caso del hombro existen diversos marcos de referencia
con el mismo origen. Esto equivale a considerar una cadena cinem�atica en la que algu-
nos de los eslabones tienen una longitud igual a cero. Estos se llaman enlaces virtuales;
por ejemplo, los enlaces entre X1, Y1, Z1 y X2, Y2, Z2 entre X2, Y2, Z2 y X3, Y3, Z3 hay
enlaces virtuales en el hombro [16].

Para completar la descripci�on es necesario de�nir los par�ametros D�H. Estos son
presentados en la Tabla 3.1 y dependen de los par�ametros antropométricos del cuerpo
humano.
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Tabla 3.1: Sistemas de Coordenadas del brazo.

Articulaci�on Movimiento (βi) αi ai di θi
Base 0 0 a0 d0 0
Hombro (-90) Rotaci�on externa e interna (+90) -90 0 0 β1 + 90
Hombro (-180) Abducci�on y aducci�on (+50) 90 0 0 β2 + 90
Hombro (-180) Flexi�on y extensi�on (+80) 0 l1 0 β3 + 90
Codo (-10) Flexi�on y extensi�on (+145) 90 0 0 β4 + 90
Codo (-90) Pronaci�on y Supinaci�on (+90) 90 0 l2 β5 + 90
Muñeca (-90) Flexi�on y extensi�on (+70) 90 0 0 β6 + 90
Muñeca (-15) Abducci�on y aducci�on (+40) 0 l3 0 β7 + 90

3.1.6. Cinem�atica inversa

La cinem�atica inversa para un robot de cadena cinem�atica abierta consiste en
determinar los valores de las posiciones de las articulaciones dada la posici�on y orien-
taci�on del efector �nal en relaci�on con la base y los valores de todos los par�ametros.
Para cinem�atica inversa de los sistemas, puede ser descrita con base en dos clases de
soluciones: las soluciones numéricas y las soluciones de forma cerrada (geométrica y
algebraica). Debido a su naturaleza iterativa, las soluciones numéricas son general-
mente m�as lentas que la soluci�on de forma cerrada, por ende en este tema de tesis se
utiliza la soluci�on de forma cerrada utilizando el método algebraico [41, 44].

Los métodos algebraicos implican identi�car las ecuaciones signi�cativas que con-
tienen las variables conjuntas y manipularlas en una forma soluble. Una estrategia
com�un es la reducci�on a una ecuaci�on trascendental en una sola variable como [44]:

C1cosθi + C2sinθi + C3 = 0 (3.7)

Donde C1, C2 y C3 son constantes. La soluci�on a tal ecuaci�on es:

θ1 = 2tan−1

(
C2 ±

√
C2

2 − C2
3 + C2

1

C1 − C3

)
(3.8)

También una técnica dentro de la soluci�on algebraica es haciendo un nuevo plan-
teamiento de la ecuaci�on 3.2, es decir, para obtener el valor del primer �angulo se
pone la dependencia en q1 del lado izquierdo de la ecuaci�on de forma inversa A1, la
ecuaci�on quedar��a como [41]:

(A1)
−1T 0

n = A2A3 · · ·An (3.9)

Esta técnica de multiplicar cada lado de una ecuaci�on de transformadas por una
inversa de acuerdo a la cantidad de �angulos que se requieran conocer, se utiliza con
frecuencia para aprovechar la separaci�on de las variables en la b�usqueda de una ecua-
ci�on que pueda resolverse.

ITNL Departamento de Estudios de Posgrado e Investigaci�on



Modelo matem�atico 43

3.1.7. Cinem�atica diferencial

La cinem�atica es una rama de la f��sica que describe el movimiento de los cuerpos
s�olidos sin tener en cuenta su causa subyacente (fuerza) y se limita principalmente al
estudio de las �orbitas en funci�on del tiempo.

El Jacobiano es una matriz que se puede considerar como la versi�on vectorial de
la derivada ordinaria de una funci�on escalar. Este modelo diferencial es una de las
cantidades m�as importantes en el an�alisis y control del movimiento de los robots [42].

La matriz Jacobiana se compone de una matriz de 6xn y se utiliza para determinar
la transformaci�on entre las velocidades de las articulaciones: la velocidad lineal y
angular de cualquier punto del manipulador.

Jn
0 =

[
Jv
Jω

]
(3.10)

Velocidad angular

La velocidad angular total del efector �nal, ωn
0 , en el marco base, se determina

mediante la siguiente ecuaci�on [42].

ωn
0 = ρ1q̇1k + ρ2q̇2R

1
0k + · · ·+ ρnq̇nR

n−1
0 k =

n∑
i−1

ρiq̇izi−1 (3.11)

en donde:
zi−1 = Ri−1

0 k

k =

00
1

 , es el vector de coordenadas unitarias
z0 = k =

[
0 0 1

]T
ρ = 1, si es una articulaci�on revoluta

ρ = 0, si es una articulaci�on prismatica

La mitad inferior del Jacobiano (Jω), en la ecuaci�on 3.14 est�a dado como:

Jω =
[
ρ1z0 · · · ρnzn−1

]
(3.12)

Velocidad lineal

La velocidad lineal del efector �nal es simplemente ḋn0 . Por la regla de la cadena
para la diferenciaci�on.

ḋn0 =
n∑

i=1

∂dn0
∂qi

q̇i (3.13)
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As�� vemos que la i-ésima columna de Jv es simplemente ∂dn0
∂qi

. Adem�as, la expresi�on
es solo la velocidad lineal del efector �nal que resultar��a si q̇i es igual a uno y los otros
q̇i son cero.

La i-ésima columna de la matriz Jacobiana corresponde a la i-ésima articulaci�on
del robot manipulador, y toma una de dos formas dependiendo de si la i-ésima arti-
culaci�on es prism�atica o de revoluci�on, es decir:

Jv

{
[zi−1 × (on − oi−1)]

[zi−1]

}
(3.14)

3.2. Din�amica

La din�amica se encarga de estudiar los objetos en movimiento y la causa del
movimiento, por ejemplo, las fuerzas. En robots articulados, la din�amica analiza el
movimiento en la con�guraci�on en el espacio de trabajo en funci�on de las fuerzas
internas (ejemplo, par en cada articulaci�on) y fuerzas externas (fuerza de interacci�on
con el entorno) [16].

Como en el caso de la cinem�atica, se pueden identi�car dos instancias de la relaci�on
entre fuerza y movimiento: el problema de la din�amica directa y el problema de la
din�amica inversa.

El modelo din�amico directo de un robot expresa la evoluci�on de las coordenadas
articulares y de trabajo en funci�on de la fuerza y el par involucrados. La din�amica
directa de un robot se expresa de la siguiente manera[16]:

r̈ = f(F, T )

ṙ =

∫
r̈dt (3.15)

r =

∫
ṙdt

El modelo din�amico inverso describe las fuerzas y los pares como funci�on de la
evoluci�on de las coordenadas conjuntas en el tiempo y se puede expresar de la siguiente
manera:

F = g(r, ṙ, r̈) (3.16)

La mec�anica de Newtoniana y Lagrangiana es usada para derivar el modelo
din�amico de un robot. La mec�anica Newton-Euler: se basa en la descripci�on de la
mec�anica de manera vectorial y la Lagrange-Euler se basa en funciones escalares. Las
ecuaciones de movimiento describen el comportamiento de un sistema en funci�on del
tiempo, (ecuaci�on de Euler-Lagrange).
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Un robot es un mecanismo multicuerpo articulado y cada articulaci�on limita el
movimiento relativo de los enlaces articulados inmediatos (holon�omica), cuando la
restricci�on depende �unicamente de las coordenadas del sistema y del tiempo. No
depende de la velocidad o cantidad de movimiento del sistema y, en consecuencia,
puede expresarse matem�aticamente por:

f (r1, r2, . . . . . . , rnt) = 0 (3.17)

donde ri es el conjunto de coordenadas que describen la posici�on en cada enlace
y t es el tiempo.

Las ecuaciones de Lagrange para un sistema escleron�omico holon�omico est�an dadas
por:

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= τi,∀i = 1, . . . . . . , n (3.18)

donde q es un vector de coordenadas generalizadas, con un conjunto m��nimo de
coordenadas para determinar completamente la posici�on del enlace de cada robot y τi
son las fuerzas generalizadas, L es la funci�on lagrangiana del robot y se puede derivar
de la energ��a cinética (T) y potencial del robot (V): L = T - V.

L = T − V =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)−mgz (3.19)

De manera matricial, la ecuaci�on n, y se describe de la siguiente manera:

M(q)q̈ + C(q ∗ q̇) +K(q) = τ(n) (3.20)

donde q es el vector de coordenadas articulares, q̇ es el vector de velocidad y q̈
es el vector de aceleraci�on, las tres son funciones en el tiempo. M(q) es una matriz
inercial cuadrada representa el efecto de aceleraci�on en conjunto con el par generado
(τ), C(q ∗ q̇) es el vector centr��fugo y la fuerza de Coriolis, K(q) este es un vector de
fuerza relacionado con la gravedad. Esta ecuaci�on representa la din�amica de la cadena
de eslabones descrita en las coordenadas del espacio articular [16].
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Sistema mecatr�onico

Los exoesqueletos est�an compuestos por una parte, mec�anica y otra parte electr�onica.
Un exoesqueleto est�a compuesto por estructuras de tipo activas y pasivas, las cua-
les a su vez, contienen actuadores, sensores, motores, enconders, etc., los cuales se
encargan de realizar los movimientos.

4.1. Sensores empleados en los exoesqueletos

Encoders: son sensores electromec�anicos que miden el movimiento absoluto o
relativo. Los encoders relativos (también llamados incrementales) generalmente
consisten en receptores �opticos que generan pulsos eléctricos cuando detectan
cambios en la luz causados por el movimiento angular del disco �optico. Los en-
dores absolutos generan un c�odigo digital �unico para cada posici�on en el eje y
pueden ser �opticos, mec�anicos, magnéticos o de �bra �optica. Pueden ser linea-
les o rotativos. Son comunes en aplicaciones rob�oticas port�atiles, por ejemplo,
en diseños de exoesqueletos diseñados para rehabilitaci�on de rodilla, codo y
muñeca, se utilizan dos tipos de sensores de posici�on y velocidad [17].

Electrogoni�ometros: son instrumentos de precisi�on que se utiliza para medir el
�angulo de las articulaciones, que puede realizarse con potenci�ometros o galgas
extensométricas. El electrogoni�ometro �exible consiste en un resorte �exible
entre dos varillas de pl�astico en ambos extremos. El resorte consiste en un
conjunto de galgas extensométricas cuya resistencia cambia en proporci�on al
cambio de �angulo [17].

Sistemas Microelectromec�anicos (MEMS): los aceler�ometros MEMS suelen ser
sensores piezo resistivos. Estos sensores consisten en una masa suspendida de
resorte unidimensional. Su principio de funcionamiento incluye detectar la fuer-
za inercial generada por la aceleraci�on o desaceleraci�on de la masa de prueba.
El aceler�ometro mide dos componentes, un componente se debe a la gravedad y
el otro componente corresponde al movimiento del sensor. El giroscopio MEMS
se basa en la vibraci�on de masa y se utiliza para medir la velocidad angular. La
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con�guraci�on general consta de dos masas que vibran y se mueven en direcciones
opuestas. Puede medir la fuerza del campo magnético. Algunos magnet�ometros
(efecto Hall) funcionan detectando la fuerza de Lorentz, que se basa en el mo-
vimiento mec�anico de la estructura MEMS causado por la fuerza de Lorentz
aplicada al conductor de corriente en presencia de un campo magnético [17].

Galgas extensométricas: detectan la fuerza est�atica. Consiste en una rejilla �na
de metal o semiconductor adherida a la super�cie del componente. Las galgas
extensométricas a menudo aparecen en robots port�atiles, por ejemplo, para
caracterizar la fuerza de interacci�on, en la terapia de rehabilitaci�on y en el
proceso de implementaci�on de sensores de fuerza para extraer informaci�on de
interacci�on f��sica humano-m�aquina para controlar exoesqueletos [17].

Sensores piezoeléctricos: estos sensores generan campos eléctricos cuando se
deforman mec�anicamente y viceversa. Se pueden utilizar para detectar com-
pletamente la aceleraci�on y s�olo est�an disponibles para la detecci�on de fuer-
za din�amica, porque el voltaje generado por el material deformado disminuye
r�apidamente con la fuerza aplicada. Por tanto, la desventaja m�as signi�cativa
de este tipo de sensor es que no puede responder a cargas est�aticas [17].

Sensores de actividad muscular (EMG) y cerebral (EEG): se pueden usar elec-
trodos de super�cie o intramusculares (generalmente en pares (bipolares)) para
obtener señales EMG para estudiar el movimiento de los m�usculos. La amplitud
y el ancho de banda de la señal EMG no solo dependen de la fuente electro-
�siol�ogica y de la distancia del electrodo, sino también del tipo y tamaño del
electrodo utilizado y de la distancia entre los electrodos, [17].

Tipos de electrodos

El electrodo de super�cie se adhiere a la piel del segmento muscular en estudio. Los
electrodos de super�cie se utilizan para estudiar la actividad de todos los m�usculos
de la super�cie. La distancia entre los electrodos determina el posicionamiento o el
volumen de recepci�on del tejido, cuanto menor es la distancia, mayor es la selectivi-
dad del posicionamiento. El electrodo de super�cie suele estar ranurado y la pasta
de electrodos llena la cavidad para lograr un mayor contacto con la piel y reducir la
impedancia del electrodo. Los electrodos disponibles comercialmente pueden ser dese-
chables, como los electrodos de electrocardiograma (ECG), o pueden reutilizarse con
un protector de pl�astico y cuellos adhesivos en ambos lados. Para la parte activa del
electrodo, el di�ametro var��a de 2 a 10 mm. Debido a sus caracter��sticas de estabilidad
y reducci�on de ruido, siempre se utilizan electrodos de plata-cloruro de plata (Ag-Ag
Cl) con pasta de cloruro [17].

Para la adquisici�on de EEG, el electrodo m�as utilizado es Ag / AgCl con un
contacto h�umedo t��pico. La amplitud de la señal de EEG es muy débil (mucho m�as
baja en comparaci�on con EMG) y es susceptible a la contaminaci�on ac�ustica de
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fuentes externas e internas. En el EEG, la actividad de fondo del cerebro también se
puede percibir como ruido. Dado que algunas caracter��sticas de ruido pueden ser muy
similares a las de la señal deseada, esto hace que la señal sea m�as dif��cil de procesar
y clasi�car. La amplitud de la señal recogida en el EEG generalmente se estima en
alrededor de 100V. La frecuencia en el an�alisis cl�asico se considera entre 0 y 40 Hz.
Sin embargo, los estudios de la literatura han demostrado que hay una actividad
signi�cativa entre 0 y alrededor de 250 Hz [17].

Actualmente, existe una variedad de exoesqueleto, algunos de uso comercial y otras
se encuentran en desarrollo e investigaci�on por centros de investigaci�on o universi-
dades. La importancia de elegir el material adecuado in�uye en un funcionamiento
�optimo del diseño, el cual debe cubrir las necesidades del usuario �nal. En este caso,
el exoesqueleto est�a enfocado a la rehabilitaci�on de hombro, por lo que debe tener la
su�ciente fuerza y resistencia para utilizarlo en la poblaci�on mexicana, adapt�andose a
las medidas antropométricas y factores externos de la poblaci�on. En el cap��tulo cinco
se abordan los materiales implementados para el diseño del exoesqueleto como son
los reductores, motores, columna telesc�opica y materiales de la impresi�on 3D.

4.2. Mecanismos

Los mecanismos transmiten el movimiento de los motores hacia los eslabones. Pa-
ra incrementar la fuerza o par y disminuir la velocidad en los mecanismos, se utilizan
las transmisiones, que son engranajes que pueden tener diversas con�guraciones, en-
tre las que encontramos los reductores. En particular, los recuctores epicicloidales,
han resultado �utiles en las aplicaciones rob�oticas por su tamaño compacto y su f�acil
manufactura en impresi�on 3D.

4.2.1. Reductor epicicloidal

Los reductores son sistemas que consisten en trenes de engranes que se adaptan
a toda clase de mecanismos o m�aquinas. Estos se conectan en la �echa de salida
del motor y dependiendo de las combinaciones de engranes que se realicen se puede
cambiar la velocidad o el par de torsi�on, es decir, se puede aumentar el par de torsi�on
y este a su vez provocar�a que disminuya su velocidad o viceversa, esto para obtener
el movimiento deseado en los elementos del robot. En la Figura 4.1 se representa
un reductor epicicloidal con tres satélites en donde: él engrane 1 suele denominarse
planetario. El engrane con el n�umero 2 se conoce como corona, con el n�umero 3 se
representa el portasatélites conocido también como brazo que soporta a los 3 engranes
representados con el n�umero 4 [45, 46].
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Figura 4.1: Reductor epicicloidal con tres satélites.

Los reductores epicicloidales o trenes planetarios son aquellos en los que el eje
de uno o de varios engranes son m�oviles [45]. Dependiendo de la con�guraci�on para
establecer él engrane �jo y él engrane impulsor ser�a que se tenga mayor par de torsi�on
o mayor velocidad, tal como se muestra en la Tabla 4.4 [45, 47].

Tabla 4.1: Combinaci�on de los componentes del reductor epicicloidal.

Componente
de retenci�on

Componente
de

accionamiento

Componente
conducido

Observaci�on
F�ormula de
relaci�on de
transmisi�on

Corona Planetario Portasatélites
M�axima multi-
plicaci�on de par
de torsi�on

i = ZC+ZP

ZP

Corona Portasatélites Planetario
M�axima reduc-
ci�on de par de
torsi�on

i = ZP

ZC+ZP

Portasatélites Planetario Corona

Disminuci�on de
velocidad con
inversi�on de
giro

i = −ZC

ZP

Portasatélites Corona Planetario

Multiplicaci�on
de velocidad
con inversi�on de
giro

i = −ZP

ZC

Planetario Corona Portasatélites
Multiplicaci�on
de par de tor-
si�on

i = ZC+ZP

ZC

Planetario Portasatélites Corona
Reducci�on de
par de torsi�on

i = ZC

ZC+ZP

ZC=N�umero de dientes del engrane corona y ZP=N�umero de dientes del engrane planetario
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4.2.2. Motores

Un motor es la parte sistem�atica de una m�aquina permitiendo generar un mo-
vimiento rotacional para obtener mayor velocidad o un alto par de torsi�on, esto es
ideal para mecanismos que requieres un movimiento de entrada rotatoria continua
[46]. En el mercado existe una gran variedad de motores ejemplo motor DC, motor
AC, servomotores y motores a paso.

Cada uno de los motores tienen caracter��sticas �unicas con la �nalidad de adaptarse
a las necesidades del proyecto, diseño y trabajo que se quiera realizar. Para el diseño
del exoesqueleto se emplear�an los motores dynamixel de la marca MX-64, debido a
que se cumplen las caracter��sticas necesarias para el funcionamiento del exoesqueleto
como son la respuesta r�apida por lazo cerrado, control de posici�on preciso, posiciones
�jas contra una carga, control PID, comunicaci�on de alta velocidad, etc. Adem�as,
este actuador cuenta con un motor DC integrado + controlador + driver + sensor +
Red en un servo m�odulo de DC [48, 49].

Especi�caciones del motor:

Control de posici�on, de 360 grados, sin zonas muertas

4.096 resoluciones precisas en 0,088 grados

Control de velocidad en modo giro sin �n

Comunicaci�on nivel TTL

Control de par mediante detecci�on de corriente

4.2.3. Columna telesc�opica

Para cubrir las necesidades que implican las diversas medidas que tiene la pobla-
ci�on mexicana, se opt�o por utilizar una columna telesc�opica, las cual permite ajustar
la altura del exoesqueleto, siendo la columna telesc�opica de la serie TLC la seleccio-
nada, esto por aprobaci�on médica seg�un la norma EN/IEC 60601�1 y UL 60601�1,
adem�as dispone de 2 0 3 secciones telesc�opicas. Estas columnas proporcionan una alta
capacidad de fuerza de tracci�on y reduce de manera signi�cante los noveles de ruido
[4].
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Tabla 4.2: Datos técnicos [4].

Datos TLC 12ZWDS
Carga nominal de empuje 4 000 N
Carga nominal de tracci�on 4 000 N
Versi�on columna elevable 3 secciones
Carrera m�ax. 255 mm a 700 mm
Voltaje 120 V o 230 V
Corriente 10 A
Tipo de protecci�on IP 20 o 30

4.3. Materiales

La selecci�on de material para el sistema debe considerar el pesos del sistema total,
la facilidad de manufactura, el mantenimiento del sistema y que adem�as soporte los
esfuerzos durante las sesiones de rehabilitaci�on.

4.3.1. Material para la estructura del exoesqueleto

La propuesta para desarrollar la estructura del exoesqueleto es mediante la im-
presi�on 3D esto por las ventajas que tiene en cuanto a otros materiales (aluminio,
acero, etc.) como la ligereza del material, la facilidad y factibilidad de manufacturar
las piezas, etc., para la impresi�on del exoesqueleto se seleccionaron 2 �lamentos el
ABS y el PLA, seleccionando el ABS como material de impresi�on, [5].

ABS(Acrilonitrilo-Butadieno-Estireno): Las propiedades con las que cuenta el
�lamento aportan caracter��sticas distintas: el acrolonitrilo rigidez, resistencia a
ataques qu��micos, dureza y estabilidad a las altas temperaturas; el butadieno,
tenacidad a la temperatura cuando esta es especialmente baja y resistencia a
impacto; y el estireno, resistencia mec�anica, rigidez y brillo.

Tabla 4.3: Datos técnicos [5].

Datos ABS Método de prueba
Densidad del material 1.04 g/cm3 ISO 1183
Resistencia a la tracci�on 32 a 39 MPA ISO 527
M�odulo de �exi�on 1900 MPa ISO 178
Resistencia al impacto Izod 24 kJ/m2 ISO 180-1A
Resistencia al impacto Charpy 25 kJ/m2 ISO 75-A
Temperatura de distorsi�on térmica 81 oC ISO 179
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4.3.2. Material para la base del exoesqueleto

El exoesqueleto contar�a con dos bases, una �ja y una m�ovil, la base �ja est�a
empotrada en la columna telesc�opica y se encarga de sostener el exoesqueleto. La parte
m�ovil se encarga de sostener la estructura completa que implica el exoesqueleto, esto
con la �nalidad de facilitar el traslado de la estructura, ambas bases estar�an hechas
de aluminio.

Aluminio aleaci�on 6061: Es una aleaci�on que contiene como principales elemen-
tos aluminio, magnesio y silicio. Esta aleaci�on adem�as posee una alta resistencia
a la corrosi�on, buena resistencia mec�anica y buena capacidad de deformaci�on,
tomando en cuenta que la resistencia mec�anica y a la corrosi�on mejoran con el
proceso de templado [6].

Tabla 4.4: Datos técnicos [6].

Datos Aluminio 6061
Densidad del material 2.70 g/cm3

Fuerza de Tensi�on 310 MPa
L��mite el�astico 276 MPa
M�odulo de elasticidad 68.9 GPa
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Resultados

En este cap��tulo se presentan los resultados de la propuesta para el diseño y
modelado matem�atico de un exoesqueleto de miembro superior. Se consideraron las
medidas antropométricas de la poblaci�on mexicana mayor de 18 años, adem�as el
diseño considera una plataforma m�ovil, una columna telesc�opica, eslabones adaptables
y reductores de tipo epicicloidal en los actuadores, ver Figura 5.1. Los reductores se
caracterizan porque ofrecen una alta conversi�on de potencia en comparaci�on con otros
y son compactos. La estructura se diseñ�o para manufactura usando material ABS a
través de impresi�on 3D, lo cual tendr�a una reducci�on en costos de producci�on en piezas
y mantenimiento. El diseño cuenta con los 3 movimientos rotacionales del hombro
(abducci�on-aducci�on, �exi�on-extensi�on y rotaci�on interna-externa), y un movimiento
rotacional del codo (�exi�on-extensi�on).

5.1. Diseño mec�anico

Para realizar el diseño se estableci�o una comparativa de las métricas, ver Tabla
5.1 que tienen los dispositivos comerciales en comparaci�on al diseño propuesto para
rehabilitaci�on de miembro superior para destacar las diferencias que existen.

Dimensiones del exoesqueleto

Para las dimensiones del diseño se utiliz�o la informaci�on obtenida en las Tablas
2.2 y 2.3, utilizando los datos estad��sticos de extremo a extremo, es decir, se tomaron
las dimensiones menores (percentil 5) correspondiente a la poblaci�on femenina y de
las personas con mayores dimensiones (percentil 95) correspondientes a la poblaci�on
masculina, con la �nalidad de que el exoesqueleto se logre ajustar al 90% de la
poblaci�on mexicana, obteniendo de esta manera la Tabla 5.2 como base para obtener
las dimensiones requeridas para el exoesqueleto
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Figura 5.1: Resultado del diseño propuesto. El sistema cuenta con una columna
telesc�opica que conecta al exoesqueleto de hombro con el suelo. Esta columna permite
una pr�actica transportaci�on del sistema.

Materiales

Para el diseño mec�anico se considera los materiales mostrados en la Tabla 5.3 que
en resumen, son una plataforma m�ovil fabricada de acero, una columna telesc�opica,
una base de aluminio en donde se montaran la estructura del exoesqueleto fabricado
a base de la tecnolog��a de impresi�on 3D con material ABS. Esto permitir�a obtener
una reducci�on signi�cativa en costos de producci�on en piezas y mantenimiento en
comparaci�on de los exoesqueletos comerciales.
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Tabla 5.1: Comparativa entre los exoesqueletos utilizando las métricas [7].

Dispositivos

metrica
Armeo
power

ARTROMOT-S4 ORTE
Armeo-
Senso

Flsiotek Jace S600 Propuesto

�Angulo �exi�on y ex-
tensi�on del hombre
[o]

40o-120o 110o-0o-10o P P
Flexion=
0o-180o

-30o-0o-
100o

50o-180o

�Angulo aducci�on y
abducci�on hombro
[o]

-169o-50o -30o-0o-160o Flexi�on Flexi�on 0o-180o 40o-110o 0o-130o

�Angulo rotaci�on
interna-externa
hombro [o]

0o-90o 90o-0o-90o P P 90o-0o-90o 60o-0o-70o -90o-0o-90o

�Angulo �exi�on y ex-
tensi�on codo [o]

0o-100o 0o-30o-160o P P NP NE 0o-90o

Longitud del brazo
[cm]

25-34 NE P P NP 20-32 23-44

Altura al hombro del
paciente [cm]

85-125 120-210 P P NE 70-45 47-148

Edad de paciente Adultos Adultos Adultos Adultos NE Adultos Adultos
Mecanismos de
transporte

M�ovil M�ovil M�ovil M�ovil M�ovil M�ovil M�ovil

Postura del paciente
durante la terapia

Sentado
y supino

Sentado y supino
Sentado
y supino

Sentado y
supino

Sentado
y supino
(abducci�on
y rotaci�on)

Sentado
Sentado y
de pie

Peso del paciente 135kg 175 kg NE NE NE NE 44.1-97.3
P=Permitido, NP= No permitido, NE=No especi�cado

Tabla 5.2: Dimensiones del exoesqueleto.

Dimensiones (cm) Extremos
N�um. Percentiles 5% 95%

1 Peso (kg) 44.1 97.3
2 Estatura (m) 1.398 1.78
3 Altura hombro 113.8 147.7
4 Altura codo �exionado 84.9 104.6
5 Altura muñeca 67.7 91.9
6 Altura nudillo 59.6 80
7 Per��metro brazo 22.6 32.4
8 Anchura m�ax. cuerpo 42.8 59.6
9 Di�ametro m�ax. bideltoideo 37.2 54.4
10 Altura popl��tea 32.5 45.3
11 Altura hombro sentado 46.5 63.8
12 Longitud de la mano 15.7 18.5
13 Longitud palma mano 8.9 10.5
14 Anchura palma mano 7.1 8.2
15 Espesor mano 2.3 3.5
16 Di�ametro empuñadura 3.6 5
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Tabla 5.3: Materiales del exoesqueleto

Materiales Dimensiones
1 Placa de aluminio 6061 3”

8
de 20cmx20cm

1 Placa de aluminio 3”
8
de 20cmx20cm

2 Barra cuadrada de aluminio 6061 2"de 30cm
1 Barra cuadrada de aluminio 6061 21”

2
de 30cm

20 Tornillo avellanado con cabeza plana M8X80mm
4 Tornillo con cabeza plana M8X80mm
4 Tuercas M8
1 Barra redonda de aluminio 6061 3”

8
de 215mm

4 Tornillos M2.5X20mm
18 Tuercas M2.5
12 Tornillos M2.5X50mm
4 Tornillos M6X60mm
4 Tuercas mariposa M6
4 Llantas

Filamento ABS
2 Reductores (ABS)
Banda el�astica

Base movil

Para facilitar el desplazamiento del exoesqueleto, de un lugar a otro dentro del
centro de rehabilitaci�on, se propuso el diseño de una estructura con una base m�ovil
de 4 ruedas (Figura 5.2), la cual se �ja en la parte inferior de la base de la columna
telesc�opica mediante pernos.

Figura 5.2: Base m�ovil.

Columna telescopica

Este diseño cuenta con la capacidad de adaptarse a una columna telesc�opica co-
mercial modelo TLC 12ZWAS (Figura 5.3) con la �nalidad de ajustarse a la altura
del hombro del paciente cuando se requieran realizar �sioterapias en posici�on de pie
o sentado. La columna se adapta a la base del exoesqueleto mediante pernos para
evitar que sufra desplazamientos innecesarios.
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(a) Altura maxima (1490 mm). (b) Altura minima (790 mm).

Figura 5.3: Columna telesc�opica TLC 12ZWDS.

Reductor epicicloidal

Para el diseño de los reductores de tipo epicicloidal se consider�o la situaci�on m�as
cr��tica durante los movimientos de rehabilitaci�on, que es cuando se requiere ejercer
mayor esfuerzo, siendo este durante el movimiento de �exi�on a 90o. Para lograr dicho
movimiento el reductor cuenta con una relaci�on 13.17:1. En la Figura 5.4 se observa el
reductor y para su manufactura se consider�o en impresi�on 3D (ABS), siendo capaces
de adaptarse al rotor del motor para aumentar el par de torsi�on a 79 Nm cuando
reciba el motor una alimentaci�on de 12 V y por ende provocando la disminuci�on de
la velocidad a 4.7 RMP (con�guraci�on de la primera �la de la Tabla 4.4).

Ajuste de la longitud del brazo

Para esta secci�on el exoesqueleto se acopla al brazo del paciente mediante bandas
el�asticas y se ajusta la longitud del brazo de manera manual de acuerdo a las dimen-
siones de cada paciente por medio de tuercas de tipo mariposa, en donde el rango
m��nimo es de 23 cm y m�aximo de 44 cm (Figura 5.5).

Ajuste de la longitud del antebrazo

Para esta secci�on el exoesqueleto se acopla al antebrazo del paciente mediante
bandas el�asticas y se ajusta la longitud del antebrazo de manera manual de acuerdo a
las dimensiones de cada paciente por medio de tuercas de tipo mariposa. La longitud
del antebrazo se considera desde el codo hasta la altura de los nudillos, en donde el
rango m��nimo es de 23 cm y m�aximo de 26 cm (Figura 5.6).
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(a) Vista interna (b) Vista externa

Figura 5.4: Reductor epicicloidal con relaci�on 13.17:1

(a) Ajuste minimo (b) Ajuste maximo

Figura 5.5: Ajuste de la longitud del brazo.

5.1.1. An�alisis de elemento �nito

El an�alisis de elemento �nito, o también conocido como método de elementos �ni-
tos, se usa en el contexto de los desplazamientos y teor��as de fallo como indicador de
un buen diseño para materiales d�uctiles. Para este an�alisis se emplea la herramienta
de simulaci�on del software de SolidWorks® implementando un an�alisis est�atico que
permite validar el diseño, siendo una técnica numérica que resuelve un conjunto de
ecuaciones diferenciales, permitiendo conocer las deformaciones, tensiones y desplaza-
miento en una pieza o ensamble seg�un las fuerzas, materiales y restricciones aplicadas.
Este método se basa en dividir el modelo matem�atico (tipo de an�alisis, materiales,
soportes y cargas que se aplican en la pieza), en elementos �nitos mediante el proceso
de mallado, de esta manera se aplican nodos a los soportes y cargas individualizados
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(a) Ajuste minimo (b) Ajuste maximo

Figura 5.6: Ajuste de la longitud del antebrazo.

de la malla. Después de crear el modelo de elementos �nitos, se usa un solver numérico
que contiene SolidWorks® para obtener los resultados [50].

Antes de comenzar el an�alisis de elemento �nito ,en la Figura 5.7 se observa que
el exoesqueleto se posiciona en la situaci�on cr��tica, que es cuando se requiere mayor
par de torsi�on y eso sucede cuando el brazo se sit�ua a una �exi�on de 90° considerando
una longitud m�axima de hombro a los nudillos de 0.7 m.

Figura 5.7: Exoesqueleto en la posici�on de mayor esfuerzo (Flexi�on 90o).

Las propiedades, que se consideran para realizar el an�alisis de elemento �nito, son:

Tipo de an�alisis: est�atico

Cargas externas aplicadas: 9.81 m
s2

y 5 kg (es el peso m�aximo del brazo de
acuerdo a la Tabla 2.4 por Dempster, considerando a una persona de 100 kg)

Sujeci�on por geometr��a �ja en la base del exoesqueleto.
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Tipo de malla: s�olida de 4 puntos Jacobianos

El trazado de calidad de malla es mediante elementos cuadr�aticos de alto orden

Tamaño m�aximo de elemento de la malla: 4.50817 mm

Tamaño m��nimo del elemento de la malla: 0.901633 mm

N�umero total de nodos: 2398348

N�umero total de elementos: 1622870

En los siguientes an�alisis se valida el diseño mec�anico lo cual hace factible la
construcci�on del exoesqueleto. En la Figura 5.8 se observan las tensiones de Von
Mises teniendo como tensi�on m�axima de 200.88 N/mm2 en el soporte del reductor
para el movimiento de abducci�on-aducci�on y como valor m��nimo se encuentra en el
eslab�on encargado de realizar el movimiento de rotaci�on siento un valor tan pequeño
que lo considera como cero.

Figura 5.8: Tensiones de Von Mises en donde el color azul representa el esfuerzo
m��nimo, mientras que el color rojo indica el esfuerzo m�aximo.

En la Figura 5.9 se representan los desplazamientos resultantes, teniendo como
valor m�aximo de 39.75 mm ubicado en el eslab�on �nal (efector �nal) del exoesqueleto,
mientras que el valor m��nimo se encuentra en el soporte, siento un valor tan pequeño
que lo considera como cero. Estos desplazamientos es sin considerar la resistencia que
se generar��a al agregarle el brazo del paciente que ocasionar��a que el desplazamiento
sea menor.

En la Figura 5.10 se representan la deformaci�on unitaria teniendo como valor
m�aximo 0.009 ubicados en el movimiento de abducci�on-aducci�on, mientras que en el
movimiento de �exi�on-extensi�on del codo se encuentra valor m��nimo de cero.
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Figura 5.9: Representa los desplazamientos resultantes que sufre la estructura en
cm.

Figura 5.10: Representa la deformaci�on unitaria en la estructura

5.2. Modelo cinem�atico directo

Para el an�alisis cinem�atico se consideraron las 4 articulaciones del exoesqueleto
de tipo rotacional. En la Tabla 5.4 se muestran los par�ametros para poder calcular
la posici�on del efector �nal, en donde a1, a2 y a3 son valores que var��an de acuerdo
a la longitud del brazo y antebrazo del paciente y en la Figura 5.11 se representa la
ubicaci�on de los marcos de referencia.
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Figura 5.11: Sistemas de Coordenadas del exoesqueleto.

Tabla 5.4: Par�ametros D-H del exoesqueleto

Articulaci�on Color1 Movimiento αi ai di θi

1 Rojo Base (�jo) 0 a1 0 0

2 Rojo Rotaci�on externa-interna -90◦ 0 0 90◦ + θ1

3 Verde Abducci�on-aducci�on -90◦ 0 0 90◦ + θ2

4 Amarillo Flexi�on-extensi�on 0 a2 0 90◦ + θ3

5 Rojo Flexi�on-extensi�on 0 a3 0 θ4

Las matrices de transformaci�on homogéneas correspondientes a los par�ametros
establecidos de la Tabla 5.4 son:

A1 =


1 0 0 a1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (5.1)

A2 =


−sθ1 0 −cθ1 0
cθ1 0 −sθ1 0
0 −1 0 0
0 0 0 1

 (5.2)

1Representa el color de los ejes de referencia ubicado en la Figura 5.11
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A3 =


−sθ2 0 −cθ2 0
cθ2 0 −sθ2 0
0 −1 0 0
0 0 0 1

 (5.3)

A4 =


−sθ3 −cθ3 0 −a2sθ3
cθ3 −sθ3 0 a2cθ3
0 0 1 0
0 0 0 1

 (5.4)

A5 =


cθ4 −sθ4 0 a3cθ4
sθ4 cθ4 0 a3sθ4
0 0 1 0
0 0 0 1

 (5.5)

En donde las funciones seno y coseno se abrevian como sθ y cθ
La soluci�on cinem�atica directa a partir de sus matrices de transformaci�on homo-

génea T 5
0 es:

H5
0 = A1A2A3A4A5 =


R1,1 R1,2 R1,3 dx
R2,1 R2,2 R2,3 dy
R3,1 R3,2 R3,3 dz
0 0 0 1

 (5.6)

R1,1 = cθ1cθ3cθ4 − cθ1sθ3sθ4 − cθ3sθ1sθ2sθ4 − cθ4sθ1sθ2sθ3
R1,2 = sθ1sθ2sθ3sθ4 − cθ1cθ4sθ3 − cθ3cθ4sθ1sθ2 − cθ1cθ3sθ4
R1,3 = cθ2sθ1
R2,1 = cθ3cθ4sθ1 − sθ1sθ3sθ4 + cθ1cθ3sθ2sθ4 + cθ1cθ4sθ2sθ3
R2,2 = cθ1cθ3cθ4sθ2 − cθ4sθ1sθ3 − cθ3sθ1sθ4 − cθ1sθ2sθ3sθ4
R2,3 = −cθ1cθ2
R3,1 = s(θ3 + θ4)cθ2
R3,2 = c(θ3 + θ4)cθ2
R3,3 = sθ2
dx = a1 + a2cθ1cθ3 + a3cθ1cθ3cθ4 − a3cθ1sθ3sθ4 − a2sθ1sθ2sθ3 − a3cθ3sθ1sθ2sθ4−

a3cθ4sθ1sθ2sθ3
dy = a2cθ3sθ1+a3cθ3cθ4sθ1+a2cθ1sθ2sθ3−a3sθ1sθ3sθ4+a3cθ1cθ3sθ2sθ4+a3cθ1cθ4sθ2sθ3
dZ = cθ2(a3s(θ3 + θ4) + a2sθ3))

5.3. Modelo cinem�atico inverso

Para el an�alisis cinem�atico inverso se emple�o el método algebraico para determinar
la orientaci�on del exoesqueleto de tipo rotacional. Para esto se toma como base la ma-
triz homogénea que se obtuvo en la cinem�atica directa en su forma de la ecuaci�on 3.2
y posteriormente se obtienen sus matrices inversas, como se desarrolla a continuaci�on:

ITNL Departamento de Estudios de Posgrado e Investigaci�on



64 Cap��tulo 5

A−1
1 =


1 0 0 −a1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (5.7)

A−1
2 =


−sθ1 cθ1 0 0
0 0 −1 0

−cθ1 −sθ1 0 0
0 0 0 1

 (5.8)

A−1
3 =


−sθ2 cθ2 0 0
0 0 −1 0

−cθ2 −sθ2 0 0
0 0 0 1

 (5.9)

A−1
4 =


−sθ3 cθ3 0 −a2
−cθ3 −sθ3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (5.10)

1. Obtener θ1

A−1
2 A−1

1 H5
0 = A3A4A5 (5.11)

nycθ1 − nxsθ1 sycθ1 − sxsθ1 aycθ1 − axsθ1 pycθ1 − pxsθ1 + a1sθ1
−nz −sz −az −pz

−nxcθ1 − nysθ1 −sxcθ1 − sysθ1 −axcθ1 − aysθ1 −a1cθ1 − pysθ1 − pxcθ1
0 0 0 1

 =


s(θ3 + θ4)sθ2 c(θ3 + θ4)sθ2 −cθ2 sθ2(a3s(θ3 + θ4) + a2sθ3)
−s(θ3 + θ4)cθ2 −c(θ3 + θ4)cθ2 −sθ2 −cθ2(a3s(θ3 + θ4) + a2sθ3)
−c(θ3 + θ4) s(θ3 + θ4) 0 −a3c(θ3 + θ4)− a2cθ3

0 0 0 1


Se toman los valores de los elementos en las posiciones (3,3) de ambos lados de la

igualaci�on

−axcθ1 − aysθ1 = 0 (5.12)

Por lo tanto, se obtiene θ1:

θ1 = −tan−1(
ax
ay

) (5.13)
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2. Obtener θ2

A−1
3 A−1

2 A−1
1 H5

0 = A4A5 (5.14)
R1,1 R1,2 R1,3 dx
R2,1 R2,2 R2,3 dy
R3,1 R3,2 R3,3 dz
0 0 0 1

 =


−s(θ3 + θ4) −c(θ3 + θ4) 0 −a3s(θ3 + θ4)− a2sθ3
c(θ3 + θ4) −s(θ3 + θ4) 0 a3c(θ3 + θ4) + a2cθ3

0 0 1 0
0 0 0 1


R1,1 = nxsθ1sθ2 − nycθ1sθ2 − nzcθ2

R1,2 = sxsθ1sθ2 − sycθ1sθ2 − szcθ2

R1,3 = axsθ1sθ2 − aycθ1sθ2 − azcθ2

R1,4 = pxsθ1sθ2 − pycθ1sθ2 − pzcθ2 − a1sθ1sθ2

R2,1 = nxcθ1 + nysθ1

R2,2 = sxcθ1 + sysθ1

R2,3 = axcθ1 + aysθ1

R2,4 = pxcθ1 + pysθ1 − a1cθ1

R3,1 = nzsθ2 − nycθ1cθ2 + nxcθ2sθ1

R3,2 = szsθ2 − sycθ1cθ2 + sxcθ2sθ1

R3,3 = azsθ2 − aycθ1cθ2 + axcθ2sθ1

R3,4 = pzsθ2 − pycθ1cθ2 + pxcθ2sθ1 − a1cθ2sθ1

Se toman los valores de los elementos en las posiciones (1,3) de ambos lados de la
igualaci�on:

axsθ1sθ2 − aycθ1sθ2 − azcθ2 = 0 (5.15)

Por lo tanto, se obtiene θ2:

θ2 = tan−1(
az

axsθ1 − aycθ1
) (5.16)

3. Obtener θ3

A−1
4 A−1

3 A−1
2 A−1

1 H5
0 = A5 (5.17)


M1,1 M1,2 M1,3 M1,4

M2,1 M2,2 M2,3 M2,4

M3,1 M3,2 M3,3 M3,4

0 0 0 1

 =


cθ4 −sθ4 0 a3cθ4
sθ4 cθ4 0 a3sθ4
0 0 1 0
0 0 0 1


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M1,1 = nxcθ1cθ3 + nycθ3sθ1 + nzcθ2sθ3 + nycθ1sθ2sθ3 − nxsθ1sθ2sθ3

M1,2 = sxcθ1cθ3 + sycθ3sθ1 + szcθ2sθ3 + sycθ1sθ2sθ3 − sxsθ1sθ2sθ3

M1,3 = axcθ1cθ3 + aycθ3sθ1 + azcθ2sθ3 + aycθ1sθ2sθ3 − axsθ1sθ2sθ3

M1,4 = pxcθ1cθ3−a2+pycθ3sθ1+pzcθ2sθ3−a1cθ1cθ3+pycθ1sθ2sθ3−pxsθ1sθ2sθ3+
a1sθ1sθ2sθ3

M2,1 = nzcθ2cθ3 − nxcθ1sθ3 − nysθ1sθ3 + nycθ1cθ3sθ2 − nxcθ3sθ1sθ2

M2,2 = szcθ2cθ3 − sxcθ1sθ3 − sysθ1sθ3 + sycθ1cθ3sθ2 − sxcθ3sθ1sθ2

M2,3 = azcθ2cθ3 − axcθ1sθ3 − aysθ1sθ3 + aycθ1cθ3sθ2 − axcθ3sθ1sθ2

M2,4 = pzcθ2cθ3 − pxcθ1sθ3 − pysθ1sθ3 + a1cθ1sθ3 + pycθ1cθ3sθ2 − pxcθ3sθ1sθ2+

a1cθ3sθ1sθ2

M3,1 = nzsθ2 − nycθ1cθ2 + nxcθ2sθ1

M3,2 = szsθ2 − sycθ1cθ2 + sxcθ2sθ1

M3,3 = azsθ2 − aycθ1cθ2 + axcθ2sθ1

M3,4 = pzsθ2 − pycθ1cθ2 + pxcθ2sθ1 − a1cθ2sθ1

Se toman los valores de los elementos en las posiciones (1,3) de ambos lados de la
igualaci�on

axcθ1cθ3 + aycθ3sθ1 + azcθ2sθ3 + aycθ1sθ2sθ3 − axsθ1sθ2sθ3 = 0 (5.18)

Por lo tanto, se obtiene θ3:

θ3 = −tan−1(
axcθ1 + aysθ1

azcθ2 + aycθ1sθ2 − axsθ1sθ2
) (5.19)

4. Obtener θ4,se utiliza la ecuaci�on 5.17 y se toma los valores de los elementos en
las posiciones (1,1) de ambos lados de la igualaci�on

nxcθ1cθ3 + nycθ3sθ1 + nzcθ2sθ3 + nycθ1sθ2sθ3 − nxsθ1sθ2sθ3 = cθ4 (5.20)

Por lo tanto, se obtiene θ4:

θ4 = cos−1(nxcθ1cθ3 + nycθ3sθ1 + nzcθ2sθ3 + nycθ1sθ2sθ3 − nxsθ1sθ2sθ3) (5.21)

5.4. Cinem�atica diferencial

La cinem�atica diferencial nos permite describir el movimiento de los cuerpos
s�olidos sin tener en cuenta su causa subyacente (fuerza) y se limita principalmen-
te al estudio de las �orbitas en funci�on del tiempo, es decir, nos permite saber la
velocidad lineal y angular del exoesqueleto.
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Velocidad lineal

Para obtener la velocidad lineal del efector �nal se desarrolla la ecuaci�on 3.13 que
es por la regla de la cadena para la diferenciaci�on, como se desarrolla a continuaci�on:

Jv =

∂dx
∂θ1

∂dx
∂θ2

∂dx
∂θ3

∂dx
∂θ4

∂dy
∂θ1

∂dy
∂θ2

∂dy
∂θ3

∂dy
∂θ4

∂dz
∂θ1

∂dz
∂θ2

∂dz
∂θ3

∂dz
∂θ4

 (5.22)

En donde los valores dx,dy y dz son los valores obtenidos en la ecuaci�on D.1, por
lo tanto:

∂dx
∂θ1

= a3 ∗ s(θ1) ∗ s(θ3) ∗ s(θ4)− a3 ∗ c(θ3) ∗ c(θ4) ∗ s(θ1)− a2 ∗ c(θ1) ∗ s(θ2) ∗ s(θ3)−
a2∗c(θ3)∗s(θ1)−a3∗c(θ1)∗c(θ3)∗s(θ2)∗s(θ4)−a3∗c(θ1)∗c(θ4)∗s(θ2)∗s(θ3)

∂dy
∂θ1

= a2 ∗ c(θ1) ∗ c(θ3) + a3 ∗ c(θ1) ∗ c(θ3) ∗ c(θ4)− a3 ∗ c(θ1) ∗ s(θ3) ∗ s(θ4)−
a2∗s(θ1)∗s(θ2)∗s(θ3)−a3∗c(θ3)∗s(θ1)∗s(θ2)∗s(θ4)a3∗c(θ4)∗s(θ1)∗s(θ2)∗s(θ3)

∂dz
∂θ1

= 0
∂dx
∂θ2

= −a2 ∗ c(θ2) ∗ s(θ1) ∗ s(θ3)− a3 ∗ c(θ2) ∗ c(θ3) ∗ s(θ1) ∗ s(θ4)−
a3 ∗ c(θ2) ∗ c(θ4) ∗ s(θ1) ∗ s(θ3)

∂dy
∂θ2

= a2 ∗ c(θ1) ∗ c(θ2) ∗ s(θ3) + a3 ∗ c(θ1) ∗ c(θ2) ∗ c(θ3) ∗ s(θ4)+
a3 ∗ c(θ1) ∗ c(θ2) ∗ c(θ4) ∗ s(θ3)

∂dz
∂θ2

= −s(θ2) ∗ (a3 ∗ s(θ3 + θ4) + a2 ∗ s(θ3))
∂dx
∂θ3

= a3∗s(θ1)∗s(θ2)∗s(θ3)∗s(θ4)−a3∗c(θ1)∗c(θ3)∗s(θ4)−a3∗c(θ1)∗c(θ4)∗s(θ3)−
a2 ∗ c(θ3) ∗ s(θ1) ∗ s(θ2)− a3 ∗ c(θ3) ∗ c(θ4) ∗ s(θ1) ∗ s(θ2)− a2 ∗ c(θ1) ∗ s(θ3)

∂dy
∂θ3

= a2 ∗ c(θ1) ∗ c(θ3) ∗ s(θ2)− a2 ∗ s(θ1) ∗ s(θ3)− a3 ∗ c(θ3) ∗ s(θ1) ∗ s(θ4)−
a3 ∗ c(θ4) ∗ s(θ1) ∗ s(θ3) + a3 ∗ c(θ1) ∗ c(θ3) ∗ c(θ4) ∗ s(θ2)− a3 ∗ c(θ1) ∗ s(θ2)∗
s(θ3) ∗ s(θ4)

∂dz
∂θ3

= c(θ2) ∗ (a3 ∗ c(θ3 + θ4) + a2 ∗ c(θ3))
∂dx
∂θ4

= a3 ∗ s(θ1) ∗ s(θ2) ∗ s(θ3) ∗ s(θ4)− a3 ∗ c(θ1) ∗ c(θ4) ∗ s(θ3)−
a3 ∗ c(θ3) ∗ c(θ4) ∗ s(θ1) ∗ s(θ2)− a3 ∗ c(θ1) ∗ c(θ3) ∗ s(θ4)

∂dy
∂θ4

= a3 ∗ c(θ1) ∗ c(θ3) ∗ c(θ4) ∗ s(θ2)− a3 ∗ c(θ4) ∗ s(θ1) ∗ s(θ3)−
a3 ∗ c(θ3) ∗ s(θ1) ∗ s(θ4)− a3 ∗ c(θ1) ∗ s(θ2) ∗ s(θ3) ∗ s(θ4)

∂dz
∂θ4

= a3 ∗ c(θ3 + θ4) ∗ c(θ2)

Velocidad angular

Para obtener la velocidad angular total del efector �nal se desarrolla la ecuaci�on
3.12, en donde los valores de la variable zi−1 de la ecuaci�on se obtienen de los datos
obtenidos en las matrices de rotaci�on de cada matriz homogénea (Ai) de la cinem�atica
directa, por lo tanto, se obtiene:

Jω =
[
ρ1z0 · · · ρnzn−1

]
=

0 0 −cθ1 cθ2sθ1
0 0 −sθ1 −cθ1cθ2
1 1 0 sθ2

 (5.23)
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5.5. Simulaci�on del modelo cinem�atico

Para la validaci�on del modelo cinem�atico del exoesqueleto propuesto, se realiza-
ron simulaciones empleando el software Matlab® que contiene un complemento que
permite crear modelos de sistemas f��sicos de SolidWorks® dentro del entorno de si-
mulink, para esto se con�guraron las articulaciones del exoesqueleto y se programa
cada articulaci�on de acuerdo a los c�alculos obtenidos previamente para poder compro-
bar de manera independiente cada movimiento de las articulaciones con respecto al
tiempo y adem�as conocer la posici�on del efector �nal. En la Figura 5.12 se observa la
con�guraci�on inicial del exoesqueleto en simulink en donde se representan las cuatro
articulaciones de tipo rotacional.

Figura 5.12: Representaci�on de las cuatro articulaciones del exoesqueleto en simu-
link.

En la Figura 5.13 se observa la posici�on �nal del exoesqueleto al realizar una
�exi�on de 90o y en la gr�a�ca se representa el desplazamiento que se sigue partiendo
desde la posici�on anat�omica hasta alcanzar los 90o de movimiento a lo largo de 10
segundos en donde, la l��nea azul es la posici�on en y, la l��nea negra es la posici�on en x
y la l��nea roja es la posici�on en z. Para lograr este movimiento en la ecuaci�on D.1 se
consideran los siguientes par�ametros: θ1 = 0, θ2 = 0, θ3 = 90o, θ4 = 0.

Figura 5.13: Movimiento de �exi�on a 90o, en donde el eje horizontal representa el
tiempo en segundos y el eje vertical la distancia recorrida en metros.
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En la Figura 5.14 se muestra en la parte derecha la posici�on del exoesqueleto
al realizar una abducci�on a 90o,mientras que en la parte derecha se visualiza una
gr�a�ca que representa el desplazamiento que sigui�o el efector �nal partiendo desde la
posici�on anat�omica hasta alcanzar los 90o de movimiento en 10 segundos. Para lograr
este movimiento en la ecuaci�on D.1 se consideran los siguientes par�ametros: θ1 = 0,
θ2 = 90o, θ3 = 0, θ4 = 0.

Figura 5.14: Movimiento de abducci�on a 90o,en donde el eje horizontal representa
el tiempo en segundos y el eje vertical la distancia recorrida en metros.

En la Figura 5.15 se visualiza en la parte derecha la posici�on �nal del exoesqueleto
al realizar una rotaci�on interna a 90o, y en la parte derecha se observa su gr�a�ca que
representa el desplazamiento que sigui�o el efector �nal partiendo desde la posici�on
anat�omica hasta alcanzar los 90o de movimiento en 10 segundos. Para lograr este
movimiento en la ecuaci�on D.1 se consideran los siguientes par�ametros: θ1 = 90o,
θ2 = 0, θ3 = 0, θ4 = 0

Figura 5.15: Movimiento de rotaci�on interna a 90o, en donde el eje horizontal
representa el tiempo en segundos y el eje vertical la distancia recorrida en metros.

En la Figura 5.16 se muestra en la parte derecha la posici�on del exoesqueleto
al realizar una abducci�on a 90o,mientras que en la parte derecha se visualiza una
gr�a�ca que representa el desplazamiento que sigui�o el efector �nal partiendo desde la
posici�on anat�omica hasta alcanzar los 90o de movimiento en 10 segundos. Para lograr
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este movimiento en la ecuaci�on D.1 se consideran los siguientes par�ametros: θ1 = 0,
θ2 = 0, θ3 = 0, θ4 = 90o

Figura 5.16: Movimiento de �exi�on del codo a 90o, en donde el eje horizontal
representa el tiempo en segundos y el eje vertical la distancia recorrida en metros.

5.6. Modelo din�amico

El an�alisis din�amico se consider�o por medio del an�alisis de péndulo esférico debido
a que en la articulaci�on glenohumeral (Figura 2.3) es una articulaci�on esférica porque
es donde se localizan los tres movimientos del hombro actuando como un péndulo
esférico. En la siguiente imagen se representa de manera gr�a�ca el péndulo esférico
con respecto a los �angulos θ, ϕ y m como la masa del brazo.
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XXXXXX
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Para el an�alisis de la articulaci�on se realiza mediante la ecuaci�on 3.18 de Lagrange,
pero previamente se transforman las coordenadas esféricas a cartesianas para poder
obtener las velocidades y posteriormente obtener la funci�on de Lagrange 3.19.

Las coordenadas esféricas a cartesianas son:

X1 = lcosϕsenθ Y1 = lsenϕsinθ Z1 = lcosθ (5.24)
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Las velocidades con respecto a cada una de las coordenadas son:

ẋ = lθ̇cosθcosθ − lϕ̇senθsenϕ (5.25)

ẏ = lθ̇cosθsenθ + lϕ̇senθcosϕ (5.26)

ż = −lθ̇senθ (5.27)

Se emplea la funci�on de Lagrange 3.19 con los valores previamente calculados,
como se desarrolla a continuaci�on:

L = T−V =
1

2
m((lθ̇cosθcosθ−lϕ̇senθsen)2+(lθ̇cosθsenθ+lϕ̇senθcosϕ)2+(−lθ̇senθ)2)−mglcosθ

L =
1

2
ml2θ̇2 +

1

2
ml2ϕ̇2senθ2 −mlgcosθ

(5.28)

La ecuaci�on de movimiento con respecto a θ utilizando las ecuaciones 5.28 y la
ecuaci�on de Lagrange 3.18:

d(ml2θ̇)

dt
−ml2ϕ̇2senθcosθ −mglsenθ = 0 (5.29)

La ecuaci�on de movimiento con respecto a ϕ utilizando las ecuaciones 5.28 y la
ecuaci�on de Lagrange 3.18:

d(ml2ϕ̇sen2θ)

dt
= 0 (5.30)

Para describir la din�amica de cadena de los eslabones en las coordenadas del
espacio articular, se representa por medio de la ecuaci�on 3.20, tal como se muestran
en el apéndice C en donde se indica la matriz de inercia, la matriz de Coriolis y el
vector de gravedad.
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Conclusiones y trabajo a futuro

6.1. Conclusiones

En este trabajo se comprueba que la hip�otesis es aceptada porque si fue posible
diseñar un exoesqueleto de hombro para la rehabilitaci�on motora de pacientes mexi-
canos con ECV durante las etapas donde se requiera tener al paciente en posici�on de
pie o sentado.

En donde la �unica limitante en el diseño se presenta en el movimiento de abduc-
ci�on, esto debido a que en la parte del hombro se ubican los motores y para evitar
que topen los motores con el rostro del paciente, se limit�o su movilidad a un �angulo
m�aximo de 130°, es decir, no se logra alcanzar el rango m�aximo de movimiento (180°).

En particular, para el movimiento de la articulaci�on del codo, �unicamente se con-
templ�o un rango de movimiento entre 90 y 145; sin embargo, al ser un diseño para
pacientes con EVC no requiere que los rangos de movimiento sean largos como el de
los sujetos sanos. Por otro lado, la estructura del diseño, a nivel mec�anico, contempla
un soporte para el brazo completo, lo que ayuda a reducir movimientos involuntarios
por parte del paciente durante las sesiones de rehabilitaci�on.

Adem�as, al considerarse materiales de impresi�on 3D, los costos de fabricaci�on
se minimizan a comparaci�on de emplear la manufactura convencional por medio de
tornos y/o fresadoras y adem�as se demuestra que si es viable la obtenci�on de un diseño
seguro al obtener un factor de seguridad mayor de 1.

6.2. Trabajo a futuro

Actualmente, el exoesqueleto se encuentra en la fase de simulaci�on del modelado
din�amico, pero con la �nalidad de seguir dando seguimiento al tema de tesis, se
propone algunos puntos para mejorar el proyecto:

Aplicar las señales electromiogr�a�cas

Implementar diversas leyes de control en donde permita disminuir la fuerza
ejercida por el exoesqueleto en la medida en que aumenta la paciente.
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Realizar el diseño electr�onico de tal manera que no inter�era con el movimiento
mec�anico.

Programar una interfaz amigable que le permita al �sioterapeuta programar
rutinas.

Realizar el diseño en f��sico implementando todo lo mencionado anteriormente.

Realizar pruebas en pacientes sanos para posteriormente hacer pruebas en su-
jetos con dicha enfermedad.
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Apéndice A

Electromi�ograma (EMG)

Se realiz�o un prototipo de electromiograma utilizando ampli�cadores operaciona-
les, con ello sé realiz�o la adquisici�on de señales EMG utilizando el software Matlab®.
la �nalidad de este prototipo es emplearlo m�as adelante en el exoesqueleto como
sensor de actividad muscular.

74



Electromyogram (EMG) construction using op amps

Edgar Giovany Ibarra Zea
División de Estudios de Posgrado, Instituto Tecnológico de Nuevo León

Maestria en Ingenieria

Abstract—Operational amplifiers are applied for the design
of electrical circuits in areas such as biomedical for signal
acquisition. Therefore, this article will present the configurations
required for the construction of an electromyogram (EMG) using
operational amplifiers to subsequently perform the acquisition of
signals through the use of Matlab software.

Index Terms—Operational Amplifier, Electromyogram.

I. INTRODUCTION

The human body generates electrical signals called biopo-
tentials, these signals are acquired and interpreted by medical
measurement equipment. Wherein, the uptake of electrical
signals produced by the muscles during a muscle contraction
is known as electromyography (EMG). EMG is used, in the
field of medicine, and consists of the acquisition, recording,
and analysis of the electrical activity generated in nerves and
muscles through the use of electrodes,[1]

The typical amplitude of EMG signals is 100 mV and it
has a bandwidth of 1 kHz due to the low electrical potential
they have, they must be amplified in order to be processed or
recorded,[1]

Some biopotential amplifiers use three electrodes: two elec-
trodes placed in the middle and the end of the biceps, and the
third-placed on the bony part the elbow for reference how we
can see in Fig.1,[2]

Fig. 1. Positions for electrode placement.

In this work, the design of the electromyogram is carried
out in six stages: signal acquisition, amplification, filtering,
rectification, smoothing, inverting.[3]

For the acquisition of the signals, the Arduino development
board is used and with this, an interface is created with Matlab
to visualize and interpret the signals.

II. MATERIALS

For this work, the following material was used

‚ 3 Op-Amp UA741
‚ 3 Op-Amp TL072
‚ Linear power supply ˘12
‚ Arduino One
‚ Software Matlab
‚ 3 Electrodes SEN-12969
‚ 2 Diode 1N4148
‚ 3 Alligator cables (Substitute for EMG Cables)
‚ Resistances:

Quantity Type Capacity
2 Resistor 1 MΩ
3 Resistor 150 KΩ
2 Resistor 87 KΩ
4 Resistor 47 KΩ
2 Resistor 27 KΩ
6 Resistor 10 KΩ
1 Resistor 3.3 KΩ
1 Resistor 1 KΩ
1 Trimmer 20 KΩ

‚ Capacitor:

Quantity Type Capacity
1 Electrolytic 1 µF
2 Tantalum 1 µF
1 Ceramic 0.01 µF

III. METHODS

A. Stage 1 circuit: signal acquisition implemented with 3
UA741 as an instrumentation amplifier.

For the first stage, the design of an instrumentation amplifier
is implemented using a UA741 array for signal acquisition.

Fig. 2 shows the first stage of the EMG consisting of a
differential operational amplifier, commonly known instrumen-
tation amplifier.

This first stage allows you to capture the difference in
electrical signals that trigger muscle contractions and amplify
them to a higher level.



Fig. 2. Stage 1 circuit: Signal acquisition.

B. Stage 2: Amplification.

The second stage is responsible for amplifying the input
signal with the reverse configuration with a gain of 15.

The signal must be amplified again, that is why in Fig. 3 the
amplification stage is shown, for which the OP-AMP TL072
was used.

Fig. 3. Stage 2 circuit: Amplification using the non-inverting configuration.

C. Stage 3: Filtering.

When a desired signal is amplified, there are ”parasitic”
signals that only distort the information that is really wanted
to be recovered. To avoid this, the signal is filtered with a high
pass filter. Fig. 4 shows the circuit for this stage.

Fig. 4. Stage 3 circuit: Filtering using high pass filter whit the non-inverting
configuration.

D. Stage 4: Rectification.

For this stage of it was decided to use a precision rectifier
because it is essential that the voltage levels are only positive
in order to convert the signal to a digital level how show in Fig.
5 That is why the Arduino development board only supports
positive levels to be able to convert them to digital data through
its ADC converter.

Fig. 5. Stage 4 circuit: Filtering.

E. Stage 5: Smoothing.

In this stage 5, the signal is filtered in order to discriminate
the high frequencies, thus obtaining only information on the
low frequencies. For this reason, a low-pass filter with a cutoff
frequency of 1.975 Hz was used. This in order that, with
each flexion or muscular activity, the voltage produced by the
muscle increases and when there is no muscular activity, the
average voltage remains close to zero.

Fig. 6. Stage 5 circuit: Filtering low pass setup using an RC circuit.

F. Stage 6: Smoothing.

In this last stage of the circuit, the inverter amplifier
configuration is used, with an adjustable gain of 20KΩ. At
this stage, voltage variations of up to 5v can be obtained.
Through the output shown by the last amplifier, the signal can
be acquired through Arduino and interpreted through the use
of Matlab.



Fig. 7. Stage 6 circuit: Inverter configuration with adjustable gain.

G. Data acquisition using Matlab and Arduino

To acquire the signals, the Arduino development board is
used and through its serial port the signals are sent to Matlab to
visualize and interpret the signals using the following Matlab
code.

c l c
c l o s e a l l
c l e a r a l l

a r = a r d u i n o ( ’COM3’ ) ;
Fs= 3 0 ;
N =90;
y = z e r o s (N , 1 ) ; %Entrada%
w = z e r o s (N , 1 ) ; %S a l i d a%
t = l i n s p a c e ( 0 , (N´1)/ Fs ,N ) ;
l 1 = l i n e ( nan , nan , ’ Co lo r ’ , ’ r ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
l 2 = l i n e ( nan , nan , ’ Co lo r ’ , ’ b ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
y l im ( [ 0 3 . 5 ] )
x l im ( [ 0 . 5 (N´1)/ Fs ] )
g r i d
Stop =1;
u i c o n t r o l ( ’ S t y l e ’ , ’ P u s h b u t t o n ’ , ’ S t r i n g ’ , ’ P a r a r ’
, . . . ’ C a l l b a c k ’ , ’ S top =0; ’ )

t i c
w h i l e S top

i f t o c > 1 / Fs
t i c
y ( 1 : end ´1)=y ( 2 : end ) ;
w( 2 : end ´1)=w ( 2 . 5 : end ) ;
y ( end )= a r . ana logRead ( 0 ) ∗ 5 / 1 0 2 3 ;
w( end )= a r . ana logRead ( 1 ) ∗ 5 / 1 0 2 3 ;
s e t ( l1 , ’ XData ’ , t , ’ YData ’ , y )
s e t ( l2 , ’ XData ’ , t , ’ YData ’ ,w)
drawnow

end
end

IV. RESULTS

Below are the results obtained from the implementation of
the electrical circuit of an EMG using two electrodes for data
collection and one for reference.

In Fig. 8 shows the electromyogram circuit.

Fig. 8. Electromyogram electrical circuit.

In Fig. 9 shows the electrical circuit armed with the op-amps
power connections and the electrode connections represented
by the alligator cables.

Fig. 9. Electromyogram electrical circuit with its power connections.

In Fig. 10 the connection of the three electrodes is repre-
sented: two electrodes placed in the middle part and the final
part of the biceps, and the third placed in the bony part of the
elbow as a reference.

Fig. 10. Electrode connection.

In Fig. 11 shows the graph obtained by Matlab when the
arm is at rest, as shown in figure 10. Where the input signal is
represented by the red line and the output signal is represented
by the blue line.

It is observed that when there is no muscle activity, the
average voltage remains close to zero.



Fig. 11. Graph obtained when muscle is at rest.

In the Fig. 12 is represented a activity muscular, by per-
forming a flexing movement.

Fig. 12. Representation of activity muscular.

In Fig. 13 shows the graph obtained when flexing muscle
activity is being performed, as shown in figure 12. The graph
shows that the output voltage increases to 2V as the movement
is carried out and then the muscle tension is kept constant.

Fig. 13. Graph obtained when doing muscle activity.

Fig. 14 represents the graph when the muscular activity of
the person’s arm varies, to the point of keeping it at rest.

Fig. 14. Graphical representation when muscle activity varies.

V. CONCLUSION

Developing an EMG requires basic knowledge of op-amps.
For this EMG to be more accurate and to reduce unwanted
signals such as noise, the use of the built-in INA106 is
recommended. The EMG can be applied in the medical field to

measure the level of progress in the rehabilitation of damaged
limbs, this derived from an accident or disease thanks to the
fact that the EMG has the ability to pick up the electrical
signals produced by the muscles.
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 Abstract— This paper presents the design of an exoskeleton to 
assist physiotherapists in the motor rehabilitation of the 
shoulder for the Mexican population over the age of 18, and in 
particular for people that have been suffering a stroke. This 
exoskeleton can perform the three basic movements of the 
shoulder (abduction-adduction, flexion-extension, and internal-
external rotation) and is considered an extra movement in the 
part of the elbow that is flexion-extension, and epicyclic 
gearing in each link to reduce space and increment torque. The 
finite element analysis is presented for the verification of the 
materials selected in the design. In addition, direct kinematic 
modeling using Denavit-Hartenberg is presented and 
MATLAB® software is used to check the movements of each 
joint. 

Palabras clave— Enfermedad Cerebrovascular, 
Exoesqueleto de hombro, Rehabilitación motora. 

I.  INTRODUCCIÓN 
En México se estima que 4.9 % de la población presenta 
discapacidad, de las cuales 11.1% presenta limitación 
(discapacidad motora) [1-2], y aunque no se cuentan con 
estadísticas por miembro, como lo es en el caso de España 
que en su último conteo se registró que el 29.5% de su 
población con discapacidad, esta es motora de miembro 
superior, [3]. El Instituto de Neurología, Neurocirugía y 
Enfermedad Cerebrovascular (INNECeV) considera que la 
enfermedad vascular cerebral (EVC) es una de las 
principales causas de discapacidad cognitiva y/o motora, [4]. 
Las EVC ocurren cuando el flujo de sangre que se dirige al 
cerebro se reduce o interrumpe debido al bloqueo o rotura de 
una de las arterias, lo que impide el funcionamiento normal 
del tejido cerebral por falta de oxígeno y nutrientes, 
provocando la muerte de las neuronas [5]. La Organización 
Mundial de Accidentes Cerebrovasculares (WSO por sus 
siglas en inglés World Stroke Organization) establece que 1 
de cada 4 personas mayores de 25 años son afectadas por las 
EVC, y ante la presencia del virus COVID-19 aumentó 
dicho el riesgo, actualmente las personas mayores a 25 años 
las más vulnerables a recibir un infarto cerebrovascular [6]. 
Las personas sobrevivientes a esta enfermedad presentan 
deficiencias sensoriales y motoras, de las cuales es frecuente 
encontrar espasticidad, el cual es un trastorno que provoca 
que los músculos se contraigan provocando rigidez y 
acortamiento, lo cual interfiere con la movilidad de las 

extremidades. Se recomienda que el paciente entre a un 
proceso de rehabilitación (cognitiva y/o motora, 
dependiendo de la afectación) para recuperar las habilidades 
e integrarse lo mejor posible a sus labores y mejorar su 
calidad de vida, [7-8].   

En el caso de la rehabilitación motora, existe una alta 
demanda y la población con esta enfermedad va en aumento 
cada año. La rehabilitación tradicional se realiza con 
fisioterapeutas, pero actualmente se buscan alternativas para 
cubrir la demanda, entre las opciones se encuentran los 
exoesqueletos, estos pueden proporcionar rehabilitación 
intensiva a largo plazo, y sirven de apoyo a los 
fisioterapuetas, [9]. Comercialmente podemos encontrar 
exoesqueletos para miembro superior como el Artromot-S4, 
Armeo® Power, Orte, Armeo®Senso, Flsiotek y Jace S600, 
los cuales en promedio tienen un costo de adquisición mayor 
a medio millón de pesos mexicanos, sin considerar los 
gastos de mantenimiento.  

En este trabajo se propone el diseño de un exoesqueleto 
de miembro superior que considere las medidas 
antropométricas de la población mexicana mayor de 18 
años, el diseño considera eslabones adaptables y reductores 
epicicloidales planetarios en los actuadores, estos reductores 
se caracterizan porque ofrecen una alta conversión de 
potencia en comparación con otros y son compactos.  La 
estructura se propone realizarla usando PLA a través de 
impresión 3D (peso aproximado 13.7kg), lo cual tendrá una 
reducción en costos de producción en piezas y 
mantenimiento. El diseño cuenta con los 3 movimientos 
rotacionales del hombro (abducción-aducción, flexión-
extensión y rotación interna-externa), y un movimiento 
rotacional del codo (flexión-extensión), considerando los 
rangos de movimiento promedio del 80% para cada uno de 
ellos. 

II.  METODOLOGÍA 
Para el diseño se utilizó una base de datos con las medidas 
antopométricas de la población mexicana, se modeló el 
diseño propuesto mediante la metodología convencional de 
Denavit-Hartenberg (DH), finalmente se realizó el análisis 
de esfuerzos y se calculó el factor de seguridad.  

A. Medidas antropométricas  
La población mexicana tiene dimensiones que difieren a 

las europeas o americanas, por ello, un estudio realizado por 
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la Universidad de Guadalajara muestra datos de 8,228 
sujetos 

 
 

TABLA I COMPARATIVA ENTRE LOS ESQUELETOS UTILIZANDO LAS MÉTRICAS, [15] 

                Dispositivo 
 
Métrica  

Armeo power  ARTROMOT-
S4 

ORTE Armeo®Sen
so 

Flsiotek  Jace S600 Propuesto 

Ángulo flexión y extensión del 
hombre [°] 

40°-120° 110°-0°-10° P P Flexion= 0°-180° -30°-0°-100° 50°-180° 

Ángulo aducción y abducción 
hombro [°]  

-169°-50° 
(abd) 

0°-30°-160° Flexión  Flexión 0°-180° 
(abd) 

40°-110° 0°-130° 

Ángulo rotación interna-
externa hombro [°] 

0°-90° 90°-0°-90° P P 90°-0°-90° 60°-0°-70 -90°-0°-90° 

Ángulo flexión y extensión 
codo  

0°-100° 0°-30°-160 P P NP NE 0°-90° 

Longitud del brazo [cm] 
 

25-34 
 

NE  P P NP 20-32 28-44 

Altura al hombro del paciente 
[cm] 

85-125 120-210 P P NE 70-45 47-148 

Edad de paciente  Adultos Adultos Adultos Adultos NE Adultos Adultos 
Mecanismos de transporte Móvil Móvil Móvil Móvil Móvil Móvil  Móvil 
Postura del paciente durante la 
terapia 

Sentado y 
supino 

Sentado y 
supino 

Sentado y 
supino 

Sentado y 
supino 

Sentado y supino 
(abducción y 
rotación) 

Sentado  Sentado y de pie  

Peso del paciente  135kg  175 kg NE NE NE Ne  44.1-97.3 
 P=Permitido, NP= No permitido, NE=No especificado 

en un rango de edad de 2 a 85 años, para la obtención de las 
medidas antropométricas utilizaron la metodología “Técnica 
antropométrica estandarizada” [11]. A partir de dicho 
estudio se obtuvieron las medidas antropométricas 
necesarias para el diseño del exoesqueleto, se usaron los 
datos de los percentiles 5 a 95 de las personas de 18-85 
años, logrando ajustar el dispositivo al 90% de las 
longitudes de la población analizada. En Tabla I se muestra 
una comparativa de las métricas que tienen los dispositivos 
comerciales en comparación al diseño propuesto [15] y en la 
Tabla II se presentan el resumen de las medidas obtenidas 
para miembro superior, de mujeres y hombres mexicanos. 

TABLA II 
MEDIDAS ANTROPOMÉTRICAS DE LA POBLACIÓN MEXICANA [11] 

Dimensiones (cm) Percentil 5% Percentil 95% 

Peso (kg) 44.1 97.3 
Estatura (m) 1.3 1.7 
Altura hombro 113.8 147.7 
Altura nudillo 59.6 80 
Altura hombro sentado 46.5 63.8 
Longitud de la mano 15.7 18.5 
Diámetro empuñadura 3.6 5 

A. Diseño mecánico del exoesqueleto 
Para la realización del diseño se consideraron las 

medidas antropométricas presentadas en la Tabla II, se 
tomaron en cuenta los rangos de movimiento del brazo tal 
como se muestra en la Tabla III donde se compara el rango 
del movimiento del brazo en una persona sana [14] con 
respecto a los ángulos de movimiento propuesto que logrará 
realizar el exoesqueleto sin que la estructura logre lastimar 
el hombro. Este diseño cuenta con la capacidad de adaptarse 
a una columna telescópica comercial modelo TLC 12ZWAS 
por medio de la base del exoesqueleto con la finalidad de 

que pueda ser ajustada a la altura de los pacientes (sentado o 
de pie). 

TABLA III 
RANGOS DE MOVIMIENTO DE HOMBRO Y DE EXOESQUELETO 

Movimientos 

Ángulos de 
movimiento 
en una 
persona sana 

Ángulos de 
movimiento del 
exoesqueleto 
(propuesto) 

Flexión-Extensión del hombro  -50° a 180° -50° a 180° 
Abducción-Aducción del hombro  0° a 180° 0° a 130° 
Rotación del hombro -90° a 90° -90° a 90° 
Flexión-Extensión del codo 0° a 145° 0° a 90° 
 
Los reductores con los que cuenta el diseño propuesto son 
sistemas que consisten en trenes de engranajes que se 
adaptan a toda clase de mecanismos o maquinas dónde el 
par motor sé distribuye sobre las ruedas dentadas; debido a 
esto no es necesario establecer sincronización alguna y las 
marchas se pueden cambiar sin interrupción de la 
transmisión de fuerza. 

B. Cinemática  
Sé usó la metodología DH para el cálculo de la posición 

del robot (cinemática directa) debido a que el exoesqueleto 
es considerado como un robot manipulador de cadena 
abierta. Esta metodología permite que el usuario conozca la 
posición del efector final a partir de los movimientos de 
cada articulación por medio de la matriz de transformación 
homogénea [12].  

C. Análisis de Elementos Finitos (FEA)  
El análisis de elemento finito se usa en el contexto de 

los desplazamientos y teorías de fallo como indicador de un 
buen diseño para materiales dúctiles, para esto se utilizó la 
herramienta de SolidWorks® Simulation la cual permite 
realizar la validación del diseño, este método es una técnica 
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numérica que resuelve un conjunto de ecuaciones 
diferenciales para calcular las deformaciones, tensiones y 
desplazamientos de una pieza o ensamble, de acuerdo a las 
fuerzas, materiales y restricciones aplicadas [13].  

III.  RESULTADOS 
    La propuesta del diseño del exoesqueleto se muestra en la 
Fig. 1 junto con un maniquí que representaría a la persona 
en posición de reposo o posición anatómica, [10]. La 
estructura representada de color café es la base del 
exoesqueleto de aluminio aleación 6061, esta base se adapta 
a la columna telescópica modelo TLC 12ZWAS, el resto de 
la estructura mecánica es mediante impresión 3D con 
material filamento PLA, esto reduce los costos de 
producción en piezas complejas, ofrece una alta calidad y el 
peso final de la estructura es menor comparado con 

materiales metálicos.  
 
Fig. 1.  Representación del diseño en SolidWorks® cuando el paciente se 
encuentre en posición de reposo o posición anatómica. 
 
 Respecto a los actuadores, se consideran cuatro 
servomotores (Dynamixel MX-64) que ofrecen un par de 6 
Nm a 12V, adaptándose a las necesidades de diseño 
(reductores, controladores, drives y red). Considerando 
como situación crítica cuando el brazo se sitúa a una flexión 
de 90° con longitud de 0.7 m se requiere un par de 63 Nm, 
para ello en la flecha de salida del motor se conecta un 
reductor epicicloidal con relación 13:1 y un peso de 200 
gramos, lo cual permite que estos reductores alcancen un par 
de 79 NM y sus revoluciones por minuto (RPM) será de 4.7. 
 Para la validación del diseño se realizó una simulación 
en SolidWorks® donde se consideran los siguientes 
parámetros; una longitud máxima de 0.7 m para el 
exoesqueleto (longitud máxima del miembro superior) y una 
fuerza de 49.05 N (5% del peso de una persona de 100 kg). 
Además, se empleó una malla sólida a 4 puntos con un 
tamaño máximo de elemento de 4.50817 mm y mínimo de 
0.901633 mm para el análisis estático de Von Misses. 

 En la Fig. 2 se observan los esfuerzos de Von Mises 
considerando un material plástico PLA, el cual tiene una 
densidad de 1.2 ݃Ȁܿ݉ଷ y un módulo de flexión de 3000 
MPa, en el estudio se obtiene como resultado el esfuerzo 
máximo de 184.58   N/mm2 (MPa) ubicado en la base del 
primer motor y de acuerdo con los resultados de 

SolidWorks® obtenidos en el análisis de elemento finito, se 
tiene un factor de seguridad mínimo de 1.4.  

 
Fig 2. Esfuerzos de Von Mises en donde el color azul representa el esfuerzo 
mínimo mientras que el color rojo indica el esfuerzo máximo, dónde se 
señala mediante un círculo rojo la ubicación del esfuerzo máximo. 

D. Cinemática  
Para el analisis cinemático directo, se consideraron las 4 

articulaciones del exoesqueleto de tipo rotacional. En la 
Tabla IV se muestran los parámetros para poder calcular la 
posición del efector final, en donde ܽଵ,�ܽଶ y ܽଷ son valores 
variables (longitudes)  de acuerdo a la longitud del brazo del 
paciente y en la Fig. 3 se representa la ubicación de los 
marcos de referencia.  

Fig. 3.  Marcos de referencia en color rojo correspondientes a cada 
articulación del exoesqueleto de hombro.  

 
TABLA IV 

PARÁMETROS DE DENAVIT-HARTENBERG DEL EXOESQUELETO 
Articulación Movimiento ࢏ࣂ ࢏ࢊ ࢏ࢇ ࢏ࢻ 

1 Base (fijo) 0 ܽଵ 0 0 
2 Rotación externa e interna -90 0 0  ߠଵ 
3 Abducción y aducción -90 0 0  ߠଶ 
4 Flexión y extensión  0 ܽଶ 0  ߠଷ 
5 Flexión y extensión 0 ܽଷ 0 ߠ�ଷ 

E. Simulación 
Se realizaron simulaciones en el software MATLAB® 

mediante Simulink® y Simscape™, para la validación del 
análisis cinemático del exoesqueleto propuesto, a partir de la 
posición mostrada en la Fig. 1, considerando la posición 
anatómica de reposo y los parámetros de la Tabla IV.  

En la matriz (1) se presenta el resultado de la 
transformación homogénea durante el movimiento de 
flexión a 90°, y la Fig. 4 representa la simulación del 
movimiento y la posición del efector final: ݌௫ ൌ
ͲǤͺʹ�݉ǡ ௬݌ ൌ Ͳ݌�ݕ�௭ ൌ ͲǤ͵͸�݉. 



M
E

M
O

R
IA

S
 D

E
L

 4
4

 C
O

N
G

R
E

S
O

 N
A

C
IO

N
A

L
 D

E
 I

N
G

E
N

IE
R

ÍA
 B

IO
M

É
D

IC
A

204

 

଴ܶ
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Ͳ
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����

ଶଷଶ
ଶ଼଴
Ͳ
଻ଽ
ଶଵହ
ͳ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
                             (1) 

 

 
Fig. 4.  Vista isométrica del movimiento de flexión a 90° 

IV.  DISCUSIONES Y CONCLUSIONES  
 En este trabajo se propuso el diseño de un exoesqueleto 

de miembro superior (hombro) considerando las medidas 
antropométricas de la población mexicana mayor de 18 
años. El diseño cuenta con una limitación en el movimiento 
de abducción (130°) este no logra alcanzar el máximo rango 
de movimiento (180°). Para el movimiento del codo se 
contempla únicamente un rango de movimiento de 90° de 
los 145° permitidos, esto, aunque pareciera ser una 
desventaja, al ser un diseño enfocado a pacientes con EVC 
no se requiere que los rangos de movimiento sean los de un 
sujeto sano, al contrario están limitados, y más aún, al inicio 
de la rehabilitación, [16]. Adicional a esto, la estructura del 
diseño contempla un soporte para todo el brazo que ayuda a 
reducir los movimientos involuntarios del paciente durante 
el proceso de rehabilitación. El material seleccionado para la 
construcción es de bajo costo y se demostró que es factible 
para la obtención de un diseño seguro al ser su factor de 
seguridad mayor de 1. Los reductores de tipo epicicloidal 
pueden ser manufacturados con impresión 3D (PLA) y se 
adaptan en el rotor del motor para aumentar el par y 
disminuir la velocidad del movimiento, permitiendo realizar 
los movimientos de abducción-aducción y flexión-extensión 
del hombro que son los que presentan un mayor par de 
torsión. Actualmente el exoesqueleto se encuentra en la fase 
del modelado dinámico, para posteriormente la 
implementación de un control automático adecuado para 
rehabilitación y considerando la espasticidad de los 
pacientes la cual puede ser representada como un modelo 
biomecánico interactuando con un sistema mecánico como 
en [17]. 
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Apéndice D

C�alculos modelado

D.1. Matriz de inercias

M =


R1,1 R1,2 R1,3 R1,4

R2,1 R2,2 R2,3 R2,4

R3,1 R3,2 R3,3 R3,4

R4,1 R4,2 R4,3 R4,4

 (D.1)

A continuaci�on se muestran los valores de la matrz de inercia de la ecuaci�on (D.1).
R1,1 = (81∗m1∗c(θ1)2)/4+(m2

1∗u2)/12+(81∗m1∗s(θ1)2)/4+m4∗(l2∗c(θ4)∗(s(θ1)∗
s(θ3)+c(θ1)∗c(θ2)∗c(θ3))−6∗s(θ4)∗(c(θ3)∗s(θ1)−c(θ1)∗c(θ2)∗s(θ3))−6∗
c(θ4) ∗ (s(θ1) ∗ s(θ3)+ c(θ1) ∗ c(θ2) ∗ c(θ3))+ l2 ∗ s(θ4) ∗ (c(θ3) ∗ s(θ1)− c(θ1)∗
c(θ2) ∗ s(θ3)) + l1 ∗ s(θ1) ∗ s(θ3) + l1 ∗ c(θ1) ∗ c(θ2) ∗ c(θ3))2 +m4 ∗ (6 ∗ c(θ4)∗
(c(θ1)∗s(θ3)−c(θ2)∗c(θ3)∗s(θ1))+6∗s(θ4)∗(c(θ1)∗c(θ3)+c(θ2)∗s(θ1)∗s(θ3))−
l2 ∗ c(θ4) ∗ (c(θ1) ∗ s(θ3)− c(θ2) ∗ c(θ3) ∗ s(θ1))− l2 ∗ s(θ4) ∗ (c(θ1) ∗ c(θ3)+
c(θ2) ∗ s(θ1) ∗ s(θ3))− l1 ∗ c(θ1) ∗ s(θ3)+ l1 ∗ c(θ2) ∗ c(θ3) ∗ s(θ1))2+(49 ∗m2∗
c(θ1)

2∗c(θ2)2)/4+(m2
2∗u2∗c(θ2)2)/12+(49∗m2∗c(θ2)2∗s(θ1)2)/4+(m2

4∗u2∗
(s(θ3 + θ4)

2 ∗ s(θ2)2 − s(θ2)
2 + 1))/12 +m3 ∗ (s(θ1) ∗ s(θ3) + c(θ1) ∗ c(θ2)∗

c(θ3))
2 ∗ (l1 − 5)2 +m3 ∗ (c(θ1) ∗ s(θ3)− c(θ2) ∗ c(θ3) ∗ s(θ1))2 ∗ (l1 − 5)2+

(m2
3 ∗ u2 ∗ (s(θ2)2 ∗ s(θ3)2 − s(θ2)

2 + 1))/12
R1,2 = 5 ∗ l1 ∗m3 ∗ s(2 ∗ θ3) ∗ s(θ2)− (m2

3 ∗ u ∗ c(θ2))/12− (m2
4 ∗ u ∗ c(θ2))/12−

(25 ∗m3 ∗ s(2 ∗ θ3) ∗ s(θ2))/2− 18 ∗m4 ∗ c(2 ∗ θ3) ∗ s(2 ∗ θ4) ∗ s(θ2)− 18∗
m4 ∗ c(2 ∗ θ4) ∗ s(2 ∗ θ3) ∗ s(θ2)− (m2

2 ∗ u ∗ c(θ2))/12− (l21 ∗m3 ∗ s(2 ∗ θ3)∗
s(θ2))/2− (l21 ∗m4 ∗ s(2 ∗ θ3) ∗ s(θ2))/2+6 ∗ l1 ∗m4 ∗ c(2 ∗ θ3) ∗ s(θ2) ∗ s(θ4)+
6 ∗ l1 ∗m4 ∗ s(2 ∗ θ3) ∗ c(θ4) ∗ s(θ2) + 6 ∗ l2 ∗m4 ∗ c(2 ∗ θ3) ∗ s(2 ∗ θ4) ∗ s(θ2)+
6 ∗ l2 ∗m4 ∗ c(2 ∗ θ4) ∗ s(2 ∗ θ3) ∗ s(θ2)− (l22 ∗m4 ∗ c(2 ∗ θ3) ∗ s(2 ∗ θ4)∗
s(θ2))/2− (l22 ∗m4 ∗ c(2 ∗ θ4) ∗ s(2 ∗ θ3) ∗ s(θ2))/2− l1 ∗ l2 ∗m4 ∗ c(2 ∗ θ3)∗
s(θ2) ∗ s(θ4)− l1 ∗ l2 ∗m4 ∗ s(2 ∗ θ3) ∗ c(θ4) ∗ s(θ2)

R1,3 = −(c(θ2) ∗ (12 ∗ l21 ∗m3+12 ∗ l21 ∗m4+24 ∗ c(θ4) ∗ l1 ∗ l2 ∗m4− 120 ∗ l1 ∗m3−
144 ∗ c(θ4) ∗ l1 ∗m4 + 12 ∗ l22 ∗m4 − 144 ∗ l2 ∗m4 + u ∗m2

3 + 300 ∗m3 + u∗
m2

4 + 432 ∗m4))/12

87



88 Cap��tulo D

R1,4 = −(m4∗c(θ2)∗(m4∗u−144∗l2−72∗l1∗c(θ4)+12∗l22+12∗l1∗l2∗c(θ4)+432))/12
R2,1 = 5 ∗ l1 ∗m3 ∗ s(2 ∗ θ3) ∗ s(θ2)− (m2

3 ∗ u ∗ c(θ2))/12− (m2
4 ∗ u ∗ c(θ2))/12−

(25 ∗m3 ∗ s(2 ∗ θ3) ∗ s(θ2))/2− 18 ∗m4 ∗ c(2 ∗ θ3) ∗ s(2 ∗ θ4) ∗ s(θ2)− 18 ∗m4∗
c(2 ∗ θ4) ∗ s(2 ∗ θ3) ∗ s(θ2)− (m2

2 ∗ u ∗ c(θ2))/12− (l21 ∗m3 ∗ s(2 ∗ θ3)∗
s(θ2))/2−(l21 ∗m4 ∗s(2∗θ3)∗s(θ2))/2+6∗ l1 ∗m4 ∗c(2∗θ3)∗s(θ2)∗s(θ4)+6∗
l1 ∗m4 ∗ s(2 ∗ θ3) ∗ c(θ4) ∗ s(θ2) + 6 ∗ l2 ∗m4 ∗ c(2 ∗ θ3) ∗ s(2 ∗ θ4) ∗ s(θ2)+
6 ∗ l2 ∗m4 ∗ c(2 ∗ θ4) ∗ s(2 ∗ θ3) ∗ s(θ2)− (l22 ∗m4 ∗ c(2 ∗ θ3) ∗ s(2 ∗ θ4)∗
s(θ2))/2− (l22 ∗m4 ∗ c(2 ∗ θ4) ∗ s(2 ∗ θ3) ∗ s(θ2))/2− l1 ∗ l2 ∗m4 ∗ c(2 ∗ θ3)∗
s(θ2) ∗ s(θ4)− l1 ∗ l2 ∗m4 ∗ s(2 ∗ θ3) ∗ c(θ4) ∗ s(θ2)

R2,2 = (49 ∗m2)/4 + (25 ∗m3)/2 + 18 ∗m4 + (25 ∗m3 ∗ c(2 ∗ θ3))/2 + 18 ∗m4∗
c(2 ∗ θ3 + 2 ∗ θ4)− 5 ∗ l1 ∗m3 − 6 ∗ l2 ∗m4 + (l21 ∗m3)/2 + (l21 ∗m4)/2+
(l22 ∗m4)/2 +m2

2/12 +m2
3/12 +m2

4/12− 6 ∗ l1 ∗m4 ∗ c(θ4)− 6 ∗ l1 ∗m4∗
c(2 ∗ θ3 + θ4)− 5 ∗ l1 ∗m3 ∗ c(2 ∗ θ3)− 6 ∗ l2 ∗m4 ∗ c(2 ∗ θ3 + 2 ∗ θ4)+
(l21 ∗m3 ∗ c(2 ∗ θ3))/2+ (l21 ∗m4 ∗ c(2 ∗ θ3))/2+ (l22 ∗m4 ∗ c(2 ∗ θ3+2 ∗ θ4))/2+
l1 ∗ l2 ∗m4 ∗ c(θ4) + l1 ∗ l2 ∗m4 ∗ c(2 ∗ θ3 + θ4)

R2,3 = m2
3/12 +m2

4/12
R2,4 = m2

4/12
R3,1 = −(c(θ2)∗(12∗l21∗m3+12∗l21∗m4+24∗c(θ4)∗l1∗l2∗m4−120∗l1∗m3−144∗c(θ4)∗

l1 ∗m4+12∗ l22 ∗m4−144∗ l2 ∗m4+u∗m2
3+300∗m3+u∗m2

4+432∗m4))/12
R3,2 = m2

3/12 +m2
4/12

R3,3 = l21 ∗m3 + l21 ∗m4 +2 ∗ c(θ4) ∗ l1 ∗ l2 ∗m4 − 10 ∗ l1 ∗m3 − 12 ∗ c(θ4) ∗ l1 ∗m4+
l22 ∗m4 − 12 ∗ l2 ∗m4 +m2

3/12 + 25 ∗m3 +m2
4/12 + 36 ∗m4

R3,4 = (m4 ∗ (m4 − 144 ∗ l2 − 72 ∗ l1 ∗ c(θ4) + 12 ∗ l22 + 12 ∗ l1 ∗ l2 ∗ c(θ4) + 432))/12
R3,4 = (m4 ∗ (m4 − 144 ∗ l2 − 72 ∗ l1 ∗ c(θ4) + 12 ∗ l22 + 12 ∗ l1 ∗ l2 ∗ c(θ4) + 432))/12
R4,1 = −(m4∗c(θ2)∗(m4∗u−144∗l2−72∗l1∗c(θ4)+12∗l22+12∗l1∗l2∗c(θ4)+432))/12
R4,2 = m2

4/12
R4,3 = (m4 ∗ (m4 − 144 ∗ l2 − 72 ∗ l1 ∗ c(θ4) + 12 ∗ l22 + 12 ∗ l1 ∗ l2 ∗ c(θ4) + 432))/12
R4,4 = (m4 ∗ (12 ∗ l22 − 144 ∗ l2 +m4 + 432))/12
Ver apéndice C para cada uno de los elementos de la matriz de inercia.

D.2. Matriz de Coriolis

C =


R1,1 R1,2 R1,3 R1,4

R2,1 R2,2 R2,3 R2,4

R3,1 R3,2 R3,3 R3,4

R4,1 R4,2 R4,3 R4,4

 (D.2)

A continuaci�on se muestran los valores de la matriz de Coriolis de la ecuaci�on
(D.2). R1,1 =

(25∗m3∗qp3∗s(2∗θ3))/4−(25∗m3∗qp2∗s(2∗θ2))/4−9∗m4∗qp2∗s(2∗θ2)−(49∗m2∗
qp2∗s(2∗θ2))/8−(l21∗m3∗qp2∗s(2∗θ2))/4−(l21∗m4∗qp2∗s(2∗θ2))/4+(l21∗m3∗qp3∗s(2∗
θ3))/4−(l22∗m4∗qp2∗s(2∗θ2))/4+(l21∗m4∗qp3∗s(2∗θ3))/4+(9∗l1∗m4∗qp4∗s(θ4))/2−
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(25∗m3∗qp2∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ2))/4−(25∗m3∗qp3∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3))/4+9∗m4∗qp3∗c(2∗
θ3)∗s(2∗θ4)+9∗m4∗qp3∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)+9∗m4∗qp4∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)+9∗m4∗qp4∗c(2∗
θ4)∗s(2∗θ3)−(m2

2∗qp2∗u2∗s(2∗θ2))/24−(m2
3∗qp2∗u2∗s(2∗θ2))/48−(m2

4∗qp2∗u2∗s(2∗
θ2))/48+(m2

3∗qp3∗u2∗s(2∗θ3))/48+(5∗l1∗m3∗qp2∗s(2∗θ2))/2−(5∗l1∗m3∗qp3∗s(2∗
θ3))/2+3∗l2∗m4∗qp2∗s(2∗θ2)+9∗m4∗qp2∗s(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)+(5∗l1∗m3∗qp2∗
c(2∗θ3)∗s(2∗θ2))/2+(5∗l1∗m3∗qp3∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3))/2−3∗l2∗m4∗qp3∗c(2∗θ3)∗s(2∗
θ4)−3∗l2∗m4∗qp3∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)−3∗l2∗m4∗qp4∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)−3∗l2∗m4∗qp4∗
c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)−(l21∗m3∗qp2∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ2))/4−(l21∗m3∗qp3∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3))/4−
(l21∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ2))/4−(l21∗m4∗qp3∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3))/4+(l22∗m4∗qp3∗c(2∗
θ3)∗s(2∗θ4))/4+(l22∗m4∗qp3∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/4+(l22∗m4∗qp4∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/4+
(l22∗m4∗qp4∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/4+3∗l1∗m4∗qp2∗s(2∗θ2)∗c(θ4)−3∗l1∗m4∗qp3∗c(2∗θ3)∗
s(θ4)−3∗l1∗m4∗qp3∗s(2∗θ3)∗c(θ4)+(3∗l1∗m4∗qp4∗c(2∗θ2)∗s(θ4))/2−(3∗l1∗m4∗qp4∗
c(2∗θ3)∗s(θ4))/2−(3∗l1∗m4∗qp4∗s(2∗θ3)∗c(θ4))/2−9∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(2∗
θ2)−9∗m4∗qp3∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)−9∗m4∗qp3∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)−9∗
m4∗qp4∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)−9∗m4∗qp4∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)−(m2

3∗qp2∗u2∗
c(2∗θ3)∗s(2∗θ2))/48−(m2

3∗qp3∗u2∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3))/48+(m2
4∗qp3∗u2∗c(2∗θ3)∗s(2∗

θ4))/48+(m2
4∗qp3∗u2∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/48+(m2

4∗qp4∗u2∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/48+(m2
4∗

qp4∗u2∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/48−(3∗l1∗l2∗m4∗qp4∗s(θ4))/4−3∗l1∗m4∗qp2∗s(2∗θ2)∗s(2∗
θ3)∗s(θ4)−(m2

4∗qp2∗u2∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ2))/48−(m2
4∗qp3∗u2∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗

s(2∗θ4))/48−(m2
4∗qp3∗u2∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/48−(m2

4∗qp4∗u2∗c(2∗θ2)∗c(2∗
θ3)∗s(2∗θ4))/48−(m2

4∗qp4∗u2∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/48−(l1∗l2∗m4∗qp2∗s(2∗
θ2)∗c(θ4))/2+(l1∗l2∗m4∗qp3∗c(2∗θ3)∗s(θ4))/2+(l1∗l2∗m4∗qp3∗s(2∗θ3)∗c(θ4))/2−
(l1∗l2∗m4∗qp4∗c(2∗θ2)∗s(θ4))/4+(l1∗l2∗m4∗qp4∗c(2∗θ3)∗s(θ4))/4+(l1∗l2∗m4∗qp4∗
s(2∗θ3)∗c(θ4))/4+(m2

4∗qp2∗u2∗s(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/48+3∗l2∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗
c(2∗θ4)∗s(2∗θ2)+3∗l2∗m4∗qp3∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)+3∗l2∗m4∗qp3∗c(2∗θ2)∗c(2∗
θ4)∗s(2∗θ3)+3∗l2∗m4∗qp4∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)+3∗l2∗m4∗qp4∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗
s(2∗θ3)−3∗l2∗m4∗qp2∗s(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)−(l22∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(2∗
θ2))/4−(l22∗m4∗qp3∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/4−(l22∗m4∗qp3∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗
θ3))/4−(l22∗m4∗qp4∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/4−(l22∗m4∗qp4∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗
θ3))/4+(l22∗m4∗qp2∗s(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/4+3∗l1∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ2)∗
c(θ4)+3∗l1∗m4∗qp3∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(θ4)+3∗l1∗m4∗qp3∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗c(θ4)+
(3∗l1∗m4∗qp4∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(θ4))/2+(3∗l1∗m4∗qp4∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗c(θ4))/2−
(l1∗l2∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ2)∗c(θ4))/2−(l1∗l2∗m4∗qp3∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(θ4))/2−
(l1∗l2∗m4∗qp3∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗c(θ4))/2−(l1∗l2∗m4∗qp4∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(θ4))/4−
(l1∗l2∗m4∗qp4∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗c(θ4))/4+(l1∗l2∗m4∗qp2∗s(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗s(θ4))/2

R1,2 =

(25∗m3∗qp3∗s(θ2))/2+18∗m4∗qp3∗s(θ2)+18∗m4∗qp4∗s(θ2)−(49∗m2∗qp1∗s(2∗
θ2))/8−(25∗m3∗qp1∗s(2∗θ2))/4−9∗m4∗qp1∗s(2∗θ2)−(l21∗m3∗qp1∗s(2∗θ2))/4−(l21∗
m4∗qp1∗s(2∗θ2))/4−(l22∗m4∗qp1∗s(2∗θ2))/4−(25∗m3∗qp2∗s(2∗θ3)∗c(θ2))/2−(25∗
m3∗qp3∗c(2∗θ3)∗s(θ2))/2−5∗l1∗m3∗qp3∗s(θ2)−6∗l2∗m4∗qp3∗s(θ2)−6∗l2∗m4∗qp4∗
s(θ2)−(25∗m3∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ2))/4−(m2

2∗qp1∗u2∗s(2∗θ2))/24−(m2
3∗qp1∗u2∗s(2∗
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θ2))/48−(m2
4∗qp1∗u2∗s(2∗θ2))/48+(5∗l1∗m3∗qp1∗s(2∗θ2))/2+3∗l2∗m4∗qp1∗s(2∗

θ2)+(l21∗m3∗qp3∗s(θ2))/2+(l21∗m4∗qp3∗s(θ2))/2+(l22∗m4∗qp3∗s(θ2))/2+(l22∗m4∗qp4∗
s(θ2))/2+(m2

2∗qp2∗u∗s(θ2))/12+(m2
3∗qp2∗u∗s(θ2))/12+(m2

3∗qp3∗u∗s(θ2))/24+(m2
4∗

qp2∗u∗s(θ2))/12+(m2
4∗qp3∗u∗s(θ2))/24+(m2

4∗qp4∗u∗s(θ2))/24+9∗m4∗qp1∗s(2∗θ2)∗
s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)+(5∗l1∗m3∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ2))/2−(l21∗m3∗qp2∗s(2∗θ3)∗c(θ2))/2−
(l21∗m3∗qp3∗c(2∗θ3)∗s(θ2))/2−(l21∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗c(θ2))/2−(l21∗m4∗qp3∗c(2∗θ3)∗
s(θ2))/2−6∗l1∗m4∗qp3∗c(θ4)∗s(θ2)−3∗l1∗m4∗qp4∗c(θ4)∗s(θ2)−(l21∗m3∗qp1∗c(2∗θ3)∗
s(2∗θ2))/4−(l21∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ2))/4−18∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗c(θ2)−
18∗m4∗qp2∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)∗c(θ2)−18∗m4∗qp3∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(θ2)−18∗m4∗qp4∗
c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(θ2)+18∗m4∗qp3∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2)+18∗m4∗qp4∗s(2∗θ3)∗
s(2∗θ4)∗s(θ2)+5∗l1∗m3∗qp2∗s(2∗θ3)∗c(θ2)+5∗l1∗m3∗qp3∗c(2∗θ3)∗s(θ2)+3∗l1∗m4∗
qp1∗s(2∗θ2)∗c(θ4)−9∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ2)−(m2

3∗qp1∗u2∗c(2∗θ3)∗s(2∗
θ2))/48−3∗l1∗m4∗qp1∗s(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗s(θ4)−6∗l2∗m4∗qp3∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2)−
6∗l2∗m4∗qp4∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2)−(m2

4∗qp1∗u2∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ2))/48−
(l1∗l2∗m4∗qp1∗s(2∗θ2)∗c(θ4))/2+(m2

4∗qp1∗u2∗s(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/48+3∗l2∗
m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ2)−(l22∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗c(θ2))/2−(l22∗m4∗
qp2∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)∗c(θ2))/2−(l22∗m4∗qp3∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(θ2))/2−(l22∗m4∗qp4∗
c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(θ2))/2−3∗l2∗m4∗qp1∗s(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)+(l22∗m4∗qp3∗s(2∗
θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2))/2+(l22∗m4∗qp4∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2))/2+6∗l1∗m4∗qp2∗c(2∗
θ3)∗c(θ2)∗s(θ4)+6∗l1∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗c(θ2)∗c(θ4)+6∗l1∗m4∗qp3∗c(2∗θ3)∗c(θ4)∗
s(θ2)+3∗l1∗m4∗qp4∗c(2∗θ3)∗c(θ4)∗s(θ2)−(l22∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ2))/4−
6∗l1∗m4∗qp3∗s(2∗θ3)∗s(θ2)∗s(θ4)−3∗l1∗m4∗qp4∗s(2∗θ3)∗s(θ2)∗s(θ4)+l1∗l2∗m4∗
qp3∗c(θ4)∗s(θ2)+(l1∗l2∗m4∗qp4∗c(θ4)∗s(θ2))/2+(l22∗m4∗qp1∗s(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗s(2∗
θ4))/4+3∗l1∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ2)∗c(θ4)+6∗l2∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗c(θ2)+
6∗l2∗m4∗qp2∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)∗c(θ2)+6∗l2∗m4∗qp3∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(θ2)+6∗l2∗m4∗
qp4∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(θ2)−l1∗l2∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(θ2)∗s(θ4)−l1∗l2∗m4∗qp2∗s(2∗
θ3)∗c(θ2)∗c(θ4)−l1∗l2∗m4∗qp3∗c(2∗θ3)∗c(θ4)∗s(θ2)−(l1∗l2∗m4∗qp4∗c(2∗θ3)∗c(θ4)∗
s(θ2))/2+l1∗l2∗m4∗qp3∗s(2∗θ3)∗s(θ2)∗s(θ4)+(l1∗l2∗m4∗qp4∗s(2∗θ3)∗s(θ2)∗s(θ4))/2−
(l1∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ2)∗c(θ4))/2+(l1∗l2∗m4∗qp1∗s(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗s(θ4))/2

R1,3 =

(25∗m3∗qp2∗s(θ2))/2+18∗m4∗qp2∗s(θ2)+(25∗m3∗qp1∗s(2∗θ3))/4+(l21∗m3∗qp1∗
s(2∗θ3))/4+(l21∗m4∗qp1∗s(2∗θ3))/4−(25∗m3∗qp2∗c(2∗θ3)∗s(θ2))/2−5∗l1∗m3∗qp2∗
s(θ2)−6∗l2∗m4∗qp2∗s(θ2)−(25∗m3∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3))/4+9∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗
s(2∗θ4)+9∗m4∗qp1∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)+(m2

3∗qp1∗u2∗s(2∗θ3))/48−(5∗l1∗m3∗qp1∗s(2∗
θ3))/2+(l21∗m3∗qp2∗s(θ2))/2+(l21∗m4∗qp2∗s(θ2))/2+(l22∗m4∗qp2∗s(θ2))/2+(m2

3∗
qp2∗u∗s(θ2))/24+(m2

4∗qp2∗u∗s(θ2))/24+(5∗l1∗m3∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3))/2−3∗
l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)−3∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)−(l21∗m3∗qp2∗c(2∗θ3)∗
s(θ2))/2−(l21∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗s(θ2))/2−6∗l1∗m4∗qp2∗c(θ4)∗s(θ2)−6∗l1∗m4∗qp4∗
c(θ2)∗s(θ4)−(l21∗m3∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3))/4−(l21∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3))/4+(l22∗
m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/4+(l22∗m4∗qp1∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/4−18∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗
c(2∗θ4)∗s(θ2)+18∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2)+5∗l1∗m3∗qp2∗c(2∗θ3)∗s(θ2)−3∗
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l1∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(θ4)−3∗l1∗m4∗qp1∗s(2∗θ3)∗c(θ4)−9∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗
s(2∗θ4)−9∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)−(m2

3∗qp1∗u2∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3))/48+
(m2

4∗qp1∗u2∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/48+(m2
4∗qp1∗u2∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/48−6∗l2∗m4∗

qp2∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2)−(m2
4∗qp1∗u2∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/48−(m2

4∗qp1∗
u2∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/48+(l1∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(θ4))/2+(l1∗l2∗m4∗qp1∗
s(2∗θ3)∗c(θ4))/2+3∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)+3∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗
c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)−(l22∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(θ2))/2+(l22∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗s(2∗
θ4)∗s(θ2))/2+6∗ l1∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(θ4)∗s(θ2)−(l22 ∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗
s(2∗θ4))/4−(l22∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/4−6∗l1∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗s(θ2)∗
s(θ4)+l1∗l2∗m4∗qp2∗c(θ4)∗s(θ2)+l1∗l2∗m4∗qp4∗c(θ2)∗s(θ4)+3∗l1∗m4∗qp1∗c(2∗
θ2)∗c(2∗θ3)∗s(θ4)+3∗l1∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗c(θ4)+6∗l2∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(2∗
θ4)∗s(θ2)−l1∗l2∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(θ4)∗s(θ2)+l1∗l2∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗s(θ2)∗s(θ4)−
(l1∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(θ4))/2−(l1∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗c(θ4))/2

R1,4 =

18∗m4 ∗qp2∗s(θ2)+(9∗ l1 ∗m4 ∗qp1∗s(θ4))/2−6∗ l2 ∗m4 ∗qp2∗s(θ2)+9∗m4 ∗qp1∗
c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)+9∗m4∗qp1∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)+(l22∗m4∗qp2∗s(θ2))/2+(m2

4∗qp2∗u∗
s(θ2))/24−3∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)−3∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)−3∗l1∗
m4∗qp2∗c(θ4)∗s(θ2)−6∗l1∗m4∗qp3∗c(θ2)∗s(θ4)−6∗l1∗m4∗qp4∗c(θ2)∗s(θ4)+(l22∗m4∗
qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/4+(l22∗m4∗qp1∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/4−18∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(2∗
θ4)∗s(θ2)+18∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2)+(3∗l1∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(θ4))/2−
(3∗l1∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(θ4))/2−(3∗l1∗m4∗qp1∗s(2∗θ3)∗c(θ4))/2−9∗m4∗qp1∗c(2∗
θ2)∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)−9∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)+(m2

4∗qp1∗u2∗c(2∗θ3)∗
s(2∗θ4))/48+(m2

4∗qp1∗u2∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/48−(3∗l1∗l2∗m4∗qp1∗s(θ4))/4−6∗l2∗
m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2)−(m2

4∗qp1∗u2∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/48−(m2
4∗

qp1∗u2∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/48−(l1∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(θ4))/4+(l1∗l2∗m4∗
qp1∗c(2∗θ3)∗s(θ4))/4+(l1∗l2∗m4∗qp1∗s(2∗θ3)∗c(θ4))/4+3∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗
θ3)∗s(2∗θ4)+3∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)−(l22∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗
s(θ2))/2+(l22∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2))/2+3∗l1∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(θ4)∗s(θ2)−
(l22∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/4−(l22∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/4−
3∗l1∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗s(θ2)∗s(θ4)+(l1∗l2∗m4∗qp2∗c(θ4)∗s(θ2))/2+l1∗l2∗m4∗qp3∗
c(θ2)∗s(θ4)+l1∗l2∗m4∗qp4∗c(θ2)∗s(θ4)+(3∗l1∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(θ4))/2+
(3∗l1∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗c(θ4))/2+6∗l2∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(θ2)−
(l1∗l2∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(θ4)∗s(θ2))/2+(l1∗l2∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗s(θ2)∗s(θ4))/2−
(l1∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(θ4))/4−(l1∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗c(θ4))/4

R2,1 =

(49∗m2 ∗qp1∗s(2∗θ2))/8−18∗m4 ∗qp3∗s(θ2)−18∗m4 ∗qp4∗s(θ2)− (25∗m3 ∗qp3∗
s(θ2))/2+(25∗m3∗qp1∗s(2∗θ2))/4+9∗m4∗qp1∗s(2∗θ2)+(l21∗m3∗qp1∗s(2∗θ2))/4+
(l21∗m4∗qp1∗s(2∗θ2))/4+(l22∗m4∗qp1∗s(2∗θ2))/4−(25∗m3∗qp3∗c(2∗θ3)∗s(θ2))/2+
5∗l1∗m3∗qp3∗s(θ2)+6∗l2∗m4∗qp3∗s(θ2)+6∗l2∗m4∗qp4∗s(θ2)+(25∗m3∗qp1∗c(2∗
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θ3)∗s(2∗θ2))/4+(m2
2∗qp1∗u2∗s(2∗θ2))/24+(m2

3∗qp1∗u2∗s(2∗θ2))/48+(m2
4∗qp1∗

u2∗s(2∗θ2))/48−(5∗l1∗m3∗qp1∗s(2∗θ2))/2−3∗l2∗m4∗qp1∗s(2∗θ2)−(l21∗m3∗qp3∗
s(θ2))/2−(l21∗m4∗qp3∗s(θ2))/2−(l22∗m4∗qp3∗s(θ2))/2−(l22∗m4∗qp4∗s(θ2))/2−(m2

3∗
qp3∗u∗s(θ2))/24−(m2

4∗qp3∗u∗s(θ2))/24−(m2
4∗qp4∗u∗s(θ2))/24−9∗m4∗qp1∗s(2∗

θ2)∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)−(5∗ l1∗m3∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ2))/2−(l21 ∗m3∗qp3∗c(2∗θ3)∗
s(θ2))/2−(l21∗m4∗qp3∗c(2∗θ3)∗s(θ2))/2+6∗l1∗m4∗qp3∗c(θ4)∗s(θ2)+3∗l1∗m4∗qp4∗
c(θ4)∗s(θ2)+(l21∗m3∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ2))/4+(l21∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ2))/4−18∗
m4∗qp3∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(θ2)−18∗m4∗qp4∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(θ2)+18∗m4∗qp3∗
s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2)+18∗m4∗qp4∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2)+5∗l1∗m3∗qp3∗c(2∗θ3)∗
s(θ2)−3∗l1∗m4∗qp1∗s(2∗θ2)∗c(θ4)+9∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ2)+(m2

3∗qp1∗
u2∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ2))/48+3∗l1∗m4∗qp1∗s(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗s(θ4)−6∗l2∗m4∗qp3∗s(2∗
θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2)−6∗ l2∗m4∗qp4∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2)+(m2

4∗qp1∗u2∗c(2∗θ3)∗
c(2∗θ4)∗s(2∗θ2))/48+(l1∗l2∗m4∗qp1∗s(2∗θ2)∗c(θ4))/2−(m2

4∗qp1∗u2∗s(2∗θ2)∗s(2∗
θ3)∗s(2∗θ4))/48−3∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ2)−(l22∗m4∗qp3∗c(2∗θ3)∗c(2∗
θ4)∗s(θ2))/2−(l22∗m4∗qp4∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(θ2))/2+3∗l2∗m4∗qp1∗s(2∗θ2)∗s(2∗
θ3)∗s(2∗θ4)+(l22∗m4∗qp3∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2))/2+(l22∗m4∗qp4∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗
s(θ2))/2+6∗l1∗m4∗qp3∗c(2∗θ3)∗c(θ4)∗s(θ2)+3∗l1∗m4∗qp4∗c(2∗θ3)∗c(θ4)∗s(θ2)+
(l22∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ2))/4−6∗l1∗m4∗qp3∗s(2∗θ3)∗s(θ2)∗s(θ4)−3∗
l1∗m4∗qp4∗s(2∗θ3)∗s(θ2)∗s(θ4)−l1∗l2∗m4∗qp3∗c(θ4)∗s(θ2)−(l1∗l2∗m4∗qp4∗c(θ4)∗
s(θ2))/2−(l22 ∗m4∗qp1∗s(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/4−3∗ l1∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗
θ2)∗c(θ4)+6∗l2∗m4∗qp3∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(θ2)+6∗l2∗m4∗qp4∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗
s(θ2)−l1∗l2∗m4∗qp3∗c(2∗θ3)∗c(θ4)∗s(θ2)−(l1∗l2∗m4∗qp4∗c(2∗θ3)∗c(θ4)∗s(θ2))/2+
l1∗l2∗m4∗qp3∗s(2∗θ3)∗s(θ2)∗s(θ4)+(l1∗l2∗m4∗qp4∗s(2∗θ3)∗s(θ2)∗s(θ4))/2+(l1∗
l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ2)∗c(θ4))/2−(l1∗ l2∗m4∗qp1∗s(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗s(θ4))/2

R2,2 =

−qp3 ∗ ((25 ∗m3 ∗ s(2 ∗ θ3))/2 + 18 ∗m4 ∗ s(2 ∗ θ3 + 2 ∗ θ4) + (l22 ∗m4 ∗ s(2 ∗ θ3 + 2 ∗
θ4))/2−6∗ l1 ∗m4 ∗ s(2∗ θ3+ θ4)−5∗ l1 ∗m3 ∗ s(2∗ θ3)−6∗ l2 ∗m4 ∗ s(2∗ θ3+2∗ θ4)+
(l21 ∗m3 ∗ s(2 ∗ θ3))/2+ (l21 ∗m4 ∗ s(2 ∗ θ3))/2+ l1 ∗ l2 ∗m4 ∗ s(2 ∗ θ3+ θ4))− (m4 ∗ qp4 ∗
(l2− 6) ∗ (l2 ∗ s(2 ∗ θ3+2 ∗ θ4)− 6 ∗ s(2 ∗ θ3+2 ∗ θ4)+ l1 ∗ s(θ4)+ l1 ∗ s(2 ∗ θ3+ θ4)))/2

R2,3 =

−qp2∗((25∗m3∗s(2∗θ3))/2+18∗m4∗s(2∗θ3+2∗θ4)+(l22 ∗m4∗s(2∗θ3+2∗θ4))/2−
6∗l1∗m4∗s(2∗θ3+θ4)−5∗l1∗m3∗s(2∗θ3)−6∗l2∗m4∗s(2∗θ3+2∗θ4)+(l21∗m3∗s(2∗
θ3))/2+(l21 ∗m4∗s(2∗θ3))/2+ l1∗ l2∗m4∗s(2∗θ3+θ4))−(qp1∗s(θ2)∗(300∗m3+432∗
m4+300∗m3∗c(2∗θ3)+432∗m4∗c(2∗θ3+2∗θ4)−120∗l1∗m3−144∗l2∗m4+12∗l21∗m3+
12∗l21∗m4+12∗l22∗m4+m

2
3∗u+m2

4∗u−144∗l1∗m4∗c(θ4)−144∗l1∗m4∗c(2∗θ3+θ4)−
120∗l1∗m3∗c(2∗θ3)−144∗l2∗m4∗c(2∗θ3+2∗θ4)+12∗l21∗m3∗c(2∗θ3)+12∗l21∗m4∗c(2∗
θ3)+12∗l22∗m4∗c(2∗θ3+2∗θ4)+24∗l1∗l2∗m4∗c(θ4)+24∗l1∗l2∗m4∗c(2∗θ3+θ4)))/24

R2,4 =
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−(m4 ∗ qp2 ∗ (l2 − 6) ∗ (l2 ∗ s(2 ∗ θ3 + 2 ∗ θ4)− 6 ∗ s(2 ∗ θ3 + 2 ∗ θ4) + l1 ∗ s(θ4) + l1 ∗
s(2 ∗ θ3 + θ4)))/2 − (m4 ∗ qp1 ∗ s(θ2) ∗ (432 ∗ c(2 ∗ θ3 + 2 ∗ θ4) − 144 ∗ l2 − 144 ∗ l2 ∗
c(2 ∗ θ3 + 2 ∗ θ4) +m4 ∗ u+ 12 ∗ l22 ∗ c(2 ∗ θ3 + 2 ∗ θ4)− 72 ∗ l1 ∗ c(θ4) + 12 ∗ l22 − 72 ∗
l1 ∗ c(2 ∗ θ3 + θ4) + 12 ∗ l1 ∗ l2 ∗ c(θ4) + 12 ∗ l1 ∗ l2 ∗ c(2 ∗ θ3 + θ4) + 432))/24

R3,1 =

(25∗m3∗qp2∗s(θ2))/2+18∗m4∗qp2∗s(θ2)−(25∗m3∗qp1∗s(2∗θ3))/4−(l21∗m3∗
qp1∗s(2∗θ3))/4−(l21∗m4∗qp1∗s(2∗θ3))/4+(25∗m3∗qp2∗c(2∗θ3)∗s(θ2))/2−5∗l1∗m3∗
qp2∗s(θ2)−6∗l2∗m4∗qp2∗s(θ2)+(25∗m3∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3))/4−9∗m4∗qp1∗c(2∗
θ3)∗s(2∗θ4)−9∗m4∗qp1∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)−(m2

3∗qp1∗u2∗s(2∗θ3))/48+(5∗l1∗m3∗qp1∗
s(2∗θ3))/2+(l21 ∗m3∗qp2∗s(θ2))/2+(l21 ∗m4∗qp2∗s(θ2))/2+(l22 ∗m4∗qp2∗s(θ2))/2+
(m2

3∗qp2∗u∗s(θ2))/24+(m2
4∗qp2∗u∗s(θ2))/24−(5∗l1∗m3∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3))/2+

3∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)+3∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)+(l21∗m3∗qp2∗c(2∗θ3)∗
s(θ2))/2+(l21∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗s(θ2))/2−6∗l1∗m4∗qp2∗c(θ4)∗s(θ2)−6∗l1∗m4∗qp4∗
c(θ2)∗s(θ4)+(l21∗m3∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3))/4+(l21∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3))/4−(l22∗
m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/4−(l22∗m4∗qp1∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/4+18∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗
c(2∗θ4)∗s(θ2)−18∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2)−5∗l1∗m3∗qp2∗c(2∗θ3)∗s(θ2)+3∗
l1∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(θ4)+3∗l1∗m4∗qp1∗s(2∗θ3)∗c(θ4)+9∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗
s(2∗θ4)+9∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)+(m2

3∗qp1∗u2∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3))/48−
(m2

4∗qp1∗u2∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/48−(m2
4∗qp1∗u2∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/48+6∗l2∗m4∗

qp2∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2)+(m2
4∗qp1∗u2∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/48+(m2

4∗qp1∗
u2∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/48−(l1∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(θ4))/2−(l1∗l2∗m4∗qp1∗
s(2∗θ3)∗c(θ4))/2−3∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)−3∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗
c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)+(l22∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(θ2))/2−(l22∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗s(2∗
θ4)∗s(θ2))/2−6∗ l1∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(θ4)∗s(θ2)+(l22 ∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗
s(2∗θ4))/4+(l22∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/4+6∗l1∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗s(θ2)∗
s(θ4)+l1∗l2∗m4∗qp2∗c(θ4)∗s(θ2)+l1∗l2∗m4∗qp4∗c(θ2)∗s(θ4)−3∗l1∗m4∗qp1∗c(2∗
θ2)∗c(2∗θ3)∗s(θ4)−3∗l1∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗c(θ4)−6∗l2∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(2∗
θ4)∗s(θ2)+l1∗l2∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(θ4)∗s(θ2)−l1∗l2∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗s(θ2)∗s(θ4)+
(l1∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(θ4))/2+(l1∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗c(θ4))/2

R3,2 =

qp2∗((25∗m3∗s(2∗θ3))/2+18∗m4∗s(2∗θ3+2∗θ4)+(l22∗m4∗s(2∗θ3+2∗θ4))/2−
6∗l1∗m4∗s(2∗θ3+θ4)−5∗l1∗m3∗s(2∗θ3)−6∗l2∗m4∗s(2∗θ3+2∗θ4)+(l21∗m3∗s(2∗
θ3))/2+(l21 ∗m4∗s(2∗θ3))/2+ l1∗ l2∗m4∗s(2∗θ3+θ4))+(qp1∗s(θ2)∗(300∗m3+432∗
m4+300∗m3∗c(2∗θ3)+432∗m4∗c(2∗θ3+2∗θ4)−120∗l1∗m3−144∗l2∗m4+12∗l21∗m3+
12∗l21∗m4+12∗l22∗m4+m

2
3∗u+m2

4∗u−144∗l1∗m4∗c(θ4)−144∗l1∗m4∗c(2∗θ3+θ4)−
120∗l1∗m3∗c(2∗θ3)−144∗l2∗m4∗c(2∗θ3+2∗θ4)+12∗l21∗m3∗c(2∗θ3)+12∗l21∗m4∗c(2∗
θ3)+12∗l22∗m4∗c(2∗θ3+2∗θ4)+24∗l1∗l2∗m4∗c(θ4)+24∗l1∗l2∗m4∗c(2∗θ3+θ4)))/24

R3,3 = −l1 ∗m4 ∗ qp4 ∗ s(θ4) ∗ (l2 − 6)
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R3,4 = −l1 ∗m4 ∗ s(θ4) ∗ (l2 − 6) ∗ (qp3 + qp4− qp1 ∗ c(θ2))
R4,1 =

18∗m4∗qp2∗s(θ2)−(9∗l1∗m4∗qp1∗s(θ4))/2−6∗l2∗m4∗qp2∗s(θ2)−9∗m4∗qp1∗
c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)−9∗m4∗qp1∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)+(l22∗m4∗qp2∗s(θ2))/2+(m2

4∗qp2∗u∗
s(θ2))/24+3∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)+3∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)−3∗l1∗m4∗
qp2∗c(θ4)∗s(θ2)+6∗l1∗m4∗qp3∗c(θ2)∗s(θ4)−(l22∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/4−(l22∗m4∗
qp1∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/4+18∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(θ2)−18∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗
s(2∗θ4)∗s(θ2)−(3∗l1∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(θ4))/2+(3∗l1∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(θ4))/2+(3∗
l1∗m4∗qp1∗s(2∗θ3)∗c(θ4))/2+9∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)+9∗m4∗qp1∗c(2∗
θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3)−(m2

4∗qp1∗u2∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/48−(m2
4∗qp1∗u2∗c(2∗θ4)∗s(2∗

θ3))/48+(3∗l1∗l2∗m4∗qp1∗s(θ4))/4+6∗l2∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2)+(m2
4∗qp1∗

u2∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/48+(m2
4∗qp1∗u2∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/48+(l1∗l2∗

m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(θ4))/4−(l1∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ3)∗s(θ4))/4−(l1∗l2∗m4∗qp1∗s(2∗θ3)∗
c(θ4))/4−3∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4)−3∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗
θ3)+(l22∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(θ2))/2−(l22∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗s(2∗θ4)∗s(θ2))/2−
3∗l1∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(θ4)∗s(θ2)+(l22∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(2∗θ4))/4+(l22∗m4∗
qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ4)∗s(2∗θ3))/4+3∗l1∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗s(θ2)∗s(θ4)+(l1∗l2∗m4∗qp2∗
c(θ4)∗s(θ2))/2−l1∗l2∗m4∗qp3∗c(θ2)∗s(θ4)−(3∗l1∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(θ4))/2−
(3∗l1∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗c(θ4))/2−6∗l2∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(2∗θ4)∗s(θ2)+
(l1∗l2∗m4∗qp2∗c(2∗θ3)∗c(θ4)∗s(θ2))/2−(l1∗l2∗m4∗qp2∗s(2∗θ3)∗s(θ2)∗s(θ4))/2+
(l1∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗c(2∗θ3)∗s(θ4))/4+(l1∗l2∗m4∗qp1∗c(2∗θ2)∗s(2∗θ3)∗c(θ4))/4

R4,2 =

(m4 ∗ qp2 ∗ (l2 − 6) ∗ (l2 ∗ s(2 ∗ θ3 + 2 ∗ θ4)− 6 ∗ s(2 ∗ θ3 + 2 ∗ θ4) + l1 ∗ s(θ4) +
l1 ∗ s(2 ∗ θ3 + θ4)))/2+ (m4 ∗ qp1 ∗ s(θ2) ∗ (432 ∗ c(2 ∗ θ3 +2 ∗ θ4)− 144 ∗ l2 − 144 ∗ l2 ∗
c(2 ∗ θ3 + 2 ∗ θ4) +m4 ∗ u+ 12 ∗ l22 ∗ c(2 ∗ θ3 + 2 ∗ θ4)− 72 ∗ l1 ∗ c(θ4) + 12 ∗ l22 − 72 ∗
l1 ∗ c(2 ∗ θ3 + θ4) + 12 ∗ l1 ∗ l2 ∗ c(θ4) + 12 ∗ l1 ∗ l2 ∗ c(2 ∗ θ3 + θ4) + 432))/24

R4,3 = l1 ∗m4 ∗ s(θ4) ∗ (qp3− qp1 ∗ c(θ2)) ∗ (l2 − 6)

R4,4 = 0

ITNL Departamento de Estudios de Posgrado e Investigaci�on



C�alculos modelado 95

D.3. Vector de gravedad

K =


R1,1

R2,1

R3,1

R4,1

 (D.3)

A continuaci�on se muestran los valores del vector gravedad de la ecuaci�on (D.3).
R1,1 = (981 ∗m4 ∗ (l2 ∗ c(θ4) ∗ (s(θ1) ∗ s(θ3) + c(θ1) ∗ c(θ2) ∗ c(θ3))− 6 ∗ s(θ4)∗

(c(θ3) ∗ s(θ1)− c(θ1) ∗ c(θ2) ∗ s(θ3))− 6 ∗ c(θ4) ∗ (s(θ1) ∗ s(θ3)+ c(θ1) ∗ c(θ2)∗
c(θ3))+l2∗s(θ4)∗(c(θ3)∗s(θ1)−c(θ1)∗c(θ2)∗s(θ3))+l1∗s(θ1)∗s(θ3)+l1∗c(θ1)∗
c(θ2)∗c(θ3)))/100−(8829∗m1∗c(θ1))/200−(6867∗m2∗c(θ1)∗c(θ2))/200+
(981 ∗m3 ∗ (s(θ1) ∗ s(θ3) + c(θ1) ∗ c(θ2) ∗ c(θ3)) ∗ (l1 − 5))/100

R2,1 = (981 ∗ s(θ1) ∗ s(θ2) ∗ (7 ∗m2 + 12 ∗m4 ∗ c(θ3 + θ4) + 10 ∗m3 ∗ c(θ3)− 2∗
l1 ∗m3 ∗ c(θ3)− 2 ∗ l1 ∗m4 ∗ c(θ3)− 2 ∗ l2 ∗m4 ∗ c(θ3 + θ4)))/200

R3,1 = −(981 ∗m4 ∗ (6 ∗ s(θ4) ∗ (c(θ1) ∗ s(θ3)− c(θ2) ∗ c(θ3) ∗ s(θ1))− 6 ∗ c(θ4)∗
(c(θ1) ∗ c(θ3) + c(θ2) ∗ s(θ1) ∗ s(θ3)) + l2 ∗ c(θ4) ∗ (c(θ1) ∗ c(θ3)+
c(θ2) ∗ s(θ1) ∗ s(θ3))− l2 ∗ s(θ4) ∗ (c(θ1) ∗ s(θ3)− c(θ2) ∗ c(θ3) ∗ s(θ1)) + l1∗
c(θ1) ∗ c(θ3) + l1 ∗ c(θ2) ∗ s(θ1) ∗ s(θ3)))/100− (981 ∗m3 ∗ (c(θ1) ∗ c(θ3)+
c(θ2) ∗ s(θ1) ∗ s(θ3)) ∗ (l1− 5))/100

R4,1 = −(981 ∗m4 ∗ (l2 − 6) ∗ (c(θ1) ∗ c(θ3) ∗ c(θ4)− c(θ1) ∗ s(θ3) ∗ s(θ4)+
(c(θ2) ∗ c(θ3) ∗ s(θ1) ∗ s(θ4) + c(θ2) ∗ c(θ4) ∗ s(θ1) ∗ s(θ3)))/100
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