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Nomenclatura.

Simbolo.
Latinas.

€]
(8]

Descripcion.

Matriz de rigidez de la placa.

Matriz flexurante de la placa.

E,E, E Madulos de elasticidad en los ejes principales 1, 2 y 3.

G,,G,;.G; Maodulos de cortante en los planos 12, 23 y 13.

m,n Coseno y seno del angulo de la fibra.

X(x),Y(y) Funcion viga con respectoaxyy.

D Rigidez de una placa isotrépica.

a,b Longitud de los extremos de una placa.

h Espesor de la placa.

E Madulo de elasticidad isotropica.

Gy Hyyduy Constantes de Warburton.

B Coeficiente de correccion en funcion de las condiciones
de frontera.

D,,D,,D, Rigidez de una placa ortotrdpica en x, y y xy.

u,v,w Desplazamientos de un punto de la seccion transversal de
la placa.

Uy, Vg W, Desplazamientos iniciales de un punto de la seccion
transversal de la placa.

K Curvatura de la flexién de la placa.

F Fuerzas normales.

M Momentos flexionantes.

[A] Matriz extensional.

[B] Matriz de acoplamiento.

[D] Matriz de flexion.
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I PO O S

Inercia de la placa.

5116117

[M] Matriz de masa.

[6] Rigidez de la placa con respecto a la orientacion de sus
fibras.

z Coordenada en z de un punto de la seccién
transversal.

Griegas.

{0} Vector de esfuerzos.

{€} Vector de deformacion.

Uiy Upy Upg Relacion de Poisson para un material ortotropico.

P Densidad.

v Relacién de Poisson para un material isotropico.

O Frecuencia natural.

[ouy Frecuencia natural numérica.

Orspr Frecuencia natural basada en la teoria FSDT.

Opspr Frecuencia natural basada en la teoria HSDT.

Aiso Coeficiente de frecuencia isotropica.

Yol Deformacion angular de la seccion transversal de la
placa.

a, Modos de vibracion.

Siglas.

HSDT Teoria del cortante de alto orden.

FSDT Primera teoria del cortante.

PCD Primer conjunto de disefio.

SCD Segundo conjunto de disefio.
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Resumen.

El presente trabajo de investigacion se centra en el estudio de la dinamica vibratoria de
placas fabricadas a partir de materiales homogéneos y compuestos. Dicho estudio tiene como
fin hallar las configuraciones adecuadas, de elementos agregados, que modifiquen las
frecuencias naturales de una placa de acero lisa bajo cuatro condiciones de frontera distintas.
Estas condiciones de frontera son: Fijo en un extremo o en cantiléver, fijo en dos lados paralelos,

sujeto en tres extremos Yy fijo en todos sus lados.

Los elementos estructurales laminados, tienen aplicacion en diferentes sistemas;
carroceria de automoviles, fuselajes de avion, estructuras espaciales, carcasa de equipos
industriales, electrodomésticos e inclusive en obras civiles. En cada caso pueden existir cargas

fluctuantes que lleven al sistema a condiciones de resonancia.

El uso del método de elementos finitos juega un papel importante en la obtencion de
resultados, ya que mediante el andlisis de las formas modales (modelos numéricos) es posible
obtener y comparar los desplazamientos con un valor de referencia especifico. En estos casos la
cantidad de valores a procesar es muy grande como para ser tratado con métodos analiticos
directos, por tanto, se utiliza una aproximacion numérica para resolver este tipo de problemas

en particular.

Cada configuracion obtenida es redisefiada para suavizar los contornos de los refuerzos.
Estos nuevos elementos agregados son modelados de nueva cuenta mediante el método de
elementos finitos para analizar su influencia en la placa lisa (acero estructural). Los materiales

utilizados como refuerzos son: aluminio y AS4D/9310 (resina epoxica-fibras de boro).

Derivado del andlisis FEM, se obtuvieron las configuraciones adecuadas para modificar
las frecuencias naturales en un porcentaje con respecto a una placa lisa sin refuerzo,

observandose cambios considerables en sus formas modales.
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Abstract.

This research focuses on the study of the vibrational dynamics of plates made from
homogeneous and composite materials. This study aims to find the right settings (aggregate
elements) which modify the natural frequencies of a flat steel plate under four different boundary
conditions. These boundary conditions are: Fixed at one end or cantilever, fixed on two parallel
sides, subject in three ends and fixed on all sides.

The laminated structural elements have application in different systems; automotive
body, airframe, spatial structures, housing, industrial, appliances and even civil works. In each

case fluctuating loads may exist with the system resonance conditions.

Using of the finite element method plays an important role in obtaining results, because
by analyzing the mode shapes (numerical models) is possible to obtain and compare
displacements with specific reference value. In these cases, the amount of data to be processed
Is too large to be treated with direct analytical methods, therefore a numerical approximation to

solve this kind of problem in particular is used.

Each configuration obtained is redesigned to smooth the contours of the reinforcement.
These new elements added new features are modeled by the finite element method to analyze
their influence on the smooth plate (structural steel). The materials used as reinforcements are:

Aluminum and AS4D /9310 (epoxy resin boron fibers).

Finally, derived from finite element analysis, the appropriate settings are obtained to
modify the natural frequencies in a percentage with respect to a flat plate without reinforcement,

showing considerable changes in mode shapes.
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Capitulo 1:

Introduccion.
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Los elementos tipo placa se encuentran en una gran variedad de estructuras civiles y de
maquinas. Debido a su aplicacion, su estudio dindmico y estatico es de gran interés para muchos
disefiadores. Su empleo va desde la construccion de puentes, fuselajes de avion, automaviles,

cascos de navios, vehiculos aeroespaciales, contenedores, etc.

Uno de los fendmenos cuyo estudio es de gran relevancia y principal objeto en las
vibraciones mecanicas es la resonancia. Sus efectos se ejemplifican con el caso del puente
colgante Tacoma Narrows, que en el afio de 1940 colapso6 a causa de que en su disefio no se
consideraron sus frecuencias naturales, las cuales hicieron resonar la estructura con la excitacion

del viento.

Las causas de la resonancia se deben principalmente a la coincidencia de la frecuencia
natural con la frecuencia de excitacién o de trabajo del sistema. Dicha coincidencia genera picos
de vibracion muy altos que desestabilizan el equilibrio dinamico provocando, en funcién del
tiempo, dafos irreparables sobre los elementos o uniones de una estructura. Generalmente, este
fendmeno puede ser percibido como un exceso de ruido u ondulaciones pronunciadas en la
estructura. Los efectos provocados por la resonancia resultan catastroficos en la mayoria de los

casos por lo que es necesario evitarlo.

Actualmente existen técnicas capaces de aminorar los efectos de la resonancia. Uno de
estos métodos es el adosamiento de masas sobre la estructura sometida a excitaciones criticas.
Al afadir masas al sistema, la dinamica del cuerpo se modifica totalmente. Esto trae como

consecuencia que las frecuencias naturales del sistema cambien a rangos seguros de trabajo.

A causa de que los elementos placas se encuentran en un buen namero de aplicaciones,
la modificacion de los parametros que afecta su dindmica forma parte de la solucién a una
estructura sometida a resonancia. Sin embargo, el adosamiento de dichas masas sobre el
elemento afectado requiere de una metodologia para disefiar una configuracion adecuada dado

un determinado caso.

Como es bien sabido, otro de los pardmetros que afectan enormemente las frecuencias
naturales de una placa es la rigidez. Esta rigidez esta en funcion de factores como el tipo de
material, condiciones de frontera y geometrias. En tal caso, cuando una estructura esta sometida

a resonancia, los pardmetros anteriormente citados no pueden ser modificados directamente.
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Los materiales compuestos constituyen parte fundamental en la base de muchos campos
de investigacion y desarrollo tecnolégico. Su amplia gama de propiedades le permite ser
utilizado en prototipos, estructuras civiles, elementos de maquinas, partes de avion, etc. En
comparacion con otros materiales de ingenieria, como por ejemplo el acero, los materiales
compuestos presentan propiedades mejoradas e incluso superiores. Algunas de estas
propiedades son: buena rigidez, alta resistencia, capacidad de trabajar en condiciones extremas,

resistencia a altas temperaturas, etc.

Dada la importancia de contar con una metodologia que modifique la dindmica de una
placa y con los avances en la construccion de nuevos materiales compuestos, el presente trabajo
de investigacion se enfoca en estudiar los pardmetros que alteran la rigidez y la masa de una
placa isotrépica. En base a este estudio se proponen configuraciones y ubicaciones de refuerzos
sobre la placa de tal manera que se maximicen las variaciones en las frecuencias naturales de la

placa.

1.1. Estado del arte.

Uno de los pioneros en el estudio del comportamiento dinamico de placas fue el fisico y
matematico Leonhard Euler, cuya obra “De Motu vibratorio tympanorium”, presentada en el
afio de 1766, analizaba la respuesta de una placa sometida a vibraciones libres [Euler, 1766].
Sus estudios fueron la base para posteriores investigaciones relacionadas a la dinamica de placas

delgadas.

Mas tarde G. Kirchhoff formulé las primeras hipotesis relacionadas con placas delgadas
[Kirchhoff, 1850]. Dichas hipoétesis establecian que la deformacion transversal de la placa se
mantenia recta y sin deformar durante la flexion de la placa (figura 1.1), ademéas de que se
mantenia perpendicular con respecto al plano medio. Estas deducciones tenian una estrecha
relacién con las hipétesis establecidas por J. Bernoulli en su teoria de vigas elasticas [Bernoulli,
1789].

Lord Kelvin y Tait aportaron nuevos avances en los estudios realizados por Kirchhoff al
sustituir los momentos de torsion del plano medio de la placa por fuerzas cortantes [Kelvin,
1883]. En este punto se comenzaba a gestar el estudio de los efectos provocados por los

esfuerzos cortantes en placas.
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Raymond D. Mindlin y E. Reissner plantearon la primera teoria por cortante en placas
delgadas o FSDT por sus siglas en ingles [Mindlin, 1945], [Reissner, 1951]. Al igual que las
deducciones propuestas por Kirchhoff, la teoria por cortante consideraba que el area transversal
de la placa se mantenia recta, pero no necesariamente perpendicular al plano medio de la placa.
Esta rotacion, debida a las fuerzas cortantes, aportaba una nueva deformacion angular a las

ecuaciones establecidas por Kirchhoff.

Z
Placa sin deformar.

Superficie superior de la placa.

+z
- > X
Plano medio.
Superficie inferior de la placa.
Z Placa deformada. Compresion
J— X’
+z
| — W
X
1{
Tension y
0

Figura 1-1. Desplazamientos totales de la placa de Kirchhoff (1850).

En el afio de 1954, G. B. Warburton propone una metodologia para la obtencion de las
frecuencias naturales de una placa isotropica [Warburton, 1954]. Dedujo la forma de onda de
una placa a partir del producto de funciones vigas, lo que le permitia establecer cualquier
condicion de frontera con facilidad. Mediante la aplicacion del método energético de Rayleigh,
Warburton obtuvo una expresion para el célculo de la constante de frecuencias A la cual

relaciona la frecuencia natural de la placa con sus propiedades mecéanicas. R. F. S. Hearmon
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analizd las teorias de Warburton y las aplico a placas compuestas ortotropicas. Como resultado,
Hearmon obtuvo una expresion simple que calculaba la constante de frecuencia A para una

placa ortotrdpica.

Arthur W. Leissa recopila las teorias de placas existentes en su obra “vibration of plates”
en donde estudia una diversidad de formas geométricas con distintas condiciones de frontera
[Leissa, 1970]. En esta obra se analizan diversos topicos como la ecuacion fundamental de la
teoria clasica, frecuencias naturales en placas circulares, elipticas, rectangulares y triangulares.
Otro aspecto que hay que recalcar de la obra de Leissa es el estudio de los efectos que provoca
la inclusidn de agujeros y como estos alteran las formas y frecuencias naturales de la placa.

K. Sobczyk analizé las vibraciones libres de una placa con propiedades alternantes
[Sobczyk, 1971]. Las consideraciones tomadas por Sobczyk (1971) se basan en el analisis de
las rigideces elasticas de la placa con propiedades no homogeéneas. Sus estudios conllevaron a
modelos matematicos muy complejos y a técnicas probabilisticas avanzadas. Otra caracteristica
importante del trabajo de Sobczyk es la del uso de correlaciones de forma.

Peter B. Corson estudio la influencia de no homogeneidades en placas [Carson, 1973].
Carson (1973) centrd su investigacion experimental en la geometria de pequefias micro fases
dentro del material. De esta manera pudo obtener las correlaciones de forma estudiadas por
Sobczyk (1971).

A. D. Woods formulé una metodologia para la obtencion de frecuencias en placas
elasticas con inhomogeneidades [Woods, 1977]. Los estudios de Woods (1977) se enfocaron en
el estudio de las vibraciones libres transversales de una placa elastica bajo condiciones de

fronteras simplemente apoyadas. Las conclusiones de esta obra desembocaron en el desarrollo

de un modelo en el que, con los arreglos matematicos adecuados, se obtenian correlaciones de
forma. Estas correlaciones son entonces utilizadas en la obtencion de porcentajes de frecuencia,

el cual afecta al sistema general.

Ya para el afio de 1978, S. M. Dickinson realiza una comparacion entre los resultados
obtenidos por Warburton con otras metodologias para el calculo de frecuencias naturales en
placas ortotropicas e isotropicas [Dickinson, 1978]. Entre estas metodologias se encuentran los
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trabajos realizados por Bassilly en el afio de 1972, el cual utiliza las mismas formas de onda
propuestas por Warburton y el método energético de Rayleigh-Ritz [Bassilly, 1972]. Otros
trabajos relacionados a las teorias de Warburton son los realizados por D. Mohan y H. G.

Kingsbury, el cual emplea el método energético de Galerkin [Mohan 1971].

En 1983, J. N. Reddy estudia los efectos de la deformacidn cortante en las frecuencias
naturales de una placa laminada [Reddy, 1983]. Reddy propone un campo de desplazamiento
parabdlico para describir las deformaciones cortantes a través del espesor de la placa. Sin
embargo, la solucion de dichas ecuaciones es demasiado complicada por lo que la solucion
analitica se limita a una placa laminada simplemente soportada. Los resultados obtenidos por
Reddy fueron posteriormente comparadas con los obtenidos de otras teorias como la de primer
orden (FSDT), la teoria clésica de placas (CPT) y la solucién exacta mediante la teoria elastica

en tercera dimension.

En el afio de 1991, P. A. A. Laura estudia el comportamiento dindmico de una placa con
“parches” adosados de material ortotropico e isotrépico bajo condiciones de frontera
simplemente apoyada (figura 1-2) [Laura, 1991]. La metodologia utilizada por Laura (1991)
consiste en obtener la energia de deformacion y cinética de la placa isotropica y ortotropica.
Mediante el balance energético adecuado, Laura (1991) dedujo el modelo matematico para
describir el comportamiento dinamico vibratorio de placas reforzadas mediante parches. Estos
modelos matematicos fueron verificados mediante el Método de los Elementos Finitos teniendo

porcentajes de error minimos para placas cuadrangulares y rectangulares.

A. T. Nettles realiza un recopilatorio de las teorias de placas y las presenta aplicadas a
una diversidad de materiales compuestos [Nettles, 1994]. En esta recopilacién se deducen las
relaciones constitutivas de un material ortotrépico y la rigidez a partir de la teoria de placas. Su

obra forma parte fundamental para la investigacion de vibraciones en placas compuestas.
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Figura 1-2 Placa analizada por Laura & Ercoli (1991).

T. Kant y K. Swaminathan refinan la teoria de alto orden propuesto por Reddy para la
obtencidn de frecuencias naturales en placas laminadas y del tipo sandwich [Kant, 2001]. Esta
teoria propuesta en un inicio por T. Kant establece nuevas deformaciones interlaminares, los
cuales tienen efectos directos en la deformacion transversal y normal de la placa. Su
metodologia, al igual que la de Reddy, emplea la técnica de Navier-Strokes como solucion a los

campos de desplazamientos y la obtencidn de los eigenvalores en la ecuacion caracteristica.

C. Brutti, M. E. Biancolini y L. Reccia evaltan el problema de la solucién exacta en
placas ortotropicas. Dicha investigacién toma como base los trabajos realizados por Hearmon
en placas ortotrépicas compuestas [Brutti, 2004]. El resultado de los trabajos de Brutti y sus
colaboradores son un conjunto de ecuaciones simples para la obtencion del coeficiente de

frecuencias en una placa compuesta bajo diversas restricciones.

En el afio de 2009, Y. F. Xing propone una nueva solucién para las vibraciones libres de
una placa rectangular ortotropica [Xing, 2009]. Mediante los resultados obtenidos
analiticamente, Xing (2009), obtuvo una comparacion con los datos recabados mediante el

método de elemento finito (FEM) teniendo porcentajes de error bajos (figura 1-3).
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Figura 1-3. Placas analizadas por Y. F. Xing en su teoria para placas ortotropicas (2009). (S)

simplemente apoyada (C) fijo o encastre.

1.2. Objetivos de la investigacion.

Analizar numéricamente los efectos de diferentes configuraciones de refuerzos
superficiales en las formas y frecuencias naturales de vibracion de elementos estructurales

laminados para diferentes condiciones de frontera utilizando el Método de Elementos Finitos.
1.3. Objetivos especificos.

1. Efectuar un analisis por elemento finito de una placa metélica lisa: empotrada en uno,
dos, tres y cuatro de sus lados.

2. Disefiar un algoritmo cuya funcién sea de localizar puntos de deflexiébn maximos y

minimos en funcidén de un valor de referencia.

Obtener contornos de refuerzos y procesarlos en un software tipo CAD.

Establecer la localizacion del refuerzo en la placa lisa.

Identificar areas y geometrias de refuerzos.

Comparar la influencia del refuerzo en las frecuencias naturales y sus formas modales.

N o g > w

Estudiar el comportamiento dindmico de una placa compuesta ortotrépica homogénea y
laminadas e implementarla como refuerzo en las geometrias propuestas con los refuerzos
metalicos (aluminio).

8. Comparar los resultados y establecer las conclusiones y recomendaciones.
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1.4. Limitaciones.

1. El estudio se centra en analizar el comportamiento dindmico de una placa bajo cuatro
condiciones de frontera distintas.

2. La placa se considera totalmente lisa. Esto quiere decir que no habrd presencia de
corrugaciones, estampados o chapas en toda la superficie.

3. El material de la placa es de acero estructural A-36.

4. Los refuerzos seran placas lisas y delgadas.

5. EIl material utilizado para el disefio de los refuerzos es de aluminio 1050 H-14 para el
caso de refuerzos metélicos.

6. Se empleara un material ortotropico (AS4D/9310 Boro-epoxi) para el refuerzo
compuesto.

7. Los rangos de trabajo no excederan los limites elasticos.

1.5. Justificacion de la investigacion.

La resonancia ocurre cuando la frecuencia de excitacion iguala la frecuencia natural del
sistema. Para evitar este problema el disefiador debe tomar en cuenta los rangos de frecuencia
en los cuales opera su equipo o estructura. Si el disefiador puede cambiar la rigidez o la masa
del sistema podréa desplazar a su conveniencia las frecuencias naturales y evitar asi el fendmeno

de resonancia.

En el caso de los elementos tipo placa existen tres tipos de rigideces, estas son: rigidez
a la traccion, flexion y al cortante. Estos parametros estan relacionados con la geometria y las
propiedades del material como el espesor, longitud de sus lados, relacion de Poisson, médulo

de cortante y de elasticidad, condiciones de frontera, etc.

En ocasiones, no es posible cambiar las variables anteriormente citadas debido a
limitantes de disefio. Por tal motivo, es necesario contar con una metodologia que resuelva el
problema de manera rapida y eficiente. Es ahi donde reside la importancia de modificar las
frecuencias naturales de los elementos tipo placa. La presente investigacion propone el uso de

refuerzos metalicos y compuestos para la modificacion de la dinamica de la placa.
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1.6. Estructura del documento.

La estructura del siguiente documento de tesis se conforma por cinco capitulos. El
capitulo uno muestra los aspectos generales de la investigacion realizada. Se declaran los
objetivos y sus especificaciones para mayor entendimiento de la problematica a resolver. En
este apartado también se encuentra el estado del arte. En é€l, se tiene registro de todos los
antecedentes del problema y como se resolvieron a lo largo de la historia.

En el capitulo dos se encuentra el marco tedrico. En esta seccion se detallan las teorias
y modelos matematicos que describen el comportamiento de una placa isotropica y compuesta.
El entendimiento de las bases que representan el comportamiento vibratorio de un elemento

placa forma el pilar fundamental del desarrollo de la metodologia de solucion.

En el capitulo tres se desarrolla una metodologia, comenzando con la validacion del
modelo por elemento finito con los modelos presentados en el capitulo dos. Este estudio es
importante ya que de ella se derivan el tipo de malla, los desplazamientos nodales y las
frecuencias naturales. También se explica el procedimiento para la obtencién de las

configuraciones y dos conjuntos de disefio.

En el capitulo cuatro se muestran los resultados de los andlisis numéricos (sistema placa-
refuerzo). En este apartado se analizan las tendencias de las frecuencias, asi como también el
grado de influencia de los refuerzos isotropicos y compuestos. Finalmente, en el capitulo cinco

se describen las conclusiones y las recomendaciones para trabajos futuros.
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Capitulo 2:
Marco teorico.
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En este capitulo se describen los modelos matematicos para la obtencion de las
frecuencias naturales en placas homogéneas y no homogeéneas. El entendimiento de estos
modelos conllevara a la calibracion de los modelos numeéricos para la obtencién de frecuencias

y formas modales en placas con refuerzos.

Se introducen los conceptos de placas compuestas ortotropicos, laminadas e isotropicas.
También se analizan los trabajos de Warburton (1954) para la obtencion de frecuencias en placas
homogéneas y su posterior aplicacion en placas ortotropicas realizadas por Hearmon (1959). Se
presenta la relacion que existe entre la orientacion de las fibras refuerzo en una matriz de un
material compuesto. Finalmente se analizan los modelos matematicos propuestos por Reddy
(1983) para el célculo de frecuencias en placas laminadas mediante el método de los

eigenvalores y eigenvectores.

2.1. Materiales compuestos.

Un material compuesto es aquel cuyas propiedades se derivan de la unién de dos 0 méas
componentes. Estos componentes por si solos carecen de las mejoras presentadas por un
material compuesto. Generalmente los materiales compuestos se dividen en dos partes
fundamentales, estos son: fibras y refuerzos. Ambas en conjunto presentan propiedades
mejoradas como [Jones, 1999]:

Mejor resistencia.
Rigidez.

Resistencia a la corrosion.
Peso.

Mayor vida a la fatiga.

Mayor resistencia al desgaste.

vV V V V V V V

Aislamiento acustico.

Las fibras dan a la matriz la consistencia necesaria para resistir eficientemente los
esfuerzos. El diametro de estas puede variar de entre 5 y 15 micrémetros y son manufacturadas
mediante maquinas textiles especiales [Gay, 2003]. Estas fibras se encuentran de dos formas,
siendo de fibras largas y continuas hasta pequefias fibras cortas.
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En ocasiones un material compuesto puede ser clasificado en funcién de la orientacién
de sus fibras. Estas son [Gay, 2003]:

> Unidireccionales: Las fibras estan orientas en una sola direccion.
» Bidimensionales: Entretejidas o no entretejidas.

> Tridimensionales: Las fibras estan orientadas en muchas direcciones.

Por otra parte, la matriz es el componente que mantiene a las fibras unidas y en la
orientacion en la que se requiere que trabajen. La matriz de un material compuesto se puede

clasificar como:

> Matriz polimérica: Siendo la méas comun y de mayor empleo a nivel ingenieria. Por citar
algunos ejemplos se tiene las resinas epdxica, los termoplasticos, poliésteres y silicones.

» Matriz mineral: Las matrices minerales son empleados para aplicaciones que requieran
resistencias a altas temperaturas.

» Matriz metélica: En este apartado entran las aleaciones como el aluminio y titanio.

2.2. Comportamiento mecanico de un material compuesto.

Existe una infinidad de comportamientos mecénicos en un material compuesto. Esto
depende en gran medida de los elementos que constituyen al material. Sin embargo, en la
mayoria de los casos pueden ser analizados mediante las teorias mecanicas existentes. Los
materiales que cominmente se usan en la ingenieria presentan dos caracteristicas principales
[Barbero, 2011]:

» Homogéneos: Presentan las mismas propiedades a través de todo el cuerpo. Esto quiere
decir que sus propiedades son independientes de la posicion.

» Isotrépicos: Las propiedades son las mismas bajo distintas direcciones en el cuerpo.

Sin embargo, para un material compuesto este tipo de comportamiento no existe ya que
depende directamente de las fibras y la matriz que lo conforman. Esto abre el campo a tres

propiedades mecanicas diferentes. Estos son [Jones, 1999]:

» No homogeneidad: Las propiedades del material son diferentes a través de todo el

cuerpo.
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» Ortogonalidad: Las propiedades del material son simétricas con respecto a tres planos
ortogonales.
» Anisotropia: No existen planos de simetria por lo que las propiedades dependen de la

orientacion.
2.3. Relaciones esfuerzo deformacion para una placa.

Para una placa que respete los rangos de elasticidad, las relaciones esfuerzo deformacion
estdn dadas por la ley generalizada de Hooke. Estas relaciones dan como resultado dos
importantes matrices que caracterizan al material: La matriz de rigidez y flexurante. En notacion

compacta, estas relaciones estan dadas por las ecuaciones (2.1) y (2.2):

{o)=[Clie} 21

{ey=[slio} (2.2)

en donde [C] y [S] corresponde a la matriz de rigidez y flexurante respectivamente. Como
puede observarse y derivado de la ley de Hooke, la matriz de flexurante [ S ] es la inversa de la
matriz de rigidez [C]. Para un material isotrépico, la matriz de rigidez tiene un total de 2
componentes independientes que pueden ser obtenidas a partir de las tres constantes de
ingenieria que lo caracterizan. Estas constantes son: modulo de elasticidad, modulo de cortante

y relacién de Poisson. La ecuacién (2.3) muestra la matriz de rigidez para una placa isotropica

enlacual C, y C, definen por completo la matriz [Barbero, 2011].

o) [cn ¢, C 0 0 0 1(¢
o, C, C; Cp 0 0 0 &,
o3| _ C, C, Cy 0 0 0 & 2.3)
o, 0 0 0 (cy-cy)/2 0 0 £,
o 0O 0 O (cy—cCp)/2 0 &
o) |0 0 O 0 0 (Cll—clz)/Z_ A
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Para un material compuesto que exhiba propiedades anisotropicas, existe un total de 36
constantes independientes. Esto se debe a que no existen planos de simetria en donde las
propiedades sean las mismas. En la ecuacion (2.4) se muestra la matriz de rigidez de una placa

anisotropica.

01 Cu Gy GCs Cy Cs Gy ||&
0, Co Cp Cp Cy Gy Cxp||&
O3 _ Ciz Cp3 Gz Gy Gy Gy | &3 (2.4)
O, Cu Cu Gy Gy Cpg Cp | |8y
Os Cs Cp Cs Cis Ci5 Coe | |5
Os) [Cs Cxs Cs Ci Cos Cos | (%6

Sin embargo, la mayoria de los materiales compuestos exhiben un comportamiento
ortotropico, el cual tiene tres planos simétricos y ortogonales. Las relaciones esfuerzo-
deformacion de un material ortotropico estan expresadas en la ecuacion (2.5) [Jones, 1999]. Para

conformar dicha matriz es necesario 9 propiedades ingenieriles correspondientes a cada eje de

simetria.
o [ew ¢ & 0 0 0]fg
0, Ch C» C 0 0 0}
O3 _|Gs Cs Ca 0 0 0lje (2.5)
o, o 0 0 ¢, 0 O]l
o, 0 0 0 0 c O|l&
os)] 10 0 0 0 0 cgll&

En la ecuacion (2.5) puede observarse que para un material ortotropico existen un total
de 9 componentes que definen la rigidez del sistema. Estos componentes estan definidos en la
ecuacion (2.6) a (2.10) [Kant, 2001]

_ E1(1 —vy3v3) ) _ E1(vay — v31V33) )

11 — A ) CIZ - A ) (26)
E;(v31 — v21V32) E;(1 —v43v31)
€13 = A ) Cry = A ) (2.7)
E;(vap — v12V31) E3(1 —vi3v51)
(3 = A ) 33 = A ) (2.8)
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Cyq = Gz3;  Cs5 = G315  Coe = G132 (2.9)
A = (1 —v13Vp — Va3V3y — V31Vi3 — 2V13V3V31) (2.10)

Como se veré en secciones posteriores, estos coeficientes pueden ser aplicados tanto en
el espacio como en el plano dependiendo de los ejes de simetria del material. Sin embargo, para
un sistema bidimensional, las propiedades referenciadas al eje principal 3 son despreciadas lo

que conlleva a un anélisis mas simplificado y sencillo.

2.3.1. Relaciones de esfuerzo-deformacién para un estado plano de esfuerzos en un material

ortotropico.

Un material compuesto con fibras unidireccionales de refuerzo o UDC, por sus siglas en
inglés, se caracteriza por tener fibras alineadas y contintas embebidas en una matriz polimérica.
Esta configuracion le permite tener propiedades mejoradas con respecto a los materiales de
ingenieria comunes, ya que une la gran resistencia a la traccion de las fibras con la resistencia
al corte y flexion de la matriz polimérica. Dada la facilidad para cambiar la orientacion de las
fibras, las propiedades de la lamina tienden a variar con respecto al angulo que estas forman con
un eje de referencia. Esto genera que las rigideces de la placa dependan en gran medida de la
orientacion de las fibras y el apilamiento de los pliegues [Pardoen, 2014]. En la figura 2-1 se

muestra una ldmina compuesta (UDC) y sus constantes ingenieriles.

(2]

Figura 2- 1. Material compuesto ortotropico y sus constantes de ingenieria en sus ejes

principales 1y 2 [Pardoen, 2014].
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Los materiales UDC son estudiados generalmente en el plano (plano xy). Una lamina
UDC es sometida a esfuerzos planos en la mayoria de los casos por lo que los esfuerzosen  z

son despreciables. El estado de esfuerzo para una lamina UDC se define como:
0,=0;0,=0; 0,=0 (2.11)
0,#20; 0,#0; 0, #0 (2.12)

en donde el esfuerzo principal o, =0 reduce la forma de las ecuaciones (2.6) a (2.10) en la

siguiente forma matricial:

O ¢, ¢ O0|lg
o,r=|C, Cp 0 |7s, (2.13)
O, 0 0 cill&s

Los componentes que definen por completo la matriz de rigidez para una lamina

compuesta con fibras continuas se expresa como [Jones, 1999]:

E E
C, = : Cp = : (2.14)
1-uv,0, 1-v,0,
v, E L.
Cp == nbr Css =Gy (2.15)

1-v,0,  1-v,0,

Ademas, dadas las propiedades elasticas del material y a la relacion que existe en el

componente C,, , las relaciones de Poisson cumplen con la siguiente condicion:

%P

Uy
=2 2.16
E ( )

1 2

La matriz de cortante esta definida por los mddulos de corte correspondientes tal y como

se describe en la ecuacion (2.17) [Barbero, 2011]:

o, |Cu 0 |)& 217
o: |lo Cos | | &5 (217)
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donde la ecuacion (2.17) queda como:
Cy =Gy G55 =Gy (2.18)
2.3.2. Relacion esfuerzo-deformacion en base a la orientacién de la fibra.

En secciones previas se analiz6 la matriz de rigidez y flexurante de un material
compuesto unidireccional. En esta seccidon se redisefiard dicha matriz en funcion del angulo de
la fibra con respecto a un eje de referencia fijo. En la figura 2-2 se muestra un pequefio cubo
diferencial cuyas fibras estan orientadas a cierto angulo €@ con respecto a un sistema de

referencia xy.

Figura 2- 2 Elemento diferencial de una lamina compuesta con una orientacién de fibra
determinada [Gibson, 1994].

Dada la figura 2-2, la sumatoria de todas las fuerzas en los planos de corte 1 y 2 dan

como resultado el siguiente sistema de ecuaciones:

o, =0, C0s* 0 +0,5en’0 + 2z, 5end cos & (2.19)
o, =0,sen’0+o, cos’ @ -2z, send cosf (2.20)
7,, =—0,5en0cos 6 + o, send cos O + 7, (cos” & —sen’6) (2.21)
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De este sistema de ecuaciones se deriva la matriz de transformacion denotada por [T].

Esta matriz puede ser aplicada para la obtencion de esfuerzos y deformaciones en los ejes
principales [Nettles, 1994]:

cos’ @ sen’d 2send cos &
[T]=| sen’d cos’0  —2sendcosd (2.22)
—senfcosd sendcosd (cos’ @ —sen’d)

Reacomodando la ecuacion (2.22) en (2.13) se llegan a las siguientes expresiones que
modifican los componentes de la matriz de rigidez de una placa compuesta ortotrdpica [Nettles,
1994]:

cy =¢,m* +2(cy, +2¢, )m*n® +c,,n (2.23)

Cpp =(Cyy +Cyp —4Ces )M?n? 4, (M* + 1) (2.24)
c,, =CuN* +2(c,, +2¢,,)m?n? +c,,m* (2.25)

Cys = (Cy —C1p —2C4)MN+ (Cy, —Cyp + 26, )MN° (2.26)
Cys = (G, —Cp, — 2C, )N°M+(C, —C,, + 2C,,)NM’ (2.27)
Cye = (Cyy +C,, —2C,, — 2, )MPN? + o (M* +n*) (2.28)

en donde los valores de C indican los coeficientes de rigidez de la placa sin un angulo de rotacion
establecido. Los valores de m y n denotan los cosenos y senos del angulo de rotacion de la fibra.
Para la ecuacion (2.17) también existen relaciones que modifican su magnitud. Estas relaciones
son [Barbero, 2011]:

C,y =C,,M* +Cy N’ (2.29)
Cys =C,,N? +C,;m? (2.30)
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2.4. Frecuencias naturales en placas rectangulares y lisas.

Existe un total de 21 combinaciones diferentes en las cuales una placa puede estar
apoyada [Leissa, 1970]. Estas condiciones de frontera definen en gran medida la rigidez y las
ecuaciones que dominan el comportamiento dindmico de una placa. En el afio de 1954,
Warburton presenta una metodologia para obtener de manera analitica y aproximada la
frecuencia natural de una placa bajo distintas condiciones de frontera [Warburton, 1954]. Su
trabajo se baso en el uso de funciones viga, las cuales, definian la forma de onda de una placa
sometida a vibraciones libres. La ecuacion (2.31) muestra la relacion empleada por Warburton

(1954) que describe los desplazamientos de una placa flexionante.
W (X, y) =X(X) Y(y) (2.31)

en donde X (x) y Y(y) representa la forma modal de una viga en el eje X y y respectivamente.

Las ventajas que presenta el uso de las funciones viga para describir la forma modal de una
placa reside en el hecho de que se consideran las condiciones de frontera de la placa tanto en x
como en y. Gracias a la prediccion de la forma modal de la placa mediante el uso de las
funciones vigas, Warburton (1954) implementa el método energético de Rayleigh, el cual
establece una relacion entre la energia potencial maxima de la placa y su energia de

deformacion. De esta relacion se deriva la siguiente ecuacion:

. 4 2
w2:ﬁ4D{GX4+Gy4(%j _,_2[%) [UHXH 1 u J J ]} (2.32)

a'p

donde a y b representan las dimensiones de la placa, p la densidad del material y v su relacion

de Poisson. El valor D se define como la rigidez a la flexion para una placa isotropica, este valor
esta dada por Leissa (1970):

Eh?

T 12(1-09) (2:33)

donde E y h indican el modulo de elasticidad y espesor de la placa respectivamente. Los
coeficientes G, H y J son obtenidas a partir de la tabla 2-1 en donde x y y son remplazados
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dependiendo del eje en el cual se analiza la placa. Los valores m y n representan las lineas
nodales perpendiculares y paralelas de la placa.

Este método de solucion es aproximado, ya que el uso de las funciones viga no definen
perfectamente las ondulaciones que sufre la placa durante la flexién, no obstante, el error es

muy pequefio en comparacién con otros métodos de solucion.

C.F. m, n G H J
2 1.506 1.248 1.248
F-F
3,4,5..| m-o05 (m —0.5)2[1 - 2/(m — 0.5)7] (m — 0.5)%[1 - 2/(m — 0.5)7]
FS | 2,34 .| m—075 | (m—0752%[1-1/m-07571] | (m—07502[1-1/(m— 0.75)7]
1 0.597 -0.0870 0.471
F-L 2 1.494 1.347 3.284
3,4,5..| m-05 (m —0.5)2[1 - 2/(m — 0.5)7] (m — 0.5)%[1 — 2/(m — 0.5)7]
2.3,4,..| m-1 (m—1)2 (m—1)2
S-S
1 0 0 3/n2
S-L |234..| m-075 (m—0.75)?[1 — 1/(m — 0.75)n] (m—0.75)2[1 — 1/(m — 0.75)x]
0 0 0 0
1 0 0 12/m2
L-L
2 1.506 1.248 5.017
3,4,5, .. m-—0.5 (m—0.5)2[1—-2/(m - 0.5)x] (m—0.5)%[1—-6/(m — 0.5)r]

Tabla 2-1. Valores de los coeficientes G, H y J de la ecuacion 2.32. (F) Fijo, (S) Simplemente

apoyada, (L) Libre [Warburton, 1954].
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2.5. Obtencion de frecuencias naturales en placas isotrépicas bajo diversas condiciones de
frontera.

Una forma de obtener las frecuencias naturales de una placa isotropica bajo cualquier
condicion de frontera es mediante el uso de la ecuacion (2.34) [Harrys 2002]. Esta ecuacion a
diferencia de la metodologia presentada en la seccion previa, propone el uso de un coeficiente
de correccion B. Este coeficiente involucra dos aspectos importantes: condiciones de frontera y
modos de vibracion. En la tabla 2-2 se presentan los valores de dicho coeficiente en funcion de

Eh?
@, = B W I’ad /Seg (234)
P -0

Cabe sefialar que esta ecuacién no sélo se aplica a placas cuadrangulares, sino que

estos dos aspectos.

también su uso se extiende a otras geometrias (p.e. geometrias circulares, rectangulares, etc.).

_ Condiciones Valor del coeficiente B
Diagrama.
de frontera. 1 5 3 2 5 6 7 8
Un lado
fijo-tres 1.01 2.47 6.20 7.94 9.01
lados libres
Todos los
- 10.40 | 21.21 | 31.29 | 38.04 | 38.22 | 47.73
lados fijos.
Dos lados
fijos-dos 201 | 696 | 7.74 | 13.89 | 18.25
lados libres.
Todos los
) 4.07 5.94 6.91 | 10.39 | 17.80 | 18.85
lados libres.
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Un lado
fijo-tres
] lados 6.83 | 14.94 | 16.95 | 24.89 | 28.99 | 32.71

simplemente

soportados.

Dos lados
4 fijos-dos
lados 8.37 | 15.82 | 20.03 | 27.34 | 29.54 | 37.31

Z—N"" | simplemente

soportados.

Todos los

lados
) 57 | 1426 | 22.82 | 28.52 | 37.08 | 48.49
simplemente

soportados.

Tabla 2-2. Coeficiente de ajuste de la ecuacion 2.34 en funcidn de sus condiciones de frontera
[Warburton, 1954].

2.6. Frecuencia natural en placas ortotrépicas homogéneas.

La obtencién analitica de frecuencias naturales para placas ortotropicas homogéneas es
muy similar a la metodologia propuesta por Warburton (1954). La diferencia entre un método y
otro reside en la manipulacién de las propiedades ortogonales del material. Esto quiere decir

gue en un material isotropico Yy, debido a sus caracteristicas mecanicas, existe una sola rigidez

a la flexion D mientras que para un material compuesto existe un total de tres rigideces D,, D,
y Dy
Estas rigideces contribuyen en gran medida sobre la dinAmica vibratoria de una placa.

Hearmon (1959) estudio dicha influencia y propuso una ecuacion en la cual conjuntaba los datos

presentados en la tabla 2-2 para la obtencion de un parametro de frecuencias A .
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phw’a’h> D, _,b*> D
o =MDl

2 D
2H  H Fij%H[HXHV+27W(J*JV_HXHV)} (239

endonde D,, D, y D,  representan las rigideces a la flexion. G, H y J son las constantes

establecidas en la tabla 2-1. La constante H esta definida por la ecuacion (2.36) como
[Dickinson, 1978]:

H=u,D,+2D, (2.36)

Las rigideces de una placa ortotrépica la define Brancolini (2005) como:

E1h3
= (2.37)
12(1-v,0,)
3
, :L (2.38)
12(1-v3,05,)
G,.h?
D = 12
T (2.39)

en dado caso de que el estudio se realice sobre placas cuadrangulares y despejando «, la

ecuacion (2.35) se reduce a la siguiente expresion:

2

D, D D, 7°H
a)nat—\/{FGf+FyG;‘+2{HxHy+2 HV(JXJV—HXHy)}}pha4 (2.40)

2.7. Frecuencia natural para placas rectangulares isotropicas mediante funciones vigas.

En la seccion 2.6 se presentd una metodologia con la cual se pueden obtener, de manera
analitica y aproximada, las frecuencias naturales de una placa ortotrépica bajo la combinacién
de cualquiera de las seis condiciones de frontera presentada en la tabla 2-1. Esta metodologia
puede ser extendida a placas isotropicas y lisas mediante el proceso utilizado por Eschler (1950).
La expresion final estd dada por la ecuacion 2.41 en donde se aprecia el valor de la rigidez de
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una placa isotrépica, ecuacion (2.33), y las constantes G, H y J de la tabla 2-1 para las

condiciones dadas.

a' _a’
—ﬁ=Gf+G;‘F+2F[UHXHy+(l—u)JXJy] (2.41)

2.8. Frecuencia natural en placas compuestas laminadas.

Una placa compuesta laminada es aquella cuya estructura estd conformada por un
numero definido de placas ortotrépicas con una secuencia de apilamiento definida. Estas placas

compuestas se dividen en dos ramas que son: placas laminadas anti-simétricas y simétricas.

Las placas laminadas anti-simétricas se caracterizan por tener una secuencia de
apilamiento no simétrico con respecto al plano medio de la placa. Al no existir dicha simetria,
las rigideces varian de manera alternada a través de todo su espesor. Por otra parte, las placas
simétricas, tienen simetria con respecto a su plano medio. Dada la simetria existente, las
rigideces son las mismas con respecto al eje medio de la placa. Como se vera a continuacion
dicha clasificacion afecta la complejidad en la resolucién de problemas dindmicos en placas

laminadas.

En la figura 2-3 se ilustra la clasificacion de las placas laminadas simétricas y anti-
simétricas, asi como dos ejemplos respectivos de cada rama. Ambos sistemas de placas
(simétricas y anti-simétricas) pueden subdividirse en cross-ply y angle-ply. Las placas cuyo
apilamiento es del tipo cross-ply se caracterizan por tener solo dos angulos de orientacion (0°y
90°). Por otra parte, los sistemas angle-ply se caracterizan por tener angulos variados
comprendidos en un rango de 0° a 90°.

El modo de analisis de ambos sistemas varia considerablemente ya que, como se vera
mas adelante, las rigideces de cada pliego o placa ortotropica apilada contribuye

significativamente en la rigidez total del sistema.
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Anti-simétricas.
Placas laminadas \ Cross-ply.

Compuestas. Ang|e_p|y
Simétricas.
-45
Q0
0
* [+45, 90, -45] b
45 P TS a5 | [45,0%)r
90 0
+45
+45 -
-45
a) 0 b)

Tabla 2-3. Clasificacién de una placa laminada. a) Placa laminada simétrica [+45, 90, -45]s.

b) Placa laminada anti-simétrica [(£45, 0)3] 7.
2.9. Teoria de placas.

2.9.1. Primera teoria de la deformacion por cortante para placas compuestas (FSDT).

La primera teoria por deformacion cortante, FSDT por sus siglas en inglés, establece las
siguientes hipotesis para describir el comportamiento de una placa compuesta sometida a
esfuerzos [Nettles, 1994].

1. El espesor de la placa es muy pequefia en consideracion a sus otras dimensiones.
2. Los pliegos o placas de la lamina estan perfectamente unidas.
3. Las lineas perpendiculares a la superficie media de la placa h permanecen rectas y

perpendiculares a la superficie después de la deformacion.

4. La placa laminada es linealmente elé&stica.
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Estas hipotesis son necesarias para definir el campo de desplazamiento FSDT. Nettles
(1994) define el campo de desplazamientos FSDT como:

oW
U=u.—7— 2.42
o T 5x (2.42)
oW
v _ 2.43
V=Y, Z5x ( )
W=W, (2.44)

en donde u, vy w representan los desplazamientos a través del espesor de la placa. El valor de z
indica la localizacién de un punto con respecto a la superficie media de la placa (ver figura 2-
4). En la figura 1-1 se presenta el comportamiento de una placa deformada bajo las hipétesis
presentadas anteriormente. Aplicando la ley de Hooke a los desplazamientos en las ecuaciones
(2.42) a (2.44) se tiene:

_du _ sy, _252w

A75x " ox  ox

(2.45)

& —ﬂ—%—zﬂ (2.46)
28y Sy Sy '

Su v du, OV, S°w
Eg=—H*—= +—-2z (2.47)
oy OX 0Oy OX OXoYy

que en su forma matricial queda:

81 gf Kl

s 7:3) Ks

en donde K representa las curvaturas en los ejes X, y y Xy. Sustituyendo la ecuacién (2.48) en
(2.13) se tiene:
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O, Chu Cp 0 810 Cu Cp 0 Kl
o,|=|c, ¢, O0]|l& |+z]c, ¢, 0 |[K, (2.49)
o] |0 0 cll 0 0 cyl|lKs

Siendo esta ultima forma la expresion general que relaciona las deformaciones por

traslacion y rotacion del plano transversal de la placa con su rigidez, ecuaciones (2.14) a (2.16).

2.9.2. Esfuerzos y deformaciones en una placa laminada basada en la teoria FSDT.

Debido a que el esfuerzo sobre cada pliego de la placa varia a través del espesor a causa
de la variacion de rigideces, es conveniente definir los esfuerzos en funcion de la superficie

media [Nettles, 1994]. Estas relaciones estan dadas por:

h/2

N = " o d N = d N ™ od
1—J_h,201 z 2= |, 0% 6_.[—h/206 z (2:50)

M. — hi2 q M. — hi2 q M. — h/2 q .
' _J‘*h/Z %1202 2 _J—h/zazz z 6 .[—h/zasz z (2.51)
en donde N y M representan las fuerzas normales y momentos en los ejes X, y y el plano xy de

la placa. Dichas sumatorias satisfacen el equilibrio estatico de la placa sometido a esfuerzos.

De las ecuaciones (2.50) a (2.51) y sustituyendo en (2.49) se tienen las propiedades
constitutivas del material. Estas propiedades estan descritas en tres matrices denotadas por
A, B y D las cuales son llamadas matrices extensional, acoplamiento y flexion

respectivamente. Escritas de manera matricial se tiene:

MR H @

de donde [Reddy, 1983]:

hi2 — LU — o
A= LﬂzQijdz = Z[Qu} (h-h) (i,j=126) (2.53)
k=1 k
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B, =], Qucz %2[@1 (h-h)  (ii=12.6) (2.54)
D, =\, Q7' =%i[c§,} (W-hey)  (i.i=126) (2.55)

k=1 k

En la figura 2-4 se muestra la ubicacion de cada coordenada en la ecuacion (2.53) a
(2.55) [Nettles, 1994].

2.9.3. Relaciones constitutivas y la teoria de alto orden para placas laminadas (HSDT).

Las teorias de alto orden, HSDT por sus siglas en inglés, definen el comportamiento
mecéanico de la seccion transversal h de una manera mas precisa que las teorias FSDT. Sin
embargo, la resolucién analitica de dichas ecuaciones representa un reto para los investigadores
e ingenieros de placas. Reddy (1983) propuso el siguiente conjunto de ecuaciones para el

desplazamiento de un punto cualquiera a través del espesor de una placa:

U=u,— {l//x —%(%} (l//x +%ﬂ (2.56)

v=v0—z|:1//y—g(%j (l//y +i—\;\llﬂ (2.57)

W= W, (2.58)

en donde ¥, y ¥, son la rotacién de la seccion transversal perpendicular al eje X y y

respectivamente. Este nuevo campo de desplazamiento da como resultado una nueva matriz
constitutiva. Esta matriz constitutiva que relaciona los esfuerzos con las deformaciones de la
placa esta dada por [Reddy, 1983]:
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Nl Ail A12 A16 Bll BlZ BlG Ell E12 E16 81

N, A, Ay By, By E, Ex||e

N sim. Ay sim. Bss SIM. Ee || &0

M, Do, D, D Ry F, Fs Klo

M, = D,, Dy Fpo Fye |1K; (2.59)

M, sim. Dy Sim Fos || x5

P, simetrica H, Hy, Hyl||x?

P, Hy Hy K;

R | sim. Hegs | (2

A Z
Pliego n. \ BE
Pliego n-1. K
hn
hn-l
Pliego k+2.
: Nk+2
Pliego k+1. Nk+1
h
Pliego k. Plano medio. X hk
Pliego k-1. Ny
h2
h1
ho

Pliego 2. -
Pliego 1.

Tabla 2- 4. Seccion transversal de una placa laminada [Reddy, 1983].
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Y para los esfuerzos cortantes se tiene [Reddy, 1983]:

Qz A44 A45 D44 D45 ¢ 2

Q _ As As Di Dy gg (2.60)
R,| |sim. Fu Fs |l '

R, Fis Fss 5:

donde los valoresde A, B, D, E, F y H estan expresados como [Reddy, 1983]:

(AvBy Dy Ey P Hy )= [ Q12,2822 %)z (i,j=126)  (261)

i Sijr i

MO R 0E e Giss e

Shenoi (1999) define las inercias de la placa como:

h/2 2 3 _4 _6 ..
(I 1y 051, 1, 1,) = Mp(l,z,z 2,24 2° 2 (i, j=1,2,6) (2.63)
Estas constantes forman la base de la teoria de Reddy para la obtencion de las frecuencias
naturales en placa laminadas. Cada una de ellas forma dos matrices importantes cuya

importancia se mostrara mas adelante: matriz de masa y rigidez.

2.10. Ecuacién caracteristica y problema de los eigenvalores (HSDT) y (FSDT).

Debido a la complejidad de las ecuaciones establecidas por Reddy (1983), la solucion
exacta se derivo a una sola condicién de frontera. Dichas condiciones estan establecidas en las
ecuaciones (2.64) a (2.67) en donde se aprecia que la solucidn exacta mediante la teoria HSDT

existe para dos tipos de placas laminadas: cross ply y angle ply.

u(x,0) =u(x,b) =v(0,y) =v(a,y) =0 (cross— ply) (2.64)
u(0,y)=u(a,y) =v(x,0) =v(x,b) =0 (angle— ply) (2.65)
w(X,0) =w(x,b) =w(0, y) =w(a, y) =0 (2.66)
v, (%,0) =, (x,0)=w,(0,y) =y, (a y) =0 (2.67)
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en donde u, vy w representan los desplazamientos en los ejes de referencia xyz. En ambos casos

los desplazamientos z estan restringidos. Los valores de y representan las restricciones a

flexion dependiendo el eje de referencia. En la figura 2-5 se muestra la geometria y el sistema
de coordenadas para una placa rectangular laminada.

(0, 0) (a,0)

(0, b)

X, U
Y, V/ (a, b)

Tabla 2-5. Geometria y coordenadas de una placa laminada.

Dado que las condiciones elasticas se respetan en todo momento, la ecuacién

caracteristica que define la dinamica de una placa laminada ortotropica, se define como [Shenoi,
1999]:

Umn
an
([C]-A[M]){a}={0}  A=3W,, (2.68)
an
le’]
En términos de sus componentes queda:
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Ch, C, Cy Cp Cgp 1(u mn M u My M My, Mg 1(u mn
Cpn Cyu Cu Cxl||Vm My, My My My ||V,
C33 C34 Css Wmn - M 33 M 34 M 35 Wmn = {0} (2'69)
Cu Cixll X My My | [ X,
| sim. Cos | | Yo | sim. Mes | | Yon

donde U, V y W son los desplazamientos modales en funcion al modo de vibracion. Los
valores de X y Y son las pendientes de la curva modal. Los valores de la matriz de masa [M ]

y de rigidez [ C ] estan dados en el apéndice A de este documento.

La solucidn de la ecuacion (2.69) conlleva a la obtencidn de las frecuencias naturales de
un laminado. Cabe sefialar que los coeficientes m y n definen las formas modales de las cuales

se analiza la placa. Esta expresion es aplicable para las teorias HSDT y FSDT.

Las expresiones m y n estan incluidas en dos constantes definidas por Shenoi (1999)

como:
o= (2.70)
a
p="" (2.71)
b
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Capitulo 3:
Metodologia.
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A través del uso del método de elementos finitos se modelaron tres tipos de placas:
isotropico (acero), ortotropico y laminado (AS4D/9310). Las dimensiones de cada placa son
de 500x500x1 mm y cada una de ellas se encuentra bajo distintas condiciones de encastre.
En los modelos numéricos se utilizaron elementos tipo Shell para representar el
comportamiento de la placa bajo vibraciones libres. El tipo de procesador utilizado esta
basado en los algoritmos de Lanczos implementados en Abaqus Explicit.

Los modelos tienen una malla de 10x10 mm por lo que en total se obtuvieron 2,500
elementos y 2,601 nodos. Para llegar a dichas dimensiones de malla, se compararon los
resultados analiticos de los modelos matematicos de cada placa y los valores de los modelos
numeéricos (FEM). En cada una de las comparaciones se utilizé un porcentaje de error menor
al 1%.

El disefio de cada refuerzo o parche se realizo a partir del comportamiento de las
formas modales de una placa lisa de acero. Para ello fue necesario procesar los

desplazamientos de cada nodo de la malla. La configuracion de cada refuerzo depende de:

1. El valor de referencia prestablecido. Este valor puede variar de 0.1 hasta 0.5 del

desplazamiento normalizado de la placa.

2. El tipo de material de la placa. Las rigideces y la densidad de la placa varian en

funcion del tipo de material (homogéneo o no homogéneo).

3. Las condiciones de frontera.

4. El modo de vibracidn.

Dos conjuntos de disefio se derivan en la construccion de los refuerzos. EI primer
conjunto de disefio (PCD) cubre los valores de desplazamiento nodales que exceden el valor
de referencia prestablecido. El segundo conjunto de disefio (SCD) ocupa la zona en donde el

valor de desplazamiento es menor que la referencia.

El conjunto placa-refuerzo se analizO en base a los criterios establecidos
anteriormente. Como una primera etapa en el estudio de los efectos de los refuerzos en la
dindmica vibratoria de la placa de acero, se utiliz aluminio y el compuesto AS4D/9310. Los
resultados son entonces comparados para ubicar los refuerzos cuya influencia son maximas

y minimas sobre la dinamica de la placa lisa de acero.
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De esta manera se determinan los siguientes criterios a cumplir en la metodologia:

1. Lavalidacién de los resultados del método de elementos finitos (FEM): Mediante el

uso de los modelos matematicos presentados en el capitulo 2, se validaréa la eficiencia
de los modelos numeéricos.

2. La obtencién del mallado adecuado para ser implementados en los modelos placa

refuerzo: Es necesario encontrar el mallado mas Optimo que ahorre tiempo y

velocidad de procesamiento.

3. Los desplazamientos nodales de la forma modal de la placa: Es importante contar
con los desplazamientos nodales de la placa para ser analizados y procesados.

4. Proponer configuraciones adecuadas para el disefio de los refuerzos: Derivado del

andlisis de las formas modales, se proponen configuraciones adecuadas para cada tipo

de modo de vibracion y condiciones de frontera.

3.1. Verificacion de la respuesta del modelo en el caso de una placa lisa isotrépica.

El analisis modal y de frecuencias una placa lisa isotropica forma parte importante en
el ajuste dinamico de la misma. Se obtendran dos aspectos fundamentales de la dinamica
vibratoria de la placa para el analisis: frecuencias naturales y formas modales. La primera de
ellas servira de referencia para comparar la influencia de la adicion del refuerzo mientras que
el segundo aspecto proporcionara informacion cuyo procesamiento ayudara a identificar las

formas y la ubicacion de los parches que seran adosados.

Para iniciar el estudio dinamico de placas se propone utilizar una placa de acero
estructural A-36 de dimensiones 500x500x1 mm. Esta placa estara sujeta a 4 condiciones de
fronteras distintas: fijo en uno, dos, tres y cuatro lados. En la tabla 3-1 se presentan la
geometria las propiedades mecéanicas de la placa a estudiar.

Dados los datos de la tabla 3-1 es posible construir un modelo numérico para su
solucion mediante el método de elementos finitos (FEM). Para comenzar con el disefio del
modelo es necesario definir el tipo de elemento que se utilizara en la simulacion. Para este
caso de estudio es conveniente el uso de los elementos tipo shell. Estos elementos tienen un
total de cinco grados de libertad en sus nodos los cuales son: traslacion en los ejes xyz y

rotacion en los planos xy y yz. Una de las ventajas en el empleo de los elementos tipo shell
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reside en la rapidez con la que se realiza el procesamiento de la informacion, ademés de que

es posible modificar los espesores de la placa sin necesidad de modificar las dimensiones del

modelo.
Geometria y propiedades de la placa. Magnitud.
Lado a. 500mm
Lado b. 500mm
Espesor. 1mm
Mddulo de elasticidad (E) 200Gpa
Maodulo de cortante (G) 160Gpa
Relacion de Poisson (v) 0.26
Densidad (p) 7,850kg/m?®

Tabla 3-1. Geometria y propiedades mecanicas de la placa de acero A-36.

En cuanto a las caracteristicas de la malla se propone el uso de elementos
cuadrangulares o del tipo quad, dado que la geometria de la placa es cuadrangular. En total
se generaron 2,500 elementos con un nimero de 2,601 nodos distribuidos por todo el cuerpo

de la placa. La dimensién de cada elemento es de 10x10 mm.

3.2. Verificacion de la respuesta del modelo en el caso de una placa ortotrdpica
(AS4D/9310).

Otro de los pasos fundamentales en el cumplimiento de los criterios de la
metodologia, es el estudio de una placa de material compuesto ortotropico para su posterior
adosamiento en placas lisas e isotropicas. Hearmon (1959) estudio el comportamiento de una
placa ortotropica homogénea implementando el método energético de Rayleigh tal y como

Warburton (1954) lo hizo en sus trabajos para placas isotrépicas.
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Para comprobar el modelo de placa compuesto se propone un material de fibras de
Boro embebidas en una resina epoxi (AS4D/9310). Este material exhibe propiedades

ortotropicas y sus constantes de ingenieria se presentan en la tabla 3-2.

Propiedades. Unidades. AS4D/9310

E, Gpa 133.86

E,=E, Gpa 7.706

G, =Gy, Gpa 4.306
Gy Gpa 2.76

Uy = U3 0.301
Uy 0.396
Uy, 0.0173

Tabla 3-2. Propiedades mecanicas AS4D/9310 [Barbero 2014].

Los valores de la tabla 3-2 son introducidos en el modelo numérico. La geometria de
la placa es de 500x500x1 mm y su densidad de 1,520 kg/m®. Como primera aproximacion se
modelo una placa bajo cuatro condiciones de fronteras distintas (citadas en la seccion 3.1).
El modelo discreto para una placa en cantiléver se muestra en la figura 3-1 en donde los

triangulos de color naranja representan el encastre de uno de sus lados.

3.3. Verificacion de la respuesta del modelo en el caso de una placa ortotrépica laminada
(AS4D/9310).

A diferencia de las placas compuestas homogéneas, un laminado presenta una rigidez
que depende del numero de pliegos aglomerados a través de todo su espesor. Estas, aunado
con la orientacion de las fibras, son variables cuya modificacion altera en gran medida el
valor de las frecuencias y sus formas modales. Para analizar el comportamiento dinamico de
una placa compuesta laminada se emplearan dos teorias diferentes. Estas teorias son: La
teoria del alto orden por deformacién cortante (HSDT) y la primera teoria por deformacién
cortante (FSDT).

Centro Nacional de Investigacion y Desarrollo Tecnoldgico. 38
Departamento de Ingenieria Mecanica.



Analisis numérico del comportamiento vibratorio de un material compuesto en un elemento
estructural laminado. Capitulo 3: Metodologia.

Se propone para el andlisis una placa laminada del tipo cross-ply simétrica de cuatro
pliegos [0/90]s. El material de la placa compuesta analizada es de Boro-Epoxi AS4D/9310
(propiedades mecanicas mostradas en la tabla 3-2) y sus dimensiones son de 500x500x10

mm. La matriz de rigidez general para la placa esta dada en el apéndice B de este documento.

Encastre de un extremo. Placa en cantiléver.

Figura 3-1. Modelo discreto de una placa ortotropico en cantiléver (AS4D/9310).

Para comparar los resultados numéricos y analiticos de frecuencias y formas modales
se presenta el modelo discreto en la figura 3-2. Las condiciones de frontera son simplemente
apoyadas, esto quiere decir que los desplazamientos en el eje z y las rotaciones en xz y yz son
restringidas. Las restricciones del modelo se adaptan a las ecuaciones propuestas por Reddy
(1983).
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Placa simplemente apoyada. Espesor total de la placa: 10mm.
Espesor de cada pliego: 2.5mm.

Figura 3-2. Modelo discreto de la placa AS4D/9310 laminada.

Para este modelo se utilizaron elementos tipo shell y una malla cuadricular. EI tamafio
de cada elemento de malla es de 10x10 mm y en total hay 2,601 unidades cuadrangulares

distribuidos por toda la superficie.

3.4. Disefio de algoritmo para el procesamiento de los desplazamientos nodales.

El objetivo del algoritmo para la obtencion de los contornos de refuerzos se enlista a

continuacion:

1. Diferenciar entre un valor de referencia (0.1-0.5) y los desplazamientos nodales de la
placa isotropica (formas modales).

2. Obtener el conjunto de puntos que delimitan el contorno del refuerzo.

3. Exportar las coordenadas a una hoja de calculo para su posterior refinamiento en un
software tipo CAD.

4. Obtener datos auxiliares como: numero de nodos que exceden el valor de referencia,
areas de contorno, frecuencias naturales y formas modales.

5. Desplegar los resultados en una interfaz gréfica.
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En la figura 3-3 se muestra un esquema de procesamiento de datos comenzando con la
simulacion de los modelos de placas hasta la configuracion final del refuerzo adosado y su
posterior modelado numérico. En la figura 3-4 se despliega un diagrama de flujo que muestra

cada proceso del algoritmo.

Exportar los AB AQU S

desplazamientos calculados

en Abaqus iﬁm

MATLAB
Base de datos A 4 SIMULINK
en Excel.
R T ¢
o Exportacion de valores Excel-
Ll Matlab.
Microsoft
Excel

Procesamiento de datos.

L Interfaz grdfica.

Figura 3-3. Esquema de proceso para la obtencion de las configuraciones del refuerzo

adosado.

Tal y como se muestra en el diagrama de flujo de la figura 3-3, el primer paso en el
disefio de los refuerzos adosados en la placa de acero, es el de construir una base de datos en la
que estén contenidos los desplazamientos nodales de cada forma modal. Esto se realiza mediante
la creacion de un set o lista de puntos tomando como referencia la malla de la placa lisa (Capitulo
3, seccidn 3.1).

En resumen, el conjunto de puntos tomados son los desplazamientos de cada nodo de la

malla en la placa, esto es, un total de 2,600 elementos y 2,601 nodos. Considerando esta
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informacion y tomando en cuenta que se analizaron las primeras 5 formas modales para 4
condiciones de frontera diferentes (fijo en uno, dos, tres y cuatro lados de la placa) se tiene un

total de 52,020 datos para procesar.

Para diferenciar entre el valor de referencia establecido (valores entre 0.1 y 0.5) es
necesario agrupar los valores mayores y menores al punto de referencia. Esto es, separar ambos
conjuntos de puntos para localizar las zonas en donde se encuentra. Sin embargo, la importancia
del algoritmo es la de obtener los contornos de dichas areas para su posterior refinamiento en
un software tipo CAD. Por este motivo se asigna a cada conjunto de desplazamiento nodal un
valor de 0 y 1. Asi, para el caso en que los desplazamientos nodales sean mayores al valor de
referencia se le asigna el valor de 1, mientras que para los valores que se encuentran por debajo

se le asigna el valor de 0.

La importancia de esto reside en que la suma de cada par de valores da como resultado
1 (para el caso en el que exista un punto del contorno) y 2 (en caso de que no exista una

coordenada del contorno).

Esta discriminacién da como resultado el conjunto de puntos que se muestra en la figura

3-5. Las ecuaciones (3-1) y (3-2) muestran la discriminacién hecha por el programa:

P+P,=1 1=123.n Coordenada (3-1)
P+P,=2 1=123..n Nocoordenada (3-2)

Finalmente, cada coordenada obtenida del algoritmo es desplegada en la interfaz gréfica
(GUI, apéndice B) para posteriormente ser exportada a una hoja de calculo. Teniendo estos datos
guardados en la hoja de calculo y mediante un macro, es posible trasladar los puntos al software

CAD para su redisefio mediante una curva o spline.
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Procesamiento de datos numéricos
para el disefio de refuerzos
adosados en una placa isotrépica.

v

Construccién de la base de datos
(Excel) derivado de los resultados
numéricos (FEM).

v

Interfaz (GUI). &

NO

¢Analizar la
forma modal?

NO

Especifique la forma modal a
analizar, condiciones de
frontera y un punto de
referencia (0.1-0.5).

¢ Obtener
contorno?

Guardar coordenadas (Excel).

!

/ Desplegar resultados. /

Figura 3-4. Diagrama de flujo para el procesamiento de datos obtenidos mediante el modelo

numérico.
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3.5. Configuracion de los refuerzos para adosamiento.

La configuracion de cada parche y su ubicacion se basa en las formas modales obtenidas
a partir de la simulacion numérica de la placa lisa de acero A-36. Con la ayuda del algoritmo

descrito en la seccién 3.4 es posible obtener las coordenadas que delimitan los contornos de

cada parche. Sin embargo, debido a que las coordenadas dadas son una sucesion de puntos en

el plano (figura 3-5), es necesario definir una curva que pase por dichos puntos para suavizar

los extremos de cada refuerzo. En la figura 3-5 se muestran las coordenadas dadas por el

algoritmo para las primeras cuatro formas modales para una placa en cantiléver. La marca en X

representa la zona que ha excedido el valor de referencia.

Node ¥

Nodo X

Nedo ¥

Nodo X

Valor de referencia: 0.43

Modo Y

35

301

Nodo ¥

204

26 1]

Modo X

Valor de referencia: 0.35

Valor de referencia: 0.40

Figura 3-5. Conjunto de puntos para las primeras cuatro formas modales de la placa de

acero.
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En la tabla 3-3 se muestran las configuraciones de los parches ya refinados adosadas a
la placa cuadrangular de acero en cantiléver. Cabe sefialar que para el presente estudio se
propone utilizar dos tipos de disefio. En primer lugar, se encuentran los parches disefiados a
partir de los nodos que superan el valor de referencia establecidos en el algoritmo. Estos nodos
forman parte de la malla asignada al modelo numérico de la placa. En el segundo segmento de
disefio se encuentran aquellos refuerzos que no han excedido el punto de referencia

preestablecidos. La marca con X muestra la influencia del refuerzo en cada disefio.

Primer Conjunto de Disefio Segundo Conjunto de Disefio
Refuerzo.
(PCD). (SCD).
Refuerzo 1 X X
y /
Refuerzo 2 X
—X\\ —\\
Refuerzo 3 M X
X —
Refuerzo 4 J \___/\/ X
X
Refuerzo 5 X
X x \
[ x\ [\

Tabla 3-3. Refuerzos con contornos refinados para una placa lisa en cantiléver.
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3.6. Modelado numérico del conjunto placa-refuerzo (acero-aluminio).

Dada la calibracion de los modelos numéricos y analiticos de placas isotropicas y
compuestas, se procedid a unir los refuerzos basados en los conjuntos de disefio de la tabla 3-3.
Se propone como material de refuerzo aluminio 1050. Las condiciones de frontera a analizar
son: fijo en uno, dos, tres y cuatro lados de los extremos de la placa cuadrangular. La condicién
de adosamiento empleado seré del tipo tie con elementos shell para la placa y los refuerzos. La
condicion tie implica que la influencia de union entre la placa de acero y el refuerzo son nulas.
El espesor de cada refuerzo es de Imm. Los valores de referencia para la obtencion de las
coordenadas de los refuerzos seran de 0.1 hasta 0.5 siendo este ultimo el valor limite en el cual
las &reas de influencia de los parches son pequefias. En la figura 3-6 se presentan los modelos
numéricos del primer conjunto de disefio placa-refuerzo para un valor de referencia de 0.1 para

las cinco condiciones de frontera estudiadas. La zona azul representa el parche adosado.

Modo 1. Modo 2. Modo 3. Modo 4. Modo 5.
Refuerzo 1 Refuerzo 2 Refuerzo 3 Refuerzo 4. Refuerzo 5.

r

._-r

~

Modo 1. Modo 2. Modo 3. Modo 4. Modo 5.
Refuerzo 1 Refuerzo 2 Refuerzo 3 Refuerzo 4. Refuerzo 5.
Modo 1. Modo 2. Modo 3. Modo 4. Modo 5.
Refuerzo 1 Refuerzo 2 Refuerzo 3 Refuerzo 4. Refuerzo 5.
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Pttt = T T
L I3 N
N 3 -
o "
o 1
o 1
i L L L ™ ™ r = L ™ T ™ ™ r T L T ™ v r

Modo 1. Modo 2. Modo 3. Modo 4. Modo 5.
Refuerzo 1 Refuerzo 2 Refuerzo 3 Refuerzo 4. Refuerzo 5.

' ™ ™ r

Figura 3-6. Configuracion de los parches del primer conjunto de disefio de refuerzos para un

valor de referencia de 0.1. Condiciones de frontera: fijo en uno, dos, tres y cuatro lados.

En la figura 3-7 se muestra el Segundo Conjunto de Disefio para un valor de referencia
de 0.1. Para este caso la zona de influencia de los parches se ha invertido.

| (EH

Modo 1. Modo 2. Modo 3. Modo 4. Modo 5.
Refuerzo 1 Refuerzo 2 Refuerzo 3 Refuerzo 4. Refuerzo 5.

Modo 1. Modo 2. Modo 3. Modo 4. Modo 5.
Refuerzo 1 Refuerzo 2 Refuerzo 3 Refuerzo 4. Refuerzo 5.
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oS e

Modo 1. Modo 2. Modo 3. Modo 4. Modo 5.
Refuerzo 1 Refuerzo 2 Refuerzo 3 Refuerzo 4. Refuerzo 5.
Modo 1. Modo 2. Modo 3. Modo 4. Modo 5.
Refuerzo 1 Refuerzo 2 Refuerzo 3 Refuerzo 4. Refuerzo 5.

Figura 3-7. Segundo conjunto de disefio para un valor de referencia de 0.1. Condiciones de

frontera: fijo en uno, dos, tres y cuatro de sus lados.

Dadas las configuraciones de los refuerzos y su ubicacion, el modelado numérico se
efectud para valores de referencia de 0.1 a 0.5. Cada valor de referencia alter6 de manera
significativa el area de influencia del parche. Esto es debido a que conforme el valor de
referencia se incrementa el area de influencia del primer conjunto de disefio (figura 3-6)

disminuye, mientras que para el segundo conjunto de disefio es lo contrario (figura 3-7).

En las tablas de anexo se muestran los valores obtenidos de cada modelo numérico
disefiado. Cada conjunto de tablas muestra los valores de frecuencia de los primeros 5 modos
de vibracion para una condicion y valor de referencia diferente. En la tltima columna de cada
tabla se despliegan los valores de frecuencia para una placa cuadrangular de acero sin refuerzos
adosado. Por otra parte, es importante destacar un sexto tipo de refuerzo cuya cobertura es total
en la superficie de la placa cuadrangular (refuerzo de aluminio). Finalmente, en la Gltima fila
de cada tabla, se muestra los valores maximos (MAX.) y minimos (MIN.) de frecuencias para
los seis tipos de refuerzos disefiados.
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3.7. Implementacion de refuerzos compuestos en placas adosadas.

Como es bien sabido, la rigidez de las placas compuestas depende principalmente de
la orientacion de las fibras que constituyen el refuerzo y de la resina en la que estan embebidas.
Para la implementacion de los refuerzos compuestos se analizaron dos configuraciones de
parches con materiales compuestos. Estos son: parches fabricados a partir de una placa
compuesta homogénea y refuerzos disefiados mediante placas laminadas compuestas. Ambas
presentan caracteristicas Unicas. Por ejemplo, los refuerzos cuya consistencia es homogénea
presentan tres rigideces diferentes en sus tres ejes principales. Esto provoca que la rigidez del
refuerzo este en funcion unicamente de las propiedades ortogonales del material. Por otra parte,
los refuerzos disefiados mediante placas laminadas dependen principalmente de la orientacion
de la fibra de cada pliego que compone el sistema. Asi, la rigidez de cada placa en cada eje
correspondiente se conjunta, dando como consecuencia una mejor rigidez en funcién del nimero

de pliegos.

Utilizando las mismas propiedades de los modelos ingresados en Abaqus como tamario
de malla, tipo de elementos y uniones, etc., se analizaron los disefios mostrados en el apartado
3.6 (refuerzos de aluminio) para comparar la influencia de este material en las frecuencias

naturales de la placa de acero.

El espesor de cada refuerzo se mantuvo en todo momento, siendo de 1mm para la placa
de acero y el refuerzo compuesto. Otra caracteristica que conviene resaltar es la configuracion
optada para el refuerzo laminado. En la figura 3-8 se muestra la configuracion del laminado y
su nomenclatura tradicional

., Boro-Epoxi
Seccion transversal del AS4D/9310.

refuerzo laminado. e

oo NelNeolNoNo)
O OO O OO Designacion

—— (0909001

Figura 3-8. Seccion transversal del refuerzo laminado compuesto.
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Capitulo 4:
Resultados.
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La metodologia descrita en el capitulo 4 muestra una sucesion de pasos a seguir para el
cumplimiento de los objetivos de la investigacion. En este capitulo se muestran los resultados
obtenidos de cada uno de estos procesos. En la seccidn 4.1 se detallan los resultados de la
calibracion de los modelos en elemento finito mediante el andlisis de una placa isotrépica lisa.
En las secciones 4.2 y 4.3 se observa los comportamientos dinamicos vibratorios de una placa
compuesta homogénea y laminados. Cada resultado derivado de los modelos numéricos es
comparado con los datos analiticos obtenidos mediante los modelos de Warburton (1954),
Eschler (1950), Hearmon (1959), Reddy (1983) y Harrys (2002).

En la seccion 4.4 se muestra los graficos que comparan los valores de frecuencia en un
sistema placa-refuerzo (acero-aluminio) contra el tipo de configuracion del parche asociada.
Estos graficos se obtuvieron a partir de las tablas presentadas en el apéndice D de este
documento. Cada frecuencia y refuerzo fueron seleccionadas en base al grado de influencia

sobre la placa isotropica.

4.1. Frecuencias naturales numéricas y analiticas para el modelo isotropico.

La metodologia presentada en el capitulo 3, apartado 3.1, se indica el procedimiento para
la verificacion de los modelos numéricos (Abaqus) con el fin de establecer el tipo de malla para
las pruebas. Los resultados obtenidos de la simulacion numérica mediante el método de
elementos finitos (FEM) estan plasmados en la tabla 4-1 con las cuatro condiciones de frontera

previamente establecidas:

Modo de Fijo en cuatro Fijo en tres de Fijo en dos de N
. ., Fijo en un lado.
vibracion. de sus lados sus lados. sus lados
Modo 1 34.597Hz 23.107Hz 21.375Hz 3.346Hz
Modo 2 70.673Hz 38.634Hz 25.610Hz 8.339Hz
Modo 3 70.673Hz 61.100Hz 42.235Hz 20.659Hz
Modo 4 104.18Hz 74.001Hz 59.096Hz 26.294Hz
Modo 5 127.08Hz 77.846Hz 65.077Hz 30.192Hz

Tabla 4-1. Frecuencias naturales de una placa con cuatro condiciones de frontera distintas.
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Para corroborar los resultados obtenidos mediante el método numérico por elementos
finitos se emplearon dos teorias diferentes: la teoria de Eschler (1950) y Harrys (2002). En la
tabla 4-2 se muestran los resultados de frecuencias basadas en las teorias anteriormente citadas

y el método numeérico por elementos finitos.

Los porcentajes de error relativo son pequefios en la mayoria de los casos. Para todas las
condiciones de frontera estudiadas, los errores relativos no superar el 1%. Esto indica que la
malla seleccionada 10x10 mm es adecuada para el modelado de la placa isotropica. Algunas
condiciones de frontera e inclusive modos de vibracion no estan disponibles mediante las teorias
de Harrys (2002). Sin embargo, Eschler (1950) describe a la perfeccion los cinco primeros

modos de vibracion y todas las condiciones de encastre posibles.

En la tabla 4-3 se presentan las formas modales obtenidas de la simulacién numérica.
Debido a que la teoria de Eschler (1950) y Warburton (1954) requieren el nimero de lineas
nodales para el célculo de frecuencias naturales (figura 4-1), se comprueba de forma inmediata

los modos de vibracion presentadas en la tabla 4-3.

\ \
Primer modo de vibracion. Segundo modo de vibracion. Tercer modo de vibracion.
1 linea nodal. 2 lineas nodales. 3 lineas nodales.

-
-

— [
Cuarto modo de vibracion. Quinto modo de vibracion.
4 lineas nodales. 2 lineas nodales.

Figura 4-1. Formas modales y lineas nodales de una placa en cantiléver (primeras cinco

formas modales).
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Modo de
vibracion.

Fijo en cuatro de
sus lados.

Fijo en tres de sus
lados.

Fijo en dos de sus
lados.

Fijo en un lado.

Modo 1

Modo 2

Modo 3

Modo 4

Modo 5

.n.\\ﬂ!

Tabla 4-3. Formas modales de una placa isotropica de acero A-36.
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4.2. Frecuencias naturales numéricas y analiticas para el modelo compuesto ortotrépico.

Los modelos numéricos y analiticos de una placa isotropica presentan menores
dificultadas a la hora de ser solucionados en comparacion con los materiales compuestos. Esto
se debe a que, en un material compuesto, dependiendo del grado de anisotropia que se presente,
tiene un nimero definido de rigideces. Cada una de ellas contribuye de manera significativa en

las frecuencias naturales de la placa compuesta.

En la tabla 4-4 se muestran los resultados obtenidos mediante el Método de Elementos
Finitos. Cada valor de frecuencia es comparado con respecto a los resultados analiticos
obtenidos mediante la metodologia de Hearmon (1959). La primera condicion de frontera, fijo
en un solo lado, presenta frecuencias naturales para el primer, segundo y quinto modo de
vibracion. Sin embargo, para el tercero y cuarto modo, el error relativo excede el 3 y 4 por ciento
de su valor con respecto al modelo por elementos finitos. Esta variacién no afecta
considerablemente el andlisis, por lo que se establece que la malla utilizada sigue siendo
adecuada. Cabe sefialar que el signo negativo que se muestra en cada porcentaje de error

relativo, indica que el valor de frecuencias analiticas excede los resultados numericos.

La segunda condicion de frontera presentada, fijo en dos de sus lados, muestra
aproximaciones muy cercanas. Todos los modos de vibracién no exceden el 1% de error relativo
siendo adecuada la malla del modelo numérico. Para la condicién fija en tres de sus lados, los
porcentajes de error para los modos 1, 3, 4 y 5 se encuentran por debajo del 1%. Finalmente, los
resultados obtenidos de la condicién de frontera fija en todos sus lados se encuentran en valores

aceptables de error.

En la tabla 4-5 se muestra los modos de vibracién de cada condicion de frontera para
una placa ortotrépica homogénea. Como se puede observar, las lineas nodales en comparacion
a una placa isotropica lisa, se modifican en los ejes principales x y y. Esto se ejemplifica en el
modo 5 de vibracion, en donde las lineas nodales cambian de orientacién y de nimero para

placas isotropicas y ortotropicas.
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Modo de
vibracion.

Fijo en cuatro de
sus lados.

Fijo en tres de sus
lados.

Fijo en dos de sus
lados.

Fijo en un lado.

Modo 1

Modo 2

Modo 3

Modo 4

Modo 5

-t
_

Tabla 4-5. Formas modales para una placa ortotropica AS4D/9310.
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4.3. Frecuencias naturales numéricas y analiticas para el modelo compuesto laminado.

El andlisis de frecuencias para una placa compuesta laminada se basa en los modelos
establecidos por Reddy (1983), Mindlin (1945) y Reissner (1951) para condiciones de frontera
simplemente apoyadas (apéndice C). Como se vera a continuacion los porcentajes de error de
las simulaciones numéricas en comparacion con los calculos analiticos son muy pequefias, por
lo que el mallado también satisface la convergencia de resultados. En la tabla 4-6 se muestra los
resultados de dicha comparacion, asi como su porcentaje de error con respecto al modelo FEM.

En la figura 4-2 se muestran las formas modales derivadas de la simulacion numérica de la placa.

Error Error
Modo de Ocep Oyspr Opspr HSDT con FSDT con
vibracion. (Hertz) (Hertz) (Hertz) respecto a | respecto a

FEM (%). | FEM (%).

1 187.24 187.21 187.50 0.016 -0.139
2 352.76 352.58 353.20 0.051 -0.125
3 641.80 641.02 645.15 0.122 -0.523
4 685.17 683.81 686.12 0.199 -0.139
5 734.33 733.87 738.26 0.063 -0.535

Tabla 4-6. Comparacion de frecuencias naturales obtenidas a partir de FEM, [Reddy, 1983],
[Mindlin, 1945] y [Reissner, 1951].

Como puede observarse en la tabla 4-6 las teorias del alto orden (HSDT) propuestas por
Reddy (1983) tienen porcentajes de error relativo mucho menor en comparacion a la primera
teoria de placas establecidas por Mindlin (1945) y Reissner (1951). Sin embargo, ambas teorias
no exceden el 1% de error, con lo cual se determina que los modelos numéricos para placas

compuestas laminados son adecuados para el estudio de placas reforzadas.
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Forma modal 1 Forma modal 2 Forma modal 3
187.24Hz. 352.76Hz. 641.80Hz.

ole
= oo

Forma modal 4 Forma modal 5
685.17Hz. 734.33Hz.

Figura 4-2. Formas modales de una placa compuesta AS4D/9310 simétrica [0 90 90 0].

4.4. Resultados numéricos para placas reforzadas con parches de aluminio 1050.

Mediante la verificacion de los modelos numéricos para placas isotropicas y compuestas,
se determind que el tipo de malla utilizada es la mas adecuada para la obtencion de las
frecuencias naturales y formas modales de placas reforzadas. Los puntos de referencia utilizados
abarcan desde 0.1 hasta 0.5 de los desplazamientos normalizados de la placa. En las tablas
presentadas en los anexos D se muestran los resultados numéricos obtenidos para el primer y

segundo conjunto de disefio.

En las figuras 4-3 a 4-10 se muestran los graficos de las configuraciones de aluminio que
mayores efectos tuvieron en las frecuencias naturales del sistema (refuerzos que incrementaron
las frecuencias naturales significativamente). De esta forma se localizaron las configuraciones

de méxima y minima influencia en la dinamica vibratoria de la placa de acero.
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Figura 4-3. Gréafica que muestra los valores maximos de influencia sobre las frecuencias de la

placa de acero fijo en un extremo (PCD).

En el grafico de la figura 4-3 se muestra las curvas de tendencia de las frecuencias
naturales para el primer conjunto de disefio (PCD) contra sus modos de vibracion. La curva lisa
muestra las frecuencias naturales para una placa sin refuerzos. Esta curva marca la tendencia
general de las placas con refuerzos de aluminio en los valores de referencia de 0.2, 0.4 y 0.5. En

las curvas de 0.1 y 0.3 hay un cambio abrupto de frecuencias en el cuarto modo de vibracion

Para el primer modo de vibracién el porcentaje maximo de influencia sobre la placa de
acero (lisa) fue de 21%. Para el segundo modo de vibracién, el porcentaje fue de 8%. El tercer
modo de vibracién obtuvo un 25% de influencia con respecto a la placa lisa. El cuarto modo,

16% de diferencia. Finalmente, el quinto modo de vibracién mostro un 14% de variacion.

Hay que sefialar que estos porcentajes solo se aplican para el primer conjunto de disefio

(valores que exceden el punto de referencia prestablecidos) mostrados en el capitulo 3.
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Figura 4-4. Gréafica que muestra los valores maximos de influencia sobre las frecuencias de la

placa de acero fijo en un extremo (SCD).

El segundo conjunto de disefio exhibe las tendencias mostradas en el grafico 4-4. A
diferencia del grafico 4-3, las curvas tienden a incrementar su pendiente conforme el modo de
vibracion se eleva. La mayoria de las curvas siguen la tendencia de la curva lisa a excepcién de
los valores de 0.1.

Los porcentajes maximos de influencia para este conjunto de disefio son:

Primer modo de vibracion: 39% de influencia.
Segundo modo de vibracién: 21% de influencia.
Tercer modo de vibracion: 20% de influencia.

Cuarto modo de vibracion: 19% de influencia.

o b~ w0 D

Quinto modo de vibracién: 22% de influencia.

Como se observa, casi todos los modos de vibracion experimentaron incrementos en los
porcentajes de variacion con respecto al primer conjunto de disefio. Sin embargo, el tercer modo

disminuyo su porcentaje en un 5%.
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Figura 4-5. Grafica que muestra los valores maximos de influencia sobre las frecuencias de la

placa de acero fija en dos lados (PCD).

El grafico 4-5 muestra la tendencia de frecuencias para el primer conjunto de disefio con
condiciones de fronteras fijas en dos lados del sistema. Como se puede apreciar en el gréfico,
las tendencias son las misma para los modos 1, 2 y 3, pero para modos 4 y 5 las curvas tienden
a desfasarse. A pesar de este hecho, las curvas siguen respetando la tendencia de la curva lisa

en estas regiones.
Los porcentajes de variacion maxima se enlistan a continuacion:

Primer modo de vibracion: 5% de influencia.
Segundo modo de vibracién: 2% de influencia.
Tercer modo de vibracion: 4% de influencia.

Cuarto modo de vibracién: 14% de influencia.

o b~ w0 DN

Quinto modo de vibracién: 12% de influencia.
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Figura 4-6. Gréafica que muestra los valores maximos de influencia sobre las frecuencias de la

placa de acero fija en dos lados (SCD).

El segundo conjunto de disefio es evaluado para condiciones de frontera fijas en dos
lados. El grafico 4-6 muestra las tendencias y la influencia del valor de referencia. La forma de

la curva lisa se mantiene, sin embargo, existe un desfase debido a los refuerzos.
Los porcentajes de influencias maximas se muestran a continuacion:

Primer modo de vibracion: 30% de influencia.
Segundo modo de vibracién: 35% de influencia.
Tercer modo de vibracion: 21% de influencia.
Cuarto modo de vibracion: 23% de influencia.

o b~ DN

Quinto modo de vibracién: 24% de influencia.

Esto indica que el segundo conjunto de disefio tiene mayor influencia que el primero.
Las curvas de los valores de referencia se separan de la curva lisa en todos los modos de

vibracion, a diferencia del grafico 4-5.
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Figura 4-7. Grafica que muestra los valores maximos de influencia sobre las frecuencias de la

placa de acero fijo en tres lados (PCD).

La grafica 4-7 muestra la tendencia de las frecuencias para una placa con refuerzos de
aluminio, con condiciones de frontera fijo en tres de sus lados para el primer conjunto de disefio.
Los puntos en los modos de vibracion 1y 2 no exhiben cambios porcentuales significativos. En
los modos 3, 4 y 5, las tendencias se desfasan, dando lugar a incrementos en las frecuencias
naturales.

Los porcentajes de variacion maxima se enumeran a continuacion:

Primer modo de vibracion: 3% de influencia.
Segundo modo de vibracién: 4% de influencia.
Tercer modo de vibracion: 13% de influencia.
Cuarto modo de vibracion: 10% de influencia.

o b~ w0 DN

Quinto modo de vibracién: 8% de influencia.
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Figura 4-8. Grafica que muestra los valores maximos de influencia sobre las frecuencias de la

placa de acero fijo en tres lados (SCD).

Al igual que el caso del gréfico 4-6, en la figura 4-8 se muestra un desfase con respecto
a la curva lisa de referencia. Las frecuencias naturales tienden a incrementarse conforme los
modos de vibracion lo hacen. Esto no pasa para la curva cuyo valor de referencia es de 0.5 en
donde su valor va decayendo.

Los porcentajes de variacion maximas para esta grafica son:

Primer modo de vibracion: 33% de influencia.
Segundo modo de vibracion: 23% de influencia.
Tercer modo de vibracion: 25% de influencia.

Cuarto modo de vibracion: 17% de influencia.

a ~ w DN e

Quinto modo de vibracién: 22% de influencia.
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Figura 4-9. Gréafica que muestra los valores maximos de influencia sobre las frecuencias de la

placa de acero fijo en todos sus lados (PCD).

El grafico 4-9 muestra los valores de frecuencia para el primer conjunto de disefio con
condiciones de frontera fijas en todos sus lados. A diferencia de los casos 4-5 y 4-7 los modos
2, 3,4y 5 se separan de la curva lisa. Por otro lado, la frecuencia de la primera forma modal,
se conserva proxima a la curva lisa. Las lineas de los valores de referencia siguen el patron de

la curva lisa.
A continuacion, se enlistan los porcentajes de variacion:

Primer modo de vibracion: 11% de influencia.
Segundo modo de vibracién: 15% de influencia.
Tercer modo de vibracion: 16% de influencia.

Cuarto modo de vibracion: 9% de influencia.

a c w DN oE

Quinto modo de vibracién: 17% de influencia.
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Figura 4-10. Grafica que muestra los valores maximos de influencia sobre las frecuencias de

la placa de acero fijo en todos sus lados (SCD).

Finalmente, la gréafica 4-10 muestra los resultados de frecuencia para el segundo
conjunto de disefio con condiciones de frontera fijas en todos sus lados. El desfase entre las
curvas de los valores de referencia y la curva lisa es evidente. Todas las curvas siguen

conservando el mismo patrén que la curva lisa.
Los porcentajes de variacion son:

Primer modo de vibracion: 24% de influencia.
Segundo modo de vibracién: 18% de influencia.
Tercer modo de vibracion: 22% de influencia.

Cuarto modo de vibracion: 21% de influencia.

o b~ w0 D

Quinto modo de vibracién: 13% de influencia.

Dados los resultados numeéricos tabulados en las tablas del anexo y de los graficos 4-
3 a 4-10, es posible analizar la influencia de cada refuerzo de aluminio. De este analisis, se

derivan las configuraciones que modifican de manera significativa las vibraciones libres de la
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placa. En la figura 4-11 se muestra un grafico que contiene tres curvas de interés. La primera de
ellas es la curva lisa de la condicion de frontera estudiada. Al igual que los anteriores graficos,
la curva se grafica con respecto a sus modos de vibracion y sus frecuencias naturales. La segunda
curva se relaciona con las configuraciones que tuvieron el menor efecto sobre la curva lisa
(MIN.). Latercera curva se relaciona a las configuraciones que influyeron en gran medida sobre
las frecuencias de la placa lisa (MAX.).

Una caracteristica importante del grafico 4-11 es la configuracion cuyo valor de
referencia es uno. Esta configuracion significa que el refuerzo adosado cubre una de las caras
de la placa de acero al 100%. La mayor incidencia para la curva de frecuencias minimas esta
dada por el primer conjunto de disefio (PCD) mientras que en el caso de los valores maximos se
dan por el segundo conjunto de disefio (SCD).
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Figura 4-11. Refuerzos que influyen significativamente en las frecuencias naturales de una

placa con un lado fijo.

Centro Nacional de Investigacion y Desarrollo Tecnoldgico. 68
Departamento de Ingenieria Mecanica.



Analisis numérico del comportamiento vibratorio de un material compuesto en un elemento
estructural laminado. Capitulo 4: Resultados.

En la gréfica 4-11 se observa que, para la curva minima, las frecuencias naturales no son
alteradas en gran medida con respecto a la curva lisa de la placa. Existe un pequefio porcentaje
de variacion en el cuarto modo de vibracion del 7% de influencia. La mayor incidencia de
configuraciones esta dada por el primer conjunto de disefio a excepcion del primer y segundo
modo en donde predomina el refuerzo que cubre completamente la superficie. Para la curva

maxima de influencia, el porcentaje promedio de influencia fue del 25%.
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Figura 4-12. Refuerzos que influyen significativamente en las frecuencias naturales de una

placa con dos lados fijos.

La grafica 4-12 muestra las configuraciones cuyo porcentaje de influencia fueron
maximas y minimas para la condicion de frontera fija en dos extremos. La curva de tendencia
minima, tiene valores muy proximos a la curva lisa de referencia. En los modos de vibracion 1,
2 y 3 no existe un porcentaje de variacion apreciable. Sin embargo, en los modos 4 y 5 existe
una variacion del 7% y 6% respectivamente. En el caso de la curva de influencia maxima, el
porcentaje de variacion promedio para los cinco modos de vibracion fueron del 27%. Las
configuraciones que mayores incidencias tuvieron en la curva son los del segundo conjunto de

disefio.
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Figura 4-13. Refuerzos que influyen significativamente en las frecuencias naturales de una

placa con tres lados fijos.

En la figura 4-13 se presentan los resultados obtenidos para una placa con condiciones
de empotramiento en tres de sus lados. Al igual que los casos anteriores, la curva que representa
las frecuencias minimas, estd muy proxima a los valores de frecuencia de la curva lisa de
referencia. A partir del segundo modo de vibracién, la curva experimenta cambios en sus
frecuencias. Para los modos 3, 4 y 5 los porcentajes de variacién son de 6%, 4% y 3% de
variacion porcentual. EI nimero de incidencias para la curva minima esta dado por el primer
conjunto de disefio. Por otro lado, la curva méxima presenta un porcentaje de desfase promedio

del 20% de su frecuencia con respecto a la linea de referencia lisa.

Finalmente, en la figura 4-14 se muestra la variacién de frecuencias de una placa
reforzada con condiciones de empotramiento en todos sus lados. Las curvas de tendencias han
cambiado su comportamiento con respecto a las otras condiciones de frontera establecida. En
los modos de vibracion 2 y 3 se encuentra una familia de formas modales. Existen una minima

diferencia para las curvas maximas y minimas en los modos 2 y 4. Este comportamiento es de

Centro Nacional de Investigacion 