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Resumen

En esta tesis se presenta una metodoloǵıa para realiza la identificación de siste-

mas con valores at́ıpicos con el uso de redes neuronales artificiales y el estimador M

de Huber. Se obtuvieron conjuntos de datos entrada-salida de sistemas SISO con y

sin valores at́ıpicos; con este conjunto de datos se entrenó a una red neuronal fuera de

ĺınea con el fin de optimizar los pesos sinápticos que la conforman y de esta manera

lograr que se ajuste la salida de la red a la salida del sistema real.

Se estudiaron en gran medida las redes neuronales artificiales, el estimador M de

Huber y algunos de los algoritmos de optimización más utilizados y eficientes para

encontrar la manera de que estos aspectos funcionaran en conjunto.

Se compararon los resultados del estimador M de Huber contra el estimador L2

para comprobar que la función de Huber es capaz de realizar una estimación igual

o más eficiente bajo las mismas condiciones, es decir, la pruebas se realizaron con la

misma estructura de red neuronal, el mismo número de neuronas, el mismo núme-

ro de regresores y el mismo algoritmo de optimización. También se compararon los

resultados obtenidos de la identificación con la función de Huber y la red neuronal

seleccionada contra la red neuronal de MATLAB para la identificación de sistemas

no lineales, NLARX.

Finalmente, con los resultados obtenido de la identificación de sistemas con y sin

outliers mediante el uso del estimador M de Huber, el estimador L2 y el NLARX se

realizaron las conclusiones para verificar si el uso de la función de Huber es eficiente

para enfrentar datos con valores at́ıpicos.
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Abstract

In this thesis it is presented a methodology to perform systems identification

with outliers based in the use of artifitial neural networks and M Huber estimator.

An input-output data set of SISO systems with and without outliers was obtained;

an offline neural network was trained with this data set in order to optimize the

synaptic weights which conform it in such a way to achieve the adjustment of the

network output to the real system output.

Artifitial neural networks, the M Huber estimator and several of the most used

and efficient optimization algorithms were studied in great extent in order to find

the way that this aspects functioned together.

The results of the M Huber estimator and the L2 estimator were compared in or-

der to prove that the Huber function i sable to perform an estimation that is equal or

more efficient under the same conditions, namely, tests were performed with the same

neural network structure, the same number of neurons, the same number of regressors

and the same optimization algorithm. Also, the results obtained by the identification

using Huber function and the selected neural network against the MATLAB neural

network for nonlinear systems identification (NLARX) were compared.

Finally, the results obtained by the identification of systems with and without

outlier through the use of M Huber estimator, the L2 estimator and the NLARX,

conclusions were made to verify whether the use of Huber function is efficient to deal

with data with outliers.
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4.2. Índices de desempeño . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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4.4. Cálculo de parámetros de la función de Huber . . . . . . . . . . . . . 67

5. Pruebas y resultados 69

5.1. Identificación de un brazo robot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

5.1.1. El sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5.1.2. Experimentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5.1.3. Selección de κ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

5.1.4. Identificación del sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

5.1.5. Comentarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

5.2. Wiener - Hammerstein Benchmark . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

5.2.1. El sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

5.2.2. Validación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

5.2.3. Experimentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

5.2.4. Selección de κ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

5.2.5. Identificación del sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

5.2.6. Comentarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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C.1. Brazo Robot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

C.1.1. Entrenamiento de la red neuronal . . . . . . . . . . . . . . . . 107

C.1.2. Reducción del modelo y valores de pesos sinápticos . . . . . . 109
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ra Señal interna de la red neuronal.
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Za Peso sináptico.
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Wbi Pesos sinápticos.
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

En la actualidad se utilizan las ventajas del control automático para el mejo-

ramiento de la calidad, productividad, eficiencia, seguridad, costo-beneficio, etc., de

procesos. Muchas de las técnicas de control se basan en una representación matemáti-

ca llamado modelo matemático. Este modelo matemático asemeja el comportamiento

de un sistema real para realizar análisis, detección de fallas, estimación de variables

que no pueden ser medidas, optimización, robustez, predicción, simulación, etc.

El modelo matemático puede obtenerse mediante distintas técnicas o la mezcla

de ellas. Una es analizando las leyes f́ısicas que rigen el comportamiento del sistema y

la segunda es la identificación de sistemas; el objetivo de la identificación de sistemas

es el de obtener modelos matemáticos que asemejen el comportamiento del sistema

o proceso mediante el uso datos de entrada o variables manipulables y señales de sa-

lida obtenidas directamente de la medición del sistema mediante diversas estructuras.

Entre las estructuras para realizar la identificación están los modelos ARX, AR-

MAX, OE, BJ, AR, ARMA, etc., la identificación de sistemas en espacio de estados,

redes neuronales artificiales, etc. Las redes neuronales artificiales (RNA) se han carac-

terizado por ser útiles en distintas áreas como la de procesamiento de información,

mineŕıa de datos, clasificación, regresión, control, identificación de sistemas, entre

otros. El funcionamiento de las RNA trata de asemejar el comportamiento del sis-

tema nervioso del ser humano debido a la distribución de información que con estas

1
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es posible de realizar.

Una RNA está compuesta por capas, la capa que procesa las señales de entra-

da es llamada “capa de entrada”, la capa que arroja una señal o dato estimado

es llamada “capa de salida” y la capa que se encuentra entre la capa de entrada

y salida es llamada “capa oculta”. Cada una de estas capas está compuesta por

neuronas que contienen funciones de activación, umbrales y pesos sinápticos (w).

Los pesos sinápticos permiten que la RNA se adapte según las necesidades que el

diseñador se encuentre enfrentando, la adaptación de estos últimos dependen de

una función objetivo que es minimizada mediante el uso de algoritmos de optimiza-

ción como lo son Gauss-Newton, gradiente descendente, gradiente estocástico, SVR

(support vector regression), ELM (extreme learning machine), PSO (particle swarm

optimization), Levenberg-Marquadt, etc. Algunos de los algoritmos de optimización

necesitan del cambio de la función objetivo con respecto al parámetro que se desea

estimar;comúnmente la función que se desea minimizar es el clásico error medio

cuadrático. La desventaja de utilizar al error medio cuadrático (EMC) es que se ve

afectado al procesar señales contaminadas por valores at́ıpicos (outliers).

Como se ha mencionado con anterioridad, para realizar la identificación de sis-

temas se necesitan señales de entrada y salida. En la práctica, las señales tienen

valores inusuales, muy grandes o muy pequeños; los outliers pueden ser causados

por un comportamiento inusual de un sistema, por mediciones mal realizadas, etc.

Los outliers son observaciones que se desv́ıan de las otras o datos que parecen in-

consistentes con el conjunto de datos. Para hacer frente a este comportamiento en

las señales se propone cambiar la función objetivo por un estimador robusto como

la función de Huber, la cual dará robustez en la optimización de los pesos sinápticos

que conforman a la red neuronal artificial.

1.1. Identificación de Sistemas

En el diseño de controladores basados en modelo ya sea en tiempo discreto o

tiempo continuo, se requiere un modelo matemático de la planta que se desea con-
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trolar de tal manera que este caracterice su comportamiento dinámico. El modelo

que ofrece la identificación de sistemas facilita al diseñador probar su controlador

antes de ser implementado f́ısicamente.

1.1.1. Sistema

Un sistema es una porción del universo que consta de elementos que interactúan

entre śı. Puede tratarse de un volumen definido en el espacio, puede ser una ma-

sa de aire que cambia de volumen y de ubicación, puede tratarse de una roca, de

un automóvil, de un circuito eléctrico, de una computadora, de un sistema de aire

acondicionado, etc., la lista es bastante larga. Las señales que pueden ser observadas

por el diseñador y que son de total interés en la implementación de controladores se

denominan señales de salida. A las señales que pueden ser manipuladas libremente

por el diseñador se le denominan señales de entrada. El resto de las señales que in-

teractúan con el sistema pero que no pueden ser observadas, medidas o manipuladas

se les conoce como perturbaciones. En la figura 1.1 se puede observar un esquema de

las variables que se mencionaron con anterioridad.

Figura 1.1: Sistema dinámico con entrada u(t), perturbación e(t) y salida y(t)

1.1.2. Modelo Matemático

Un modelo matemático puede ser lineal, no lineal, continuo o discreto, variante

o invariante en el tiempo o dinámico y capaz representar el comportamiento de
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un sistema f́ısico. Se conocen dos métodos para obtener el modelo matemático de

un sistema o proceso. El primero consiste en relacionar las leyes f́ısicas que rigen el

comportamiento dinámico del sistema; el otro método es la identificación de sistemas

la cual es una herramienta que ayuda en la estimación y construcción de modelos

a partir de la captura o adquisición de señales de entrada y salida obtenidas de la

experimentación del sistema que se requiere modelar (ver figura 1.2).

Figura 1.2: Identificación de sistemas.

1.1.3. Proceso de Identificación

Ljung [43] propone una metodoloǵıa para realizar la identificación de un sistema

a partir de la captura de señales de entrada y salida del sistema f́ısico o proceso. Tal

metodoloǵıa se presenta a continuación:

1. Obtención de datos de entrada y salida: Para ello se debe excitar o alimen-

tar el sistema mediante la aplicación de una señal de entrada y registrar el

comportamiento de la entrada y salida durante un intervalo de tiempo.
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2. Tratamiento previo de los datos registrados: Los datos registrados están gene-

ralmente acompañados de valores numéricos indeseables que pueden ser nece-

sariamente corregidos antes de realizar la identificación del modelo, esto per-

mitirá facilitar y mejorar el proceso de identificación.

3. Elección de la estructura del modelo: Se debe seleccionar la estructura de mo-

delo que se utilizará para caracterizar el comportamiento del sistema f́ısico.

Este punto tiende a facilitarse en gran medida si se tiene cierto conocimiento

sobre las leyes f́ısicas que rigen al proceso.

4. Obteción de los parámetros del modelo: Se procede a la estimación de los

parámetros que conforman a la estructura del modelo seleccionado en el punto

anterior del tal manera que este se ajuste mejor a la respuesta del modelo real.

5. Validación del modelo: El último paso consiste en verificar si el modelo pro-

puesto de haber realizado la estimación cumple con los estándares deseados.

Si se llega a la conclusión de que el modelo no es válido, se debe revisar las

posibles causas:

a) El conjunto de datos de entrada y salida no proporciona suficiente infor-

mación sobre la dinámica del sistema real.

b) La estructura escogida no es capaz de proporcionar una buena descripción

del modelo.

c) El criterio de ajuste de parámetros seleccionado no es el es adecuado.

Dependiendo la causa, deberá repetirse el proceso de identificación desde el

punto que corresponde. Por ende, puede decirse que el proceso de identificación

es iterativo. Los pasos expuestos con anterioridad se pueden apreciar en la

figura 1.3.



6 Caṕıtulo 1. INTRODUCCIÓN

Figura 1.3: Proceso de identificación.
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1.2. Estado del Arte

1.2.1. Identificación de Sistemas

El término Identificación de Sistemas fue introducido por Zadeh [72] con la esti-

mación de modelos para sistemas dinámicos.

Se conocen dos v́ıas para el desarrollo de la metodoloǵıa y teoŕıa: Una de ellas

se basa en la predicción del error donde se utiliza el análisis y estudios estad́ısticos.

Este enfoque junto con la teoŕıa básica fueron publicados por Åström y Bohlin [9]

al igual que Ljung [43]. La otra opción es mediante la realización de modelos en

espacio de estado lineales ante la respuesta al impulso Ho y Kalman [32] seguido por

Akaike [3, 4]. Lo último, dio lugar a los llamados métodos de subespacio tal como lo

realizaron Larimore [41], Van Overschee y De Moor [67].

A principios de los 70’s se buscaba diseñar controladores para los modelos resul-

tantes del proceso de identificación. Se enlazó el control con la identificación creando

un procedimiento de control adaptable. El pionero en ese área es Kalman [39] segui-

dos por Åström y Wittenmark [10].

1.2.2. Identificación de Sistemas con Redes Neuronales

A principios de los años 70’s Rosenblatt [60] desarrolló un perceptrón dando ori-

gen a las redes neuronales artificiales. Al pasar los años las redes neuronales fueron

perdiendo interés por la comunidad, no fue hasta los años 90’s cuando Cybenko [26]

retomó el interés en las redes neuronales en su publicación; demostró que con una

combinación lineal finita de funciones unitarias pueden aproximar cualquier función

continua con n variables reales. Las pruebas fueron realizadas con una red neuronal

de una capa y mı́nimos cuadrados para estimar los pesos sinápticos adecuados para

realizar la aproximación. La técnica que propuso Cybenko ha sido de gran utilidad

dentro de la comunidad de redes neuronales. Inclusive, se pueden encontrar trabajos

recientes donde se escribe de una manera parecida la teoŕıa que Cybenko propone

pero bajo un nombre totalmente diferente, “Extreme Learning Machine” [33–35, 49].

Pasó poco tiempo para que otro trabajo revolucionara el uso de las redes neurona-
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les en la comunidad de control. Narendra y Parthasarathy [52] demostraron que las

redes neuronales con capaces de identificar y controlar sistemas no lineales.

En Yu et al. [71] realizaron la identificación en linea con el uso de una red neu-

ronal dinámica. Para asegurarse de que el algoritmo de optimización no divergiera,

realizaron un análisis con la función de Lyapunov con el fin de asegurar que el al-

goritmo fuese estable. También consideraron la ecuación algebraica de Riccati para

obtener el error de identificación. En Yu [70] se utilizan redes neuronales discretas y

recurrentes con un entrenamiento robusto con el fin de garantizar la estabilidad en

la estimación utilizando la función de Lyapunov. Para la optimización de los pesos

sinápticos de la red neuronal, se utilizó el método del gradiente descendente consi-

derando la reducción de la norma infinito (L∞).

Las RNA han tenido un gran desarrollo en las últimas décadas debido a su capa-

cidad para aproximar funciones no lineales, procesamiento de información, a su capa-

cidad de “aprender” o ajustarse con la ayuda de la estimación de los pesos sinápticos

utilizando algoritmos de optimización [7, 16, 17, 27, 31, 40, 50, 54, 56, 62, 64]. Un

trabajo realizado por Romero et al. [56, 57] ofrece una metodoloǵıa para realizar la

identificación de sistemas con el uso de redes neuronales. En el mismo trabajo se

plantea un enfoque de reducción algebraico con el fin de realizar la identificación

con un número de parámetros considerablemente pequeño pero obteniendo el mismo

grado de precisión tal como lo haŕıa un número de neuronas considerablemente alto.

1.2.3. Estimador M de Huber

En estad́ıstica, el estimador M es una clase amplia de estimadores, que son obte-

nidos como la minimización de la suma de funciones de residuos. Técnicas como la

conocida, mı́nimos cuadrados, son ejemplos de estimadores.

En 1964 Huber et al. [37] propuso una generalización para estimación de paráme-

tros de un modelo de máxima verosimilitud con la reducción de una función de la

forma



1.2. Estado del Arte 9

n∑

i=1

ργ(ei, θ) (1.1)

donde ργ es una función simétrica de γ argumentos, La función ργ, o su deriva-

do, Ψ, pueden ser elegidos de tal manera que el estimador proporcione propiedades

deseables (en términos de sesgo y eficiencia) cuando los datos son distribuidos bajo

el supuesto deseado. Las soluciones de la forma

θ̂ = mı́n
θ

(
n∑

i=1

ργ(ei, θ)

)
(1.2)

son llamadas M-estimadores (“M” de “máxima veosimilitud” [36]); otros tipos de

estimadores robustos incluyendo los L-estimadores, R-estimadores y S-estimadores,

también son estimadores de máxima verosimilitud.

Como se mencionó con anterioridad, los estimadores son de la forma (1.1), in-

clusive la técnica de mı́nimos cuadrados cumple con las caracteŕısticas de un esti-

mador M debido a que se busca minimizar la norma euclidiana o norma dos (L2),

los estimadores (L1), los estimadores (L1 − L2), los estimadores p (Lp), de Cauchy,

German-McClure, Welsch, Tukey, Huber, entre otros. El estimador M de Huber es

uno de los casos donde se mezcla el comportamiento de la norma uno (con un ĺımi-

te o penalización en función del factor γ) y la norma dos dentro de una función

compuesta por las mismas.

La norma dos ha sido utilizada en innumerables ocasiones para la estimación

de parámetros donde los datos no se encuentran contaminados con valores at́ıpicos

[13, 27, 42, 54, 56, 65, 69]. El uso de la norma dos con la adición de outliers hace que

la estimación se realice de manera ineficiente debido a que la reducción de la norma

tiende a diverger en la etapa de optimización. Se ha comprobado que la estimación

de los parámetros que conforma a un sistema estimado o propuesto también puede

ser realizada mediante el uso de la norma uno; En Alvarado y Carmona [5, 6] se

demostró que la identificación de un sistema acústico sin presencia de valores at́ıpicos

con una estructura Output Error puede realizarse minimizando la norma uno.

Los outliers o valores at́ıpicos son observaciones, mediciones o muestras numéri-

camente distantes del resto de los datos. Cuando se trata de identificar sistemas los
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cuales se encuentran contaminados por outliers o que estos surgen por naturaleza del

sistema se pueden encontrar complicaciones en la optimización de parámetros debido

a que el residuo (ei, ver 1.1 o 1.2) tiende a tener un valor numéricamente grande. Con

el fin de lidiar con el efecto de los outliers se han utilizado los M-estimadores ya sea

para incluir el efecto de los valores at́ıpicos dentro de la estimación [20–24, 58] o de

minimizar el efecto de los mismos o filtrándolos de la población [12, 17, 19, 28, 40].

1.3. Planteamiento del problema

Para la implementación de controladores basados en modelo es necesario contar

con un modelo matemático que caracterice el comportamiento del sistema. La ob-

tención de un modelo matemático puede realizarse de distintas maneras. Como ya se

ha mencionado, una de las técnicas de modelado hace uso de las leyes f́ısicas que rige

al sistema pero, en algunas ocasiones, el proceso y tiempo de modelado puede llegar

a ser extenso, tedioso y a veces impreciso. Por otra parte la técnica de identificación,

no requiere un conocimiento a profundidad sobre el proceso que se desea modelar,

además, el tiempo para la obtención del modelo es corto en relación del tiempo con el

modelado por leyes f́ısicas y el modelo obtenido por identificación puede representar

de manera adecuada al proceso real Ljung [43].

Las RNA son una herramienta eficiente para realizar la identificación de sistemas

caja negra. Comúnmente, los parámetros de un modelo neuronal se obtienen con la

reducción de la norma dos. Sin embargo, cuando se utilizan una gran cantidad de

datos contaminados (outliers) como señales para realizar la identificación del sistema,

la estimación con el estimador L2 se vuelve ineficiente. Con el fin de introducir en la

estimación los valores at́ıpicos y obtener un modelo matemático capaz de asemejar

el comportamiento del sistema real y facilitar el proceso de modelado, se propone

utilizar una RNA robusta introduciendo al estimador M de Huber en el proceso de

optimización.
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1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Probar algoritmos de optimización para el entrenamiento de una red neuronal

artificial con el fin de realizar la identificación de sistemas no lineales con outliers.

1.4.2. Objetivos espećıficos

1. Implementar la red neuronal artificial de Romero et al. [56] usando el método

de Levenberg-Marquadt para optimizar los pesos sinápticos.

2. Implementar la red neuronal de Romero et al. [56] utilizando el estimador ro-

busto M de Huber para la introducción de los valores at́ıpicos en la estimación.

3. Identificar una serie de sistemas con outliers usando los algoritmos desarrolla-

dos y determinar la aportación de los métodos de optimización seleccionados

con relación a los métodos tradicionales (mı́nimos cuadrados, gradiente descen-

dente, Gauss-Newton, etc.), en función de algunos de los siguientes aspectos:

Criterio para determinar el orden de la red neuronal.

Ajuste a los parámetros de los métodos de optimización

Para el caso del estimador M de Huber, la determinación del procedimien-

to para conmutar entre la norma uno y la norma dos (L1 − L2).

4. Probar la efectividad del estimador M de Huber para realizar la identificación

de sistemas con señales contaminadas por outliers.

1.5. Alcance de la Tesis

En esta Tesis se pretende desarrollar las siguientes actividades para poder cumplir

con los objetivos antes definidos.

Aplicar la metodoloǵıa propuesta por Romero [54] para la identificación de

sistemas dinámicos no lineales mediante el uso de redes neuronales artificiales.
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Programar distintas estructuras de redes neuronales para la identificación de

sistemas.

Implementar algoritmos de optimización para estimar los pesos sinápticos ade-

cuados con el fin de realizar una identificación eficiente por medio de la pro-

gramación de funciones y programas realizados en MATLAB.

Implementar el estimador M de Huber para agregar el comportamiento de los

outliers dentro del modelo neuronal mediante el uso de funciones.

Realizar la identificación de distintos sistemas dinámicos con outliers con el fin

de comprobar que el estimador M de Huber como función objetivo es eficiente

en comparación con la clásica norma dos.

1.6. Estrategia para desarrollar las metodoloǵıas

propuestas

Para desarrollar esta Tesis se realizaron los siguientes pasos:

Estudio de identificación de sistemas.

Se realizó una búsqueda bibliográfica y un estudio de las técnicas de identifi-

cación de sistemas de manera general, esto con el objetivo de implementar los

conocimientos adquiridos en una red neuronal.

Estudio de redes neuronales.

Se buscó información general de las redes neuronales, se estudiaron diferen-

tes caracteŕısticas, algoritmos de entrenamiento, arquitecturas etc. Después se

estudió la red neuronal que propone Romero et al. [56] con el fin aprovechar

la capacidad de de la RNA de obtener un alto grado de precisión y bajando

su complejidad. También se estudió la configuración NARX y Hammerstein-

Wiener que propone [27].

Estudio de algoritmos de optimización.
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Se buscó información de distintos algoritmos de optimización para poder es-

timar los pesos sinápticos adecuados de tal manera que el modelo neuronal

asemejara el comportamiento del sistema dinámico con outliers. Entre los algo-

ritmos que se probaron se encuentran en algoritmo de Gauss-Newton, gradiente

descendente y Levenberg-Marquadt.

Estudio del estimador M de Huber.

Se buscó información general del estimador M de Huber como caracteŕısticas,

parámetros, función, etc. La búsqueda bibliográfica se centró en la aplicación

del estimador M de Huber para la identificación de sistemas dinámicos con

outliers artificiales [20–22].

Validación de modelos neuronales.

Se desarrollaron modelos neuronales de sistemas dinámicos con outliers artifi-

ciales. Se verificó que los modelos obtenidos generaran cierto grado de exactitud

con los sistemas que se desean identificar con la diferencia entre las dos señales

de salida. De esa comparación se obtuvieron ı́ndices de medición como el error

medio cuadrático, la desviación estándar del error, etc.

Desarrollo de algoritmos.

Con los conocimientos adquiridos acerca de redes neuronales, algoritmos de

optimización y estimador M de Huber, se programarán funciones que realizan

el procesamiento de información y que se encargan de combinar las tres bases

anteriores. También, se realizaron funciones capaces de entregar una medición

comparativa entre el modelo real y el estimado como la desviación estándar, el

error cuadrático medio, FIT, etc.

1.7. Organización de la Tesis

En el caṕıtulo dos, se muestra información general de redes neuronales artificia-

les, la identificación de sistemas con redes neuronales y la red neuronal con la que
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se trabajó. También, se muestra un apartado que habla acerca de algoritmos de op-

timización cuyo objetivo es el de encontrar los pesos sinápticos adecuados para que

el modelo neuronal se asemeje al comportamiento f́ısico real.

La explicación del funcionamiento del estimador M de Huber y su implementa-

ción, se expresa en el caṕıtulo tres.

En el caṕıtulo cuatro se explica la metodoloǵıa para realizar la identificación de

sistemas con el estimador M de Huber. También se observará la forma en que se

calculan lo ordenes de la red neuronal y de los parámetros de la función de Huber.

En el caṕıtulo cinco se muestran los resultados obtenidos realizando la identi-

ficación de tres sistemas diferentes con y sin valores at́ıpicos y el desempeño de

estimación realizado mediante L2.

El caṕıtulo seis está conformado por las conclusiones de este tema de tesis y tra-

bajos futuros.



Caṕıtulo 2

REDES NEURONALES

ARTIFICIALES

El cerebro humano es la mejor computadora jamás creada, es capaz de adquirir

información de cualquiera de los sentidos, procesar tal información y ejecutar una

acción según las condiciones en las que el sujeto se encuentre. Se estima que el ce-

rebro humano está constituido por 1011 neuronas y que cada neurona se comunica

con otra neurona mediante impulsos eléctricos (llamados sinápsis) con el uso de ra-

mificaciones llamadas dendritas. El funcionamiento del cerebro del ser humano es

altamente complejo, con el simple hecho de recordar la forma en que vest́ıa la maestra

de preescolar, andar en bicicleta, reconocer rostros en la oscuridad, entre otras, se

alcanza a apreciar que efectivamente, el cerebro humano es capaz de realizar tareas

altamente complicadas. Lo más interesante es que el cerebro aprende sin instruccio-

nes expĺıcitas de ninguna clase y crea representaciones internas que hacen posibles

todas estas actividades.

En este caṕıtulo se presenta un estudio sobre redes neuronales artificiales (NN:

Neural Networks), se describen aspectos como su funcionamiento, el proceso de iden-

tificación mediante el uso de las redes, algoritmos de optimización y la estructura de

red neuronal general que se utilizó para el desarrollo de este trabajo de tesis.

15
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2.1. Neuronas biológicas

El cerebro está constituido por un gran número de elementos (1011 aproximada-

mente) altamente interconectados (aproximadamente 104 conexiones por elemento)

llamados neuronas. Una neurona biológica consta de tres partes esenciales, las den-

dritas, el cuerpo de la célula o soma y el axón. Las dendritas son ramificaciones

nerviosas que cargan de señales eléctricas el cuerpo de la célula y se encuentran

alrededor de la célula y del axón. El axón es una fibra nerviosa más larga que las

dendritas encargado de llevar la señal desde el cuerpo de la célula hacia otras neu-

ronas. El cuerpo de la célula o soma es el encargado de realizar la suma de todas las

señales entrantes, también se encarga de estimular a la célula de tal manera que esta

produzca una señal hacia otra neurona. A la “unión” entre el axón de una célula con

una dendrita de otra célula se le llama sinápsis. En la figura 2.1 se pueden ver las

partes principales que conforman a una neurona biológica.

Figura 2.1: Neurona biológica.

Todas las neuronas conducen información de forma similar, la información viaja

a través del axón mediante impulsos eléctricos denominados potenciales de acción.

Los potenciales de acción alcanzan una amplitud máxima de 100mV y duran apro-

ximadamente 1ms. Cuándo la célula se encuentra en reposo el potencial de acción

se ve reducido hasta los −70mV .
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2.2. Neuronas Artificiales

Las redes neuronales artificiales (RNA) se definen como sistemas de mapeos no

lineales cuya estructura se basa en la distribución de infromación como en el sistema

nervioso de humanos y animales. Constan de un número grande de procesadores

simples ligados por conexiones con pesos. Las unidades de procesamiento se deno-

minan neuronas. Cada unidad recibe entradas de otros nodos y juntos, generan una

salida simple ya sea un escalar o un vector que depende de la información recibida.

Las neuronas artificiales también pueden nombrarse como nodos, neuronodos, celda,

unidad o elemento de procesamiento (PE). Las neuronas artificiales simples fueron

introducidas por McCulloch y Pitts [48] a inicios de los años 40’s. Una red neuronal

está constituida por los siguientes elementos:

1. Un conjunto de unidades de procesamiento o neuronas (ver figura 2.5).

2. Un estado de activación para cada unidad, equivalente a la salida de la unidad

o neurona.

3. Conexiones entre las neuronas, generalmente definidas por el producto de un

escalar (pesos sináptico) que determina el efecto de una señal de entrada a una

próxima unidad o neurona.

4. Una función de activación que actualiza el nuevo nivel de activación basándose

en la entrada efectiva y la activación anterior.

5. Un método para reunir información, correspondiente a la regla de aprendizaje

o algoritmo de optimización

6. Un ambiente donde la RNA se encontrará interactuándo, es decir, señales de

entrada, salida e incluso señales de error.

2.2.1. Aplicaciones de las redes neuronales

Desde hace más de tres décadas, las redes neuronales se han utilizado en distintos

ámbitos de la ciencia. Algunas áreas donde se aplican las redes neuronales artificiales

son:
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Automóviles: Sistemas de piloto automático. Detección de fallas por reconoci-

miento extremo de vibraciones, detección de fallas en inyectores, etc., mediante

el uso de reconocimiento de patrones.

Electrónica: Predicción de secuencia de códigos. Control de procesos, Análisis

de fallas. Visión artificial. Reconocimiento de voz.

Manufactura: Control de la producción y del proceso, Análisis y diseño de

producto. Diagnóstico de fallas en el proceso y maquinarias. Identificación de

part́ıculas en tiempo real.

Medicina: Análisis de células portadoras de cáncer. Análisis de electroencefa-

lograma y de electrocardiograma. Reconocimiento de infartos mediante ECG.

Diseño de prótesis. Optimización de tiempo de trasplante.

Robótica: Control dinámico de trayectoria. Robots elevadores. Controladores.

Sistemas ópticos.

Telecomunicaciones: Compresión de datos e imágenes. Automatización de ser-

vicios de información. Traslación en tiempo real de lenguaje hablado.

Control: Diseño de controladores para una planta en espećıfico o de planta com-

pleta. Identificación de sistemas. Detección de fallas. Control Robusto. Con-

troladores adaptables.

2.2.2. Arquitecturas de redes neuronales

La arquitectura de una red neuronal se encuentra en función de la forma en

que esta se conecte. El producto de conectar neuronas artificiales con otras será el

de obtener capas de neuronas artificiales conectadas entre śı y, por ende, puede

mejorar el procesamiento de la información. Existen diversas arquitecturas de redes

neuronales, no se podŕıa decir que el número de configuraciones en finito debido

a que se siguen proponiendo diferentes tipos de interconecciones neuronales. Cabe

mencionar que en algunas ocasiones la salida de una neurona artificial puede ser

la entrada hacia una neurona destino, es decir, la salida de un nodo puede ser la
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entrada de otro nodo, o incluso ser la entrada de śı mismo (en el caso de las RNA’s

recurrentes). Entre las configuraciones principales se encuentran:

1. Redes neuronales estáticas

2. Redes neuronales recurrentes

3. Redes neuronales celulares

Se puede observar (ver figura 2.2) que en las redes neuronales estáticas no existe

ningún lazo de retroalimentación, es decir, la conexión se encuentra en cascada. El

entrenamiento de este tipo de redes neuronales tiende a ser más sencillo que el resto

debido a que se puede utilizar la regla de la cadena en la derivación de funciones

para la optimización de los pesos sinápticos.

NN1 NN2 NNn

Figura 2.2: Redes neuronales estáticas.

En las redes neuronales recurrentes existe uno o varios lazos de retroalimentación.

En algunas ocasiones esta retroalimentación es información de importancia para que

el comportamiento de la RNA cambie, es decir, realiza un cambio de decisión para

efectuar una acción. Usualmente, el entrenamiento de las redes neuronales recurrentes

al igual que las redes neuronales celulares se ve complicado en comparación de las

redes neuronales estáticas por tal motivo se han implementado diferentes algoritmos

de optimización [25, 38, 46, 51] que ayudan a obtener los pesos sinápticos adecuados

de tal manera que la RNA cumpla con los estándares por la que fue hecha. En la

figura 2.3 se muestra una configuración simple de una red neuronal recurrente.

Las redes neuronales celulares consisten en la conexión de varias neuronas lla-

madas células, las células solo se encuentran conectadas con otras neuronas que se

encuentren cerca, es decir, no utilizan ningún lazo para realimentar o retroalimen-

tar la información, sin embargo, una neurona o célula que se encuentre distante de

otra aún aśı le puede causar cierta variación a su comportamiento. Existen diver-

sas maneras de conectar las redes neuronales celulares, las más utilizadas son las
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NN1 NN2

NN3

Σ

Figura 2.3: Redes Neuronales recurrentes.

que se encuentran conectadas de manera rectangular, hexagonal, triangular o que

se encuentre basado en otro tipo de poĺıgono regular. En la figura 2.4 se aprecia

la una estructura rectangular de una red neuronal celular. Para este tema de tesis

se estará utilizando la arquitectura de una red neuronal estática y recurrente que

facilitará el proceso de identificación mostrado en [54, 56, 57].

NN NN NN NN

NN NN NN NN

NN NN NN NN

NN NN NN NN

Figura 2.4: Red Neuronal celular.

2.2.3. Perceptrón

El perceptrón es la red neuronal más utilizada y la más simple. El perceptrón

fue desarrollado por Rosenblatt [59] con el fin de realizar clasificación, es decir,

Rosebnlatt desarrolló un algoritmo capaz de generar un criterio para seleccionar
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Figura 2.5: Neurona artificial.

un subconjunto de un conjunto de datos. En la figura 2.5 se muestra la estructura

general de una neurona artificial de tipo perceptrón. Las entradas u1, u2, · · · , un
(dendritas en la neurona biológica) reciben información proveniente de otra neurona

o información externa. Esta información es ponderada por pesos sinápticos ω1, ω2,

· · · , ωn (sinápsis), si los pesos sinápticos tienen una magnitud positiva quiere decir

que son excitativos pero, si son de magnitud negativa son inhibitorios. Después, la

suma de los pesos sinápticos y los umbrales es procesada mediante una función de

activación produciendo una señal y (axón) que puede conducir a otra neurona o puede

ser la salida del modelo neuronal. La ecuación 2.1 es la representación matemática

de neurona artificial mostrada en la figura 2.5.

y(k) = ϕ

(
n∑

i=1

ωiui(k) + θ0

)
(2.1)

donde, ui son las señales de entrada, ωi son pesos sinápticos, n es el número de

entradas a la neurona, θ es un umbral, y es la señal de salida y ϕ es la función de

activación; la intención de la función de activación es modelar el comportamiento

no lineal de los sistemas. Las funciones sigmoidales son una clase general de las

funciones monóticamente decrecientes con un dominio en (−∞,∞). Nótese que, si

la compensación o bias θ cambia, la función de activación cambia su cruce en cero ya

sea hacia la izquierda o la derecha. En la mayoŕıa de los algoritmos de optimización
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para redes neuronales (incluyendo los de propagación hacia atrás BP por sus siglas

en ingles), la derivada de ϕ(· ) es necesaria, entonces la función de activación que se

seleccione debe ser diferenciable.

La expresión para la salida de la neurona y(k) en el instante k (y(t) en el caso

continuo) puede ser calculada definiendo un vector columna de nn pesos sinápticos

ω̄ ∈ R como

u(k) =
[
u1 u2 · · · un

]T
ω̄(k) =

[
ω1 ω2 · · · ωn

]T
. (2.2)

Entonces, es posible escribir la ecuación 2.1 en forma matricial como

y(k) = ϕ(ω̄Tu(k)) + θ0 (2.3)

para lidiar con el efecto del bias lo que se realiza es cambiar la dimensión de ¯ω(k)

y de las entradas u(k) de tal manera que (u(k), ω̄) ∈ Rn+1, entonces

u(k) =
[
1 uT

]T
=
[
1 u1 u2 · · · un

]

ω(k) =
[
1 ω̄T

]T
=
[
θ0 ω1 ω2 · · · ωn

] (2.4)

la ecuación 2.4 permite realizar una notación más compacta de la neurona mos-

trada en la figura 2.5 como

y(k) = ϕ
(
ω(k)u(k)T

)
. (2.5)

Sabiendo que el vector de entrada u(k) ∈ Rn y el vector de pesos sinápticos

ω̄(k) ∈ R han sido aumentados por una unidad y un valor de umbral (θ0), respecti-

vamente, para incluir el umbral dentro del modelo mostrado en (2.5). Se puede decir

vagamente que u(k) y ω̄ son elementos de R. El vector de salida y(k) se refiere al

“mecánismo de recuperación celular”. Describe cómo la salida es reconstruida por

medio del uso de las señales de entrada y los valores de los pesos sinápticos de cada

celda, nodo, neurona, unidad o elemento.
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2.2.4. Adaline

Otro de los modelos neuronales clásicos es el Adaline (ADAptative LINear

Element). Fue desarrollado por el profesor Bernie Widrow. La estructura del Adaline

es prácticamente idéntica al perceptrón simple, pero es un mecanismo f́ısico capaz de

realizar aprendizaje. El modelo neuronal está basado en la teoŕıa propuesta por [48].

La RNA Adaline está compuesta por una sola capa de n neuronas y m entradas.

Las m entradas representan a un vector x de entrada que pertenece a un espacio

vectorial Rm. Por cada neurona, existe un vector w de pesos sinápticos que indican

la fuerza de conexión entre los valores de entrada y la neurona. Al igual que el

perceptrón, la Adeline contiene un umbral θ. Adaline está compuesta por dos partes:

una combinación lineal adaptable encargada de ajustar los pesos sinápticos según

lo que se desea realizar y una comparación entre la salida análoga de la RNA (r) y

la señal de salida real después de haber sido evaluada por la función de activación

y por último un bloque básico que muchos sistemas adaptables contienen. En este

caso, Adeline utiliza una función signo con el fin de cuantificar solamente dos casos,

es decir, ŷ = sign(r) y que ŷ ∈ {−1, 1}.

Σ
u1

ω1

u2
ω2

un
ωn θ

1

s y

E
nt
ra
da
s

s Salida
Análoga

Salida
Binaria

s

f(s)
1

-1

Figura 2.6: Neurona Artificial Adaline.

En la figura 2.6 se muestra la estructura general de una neurona Adaline, se

puede observar que la función de activación es una función signo. Con anterioridad

se mencionó que las funciones de activación (Vea Anexo A) deben ser suaves, cuando

se usa la terminoloǵıa “suaves” hace referencia a que deben ser diferenciables o de
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por lo menos C1, es decir, de clase uno debido a que la mayoŕıa de los algoritmos

de optimización requieren de la razón de cambio de la función de activación con

respecto al parámetro estimado. En este caso, la Adaline tiene una función que no

es diferenciable cuando s = 0, por tanto se utilizan otros métodos de optimización

para poder estimar los pesos sinápticos y umbrales que la conforman. Para ajustar

los pesos sinápticos se utiliza la regla Delta Widrow-Hoff que es una simple variación

de mı́nimos cuadrados LMS (Least Mean Square).

Con ayuda en la figura 2.6 se puede observar que

s =
n∑

i=1

ωiui + θ

y = sign

(
n∑

i=1

ωiui + θ

) (2.6)

.

Si se define un vector W =
[
ω1 ω2 · · · ωn

]T
, definiendo un vector de error

como ei = ri − yi y una función objetivo como EN =
1

2

∑i=1
N e2i entonces

Ŵ = arg mı́n
W

(EN) (2.7)

2.2.5. RNA unicapa

Por cuestiones de śıntesis se tomará en cuenta que ϕ(· ) es igual a una expre-

sión similar como se mostró en la ecuación (2.1). La figura 2.7 muestra una RNA

constituida por Q neuronas, todas están siendo alimentadas por el mismo vector de

entrada uj(k) y se produce una señal de salida y(k) por neurona. Se define a la figura

2.7 como una RNA de una capa. La ecuación que describe el modelo neuronal de la

figura 2.7 está dado por

ŷq(k) = ϕ

(
n∑

j=1

ωqjuj(k) + θq0

)
, q = 1, 2, ...,Q (2.8)

Para sintetizar el modelo neuronal de la ecuación 2.8, es conveniente escribir

los pesos sinápticos y los b́ıas en forma de matriz y de vector, respectivamente.

Definiendo la matriz de pesos sinápticos y de bias como
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Figura 2.7: Red Neuronal artificial de una capa.

ω̄T ≡




ω11 ω12 · · · ω1n

ω21 ω22 · · · ω2n

...
...

. . .
...

ωQ1 ωQ2 · · · ωQn



, bθ =




θ10

θ20
...

θQ0



. (2.9)

Se define al vector de salida como y(k) =
[
y1 y2 · · · yQ

]T
entonces

ŷ(k) = ϕ̄
(
ω̄Tu(k) + bθ

)
(2.10)

si se define al vector del argumento de la función de activación como w, entonces

w ≡
[
w1 w2 · · · wQ

]T
y entonces si ϕ̄ ≡

[
ϕ̄(w)1 ϕ̄(w)2 · · · ϕ̄(w)Q

]T
.

Se puede refinar la ecuación (2.10) mediante la inserción del vector de umbral

(bθ) como la primer columna de la matriz ω̄ obteniendo una matriz aumentada con

los parámetros fundamentales que conforman a la RNA
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ΩT ≡




θ10 ω11 · · · ω1n

θ20 ω21 · · · ω2n

...
...

. . .
...

θQ0 ωQ1 · · · ωQn



. (2.11)

Después, la salida de la RNA puede ser expresado en términos de los los vectores

de entrada aumentados u(k) como

ŷ(k) = ϕ̄(ΩTu(k)) (2.12)

2.2.6. Perceptrón Multicapa

Para la identificación de sistemas y el control de sistemas, las arquitecturas de

redes neuronales mas utilizadas son las que se encuentran en cascada y las recurren-

tes (una combinación de una conexión seriada con un lazo de retroaliemntación). En

este tipo de configuraciones, generalmente la estructura total de la red se encuentra

dividida por secciones o capas que contienen un número finito de neuronas. Por ejem-

plo, la figura 2.8 muestra una red neuronal tipo perceptrón con dos capas conectadas

secuencialmente. La RNA que se muestra en la figura 2.8 está compuesta por dos

capas de neuronas, la primer capa contiene P neuronas, esta alimenta a la capa de

siguiente que está compuesta por Q neuronas. El modelo neuronal de la figura 2.8

se encuentra expresado por la ecuación 2.13.

Cada capa es numerada (0, 1, 2, · · · , N ). La capa 0, se le conoce como la capa

de entrada, es la capa encargada de recibir información, ya sea información externa

o proveniente de otra red neuronal. La capa de entrada alimenta a la capa siguiente,

es decir, la capa uno; las capas que se encuentran entre la capa de entrada y la capa

N son llamadas capas ocultas. Las neuronas que se encuentran en las capas ocultas

son llamadas neuronas ocultas, y las neuronas que conforman la capa de entrada y

salida son neuronas de entrada y salida, respectivamente. Para definir el número de

neuronas en cada capa se utilizará la siguiente notación: n1-n2-· · · -nN , donde n1 es

el número de neuronas en la capa de entrada o la primer capa oculta, n2 el número

de neuronas en la segunda capa oculta y nN es el número de neuronas en la capa de

salida.
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Figura 2.8: Perceptrón de dos capas.

Comúnmente se utilizan algoritmos de Back-Propagation (BP) para realizar la

optimización de los pesos sinápticos que conforman a la RNA.

yi = ϕ

( P∑

p=1

νipϕ

(
n∑

j=1

ωpjuj + θp0

)
+ νi0

)
, i = 1, 2, · · · ,Q (2.13)

definiendo la salidas de la capa oculta como zq permite que

zq = ϕ

(
n∑

j=1

ωpjuj + θp0

)
, p = 1, 2, · · · ,P

yi = ϕ

( P∑

p=1

νipzq + νi0

)
, i = 1, 2, · · · ,Q

. (2.14)
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Si se definieran matrices aumentadas de los pesos sinápticos de cada capa, es

decir, una matriz que contenga los pesos sinápticos de la primera capa junto con los

umbrales y otra matriz con la misma estructura se tendŕıa que

ΩT ≡




θ10 ω11 · · · ω1n

θ20 ω21 · · · ω2n

...
...

. . .
...

θP0 ωP1 · · · ωPn



, ΓT ≡




ν10 ν11 · · · ν1n

ν20 ν21 · · · ν2n
...

...
. . .

...

νP0 νP1 · · · νPQ



. (2.15)

Se puede expresar el modelado neuronal de una forma compacta si utilizamos las

matrices definidas en 2.15. De tal manera que

y = ϕ
(
ΩTϕ

(
ΓTu

))
(2.16)

2.3. Identificación de sistemas utilizando redes neu-

ronales

Se deben considerar dos aspectos que son de suma importancia al realizar la

identificación de sistemas mediante el uso de redes neuronales. Uno de ellos es la

estructura de la red neuronal correcta y el entrenamiento u optimización de la misma.

Para este tema de tesis se escogió una estructura de red neuronal propuesta en

Romero et al. [56].

2.3.1. Selección de estructura neuronal

La selección de la estructura de la red neuronal a utilizar es la decisión más

importante para realizar la identificación. Como se mencionó con anterioridad, las

redes neuronales con realimentación y recurrentes son las más utilizadas para realzar

la identificación de sistemas. Una vez que la estructura de la red ha sido seleccionada

es importante definir el número de capas, el número de neuronas en cada capa, el

tipo de función de activación. Generalmente, la selección de los aspectos anteriores

se basan en el conocimiento previo del sistema. Pero, como el objetivo de este tema
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de tesis es el modelar sistemas de tipo caja negra con valores at́ıpicos, la selección

de los aspectos anteriores se vuelve tediosa y se realiza a prueba y error.

La selección del número de capas y el número de neuronas debe ser escogido de tal

manera que se pueda obtener un balance entre complejidad y precisión. Cuando se

dice complejidad se refiere a que la estructura de la red sea “fácilmente diferenciable”.

Con respecto a las funciones de activación, las funciones de activación permite que

la RNA aproxime a comportamientos no lineales si esta es no lineal. Comúnmente se

seleccionan funciones sigmoidales o infinitamente diferenciables (C∞). La función de

activación más utilizada es la tanh(•) pero en el caso de utilizar redes neuronales de

base radial utilizan funciones campana (haciendo referencia a la campana de Gauss).

La tanh(•) es utilizada debido a que se caracteriza por ser saturada, es decir, cuando

el argumento de la función es mayor a tres, la función tiende a ser igual a uno. Otra

de las ventajas es que se puede obtener la derivada de la función mediante el uso de

identidades trigonométricas (sabiendo que la derivada de tanh(•) es igual a sech2(•)).
La red neuronal que se utilizó para el desarrollo de este tema de tesis es la

que se propuso en Romero et al. [56, 57], Romero y Corbier [58]. Más adelante

se hablará acerca de las configuraciones que esta red puede tener como también

de las propiedades de reducción con la que esta cuenta considerando suposiciones

algebraicas.

2.3.2. Entrenamiento de una red neuronal

La otra parte fundamental para realizar la identificación de sistemas mediante

el uso de redes neuronales es el proceso de entrenamiento. En este proceso se apli-

can algoritmos de optimización cuyo objetivo es el de encontrar el mejor grupo de

parámetros que conforman al modelo propuesto con la reducción de una función EN .

El proceso de entrenamiento se muestra en la figura 2.9.

Después de haber seleccionado la red neuronal que se desea utilizar para realizar la

identificación del sistema. La RNA recibe las entradas pasadas
[
u(k − 1) · · · u(k − nb)

]

y salidas pasadas
[
y(k − 1) · · · y(k − nb)

]
del sistema real, se generan pesos sinápti-

cos aleatorios (parámetros de la red neuronal) y aśı se genera una salida ŷ(k) (salida

de la RNA). La señal de salida estimada (ŷ) sustraerá a la señal real del sistema

(y(k)) generando un error de predicción e(k). La señal de error (e(k)), las entradas y



30 Caṕıtulo 2. REDES NEURONALES ARTIFICIALES

salidas pasadas son procesadas en un algoritmo de optimización, el cual se encarga

de generar nuevos pesos sinápticos de tal manera que ŷ(k) ≈ y(k).

Una manera de actualizar los pesos sinápticos es calcular su variación e ir acumu-

lando los resultados y solamente entonces se procede a la actualización e los mismos.

Este esquema se suele denominar aprendizaje por lotes (batch) [47]. Otra alternativa

consiste en actualizar los pesos tras la presentación de cada patrón y se denomina

aprendizaje en serie, la segunda opción es la que se utilizó en este trabajo de tesis.

Los algoritmos de entrenamiento, aprendizaje u optimización se encargan de adaptar

los pesos sinápticos de la arquitectura de la red neuronal seleccionada, es de suma

importancia que para esta instancia ya se haya seleccionado la arquitectura de la

red neuronal debido a que el algoritmo de optimización necesita forzosamente una

estructura seleccionada. La adaptación se realiza mediante la reducción o minimiza-

ción de una función objetivo (MSE ’ver 2.17’, SVM, función de Huber ’ver 2.18’,

etc). La selección de la función objetivo depende del usuario, es decir, si los datos no

se encuentran “contaminados” por valores at́ıpicos se puede utilizar la suma del error

cuadrático (MSE por sus siglas en inglés: mean squared error). Pero, si los datos se

encuentran “contaminados” por valores at́ıpicos, una función robusta como la fun-

ción de Huber es capaz de facilitar la estimación de los parámetros que conforman a

la red neuronal.

E(ŵ, uN , yN , e) =
1

2
e2(k, ŵ) (2.17)

E(ŵ, uN , yN , e) =





1

2
e2(k, ŵ) para |e(k, ŵ)| ≤ γ

γ|e(k, ŵ)| − 1

2
γ2 para |e(k, ŵ)| > γ

(2.18)

En la ecuaciones 2.17 y 2.18 se muestran algunos ejemplos de funciones objetivo

donde, N es el número total de datos y e(k, ŵ) es el error de predicción que puede

ser calculado como (2.19). Como se mencionó con anterioridad, el objetivo de los

algoritmos de optimización es el de obtener los pesos sinápticos adecuados de tal

manera que ŷ(k) ≈ y(k) para ello, es necesario la minimización de una función

objetivo como se muestra en (2.20).



2.3. Identificación de sistemas utilizando redes neuronales 31

SISTEMA

RED NEURONAL

ALGORTIMO DE 
OPTIMIZACIÓN

Z−1

Z−nb

Z−1

Z−na

u(k ) y (k )

u(k−1)

u(k−nb)

u (k−nb)

u (k−1)

ŷ(k−1)

ŷ (k−na)

ŷ (k )

e (k )

e (k )= y (k )− ŷ (k )

+

-

ŷ(k−na)

W
(k

)

Figura 2.9: Proceso de entrenamiento.

e(k, ŵ) = y(k)− ŷ(k, ŵ) (2.19)

Ŵ (k) = mı́n
W

(E(ŵ, uN , yN , e)) (2.20)

2.3.3. Algoritmos de optimización

Los algoritmos de optimización, aprendizaje, entrenamiento, etc. son usados para

adaptar los pesos sinápticos de una arquitectura de red neuronal definida. El objetivo

de esta adaptación es minimizar la función objetivo por ejemplo (2.17 y 2.18). Los

algoritmos de aprendizaje comúnmente utilizados para la adaptación de los pesos

sinápticos son los de propagación haćıa atrás o retropropagación (RP o BP), que se
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basan principalmente en la regla de la cadena para obtener las derivadas parciales co-

rrespondientes al parámetro que se desea estimar. La forma general de los algoritmos

para adaptar los pesos sinápticos está dada por la ecuación (2.21).

ŵ(k + 1) = ŵ(k)− η[R−1]
∂E

∂ŵ
(2.21)

donde R modifica el tipo del algoritmo, η es el factor de aprendizaje, ∂E
∂ŵ

es el

gradiente de la función objetivo con respecto al parámetro que se desea estimar

(ŵ(k)) en la k-ésima iteración. Existen diversos algoritmos de optimización, como el

gradiente descendente, Gauss-Newton, Levenberg-Marquadt, SVR, ELM, PSO, etc.

Gradiente Descendente

Como se mencionó con anterioridad, la ecuación (2.21) generaliza a gran parte

de los algoritmos de optimización. En este caso si R = 1 se obtiene el algoritmo del

gradiente descendente como se expresa en la ecuación (2.22).

ŵ(k + 1) = ŵ(k)− η∂E
∂ŵ

(2.22)

donde ŵ(k + 1) es el valor del parámetro en la siguiente época, ciclo o iteración,

ŵ(k) es el valor del parámetro actual, ∂E
∂ŵ

es la razón de cambio de la función costo

con respecto al parámetro que se desea estimar y η es el factor de aprendizaje.

En la ecuación (2.22), el parámetro η juega un papel importante en la adapta-

ción de los pesos sinápticos pero es de mayor importancia su papel en el algoritmo

de optimización debido a que define la velocidad de convergencia del algoritmo. En

los algoritmos de optimización el valor de η debe encontrarse delimitado en un rango

pequeño. Si se define un valor de η relativamente pequeño, significa que la velocidad

de convergencia será pequeña pero, si se define el valor de η relativamente grande,

entonces se tendrá una convergencia rápida pero podŕıan presentarse complicaciones

como oscilaciones en el comportamiento de la función costo con respecto al núme-

ro de épocas o también el algoritmo podŕıa diverger. Para evadir la problemática

que produce la selección de un valor de η constante, se implementó un algoritmo

de “búsqueda y convergencia” sugerido en [44] y [18]. El algoritmo es sencillo de

implementar; primeramente busca un valor relativamente alto para el coeficiente
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de aprendizaje de tal manera que discrimine los mı́nimos locales y conforme pasan

las iteraciones correspondientes al número de datos de procesamiento el valor del

coeficiente η disminuye tal como se muestra en la figura 2.10. El algoritmo puede

ser implementado bajo numerosas expresiones, para este tema de tesis se utilizó la

expresión de la ecuación (2.23).

η(k) = η0
1

1 + k
10∗k0

(2.23)

donde η0 es un valor inicial propuesto por el usuario, k0 es igual a N
3

, N es el

número total de datos que se está utilizando para realizar la estimación del sistema

y k es el k-ésimo instante de tiempo.

Iteraciones, k=1,2,...,ciclos*N ×105
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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lo

r d
e 
η

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9
Comportamiento de coeficiente de aprendizaje (η )

Figura 2.10: Comportamiento del coeficiente de aprendizaje.

Newton

La idea tras el método de Newton es tal que una función objetivo E(ŵ) debe ser

minimizada con una aproximación local mediante una función cuadrática. La función

E(ŵ) cerca al punto ŵ(k) (k = 1, 2, ..., N) puede ser aproximada mediante la serie

truncada de Taylor:

E(ŵ) ∼= E(ŵ(k)) + ∆ŵT∇E(ŵ(k)) +
1

2
∆ŵT∇2E(ŵ(k))∆ŵ. (2.24)
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Realizando ciertas operaciones se tiene que:

ŵ(k + 1) = ŵ(k)−
[
∇2E(ŵ)

]−1∇E(ŵ). (2.25)

donde [∇2E(ŵ)] se puede definir como la matriz Hessiana de la función objetivo

con respecto al parámetro que se desea optimizar y ∇E(ŵ) es la matriz Jacobiana

de la función objetivo.

Utilizando la generalización de la ecuación (2.21), considerando que R = ∇2E(ŵ)

y que el valor de η = 1 se puede llegar a la misma expresión (2.25).

En general, el método de Newton tiene un resultado de convergencia rápido, pero

requiere la evaluación de la primera y segunda derivada de la función objetivo y del

calculo del inverso de la matriz Hessiana lo cual contrae problemas de singularidades.

Además, si el punto inicial (ŵ0) se encuentra distante del mı́nimo global, la matriz

Hessiana podŕıa no ser positiva definida y el algoritmo podŕıa diverger.

Levenberg-Marquardt

El algoritmo de Levenberg-Marquardt es una modificación al algoritmo de New-

ton, el cual evita ciertas desventajas que tiene el algoritmo de Newton. La técnica

de Levenberg-Marquardt [46] aproxima el comportamiento de la matriz Hessiana

por la matriz ∇2E = (J(ŵ)TJ(ŵ) + µI), donde µ es un factor positivo con efectos

(para optimización) parecidos al comportamiento de η en el algoritmo del gradiente

descendente e I es la matriz identidad. Partiendo del método de newton mostrado

en la ecuación (2.25), se tiene que ∇E(ŵ) ≈ 2J(ŵ)T e(ŵ) donde J(ŵ)T es la matriz

Jacobiana transpuesta de la función objetivo, e(ŵ) son los residuos de la estima-

ción (ver ecuación 2.19) y ∇2E(ŵ) ≈ 2J(ŵ)TJ(ŵ). Realizando ciertas operaciones

se llega a la expresión mostrada en la ecuación (2.26) la cual es el algoritmo de

Levenberg-Marquardt.

ŵ(k + 1) = ŵ(k)−
[
J(ŵ)TJ(ŵ) + µI

]−1
J(ŵ)T e(ŵ) (2.26)

Nótese que [J(ŵ)TJ(ŵ)+µI] es una matriz simétrica no singular, aún si la matriz

Hessiana (aproximada por J(ŵ)TJ(ŵ)) es singular. Además, esta matriz será positiva

definida con la selección apropiada de µ. Por otro lado, el parámetro µ debeŕıa ser pe-
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queño para asegurar una convergencia rápida. El algoritmo de Levenberg-Marquardt

posee una similitud al algoritmo de Newton. Además, el algoritmo puede converger

a un valor óptimo a pesar que el valor inicial ŵ0 sea relativamente pobre (es decir,

que el valor inicial se encuentre distante del valor óptimo ŵ∗) al igual que el méto-

do del gradiente descendente. En conclusión, si el valor de µ → ∞ el algoritmo de

Levenberg-Marquardt tenderá a comportarse como el método del gradiente descen-

dente pero, si µ → 0 el algoritmo tendrá las capacidades de convergencia iguales al

algoritmo de Newton. Para asegurar la mejor selección del valor de µ se utilizó un

algoritmo de “búsqueda y convergencia” [18, 44] al igual que en el caso del gradiente

descendente considerando un perfil de curva diferente. El algoritmo de búsqueda y

convergencia para µ está dado por la ecuación (2.27) y visto en la figura 2.11

µ = µ0

(
1 +

k

5 ∗ k0

)
(2.27)

donde µ0 es el valor inicial que puede ser calculado por la traza de la matriz

Hessiana [44], k0 es igual N
3

, N es el número total de datos que se están utilizando

para realizar la estimación del sistema y k es el k-ésimo instante de tiempo discreto.

Iteraciones, k=1,2,...,épocas*N ×105
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Figura 2.11: Comportamiento del coeficiente de aprendizaje.
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2.4. Red neuronal recurrente 2nn - 2 - 1: Precisión

La figura 2.12 muestra una red neuronal de tres capas. Se puede observar que la

primera capa está compuesta por 2∗nn neuronas, la segunda capa por dos neuronas

y la capa de salida por una neurona. Al tener un número elevado de neuronas se

puede asegurar una mejor precisión en la estimación del sistema f́ısico. nn representa

el número de neuronas que el usuario utilice, es decir, puede variar el número de

neuronas en la primera según las caracteŕısticas de diseño que el usuario requiera.

El número de neuronas encargadas de procesar la entrada y salida también está en

función del número nn; se puede ver que la red neuronal 2nn-2-1 se encuentra sec-

cionada en dos partes, la primer sección se encarga de procesar la información de

la señal de entrada del sistema real, la segunda sección procesa la información de la

señal producida por el sistema, es decir, la señal de salida. El modelo matemático de

esta red neuronal se encuentra expresado en la ecuación 2.28

ŷ(k) = Xϕ3(T )

T = Zbϕ2(rb) + Zaϕ2(ra) + Zh

rb =
nn∑

i=1

Vbiϕ1(JuWbi)

ra =
nn∑

i=1

Vaiϕ1(JŷWai)

(2.28)

donde:

Ju =
[
u(k − 1− nk) u(k − 2− nk) · · · u(k − nb− nk)

]
∈ RN×nb

Jŷ =
[
ŷ(k − 1) ŷ(k − 2) · · · ŷ(k − na)

]
∈ RN×na

Wbi =
[
Wbi,1 Wbi,2 ... Wbi,nb

]T
∈ Rnb×1 i = 1, 2, ..., nn

Wai =
[
Wai,1 Wai,2 ... Wai,na

]T
∈ Rna×1 i = 1, 2, ..., nn y

X,Zb, Za, Vbi , Vai ,Wbi ,Wai , Zh ∈ R y son pesos sinápticos y N corresponde al

número de datos utilizados para realizar la estimación.

Partiendo del modelo mostrado en 2.28 se pueden definir modelos diferentes cam-

biando solamente la función de activación por ejemplo:
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Si ϕ3(z) = ϕ2(z) = z y ϕ1(z) = f(z), es decir, una función no lineal:

ŷ(k) = XT

T = Zbrb + Zara + Zh

rb =
nn∑

i=1

Vbiϕ1(JuWbi)

ra =
nn∑

i=1

Vaiϕ1(JŷWai)

(2.29)

Si ϕ3(z) = ϕ1(z) = z y ϕ2(z) = f(z)

ŷ(k) = XT

T = Zbϕ2(rb) + Zaϕ2(ra) + Zh

rb =
nn∑

i=1

VbiJuWbi

ra =
nn∑

i=1

VaiJŷWai

(2.30)

Se pueden definir a todas las funciones de activación como lineales y aśı crear

una estructura lineal de tipo ARX. Es decir, si ϕ3(z) = ϕ2(z) = ϕ1(z) = z

ŷ(k) = XT

T = Zb(rb) + Za(ra) + Zh

rb =
nn∑

i=1

VbiJuWbi

ra =
nn∑

i=1

VaiJŷWai

(2.31)

Seleccionando a ϕ2(z) = ϕ1(z) = z y ϕ3(z) = f(z)
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ŷ(k) = Xϕ3(T )

T = Zb(rb) + Za(ra) + Zh

rb =
nn∑

i=1

Vbi(JuWbi)

ra =
nn∑

i=1

Vai(JŷWai)

(2.32)

Como se puede observar, cambiando solamente las funciones de activación puede

cambiar el modelo neuronal radicalmente.

Σ

Σ

W b1,1

W b1,2

W b1,nb

u(k−1−nk )

u(k−2−nk )

u(k−nb−nk )

Σ
W b2,1

W b2,2

W b2,nb

u(k−1−nk )
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Σ
W bnn ,1

W bnn , 2

W bnn ,nb

u(k−1−nk )

u(k−2−nk )

u(k−nb−nk )

φ1

φ1
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V b1

V b2

V bnn

φ2
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Σ

Σ
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W a1,2
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Σ

φ1

φ1

φ1

V a1

V a2

V ann

φ2
ra
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Figura 2.12: Red neuronal recurrente 2nn-2-1.
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2.5. Red neuronal recurrente 2-1: Simplicidad

La arquitectura de la red neuronal 2nn-2-1 le permite ser reducida a una red

neuronal con un número de parámetros más pequeño pero sin perder la precisión

que la red original es capaz de producir. En la figura 2.13 se puede observar la

estructura de la red neuronal. La estructura es sencilla: consta de dos neuronas en

la primera capa y en la capa de salida por una neurona. El modelo matemático de

esta red neuronal se muestra en la ecuación 2.33.

Σ
W B1,1

W B1,2

W B1, nb

u(k−1−nk )

u(k−2−nk )

u(k−nb−nk )

f V B

Σ
W A1,1

W A1,2

W A1,na

ŷ (k−1)

V Aŷ (k−2)

ŷ (k−na)

Σ1 φ3
T X

ŷ (k )
H

f

Figura 2.13: Red neuronal recurrente 2-1. Donde f puede ser definida como ϕ1 o ϕ2

.

ŷ(k) = Xϕ3(T )

T = VBf

(
nn∑

i=1

JuWB1,i

)
+ VAf

(
nn∑

i=1

JŷWA1,i

)
+H

T = VBf(JuWB) + VAf(JŷWA) +H

(2.33)

donde:



40 Caṕıtulo 2. REDES NEURONALES ARTIFICIALES

Ju =
[
u(k − 1− nk) u(k − 2− nk) · · · u(k − nb− nk)

]
∈ RN×nb

Jŷ =
[
ŷ(k − 1) ŷ(k − 2) · · · ŷ(k − na)

]
∈ RN×na

WB = WB1,i
=

[
WB1,1 WB1,2 ... WB1,nb

]T
∈ Rnb×1 i = 1, 2, ..., nb

WA = WA1,i
=

[
WA1,1 WA1,2 ... WA1,na

]T
∈ Rna×1 i = 1, 2, ..., na y

VB, VA y H ∈ R y son pesos sinápticos.

2.6. Red neuronal recurrente 2-2-1: Costo compu-

tacional

En Romero [55] se comprobó que la siguiente estructura de red neuronal hace

frente al costo computacional, es decir, el tiempo de estimación es relativamente

competente contra el tiempo de estimación que requieren los algoritmos desarrollados

por softwares de cálculo numérico como lo es MATLAB. En este tema de tesis no

se considera el costo computacional, sino la estructura de la red para realizar la

identificación de los sistemas que se muestran en el caṕıtulo cinco. La red neuronal

está compuesta por dos neuronas en la capa de entrada (una neurona para procesar

las señales de entrada y otra neurona para procesar la información que produce la

salida del sistema que se desea estimar). En la capa oculta está conformada por dos

neuronas más, esto con el fin de poder agilizar el adelanto o atraso de las funciones

de activación y, por último, en la capa de salida se puede encontrar una neurona. En

la figura 2.14 se puede observar la arquitectura que se ha descrito.

El modelo neuronal de la estructura mostrada en la figura 2.14 se puede apreciar

en la ecuación (2.34).

ŷ(k) = Xϕ3(T )

T = Zbϕ2(rb) + Zaϕ2(ra) + Zh

rb = Vbϕ1

(
nb∑

i=1

JuWb1,i

)
+ Vbh

ra = Vaϕ1

(
na∑

i=1

JŷWa1,i

)
+ Vah

(2.34)
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Figura 2.14: Red neuronal recurrente 2-2-1.

Ju =
[
u(k − 1− nk) u(k − 2− nk) · · · u(k − nb− nk)

]
∈ RN×nb

Jŷ =
[
ŷ(k − 1) ŷ(k − 2) · · · ŷ(k − na)

]
∈ RN×na

Wb1,i =
[
Wb1,1 Wb1,2 ... Wb1,nb

]T
∈ Rnb×1 i = 1, 2, ..., nb

Wa1,i =
[
Wa1,1 Wa1,2 ... Wa1,na

]T
∈ Rna×1 i = 1, 2, ..., na y

Vb, Va, Vbh, Vah, X, Za, Zb y Zh ∈ R y son pesos sinápticos.

En la siguiente sección se considerará el modelo neuronal (2.28) para realizar el

proceso de reducción algebraica de tal manera que el modelo resultante guarde el

mismo grado de precisión pero reduciendo el número de parámetros original.

2.7. Proceso de Reducción

Este proceso de reducción permite que el modelo neuronal 2nn-2-1 (ver ecuación

2.28) pueda ser simplificado a un modelo neuronal con un número de parámetros

reducido (un modelo neuronal como 2.33). El proceso de reducción se basa en dos

suposiciones, la primera se refiere en la arquitectura de la red neuronal y la segunda

se refiere los valores de inicialización de los pesos sinápticos (valor inicial del peso

sináptico, es decir, ŵ0) y al entrenamiento de la red neuronal.
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Suposición 1: Todas las funciones de activación de al menos una capa deben ser

lineales, es decir, ϕ1(x) = x o ϕ2(x) = x o ϕ3(x) = x siempre y cuando la estructura

neuronal se asemeje a la mostrada en la figura 2.12.

Suposición 2: Se deben inicializar los pesos sinápticos de una red neuronal

2nn− 2− 1 (ver ecuación 2.28) con el mismo valor grupo a grupo, es decir, Vb1(1) =

Vbi(1), Va1(1) = Vai(1), Wb1(1) = Wbi(1) y Wa1(1) = Wai(1) con i = 2, 3, · · · , nn.

Teorema 1. Considerando la red neuronal 2nn− 2− 1 cuyo modelo matemático se

muestra en 2.28 y forma en la figura 2.12, si se cumple la suposición 1 y la suposición

2, entonces el modelo neuronal puede ser reducido a un modelo equivalente 2−1 cuyo

modelo matemático se muestra en 2.33 y estructura en la figura 2.13.

Demostración. Con el fin de satisfacer la suposición 1, se selecciona ϕ3(z) = ϕ2(z) =

z y ϕ1(z) = tanh(z), entonces la ecuación 2.28 se transforma de tal manera que:

ŷ(k) = XT

T = Zbrb + Zara + Zh

rb =
nn∑

i=1

Vbi tanh(JuWbi)

ra =
nn∑

i=1

Vai tanh(JŷWai)

(2.35)

de acuerdo a la suposición 2, Vb1(1) = Vbi(1), Va1(1) = Vai(1), Wb1(1) = Wbi(1) y

Wa1(1) = Wai(1) con i = 2, 3, · · · , nn.

Ahora, utilizando el algoritmo de Levenberg-Marquardt que fue el algoritmo pro-

puesto para realizar la optimización de los pesos sinápticos minimizando el error

cuadrático medio (2.17) se tiene que:

Wai(k + 1) = Wai(k)−
[
J(Wai)

TJ(Wai) + µI
]−1

J(Wai)
T e(k) (2.36)
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Wbi(k + 1) = Wbi(k)−
[
J(Wbi)

TJ(Wbi) + µI
]−1

J(Wbi)
T e(k) (2.37)

Vai(k + 1) = Vai(k)−
[
J(Vai)

TJ(Vai) + µI
]−1

J(Vai)
T e(k) (2.38)

Vbi(k + 1) = Vbi(k)−
[
J(Vbi)

TJ(Vbi) + µI
]−1

J(Vbi)
T e(k) (2.39)

Za(k + 1) = Za(k)−
[
J(Za)

TJ(Za) + µI
]−1

J(Za)
T e(k) (2.40)

Zb(k + 1) = Zb(k)−
[
J(Zb)

TJ(Zb) + µI
]−1

J(Zb)
T e(k) (2.41)

Zh(k + 1) = Zh(k)−
[
J(Zh)

TJ(Zh) + µI
]−1

J(Zh)
T e(k) (2.42)

X(k + 1) = X(k)−
[
J(X)TJ(X) + µI

]−1
J(X)T e(k) (2.43)

donde:
J(Wai) = −e(k)XZaVaisech2(JŷWai)Jŷ

J(Wbi) = −e(k)XZbVbisech2(JuWbi)Ju

J(Vai) = −e(k)XZa tanh(JŷWai)

J(Vbi) = −e(k)XZb tanh(JuWbi)

J(Za) = −e(k)Xra

J(Zb) = −e(k)Xrb

J(Zh) = −e(k)X

J(X) = −e(k)T

e i = 1, 2, · · · , nn.
Una vez que el modelo neuronal dado por 2.35 es entrenado bajo la suposición

uno y dos se tiene que:

ŷ(k) = X̃T

T = Z̃brb + Z̃ara + Z̃h

rb =
nn∑

i=1

Ṽbi tanh(JuW̃bi)

ra =
nn∑

i=1

Ṽai tanh(JŷW̃ai).

(2.44)

La notación X̃ quiere decir que el pesos sináptico X ha sido entrenado. Debido

a que los pesos sinápticos fueron inicilizados según la suposición dos y fueron en-
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trenados bajo el mismo algoritmo de optimización, los pesos sinápticos finales son:

Ṽb1 = Ṽbi , Ṽa1 = Ṽai , W̃b1 = W̃bi y W̃a1 = W̃ai con i = 2, 3, · · · , nn. Ahora, sustitu-

yendo ra y rb en T , y T en ŷ(k), se tiene que:

ŷ(k) =
nn∑

i=1

ṼbiX̃Z̃b tanh(JuW̃bi) +
nn∑

i=1

ṼaiX̃Z̃a tanh(JŷW̃ai) + X̃Z̃h (2.45)

Dada la ecuación 2.45 se puede realizar cambio de variable, de tal manera que:

H̃ = X̃Z̃h

ṼBi = ṼbiX̃Z̃b

ṼAi = ṼaiX̃Z̃a

donde ṼB1 = ṼBi y ṼA1 = ṼAi (i = 2, 3, ..., nn) aplicando nuevamente la suposición

2.

Como se puede observar en la ecuación 2.45, la red neuronal inicial (2nn− 2− 1)

es reducida a una red neuronal de dos capas. Es importante mencionar que el modelo

siempre es el mismo, solamente se utilizan herramientas algebraicas para reducir el

modelo neuronal. Después de haber realizado el cambio de variables, el modelo (2.45)

puede ser descrito como:

ŷ(k) =
nn∑

i=1

ṼBi tanh(JuW̃bi) +
nn∑

i=1

ṼAi tanh(JŷW̃ai) + H̃ (2.46)

Debido a que la suposición 2, establece que los pesos sinápticos deben ser iguales

por lotes o grupos y que se entrenaron bajo el mismo algoritmo de adaptación,

entonces ṼB1 = ṼBi , ṼA1 = ṼAi , W̃a1 = W̃ai y W̃b1 = W̃bi (i = 2, 3, ..., nn) y, por ende,

la siguiente operación algebraica es válida:

nn∑

i=1

ṼB1 tanh(JuW̃b1) = ṼB tanh(JuW̃B)

nn∑

i=1

ṼA1 tanh(JŷW̃a1) = ṼA tanh(JŷW̃A)
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donde:

ṼB = nn× ṼB1

ṼA = nn× ṼA1

W̃B = W̃b1

W̃A = W̃a1

Al sustituir las operaciones algebraicas anteriores en la ecuación (2.46), resulta

el modelo esperado mostrado en la ecuación (2.47).

ŷ(k) = ṼB tanh(JuW̃B) + ṼA tanh(JŷW̃A) + H̃ (2.47)

En conclusión, se puede observar que la ecuación correspondiente al modelo neu-

ronal de la figura 2.12 y ecuación (2.28) ha sido reducido a un modelo neuronal de

dos capas; con dos neuronas en la capa de entrada y una sola neurona en la capa

de salida al igual que el modelo neuronal 2− 1 mostrado en la figura 2.13. Además,

el modelo correspondiente a la figura 2.13 (ver ecuación 2.33) es similar al modelo

resultante después de la reducción de capas y neuronas (ver ecuación 2.47). Dado el

modelo obtenido se puede concluir que la demostración ha sido realizada.
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ESTIMADOR M DE HUBER

Las redes neuronales son una herramienta multiusos. Para este trabajo de tesis

se utilizaron para realizar la identificación de sistemas. En el caṕıtulo dos se habló de

como realizar la identificación de sistemas mediante el uso de redes neuronales, tam-

bién se describieron dos aspectos importantes para realizar la identificación; una

de ellas es la selección de la estructura y la segunda es la adaptación de los pesos

sinápticos. Comúnmente, la adaptación de los pesos sinápticos se realiza mediante

la minimización del estimador L2, es eficiente en muchos de los casos pero, cuan-

do se trabaja con datos corrompidos, contaminados, con efectos uńıvocos llamados

“outliers” o valores at́ıpicos, la estimación mediante L2 se vuelve ineficiente debido

a que los residuos creados por la comparación de las observaciones y de la estructura

estimada tienden a ser numéricamente grandes, esto debido a que la estimación con

el uso de L2 discrimina el efecto o comportamiento del outlier.

Generalmente hay dos formas de realizar la estimación con valores at́ıpicos: una

de ellas consiste en remover o filtrar los valores at́ıpicos del conjunto de datos utiliza-

dos para la identificación antes de realizar la estimación paramétrica [17, 19, 28, 40].

La segunda manera es utilizar el estimador M de Huber que es la minimización de

una función compuesta por el estimador L1 y el estimador L2 [20–24, 58].

46
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3.1. “Outliers” o valores at́ıpicos

Un valor at́ıpico es una observación numéricamente distante de un conjunto de

observaciones [29]. Los outliers pueden ocurrir en cualquier distribución, pero a me-

nudo se deben a que hay errores en la medición o simplemente aśı es como se com-

porta el experimento. Para hacerle frente al comportamiento a los valores at́ıpicos

comúnmente se desprenden del conjunto de datos (filtran) o se usan herramientas

estad́ısticas robustas (función de Huber) [1].

3.1.1. Tipos de “outliers”

Los valores at́ıpicos pueden ser clasificados en tres clases: outliers puntuales,

outliers contextuales y outliers colectivos .

Outliers puntuales

Los outliers puntuales son observaciones cuyo comportamiento o valor puede ser

caracterizado como anómalo con respecto a un conjunto de datos. Este es el tipo

más simple de outlier y el que con frecuencia sucede [14, 15, 30]. Por ejemplo, en

la figura 3.1, los puntos O1 y O2 son valores at́ıpicos puntales debido a que son

significativamente diferentes al conjunto de datos normales G1 y G2.

Outliers contextuales

Si un dato es anómalo en un contexto espećıfico, entonces se define como un

outlier contextual. El contexto es referido al tipo de valor at́ıpico que se refiere La

noción de contexto es referida por la estructura del conjunto de datos y tiene que ser

especificada como una parte de la formulación del problema. Cada dato es definido

con dos atributos:

Atributos contextuales: Los cuales son usados para determinar un contexto (o

vecindad) para una instancia espećıfica; por ejemplo, conjunto de datos (t y

f(t)), o longitud y latitud, etc.
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Figura 3.1: Ejemplo de valores at́ıpicos puntuales. Puntos O1 y O2 difieren signifi-
cativamente de las regiones G1 y G2.

Atributos de conducta: Se usan para definir otras caracteŕısticas de datos,

espećıfico al problema entre manos (al problema en cuestión); por ejemplo,

número de ventas en un lugar espećıfico.

Los outliers contextuales son detectados mediante datos correspondientes a su

comportamiento en un contexto espećıfico. Por lo tanto, un dato puede ser conside-

rado un outlier en un contexto, pero puede ser considerado normal en un contexto

diferente. En la figura 3.2 se puede observar un ejemplo de outliers contextuales

donde se puede apreciar el comportamiento de una señal respiratoria [1].

Outliers colectivos

Si un subconjunto de datos son anómalos con respecto al conjunto entero de

datos, este subconjunto se le define como outlier colectivo. Los datos at́ıpicos indivi-

duales no pueden definirse colectivos por śı mismos, pero si se presentan de manera

colectiva, es decir, un subconjunto de datos anómalos en un conjunto de datos śı. Los

outliers colectivos pueden ocurrir solo en conjunto de datos los cuales se encuentran
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Figura 3.2: Ejemplo de outlier contextual. Es un conjunto de datos mostrados en
serie de tiempo donde los outliers tienen una amplitud distante a los demás valores
de amplitud.

relacionados. Por ejemplo, en la figura 3.3 muestra el comportamiento de un diodo

túnel; se puede observar que existen un grupo de datos superiores e inferiores a la

media.

3.1.2. Causas

Los outliers pueden aparecer debido a diferentes causas anómalas. Un aparato

para la captura de mediciones puede sufrir un descompuesto, errores en la transmisión

o transcripción de datos. Los valores at́ıpicos pueden suceder en el conjunto de datos

de manera abrupta como un comportamiento fraudulento, errores humanos, error

del instrumento o simplemente a través de desviaciones en las ocurridas de manera

natural. También puede ser que una muestra haya sido contaminada por elementos

fuera de la población que se está examinando.
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Figura 3.3: Ejemplo de outlier colectivo (puntos en verde).

3.1.3. Detección

No existe un método matemático que pueda definir cuándo un dato se comporta

de manera “normal” y cuándo no lo está haciendo. La detección de outliers es un

estudio vasto y existen distintas maneras de realizar la detección [11, 14, 15, 30, 61].

Algunos de los métodos son gráficos mediante gráficas probabilistas de distribución

normal. Otros son los basados en modelo; mediante identificación de sistemas pero

con datos de distribución normal e identificando qué dato es no deseado con base en

promedio y la desviación estándar.

Como se mencionó con anterioridad, la estad́ıstica proporciona criterios para

detectar estos valores at́ıpicos. Uno de los métodos más utilizados es el que utiliza

el concepto de cuartil de un conjunto de datos; se tiene un conjunto de datos, este

debe ser ordenado de menor a mayor y el cuartil uno (Q1) es el valor tal que desde

el primer valor hacia su izquierda se encuentra la primera cuarta parte de los valores

del conjunto de datos. El cuartil dos (Q2) es el valor tal que desde ese valor hacia su

izquierda se encuentran la primera mitad de los valores de este conjunto de datos. Y

finalmente, el cuartil tres (Q3) es el valor tal que desde ese valor hacia su izquierda

se encuentra las tres cuartas partes del conjunto de datos. Los outliers pueden ser
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clasificados como moderados o extremos; para identificar si un outlier es moderado

o extremo pueden aplicarse las expresiones en (3.1) y (3.2) respectivamente.

Detección de outliers moderados:

Ψm = Q3 + 1.5(Q3 −Q1)

Ψm = Q1 − 1.5(Q3 −Q1)
(3.1)

Los valores que sean menores que Ψm o mayores que Ψm se consideran valores outliers.

Detección de outliers extremos:

Ψe = Q3 + 3(Q3 −Q1)

Ψe = Q1 − 3(Q3 −Q1)
(3.2)

Los valores que sean menores que Ψe o mayores que Ψe se consideran valores outliers.

3.2. Estimadores

Los estimadores son la columna vertebral en la identificación de sistemas. De-

finiendo a e(k) como un valor residual en el k-ésimo instante de tiempo, es decir,

la diferencia entre la observación k-ésima y el valor estimado (ŷ(k)); el método de

mı́nimos cuadrados por ejemplo minimiza 1/N
∑N

k=1 e(k)2, el cual es inestable si los

datos se encuentran contaminados por outliers debido a que los datos at́ıpicos dan

un efecto de gran valor numérico (e(k) tiende a un valor grande) en la minimización

y por ende los parámetros estimados son distorsionados.

Los estimadores M son una amplia clase de estimadores, los cuales se obtienen

mediante la suma mı́nima de funciones dependientes de residuales. Los estimadores

M robustos (EMR) tratan de reducir el efecto de los outliers en la estimación reem-

plazando el cuadrado de los residuales (e(k)2 en la estimación) por otra expresión

que se encuentra en función de los residuales tal como se muestra en 3.3.

mı́n
N∑

k=1

ργ(e(k)), (3.3)

donde ρ es una función simétrica, definida positiva con un mı́nimo global en cero,
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y es elegida de tal manera que reduzca el incremento cuadrático.

Ahora, definiendo un vector de parámetros a estimar ŵ =
[
w1 · · · wn

]T
. El

EMR de ŵ basado en la función ργ(e(k)) es el vector ŵ el cual es la solución de las

siguientes n ecuaciones:

N∑

k=1

ψ(e(k))
∂e(k)

∂wi
= 0, i = 1, ..., n, (3.4)

donde la derivada parcial ∂ργ(x)

∂x
= ψ(x) es llamada función de influencia. Ahora,

si se define una función peso como en (3.5)

Φ(x) =
ψ(x)

x
, (3.5)

entonces la ecuación 3.4 se puede rescribir como la ecuación 3.6

N∑

k=1

Φ(e(k))e(k)
∂e(k)

∂wi
= 0, i = 1, ..., n. (3.6)

La función de influencia ψ mide la influencia de un dato en función del parámetro

estimado. Por ejemplo, para mı́nimos cuadrados con ργ(e(k)) = e(k)2

2
, la función

influencia ψ(e(k)) = e(k), se puede ver cómo el error crece linealmente con respecto

al tamaño del residuo, confirmando que no se encuentra acotado, es decir, si e(k)→
∞⇒ ργ(e(k))→∞ aśı que no existe ninguna robustez en la estimación con mı́nimos

cuadrados. Cuándo un estimador es robusto, puede ser inferido tal que cualquier

dato es insuficiente para producir un valor constante significante. Existen diversas

caracteŕısticas que un EMR debe cumplir:

El estimador debe tener una función influencia limitada. Es decir, que a partir

de cierto valor la función comienza a converger.

La función objetivo (ργ) del vector de parámetros ŵ debe tener un mı́nimo

único [73]. Esto requiere que la función ργ es convexa con la variable ŵ. Esto

es necesario debido a que no es suficiente con definir que la función ργ tenga

un mı́nimo único. La restricción de convexidad es equivalente a imponer que
∂2ργ(·)
∂ŵ2

es positivo definido.
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Siempre que
∂2ργ(·)
∂ŵ2

sea singular, la función objetivo debe tener una gradiente,

es decir,
∂ργ(·)
∂ŵ

6= 0. Esto permite por lo menos realizar una aproximación de

∂2ργ(·)
∂ŵ2

.

Tabla 3.1: Estimadores comúnmente utilizados.

Tipo ργ(x) ψ(x) Φ(x)

L2
x2

2
x 1

L1 |x| sign(x)
1

|x|
Lp

|x|v
v

sign(x)|x|v−1 |x|v−2

Huber
(L1 − L2)





x2

2
|x| ≤ γ

γ
(
|x| − γ

2

)
|x| ≥ γ

{
x |x| ≤ γ

γsign(x) |x| ≥ γ

{
1 |x| ≤ γ
γ

|x| |x| ≥ γ

Cauchy
c2

2
log(1 + (x/c)2)

x

1 + (x/c)2
1

1 + (x/c)2

Gema y
McClure

x2/2

1 + x2
x

(1 + x2)2
1

(1 + x2)2

Welsch
c2

2

(
1− e−(x/c)2

)
xe−(x/c)

2
e−(x/c)

2

Tukey





c2

2
(1− (1− (x/c)2)3) |x| ≤ c

c2

6
|x| ≥ c

{
x(1− (x/c)2)2

0

{
(1− (x/c)2)2

0

En la tabla 3.1 se puede observar una lista de varias funciones ρ, la función de

influencia y la función de peso. En la figura 3.4 y 3.5 se muestra gráficamente el

comportamiento de cada una de estas funciones. Nótese que no todas las funciones

cumplen satisfactoriamente con los requerimientos anteriores.

Los estimadores de mı́nimos cuadrados (L2) no son robustos debido a que su

función de influencia no está delimitada.

Los estimadores de mı́nimos absolutos (L1) no son estables porque la función

ρ no es estrictamente convexa. En realidad, la segunda derivada cuando x = 0 no
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existe, otorgando un valor indefinido. Los estimadores absolutos reducen la influencia

de errores numéricamente grandes, pero aún aśı estos errores tienen influencia en el

comportamiento de la fiunción ρ porque esta última carece de un punto de corte.

Los estimadores de mı́nimos “p” o mı́nima potencia son una familia de funciones.

Si v = 2 entonces se realizaŕıa la estimación con mı́nimos cuadrados (L2) y si v = 1

entonces ser realizaŕıa con mı́nimos absolutos. Entre más pequeño sea el valor de

v el estimador será más robusto. La selección de un valor óptimo para v ha sido

investigado, y el valor de v debe encontrarse al rededor de 1.2 para esperar una

estimación efectiva [53, 73].

La función de Cauchy, también llamada función Lorenziana, no garantiza una

solución única. Para cubrir el 95 % de los datos con una distribución normal y con

ruido Gaussiano se debe definir que c = 2.3849, en el caso de la función de Welsch

c = 2.9846 y con la función de Tukey c = 4.6851.

3.3. Estimador M de Huber (L1 − L2)

Con anterioridad se ha definido lo que es un estimador M (ver ecuación 3.3).

También se habló de las restricciones que la función ργ(·) debe cumplir. El estimador

M de Huber cumple con las caracteŕısticas siguientes:

La función ργ(·) es derivable, es decir, existe ψ(·).

La función ργ(·) es simétrica o par, es decir, ργ(x) = ργ(−x).

La función ργ(·) es convexa, es decir, es creciente.

Se cumple que ργ(0) = 0.

En la tabla 3.1 se mostró un ejemplo de la función de Huber. Para este tema de

tesis se utilizó la función expresada en (2.18) la cual en seguida se puede encontrar

expresada nuevamente:

ργ(ŵ, u
N , yN , e) =





1

2
e2(k, ŵ) para |e(k, ŵ)| ≤ γ

γ|e(k, ŵ)| − 1

2
γ2 para |e(k, ŵ)| > γ
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donde, ŵ son pesos sinápticos (parámetros de las redes neuronales), uN es una

señal de entrada, yN es la señal de salida del sistema, e(k) son los residuos o señal

de error y γ es el factor de Huber compuesto por el producto de dos factores κ y√
λeN ; κ es un factor escalar de suma importancia para lograr la estimación mediante

la función de Huber y λeN es la varianza obtenida mediante el uso de los residuos

generados en la estimación utilizando solamente el estimador L2 calculada por

λeN
2 =

N∑

k=1

(e(k)− ē(k))2

N − 1
(3.7)

Se sabe que existe una función ψ(e(k, ŵ)) de tal manera que cumpla con la expre-

sión mostrada en (3.4), la forma para expresar a la función de influencia ψ(e(k, ŵ))

se puede observar en la igualdad (3.8).

ψ(e(k, ŵ)) =
∂ργ(e(k, ŵ))

∂e(k, ŵ)
=





e(k, ŵ), si |e(k, ŵ)| ≤ γ

γ, si e(k, ŵ) > γ

−γ, si e(k, ŵ) < γ

(3.8)

.

De tal manera, si se desea entrenar un modelo neuronal como el mostrado en

la ecuación (2.28) mediante el uso del algoritmo de Levenberg-Marquardt [46] se

tendŕıa que cada peso sináptico se entrena tal como se muestra en (2.36) a la (2.43).

Utilizando el estimador M de Huber se tendŕıan tres casos distintos para realizar

la optimización; cada caso repercute en las jacobianas utilizadas para obtener los

valores adecuados para la estimación.

Caso 1: Si |e(k, ŵ)| ≤ γ, el cual es equivalente a utilizar el clásico error al

cuadrado o L2 se tiene que:

J(Wai) = −e(k)XZaVaisech2(JŷWai)Jŷ (3.9)

J(Wbi) = −e(k)XZbVbisech2(JuWbi)Ju (3.10)

J(Vai) = −e(k)XZa tanh(JŷWai) (3.11)

J(Vbi) = −e(k)XZb tanh(JuWbi) (3.12)
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J(Za) = −e(k)Xra (3.13)

J(Zb) = −e(k)Xrb (3.14)

J(Zh) = −e(k)X (3.15)

J(X) = −e(k)T (3.16)

Caso 2: Si e(k, ŵ) > γ

J(Wai) = −γXZaVaisech2(JŷWai)Jŷ (3.17)

J(Wbi) = −γXZbVbisech2(JuWbi)Ju (3.18)

J(Vai) = −γXZa tanh(JŷWai) (3.19)

J(Vbi) = −γXZb tanh(JuWbi) (3.20)

J(Za) = −γXra (3.21)

J(Zb) = −γXrb (3.22)

J(Zh) = −γX (3.23)

J(X) = −γT (3.24)

Caso 3: Si e(k, ŵ) < −γ

J(Wai) = γXZaVaisech2(JŷWai)Jŷ (3.25)

J(Wbi) = γXZbVbisech2(JuWbi)Ju (3.26)

J(Vai) = γXZa tanh(JŷWai) (3.27)

J(Vbi) = γXZb tanh(JuWbi) (3.28)

J(Za) = γXra (3.29)

J(Zb) = γXrb (3.30)

J(Zh) = γX (3.31)

J(X) = γT (3.32)
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Cómo se puede observar, el estimador M de Huber hace que la optimización de los

pesos sinápticos no diverja por los valores de amplitud que podŕıa arrojar la señal

de error ante un valor at́ıpico (ver ecuaciones (3.17)-(3.32)) [58]. En el siguiente

caṕıtulo se propone una metodoloǵıa para realizar la estimación de sistemas con

valores at́ıpicos, también se profundiza en gran medida con respecto a la selección

del valor de κ para utilizar la función de Huber.
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Figura 3.4: Gráficas de estimadores M.
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Figura 3.5: Gráficas de estimadores M.



Caṕıtulo 4

Metodoloǵıa para la identificación

de sistemas mediante redes

neuronales y el estimador M de

Huber

En los caṕıtulos dos y tres se explicaron respectivamente las redes neuronales que

se utilizaron para realizar la identificación de sistemas y el estimador robusto M de

Huber para introducir el efecto de los valores at́ıpicos en la estimación.

Para calcular el valor de los órdenes (na, nb y nk) que la red neuronal necesita

para realizar la estimación se realizan q número de modelos. El valor de q depende

del número de iteraciones para cada valor de na, nb y nk. El proceso de selección

de órdenes entregará un valor de na, nb y nk subóptimo y se seleccionarán aquellos

valores que con ayuda de ı́ndices de desempeño puedan realizar la mejor estimación

del sistema.

La función de Huber está compuesta por un parámetro desconocido κ; en este

caṕıtulo se hablará del proceso de selección de κ que es similar al proceso de selección

de ordenes.

60
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4.1. Metodoloǵıa para la identificación de siste-

mas con redes neuronales y el estimador M

de Huber

Se propone una metodoloǵıa para realizar la identificación de sistemas con redes

neuronales y el estimador M de Huber.

1. Obtención del conjunto de datos entrada-salida: Para ello se debe excitar o

alimentar al sistema mediante la aplicación de una señal de entrada y registrar

el comportamiento de la entrada y la salida durante un intervalo de tiempo

antes definido.

2. Observación de los datos: Para utilizar el estimador M de Huber primero se

debe verificar que los datos que han sido capturados en el paso anterior contie-

nen valores at́ıpicos. Si no es aśı, se puede utilizar el estimador L2 (ver tabla

3.1) que comúnmente se utiliza.

3. Selección de neuronas y funciones de activación: Definir las funciones de acti-

vación de la red neuronal 2nn− 2− 1 respetando la suposición uno y dos para

realizar el proceso de reducción de la red neuronal. Entre las posibles combi-

naciones de funciones de activación se pueden encontrar las que se muestran

en las ecuaciones 2.29 - 2.32. Para concluir con este paso, se debe definir el

número de neuronas encargadas del procesamiento de la señal de entrada y la

señal de salida.

4. Encontrar el orden de la red neuronal: Este paso consiste en encontrar el núme-

ro de regresores en la señal de entrada nb y el número de regresores en la señal

de salida na. También debe ser seleccionado el número de atrasos naturas en

la señal de entrada nk. En la sección 4.3 se explica más detalladamente cómo

es que se realiza el calculo de los ordenes de una red neuronal.

5. Entrenamiento de la RNA: Si los datos no se encuentran contaminados por

valores at́ıpicos o que estos no aparecen de manera natural, entonces se puede

realizar el entrenamiento normal y utilizando el estimador L2. Si los datos
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se encuentran con valores at́ıpicos, entonces es necesario utilizar la función de

Huber, de la cual, se deben encontrar dos parámetros de suma importancia; uno

de ellos es la ráız cuadrada de la varianza del error, esta debe obtenerse al haber

realizado la estimación con el estimador L2. La explicación para encontrar los

parámetros de la función de Huber se encuentran en la subsección 4.4.

6. Validación: Consiste en evaluar diversos estándares estad́ısticos con el fin de

comparar el desempeño que la red neuronal está ofreciendo en función de la

señal de error. Cabe destacar que el error es calculado mediante la ecuación

2.19. Los estándares estad́ısticos son llamados ı́ndices de desempeño, los cuales

se pueden ver en la sección 4.2. También se puede validar el modelo neuronal

comparando la respuesta en frecuencia de la salida real y la salida de la RNA.

Si modelo neuronal no es el adecuado se debe a que el conjunto de datos de

entrada-salida no proporciona la suficiente información del sistema, el algoritmo

de optimización diverge o es necesario aumentar el número de épocas o ciclos.

4.2. Índices de desempeño

Los ı́ndices de desempeño son estándares estad́ısticos o funciones cuya principal

función es la de indicar numéricamente el desempeño de un sistema. También tienen

una gran utilidad en la comparación de respuestas de sistemas, es decir, comparando

la señal de salida real y la señal de salida estimada, para este caso, una red neuronal.

Si el indicador arroja un valor numéricamente pequeño quiere decir que la estimación

se está realizando de manera apropiada ya que la señal de salida real es similar a

la señal generada por la red neuronal. A continuación se muestran algunos de los

ı́ndices de desempeño.

4.2.1. Media del error cuadrático

El MSE (por sus siglas en ingles: mean square error) es un indicador de la norma

dos del error. La forma para calcular el MSE se encuentra expresado en la ecuación

4.1.
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MSE =
1

N

N∑

k=1

e2(k) (4.1)

donde N es el número de muestras tomadas, e(k) es el error de estimación cal-

culado mediante la ecuación (2.19).

4.2.2. Media del error

Calcula la media o promedio del error. Entre más cerca del cero se encuentre la

media del error mejor será la estimación. En la ecuación 4.2 se puede observar cómo

se calcula la media del error.

ē =
1

N

N∑

i=1

ei (4.2)

4.2.3. Desviación estándar

La desviación estándar es una medida de dispersión que permite conocer que

tanto se aleja la media del parámetro de cada uno de los demás datos. La desviación

estándar para datos normalmente distribuidos se muestra en la ecuación 4.3.

σeN =

√√√√√√

N∑

i=1

(ei − ē)2

N − 1
(4.3)

4.2.4. FIT

El FIT es una medida de parentesco entre dos señales. El valor del FIT es arrojado

en porcentaje y se calcula mediante la siguiente igualación:

FIT = 100

(
1− ||ŷ − yr||||yr − ȳr||

)
(4.4)

donde ŷ es la señal estimada o la señal de salida de la red neuronal, yr es la señal

de salida real y ȳr es la media de la señal de salida real.
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En algunos casos se puede encontrar una medida semejante al FIT en el dominio

de la frecuencia. Esta técnica no es de lo más correcta pero puede utilizarse siempre

y cuando se comparen las magnitudes frecuenciales de la señal de salida real y la

señal de salida estimada.

4.2.5. Integral del error absoluto

Pondera los errores hacia el mismo sentido, es decir, no importa si los valores del

error son negativos; el IAE (por sus siglas en ingles Integral Absoulte Error) suma

la magnitud del error sin importar el sentido.

IAE =

∫ ∞

0

|e(t)|dt

IAE =
N∑

k=0

|e(k)|
(4.5)

4.2.6. Integral del error al cuadrado

La principal caracteŕıstica del ISE (por sus siglas en ingles Integrated Square

Error) es que para errores con una magnitud numéricamente grande el resultado

será del mismo modo al igual que con errores cuya magnitud es numéricamente

pequeña.

ISE =

∫ ∞

0

e(t)2dt

ISE =
N∑

k=0

e(k)2
(4.6)

4.3. Cálculo del orden de una RNA

El cálculo del orden de la red neuronal es un paso fundamental para realizar una

estimación eficiente. Se propone la siguiente metodoloǵıa para encontrar el valor de

los ordenes:

Seleccionar para cada orden (na, nb y nk) un ĺımite superior β cuyo valor sea ente-

ro positivo y un valor inferior β cuyo valor sea entero positivo. Es decir, β ≤ na ≤ β,
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β ≤ nb ≤ β y β ≤ nk ≤ β.

Se comienza a cambiar el valor de na de β a β en intervalos de una sola unidad

considerando a nb y nk con su valor inferior en el comienzo de la búsqueda. Después

de que na > β ha generado β − β modelos diferentes ya que cada valor diferente

de na, nb o nk corresponde a un modelo diferente. Después de que na > β cambia

el valor de nb una unidad más hasta llegar a β; en cuanto nb > β, el valor de nk

aumenta una unidad y aśı sucesivamente.

Cabe mencionar que el rango para nk puede ser diferente al rango de na y nb; se

puede considerar al rango de nk más pequeño que el rango de na y nb.

Por cada iteración realizada se calcula cualquiera de los ı́ndices de desempeño que

se quiera mejorar. Es importante considerar que si los tres ordenes tienen el mismo

rango se tendŕıan
(
β − β

)3
modelos distintos.

En la figura 4.1 se puede apreciar la forma en que se analizó el comportamiento de

uno de los ı́ndices de desempeño conforme cambiaba el valor de na y nb considerando

que nk = 4.
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Figura 4.1: Comportamiento de la media del error al cuadrado cambiando los valores
de na, nb y considerando que nk = 4.

En la figura 4.1 se puede observar que entre el mejor valor para na podŕıa ser
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cuatro o seis y que justamente en esos valores nb podŕıa tomar el valor de siete. Con

el fin de no generar un gran número de retardos se optó por seleccionar los valores

de nk = 4, na = 4 y nb = 7 para este experimento. También se pueden analizar

otros comportamientos, por ejemplo en la figura 4.2 se muestra el FIT temporal que

resultó del cambio constante de na y nb, manteniendo el valor de nk fijo.
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Figura 4.2: Comportamiento del FIT temporal cambiando los valores de na, nb y
considerando que nk = 4.

Se puede observar en la figura que para el valor de na = 4 el FIT temporal es

ineficiente pero, si el valor de na y nb aumenta, el FIT comienza a aumentar signifi-

cativamente. Es ah́ı donde el usuario debe tomar la decisión de realizar más retardos

en la estimación o conformarse con un ı́ndice menos favorable pero con un número

menor de retardos. Cabe mencionar que si se tiene un número de retardos alto, el

número de parámetros a estimar también tiende a crecer.
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Otra opción para mejorar el desempeño de la estimación es volver a realizar la

optimización de los pesos sinápticos pero ahora considerando los pesos sinápticos

que se obtuvieron con anterioridad, es decir, tomar el valor de los pesos sinápticos

obtenidos y definir esos valores como un nuevo valor de inicialización.

4.4. Cálculo de parámetros de la función de Huber

Cómo se mostró en 2.18, la función de Huber consta de un parámetro desconocido

γ. Este parámetro está en función del producto de dos factores, uno de ellos es la

ráız cuadrada de la varianza (ver ecuación 3.7) del error generado por una estimación

realizada mediante el estimador M de L2 y un factor escalar κ.

La función de Huber [36] es una parábola con vértice en cero, y su crecimiento

lineal esta dado por |e(k)| > γ. Para una distribución normal se recomienda que

el valor de γ se igual a 1.345 o por lo menos que se encuentre en un intervalo

1 ≤ γ ≤ 1.5 o 1.5 ≤ γ ≤ 2 [21, 24]. En Corbier y Ugalde [24] se propone que el valor

inferior del intervalo de γ sea cercano a cero y que el superior sea igual a dos; este

nuevo intervalo es una combinación del intervalo clásico y un intervalo extendido o

recomendado expresado en una función de sintonización f(γ) tal como se muestra

en la figura 4.3.

Cabe mencionar que es de suma importancia la selección del valor de γ ya que

define con qué estimador se realizará la optimización ya sea con L1 o con L2. En

todos los métodos propuestos se plantea la idea de establecer un intervalo para el

valor de γ pero, como ya se ha mencionado, γ es un valor que está en función de

otros dos valores de los cuales uno permanecerá constante (la ráız cuadrada de la

varianza) y el otro puede variar su valor (κ). Por lo tanto se realiza la búsqueda del

valor κ.

Al igual que en la búsqueda de los valores de na, nb y nk, κ cambiará su valor en

un intervalo parecido a los antes propuestos de tal manera que por cada valor de κ

se producirá un modelo diferente y al final, utilizando los ı́ndices de desempeño, se

elegirá el valor de κ que mejor ajuste el modelo neuronal a la salida del sistema real.

Para cada modelo identificado se optó por variar el valor de κ en un intervalo

de 0.01 hasta 2 en espacios de 0.01 unidades. En la figura 4.4 se muestra uno de



68
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Figura 4.3: Función de sintonización con dos intervalos. El intervalo clásico γ ∈
[1, 1.5] y un intervalo extendido γ ∈ (0, 0.2].

los ı́ndices de desempeño que se utilizaron para la selección de κ. Cabe resaltar

que con estos doscientos modelos diferentes se estaŕıan calculando al rededor de

(β − β)3 + 200 modelos distintos con el fin de encontrar el mejor candidato para

realizar la estimación.
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Figura 4.4: Función de sintonización con dos intervalos. El intervalo clásico γ ∈
[1, 1.5] y un intervalo extendido γ ∈ (0, 0.2].
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Pruebas y resultados

En esta sección se presentan los resultados con la implementación de la teoŕıa

explicada con la identificación de sistemas caja gris utilizando redes neuronales arti-

ficiales. Se consideraron dos funciones objetivo, la primera es la robusta función de

Huber expresada en la ecuación (2.18) y la segunda es la norma dos del error, es

decir la expresión mostrada en (2.17).

Para validar los resultados, se comparan la señal producida por el modelo neuronal

propuesto con respecto a la caja de herramientas de identificación de MATLAB como

el NLARX y la red neuronal que se implementó pero realizando la minimización

de L2. Se agregarán valores at́ıpicos a las señales de salida real de los sistemas a

identificar con el fin de ver el efecto de las dos distintas funciones costo (2.17 y

2.18). El modelo neuronal que se ha implementado con el estimador M de Huber se

llama RHNN y el mismo modelo neuronal implementado pero con el estimador M

(L2) se le llama RUNN.

5.1. Identificación de un brazo robot

Con el fin de aplicar la teoŕıa que se ha visto hasta el momento primeramente se

identificó un sistema electromecánico tal como se muestra a continuación.

69
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5.1.1. El sistema

Los datos caracterizan el movimiento de un brazo robot midiendo la aceleración

de uno de los eslabones cuando un motor aplica un par mecánico (figura 5.1). Este

sistema es un ejemplo tomado del DaISy (Database for Identification of Systems)

[2].

Par
Mecánico

(Nm)
Aceleración
del eslabón

rad

s2

Figura 5.1: Brazo Robot

5.1.2. Experimentos

El sistema fue identificado utilizando el modelo neuronal tal como la expresión

(5.1). Para estimar los parámetros del modelo neuronal se utilizó el estimador M

de Huber y el algoritmo de Levenberg-Marquadt. Se añadieron valores at́ıpicos a la

señal de salida real con posición aleatoria tal como se muestra en la figura 5.2.

rb =
nn∑

i=1

Vbi tanh(JuWbi)

ra =
nn∑

i=1

Vai tanh(JyWai)

T = Zb(rb) + Za(ra)

ŷ(k) = X tanh(T )

(5.1)
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Figura 5.2: Señal de salida original y señal de salida con valores at́ıpicos añadidos.

Una vez que el modelo neuronal fue entrenado, se redujo bajo las suposiciones

uno y dos y se obtuvo un modelo neuronal reducido como se muestra en (5.2).

ŷ(k) = X tanh
(
Z̃B tanh(JuWb) + Z̃A tanh(JŷWa)

)
(5.2)

Se realizó la identificación del sistema con el uso del estimador M de Huber,

el estimador M de L2 con el uso de las redes neuronales vistas en la sección 2.4.

También se realizó la identificación del sistema mediante el toolbox de identificación

de sistemas no lineales que ofrece el software de cálculo numérico MATLAB llamado

NLARX.

Selección de ordenes na, nb y nk

Cumpliendo con lo establecido en la sección 4.3, se definió un intervalo de na, nb

y nk. Donde el intervalo de na y nb son iguales y se encuentran entre cinco y 10.

El intervalo de nk se encuentra entre uno; la selección de estos intervalos hace que
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se tenga el comportamiento de 108 diferentes modelos. En la figura 5.3 se pueden

observar las gráficas de los comportamientos del fit en la frecuencia (ver ecuación

5.8), el fit temporal y la desviación estándar respectivamente.

En este caso se torna sencillo realizar el análisis ya que solamente hay un máximo

en algunas de las figuras (a y b donde se busca el número más cercano al 100 %) y

hay un mı́nimo en la desviación estándar. Dadas esas gráficas se escogió el valor de

na = 8, nb = 7 y nk = 1.

5.1.3. Selección de κ

Después de haber seleccionado el valor del número de retrocesos de la señal de

entrada y de salida, se debe seleccionar el valor de κ el cual es esencial para realizar

la estimación con el estimador M de Huber. Aplicando la misma metodoloǵıa para

la selección de los ordenes de la red neuronal, se iterará el valor de κ de 0.1 a 2 en

espacios de 0.1.

En la figura 5.4 se muestran los diferentes valores de los ı́ndices a través del

cambio de κ. Se puede observar que entre los valores de 0.2 y 0.3 puede ser el valor

adecuado para κ.
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5.1.4. Identificación del sistema

Para realizar la identificación del sistema se seleccionaron los valores de na = 8,

nb = 7 y nk = 1. El número de neuronas para el procesamiento de la señal de

entrada fue de 40 al igual que el número de neuronas encargadas de procesar las

señales de salida. La repuesta temporal de cada sistema se puede observar en la figu-

ra 5.5, 5.6, 5.7 al igual que la respuesta en la frecuencia sin valores at́ıpicos agregados.

En la tabla 5.1 se pueden encontrar las comparaciones de los tres modelos neu-

ronales distintos. Cabe recalcar que el modelo RHNN ha sido optimizado bajo el

mismo algoritmo de entrenamiento pero, este cuenta con el estimador M de Huber.

Los otros modelos han sido optimizados con el estimador de L2.

En la tabla 5.1 se puede observar claramente que el modelo RHNN es capaz

de realizar una estimación favorable, es decir, la optimización con el estimador M

de Huber es capaz de igualar los resultados o por lo menos estar numéricamente

cercanos a ellos en comparación con el estimador M de L2.
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Figura 5.5: Respuesta en la frecuencia y temporal del modelo neuronal RHNN

A continuación se realizará la estimación del sistema con la adición de outliers.
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Figura 5.6: Respuesta en la frecuencia y temporal del modelo neuronal RUNN
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Figura 5.7: Respuesta en la frecuencia y temporal del modelo neuronal NLARX

Tabla 5.1: Comparativa de modelos neuronales y otras metodoloǵıas.
Ref. np µt st eRMSt eRMSe FITF % FITt %
RHNN 603 −0.0000588 0.0346 0.0346 0.0346 78.84 87.42
RUNN 603 −0.000187 0.0232 0.0232 0.0232 63.6265 91.5537
NLARX 551 −0.0000944 0.0234 0.0234 0.0234 52.9350 91.4759
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Figura 5.8: Respuesta en la frecuencia y temporal del modelo neuronal RHNN
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Figura 5.9: Respuesta en la frecuencia y temporal del modelo neuronal RUNN

Tabla 5.2: Comparativa de modelos neuronales.
Ref. np µt st eRMSt eRMSe FITF % FITt %
RHNN 603 0.0027 0.1109 0.1109 0.1109 47.2869 60.7529
RUNN 603 0.0036 0.2549 0.2549 0.2549 14.7326 9.8288
NLARX 551 0.1649 0.7548 0.7726 0.772 −380.3377 −173.2950
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Figura 5.10: Respuesta en la frecuencia y temporal del modelo neuronal NLARX

5.1.5. Comentarios

En la tabla 5.2 se puede observar la eficiencia de la función de Huber. En la

misma tabla, se puede apreciar que hay una diferencia inminente del modelo RHNN

con respecto a los modelos RUNN y NLARX los cuales fueron optimizados mediante

el uso del estimador L2. Las medidas de parentesco (FIT) mostradas en la tabla

5.2 tal vez no sean las más efectivas pero, si se comparara el FIT producido por el

modelo RHNN y los modelos RUNN y NLARX se podŕıa concluir que el modelo que

podŕıa representar al sistema real seŕıa el RHNN.

De manera visual en las figuras 5.8, 5.9 y 5.10 se puede apreciar de manera similar

que el modelo más adecuado para representar el comportamiento del sistema es el

RHNN. Su comportamiento en la frecuencia asemeja el comportamiento del sistema

real y, además, en la figura 5.8(a) se puede observar que el modelo neuronal “modela”

al valor at́ıpico, mientras que los otros dos modelos no lo hacen. Los pesos sinápticos

estimados se muestran en el apéndice C.
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5.2. Wiener - Hammerstein Benchmark

El sistema que a continuación se presenta se mostró ante el IFAC (International

Federation of Automatic Control) con el fin de comparar los resultados de las dis-

tintas metodoloǵıas de la comunidad de control automático. Para más detalles ver

[63].

5.2.1. El sistema

El dispositivo bajo pruebas o DUT por sus siglas en inglés, es un circuito electróni-

co no lineal con una estructura Wiener-Hammerstein como se observa en la figura

5.11.

u(t )
G1(s) G 2(s)f [ ].

y (t)

Figura 5.11: Sistema Wiener-Hammerstein conectado en cascada por un bloque
dinámico, uno estático y un bloque dinámico lineal G1(s)f [·]G2(s)

El primer filtro G1(s) es un filtro de tercer orden Chebyshev (filtro pasa banda de

0.5 dB y una frecuencia de corte de 4.4kHz). El segundo filtro G2(s) es un filtro de

tercer orden Chebyshev (filtro rechaza banda de 40 dB de atenuación comenzando en

5kHz). La no linealidad estática es contruida mediante el circuito de un diodo túnel

como el que se muestra en la figura 5.12. El sistema fue excitado por una señal Gaus-

siana de banda limitada produciendo un total de 188000 muestras correspondientes

a 3.6719 segundos de experimentación con 51.2 kHz como tiempo de muestreo. La

figura 5.13 muestra dos señales diferentes, la primera es la señal original sin outliers.

La segunda es la señal con outliers añadidos.

5.2.2. Validación

La base de datos proporcionada por el benchmark está dividida en dos secciones:

con la primer sección se realiza la estimación con u(t), y(t) para t = 1, 2, · · · , 100000.

Después, el modelo es simulado para obtener una señal de salida estimada ŷ(t) pro-

ducida por la RHNN. La prueba de validación se realiza con el conjunto de datos
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Figura 5.12: Circuito utilizado para construir el sistema estático no lineal.
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Figura 5.13: Señal original sin outliers y con outliers añadidos.

donde t = 100001, 100002, · · · , 188000 [63]. El benchmark establece los ı́ndices para

realizar la comparación entre modelos. La calidad de precisión se realizará con el

análisis de los siguientes indicadores estad́ısticos:

El valor promedio del error de simulación:

µt =
1

87000

188000∑

t=101001

esim(t) (5.3)
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La desviación estándar del error de simulación:

s2t =
1

87000

188000∑

t=101001

(esim(t)− µt)2 (5.4)

El valor medio cuadrático del error de simulación:

e2RMSe =
1

87000

188000∑

t=101001

(esim(t))2 (5.5)

El valor medio cuadrático del error de simulación en tal que t = 1001, 1002, · · · , 100000:

e2RMSt =
1

99000

100000∑

t=1001

(esim(t))2 (5.6)

En las ecuaciones (5.3)-(5.6), la sumatoria comienza en t = 101001 hasta t =

188000 con el fin de comparar los resultados en dicho intervalo con el resultado de

(5.6). Esto se realiza para observar el comportamiento de la función estimada fuera

del rango de valores que se utilizan para estimar la función.

5.2.3. Experimentos

Selección de ordenes na, nb y nk

Los valores de na, nb y nk son el número de regresiones en las señales de entrada

(nb) y la salida (na). El valor de nk (regresor natural) se ve reflejado en la señal de

entrada. En la figura 2.9 se observa el efecto de estos valores para realizar la identifi-

cación de sistemas con RNA’s. Para cada sistema, se seleccionaron valores de na, nb

y nk diferentes. Para encontrar el valor subóptimo de los regresores se definieron los

siguientes conjuntos na = {1, 2, 3, · · · , 20}, nb = {1, 2, 3, · · · , 20} y nk = {1, · · · , 5}.
Para seleccionar el modelo adecuado se analiza cada ı́ndice mostrado (ver figura 5.14

y 5.15); en el promedio del error, la desviación estándar, el valor ERMSE, el error a

bajas frecuencias y altas frecuencias, se busca que el valor de amplitud sea el mı́nimo

posible pero en el caso del FIT temporal y frecuencial se busca el valor máximo po-

sible. En la figura 5.14(a) se observa que en algunas ocasiones el promedio del error
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tiende a ser negativo pero lo ideal es que este sea igual a cero o que se encuentre

cercano a cero, para ello, el valor de nb debe ser entre ocho y 10, y el valor de na

debe ser de uno a tres, pero estos valores afectan que el FIT en la frecuencia (ver

figura 5.15(a)) tienda a disminuir y que el error a altas frecuencias aumente (ver

figura 5.15(b)). En ocasiones esta manera de seleccionar los ordenes de la red neuro-

nal puede ser ineficiente, se realizaron diversas pruebas y la mejor aproximación al

sistema fue un modelo neuronal con na = 4, nb = 7 y nk = 4.
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5.2.4. Selección de κ

El valor de κ se selecciona dentro de un intervalo de valores. Se propone un

intervalo de κ ∈ (0, 2] para poder percatarse de los efectos que puede produ-

cir este parámetro con los datos contaminados artificialmente del sistema Wiener-

Hammerstein [63]. Se obtuvieron distintos modelos con diferentes valores de κ, los

resultados de la experimentación se observan en las figuras 5.16, 5.17 y 5.18. En la

figura 5.16 se observa la media del error producido por la estimación, lo ideal es que

esta medida se encuentre variando en cero como la suma del error al cuadrado (figura

5.17). En la figura 5.18 se muestra la desviación estándar la cual se busca que el valor

sea cero al igual que el valor ERMS. Dados lo ı́ndices mostrados en las figuras, se

puede concluir que el mejor valor de κ es aquel que se encuentre más cercano a cero.

Se mencionó que el valor de κ se encontraba en un intervalo (κ ∈ (0, 2]) y se varió en

pasos de 0.01 unidades. Observando las figuras 5.16, 5.17 y 5.18 se puede concluir

que el valor de κ es de 0.01 ya que este fue el que me mostró un mejor desempeño

considerando la desviación estándar y el RMSe.
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Figura 5.16: Suma del error cuadrático medio para la selección de κ.
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Figura 5.17: Desviación estándar del error para la selección de κ.
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5.2.5. Identificación del sistema

El sistema sin outliers fue identificado utilizando modelo neuronal 2nn − 2 − 1

dado por la ecuación (2.28). Las funciones de activación se escogieron como ϕ1(z) =

tanh(z) y ϕ2(z) = ϕ3(z) = z también se agregaron umbrales en cada neurona de la

capa de entrada, en la capa oculta y en la capa de salida; tales ajustes dan origen al

modelo neuronal reducido mostrado en (5.7).

ŷ(k) = ṼB tanh(JuW̃B + W̃BH) + ṼA tanh(JyW̃A + W̃AH) +H (5.7)

Se escogieron 40 neuronas para el procesamiento de la señal de entrada y 40

más para el procesamiento de la señal de salida, se seleccionaron los valores de

na = 4, nb = 7 y nk = 4. Los parámetros del modelo neuronal fueron encontrados

utilizando el algoritmo de Levenberg-Marquadt y la función de Huber. La estimación

se realizó con tan solo 2 épocas. También se identificó al sistema mediante el mismo

modelo neuronal pero con el estimador L2; el entrenamiento se realizó bajo las mismas

caracteŕısticas anteriores.

También se identificó al sistema con el mismo modelo neuronal pero con el estima-

dor L2 y, de manera similar, se identificó utilizando el toolbox de identificación que

ofrece MATLAB 2014b. Para realizar una comparación entre la eficiencia que ofrece

el software y nuestra metodoloǵıa, se utilizó el modelo neuronal no lineal NLARX

mostrado en el apéndice B. Se programó el sistema con un parámetro de nn = 10 (nn

es la cantidad de neuronas en la capa de entrada y la capa de salida). Los parámetros

del modelo fueron encontrados utilizando el algoritmo de Levenberg-Marquadt que

ofrece MATLAB utilizando la norma L2 a lo largo de 20 épocas.

Se agregó un parámetro comparativo más. Se midió el parentesco entre las señales

deseadas y las estimadas por medio del calculo de un FIT en el dominio de la fre-

cuencia expresado en (5.8). Como parámetro auxiliar en la validación se considera el

número de parámetros estimados.

FITF = 100

(
1− ||F − F̂ ||||F − F̄ ||

)
(5.8)

donde F es la magnitud de la respuesta en la frecuencia del sistema W-H, F̂ es
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la magnitud de la respuesta en la frecuencia del modelo neuronal y F̄ es la media de

F calculado como F̄ = 1
NF

∑NF
i=1 Fi.

En la figura 5.19 se muestra la respuesta temporal del sistema real, del modelo

neuronal con el estimador L2, el modelo neuronal con el estimador M de Huber y el

NLARX de MATLAB. Para realizar una mejor comparación visual del desempeño

de cada modelo neuronal se obtuvo la respuesta en la frecuencia de cada modelo

(ver figura 5.20). En la figura 5.20 se muestra que el comportamiento de las redes

neuronales son similares y aún más importante; la identificación mediante el esti-

mador M de Huber es competente en comparación de las diversas redes neuronales.

Mediante los ı́ndices de desempeño vistos en la sección de validación (ver sección

5.2.2) se realiza una comparativa de los diferentes modelos neuronales. Tales resul-

tados se muestran en la tabla 5.3. Cabe mencionar que la estimación se realizó sin

haber incluido valores at́ıpicos como se muestra en la figura 5.19.
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Figura 5.19: Respuesta temporal del sistema.

Los resultados también fueron comparados con metodoloǵıas propuestas por [45,

66, 68] (ver tabla 5.3). Cabe resaltar que las metodoloǵıas propuestas por [45, 66, 68]

realizan una estimación sin haber incluido valores at́ıpicos a sus datos.

Se puede ver en la tabla 5.3 que los resultados obtenidos por el modelo neuro-
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(b) Modelo neuronal NLARX
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Figura 5.20: Respuesta en la frecuencia de los modelos neuronales.

nal (RHNN) compite con las demás metodoloǵıas considerando que los ı́ndices de

desempeño son relativamente cercanos y que el número de parámetros que utiliza es

menor que el de todos los demás. A continuación, se han añadido valores at́ıpicos

a las señales con el fin de comprobar la aportación de la estimación robusta que se

propone

En la figura 5.21 se muestran los resultados de la red robusta RHNN, la red

neuronal con el estimador L2 y de la caja de herramientas de MATLAB (NLARX).

Se puede observar que el perfil o la forma de la señal del sistema real (señal de color
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Tabla 5.3: Comparativa de modelos neuronales y otras metodoloǵıas.
Ref. np µt st eRMSt eRMSe FITF % FITt %
RHNN 19 −0.00960 0.01065 0.0050645 0.005065 76.68 70.7
RUNN 19 0.001784 0.0282 0.02824 0.0282490 90.05 88.299
NLARX 684 0.0032 0.034 0.034 0.03389 90 85.94
Marcanto [45] 0.085 − − − − − −
Wills [68] 22 −0.043 0.0808 0.096 − − −
Sjöberg [66] 797 − − 0.043 0.042 − −

azul) cambia cuando esta contiene outliers.

La comparativa entre los dos tipos de modelos neuronales se muestra en la tabla

5.4 utilizando los ı́ndices que anteriormente se usaron [63]. Otra forma de ver las

contribuciones es observando la figura 5.22. En dicha figura se puede visualizar que

los modelos obtenidos mediante la optimización de la norma L2 es incapaz de predecir

el comportamiento del outlier, mientras que el modelo con la función de Huber puede

modelar tal comportamiento.
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Figura 5.21: Respuesta frecuencial de los modelos neuronales en presencia de outliers.



5.2. Wiener - Hammerstein Benchmark 91

Tabla 5.4: Comparativa de modelos neuronales.
Ref. np µt st eRMSt eRMSe FITF % FITt %
RHNN 19 0.000573 0.208 0.208 0.207 89 75
RUNN 19 0.0008206 0.224 0.224 0.222 18.47 28.29
NLARX 684 −0.00116 0.216 0.216 0.213 31.04 14.65

Tiempo [s]
1.7526 1.7528 1.753 1.7532 1.7534 1.7536

Am
pl

itu
d 

-3

-2

-1

0

1

2

Comportamiento temporal del sistema con outliers

Salida con outliers
RHNN
RUNN
NLARX

Figura 5.22: Respuesta temporal de los modelos neuronales en presencia de outliers.

5.2.6. Comentarios

La tabla 5.3 muestra que el modelo RHNN propuesto en este tema de tesis es

capaz de competir con otras metodoloǵıas propuestas en la literatura con resultados

satisfactorios en función de los ı́ndices de desempeño que establece el benchmark.

De forma visual, en la figura 5.20(c) se observa que la respuesta de la RHNN tiene

un comportamiento fiel al sistema real a bajas frecuencias. Por otro lado, realizando

la estimación con valores at́ıpicos añadidos, se puede observar que también se tiene

una satisfactoria aproximación a bajas frecuencias y comparando los resultados mos-

trados en la tabla 5.4, se puede verificar que el desempeño de la RHNN es el mismo

y en algunos casos asciende. La respuesta temporal (figura 5.22), se observa que la

señal estimada producida por el RHNN es mucho más fiable que la señal que genera

el NLARX y el RUNN. Los pesos sinápticos estimados se encuentran en el apéndice

C.
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5.3. Identificación de ducto acústico

Con el fin de seguir aprovechando el enfoque de reducción propuesto por Ro-

mero et al. [56] y de la función de Huber como función objetivo [20–23, 57], se ha

identificado un sistema diferente.

5.3.1. El sistema

Este sistema es un dispositivo de ondas acústicas hecho de Plexiglas, es usado

para diseñar controladores para eliminar el ruido (Figura 5.23). La salida del tubo se

encuentra mayormente sellada herméticamente simulando un ducto acústico de lon-

gitud infinita, mientras que la entrada, se encuentra totalmente abierta. La entrada

del sistema es una bocina excitada con una señal binaria pseudo-aleatoria con un

largo de L = 210 − 1 y un nivel de voltaje de ±3V . El periodo de muestreo es igual

a Ts = 500µs. El número de datos total es de N = 1024 capturados con micrófono

uno haciendo que la identificación de este sistema sea complicada. El retraso natural

de la entrada es τ ≈ 7Ts [5, 6]. En Corbier et al. [21] el sistema fue identificado uti-

lizando una función de transferencia OE y añadiendo los siguientes valores at́ıpicos.

y10 = 10, y50 = −11, y100 = 12, y200 = 13, y300 = −14, y400 = 15, y650 = 16, y800 = 18

y y1000 = 19. La figura 5.24 muestra la salida original del sistema y la salida del

sistema con los valores at́ıpicos añadidos.

Sellado
hermético

Filtros

Power

Control
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Control
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Salida
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Perturbación

Figura 5.23: Respuesta temporal de los modelos neuronales en presencia de outliers.
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Figura 5.24: Señal de salida original y señal de salida con valores at́ıpicos añadidos.

5.3.2. Experimentos

El sistema fue identificado considerando la red neuronal artificial mostrada en

(5.9) con ϕ1(z) = tanh(z) y ϕ2(z) = ϕ3(z) = z, nn = 40, na = 15, nb = 18 y nk = 7.

En esta ocasión la magnitud de los ordenes no fueron obtenidos mediante la iteración

de los mismos; se tomaron los valores encontrados en la literatura [5, 6, 21, 27, 55].

Tal como se propone en [56], los valores de los pesos sinápticos fueron inicializa-

dos iguales grupo a grupo y se ajustaron funciones de activación lineales de acuerdo

con las dos suposiciones, por tanto se redujo el modelo neuronal resultando el mo-

delo (5.10). Los 35 parámetros del modelo neuronal robusto que se propone fueron

estimados utilizando el algoritmo de Levenberg-Marquadt utilizando a la función de

Huber.

rb =
nn∑

i=1

Vbiϕ1(JuWbi)

ra =
nn∑

i=1

Vaiϕ1(JyWai)

T = rb + ra

ŷ(k) = X(T )

(5.9)
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ŷ(k) = ṼBtanh(JuW̃B) + ṼAtanh(JyW̃A) (5.10)

5.3.3. Identificación del sistema

Con el fin de demostrar la eficiencia del estimador M de Huber aún y la señales no

se encuentren contaminadas por valores at́ıpicos, se realizó la estimación del sistema

sin outliers. También se compara el desempeño del modelo neuronal con el modelo

neuronal NLARX y el modelo neuronal RUNN. La apreciación visual se muestra en

la figura 5.25 con el comportamiento temporal del sistema y en la figura 5.26 el com-

portamiento frecuencial de cada sistema. En la tabla 5.5 se muestran los resultados

numéricos utilizando los ı́ndices de desempeño expresados en las ecuaciones 4.1-4.6

y agregando el FIT frecuencial.
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Figura 5.25: Respuesta temporal de los sistemas.

Tabla 5.5: Comparativa de modelos neuronales.
Ref. np MSE ē σeN IAE ISE FITF % FITt %
RHNN 35 0.1923 −0.0081 0.4386 320.28 196.90 90.3557 72.56
RUNN 35 1.0668 −0.0010 1.0334 773.09 1092 64.8597 70
NLARX 684 0.0730 0.003 0.2702 205.2123 74.70 95.32 83
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(b) Modelo neuronal con estimador M L2
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Figura 5.26: Respuesta en la frecuencia de los modelos neuronales.

Se volvió a realizar el proceso de identificación pero introduciendo valores at́ıpicos

en la señal de salida original. Los resultados se encuentran en las figuras 5.27, 5.28

y 5.29.

Tabla 5.6: Comparativa de modelos neuronales.
Ref. np MSE ē σeN IAE ISE FITF % FITt %
RHNN 35 0.9895 0.00899 0.9895 535.5 1002 78.6710 69
RUNN 35 2.1062 0.0748 2.189 1479 4542 61.5585 −0.7494
NLARX 684 1.8247 −0.0012 1.3515 622.92 1868 71.5880 35.3841
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Figura 5.27: Respuesta en la frecuencia y temporal del modelo neuronal NLARX.
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Figura 5.28: Respuesta en la frecuencia y temporal del modelo neuronal RUNN.

En las figuras 5.27, 5.28 y 5.29 se observa que el perfil o la curva de la respuesta

en la frecuencia del sistema real cambia por la introducción de outliers al sistema. En

las figuras 5.27 y 5.28 se observa que disminuye el efecto del outlier, es decir, filtra

al valor at́ıpico, esto debido a que ambos modelos neuronales fueron optimizados

mediante el estimador L2.
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Figura 5.29: Respuesta en la frecuencia y temporal del modelo neuronal RHNN.

5.3.4. Comentarios

En la figura 5.29, se observa que el sistema RHNN tiene un desempeño aceptable

en la respuesta frecuencial como en la respuesta temporal. Por otro lado, el sistema

NLARX no es eficiente en ninguno de los dos casos. El modelo neuronal RUNN

tampoco puede “observar” o modelar al outlier (ver figura 5.28b); esto debido a que

el modelo neuronal RUNN al igual que el modelo NLARX fueron entrenados con el

estimador L2 solamente.

En el inciso (b) de las figuras 5.27, 5.28 y 5.29 se observa el comportamiento

temporal de cada modelo neuronal con respecto a la salida con el valor at́ıpico agre-

gado. Es ah́ı donde se aprecia que la aportación de L1 no es utilizada solamente en

la optimización (ya que hace que la magnitud del error no crezca en gran medida a

comparación con L2), sino que también ayuda a introducir al valor at́ıpico.

Comparando los resultados mostrados en la tabla 5.5 se observa que el modelo

RHNN es capaz de competir con los estimadores que dependen solamente de L2.

La ventaja es que tanto el modelo RHNN y RUNN contienen el mismo número de

parámetros ya que son redes neuronales similares. El número de parámetros puede

llegar a ser importante si se considerara el costo computacional; siempre y cuando se

desarrolle un algoritmo de entrenamiento optimizado. En la tabla 5.6, se observa que

tanto el modelo RHNN y el RUNN siguen teniendo el mismo número pequeño de

parámetros en comparación del modelo NLARX; lo más importante de la tabla 5.6
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es que tanto los ı́ndices de desempeño como el FIT temporal y frecuencial son ade-

cuados en el modelo RHNN, es decir, el modelo RHNN que fue entrenado mediante

el estimador M de Huber es mejor que los modelos neuronales entrenados mediante

el estimador L2. Los pesos sinápticos estimados se encuentran en el apéndice C.
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Conclusiones y trabajos futuros

6.1. Conclusiones

Las redes neuronales son una herramienta eficaz para la identificación de siste-

mas caja negra debido a su capacidad de aproximar funciones no lineales gracias a

las funciones de activación, su capacidad de procesar un gran número de entradas

y de salidas. Se implementaron las redes neuronales propuestas en [56] con el fin de

aprovechar el enfoque de reducción que ofrecen. Se realizaron diversas pruebas con

el fin obtener una mejor estimación del sistema real.

Las redes neuronales tienen diversas aplicaciones ofreciendo resultados promete-

dores pero, la herramienta que les permite ser tan eficaces, es el algoritmo encargado

de optimizar los pesos pesos sinápticos que conforman a la red neuronal. A lo largo

del desarrollo de esta tesis se probaron diversos algoritmos de optimización como

el Gauss-Newton, el gradiente descendente y el Levenberg-Marquardt. Al probar

cada uno de los algoritmos anteriores se optó por utilizar el algoritmo de Levenberg-

Marquardt por su alta capacidad de encontrar rápidamente (en cuestión de épocas

y no de tiempo real) los parámetros que se desean obtener. La problemática de usar

este algoritmo radica en que su demostración se supone que la función que se desea

minimizar es una ecuación cuadrática por lo tanto, se cree que tal vez el algoritmo

de Levenberg-Marquardt es incapaz de realizar una estimación eficiente con un esti-

mador de L1.

99
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El estimador M de Huber esa una herramienta eficaz para el desarrollo de la iden-

tificación de sistemas. Se demostró que la función de Huber no solo funciona para

realizar la estimación de sistemas con valores at́ıpicos sino que puede ser usada para

la identificación de sistemas cuyo comportamiento es “normal”. La ventaja de utili-

zar la función de Huber es que se le da robustez a la estimación. Se implementó el

estimador M de Huber, las redes neuronales, los algoritmos de optimización y se

propuso una metodoloǵıa para realizar la identificación de sistemas que contienen

valores at́ıpicos.

En el caṕıtulo cuatro se propusieron métodos para determinar el orden de la red

utilizando ı́ndices de desempeño e iterando el orden de la red neuronal. Primera-

mente se itera el valor de na en el intervalo que el usuario haya propuesto, al haber

terminado las iteraciones de na, cambia el valor de nb hasta que nb haya igualado al

ĺımite superior del intervalo propuesto. Después de haber iterado nb en el intervalo

propuesto, cambia una unidad (al igual que na y nb) el valor de nk. De esta manera

se están estimando (na−na)(nb−nb)(nk−nk) modelos neuronales distintos. Después

se realiza un análisis del valor de cada ı́ndice de desempeño calculado con base en los

valores de na, nb y nk; la selección de los ordenes utilizando ı́ndices de desempeño

depende de las preferencias de cada usuario, es decir, que el modelo que se estima

cumpla con una caracteŕıstica en especial como un comportamiento fidedigno a ba-

jas frecuencias, altas frecuencias, temporal o buscando un balance entre todos. En el

caso del estimador M de Huber, se vaŕıa el valor de κ de la misma manera que na, nb

o nk. No se puede proponer un rango general o un valor en espećıfico debido a que

cada sistema es distinto al igual que sus distribuciones. En [36, 37, 73] se propone un

valor igual a 1.456 para abarcar el 95 % de la información siempre y cuando la distri-

bución sea normal, este último valor se probó en uno de los experimentos (ver 5.3) y

resultó eficiente pero, en el caso de los otros experimentos, no se tuvieron resultados

satisfactorios. Por lo tanto, se cambió el valor de κ en un intervalo κ ∈ (0, 2]. Según

el “tamaño de paso” será el número de modelos distintos que se estiman.

El parámetro µ en el algoritmo de Levenberg-Marquardt es indispensable debido a

que es el encargado de hacer que el algoritmo conmute entre el algoritmo del gradiente
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descendente (si µ→∞) o el algoritmo de Gauss-Newton (si µ→ 0). No se define el

valor de µ constante, sino que vaŕıa a lo largo del número de épocas. El algoritmo

que se implementó es el llamado “búsqueda y convergencia” [8]. Para el ajuste del

parámetro µ0 en el algoritmo de “búsqueda y convergencia” se consideró lo propuesto

en [44], donde µ0 se obtiene calculando la traza de la matriz Hessiana; para obtener la

matriz Hessiana se realizó una aproximación con el producto de una matriz Jacobiana

transpuesta por la misma matriz Jacobiana. El valor µ0 es de suma importancia y no

puede escogerse de manera aleatoria. Se realizaron diversas pruebas donde se define

al valor de µ0 de manera aleatoria, en algunos casos el algoritmo lograba converger

los pesos sinápticos pero, en la mayoŕıa de los casos, el algoritmo diverge. Por tal

motivo se utilizó el método mediante el cálculo de la traza de la matriz Hessiana

[44].

Se realizó una estancia en el laboratorio de tratamiento de señales e imágenes en

la universidad Rennes 1 en Rennes, Francia. Durante la estancia se implementaron

redes neuronales para realizar la clasificación de neonatos infectados con sepsis. La

motivación de este trabajo se resume en el diagnosis de sepsis mediante señales de

respiración e intervalos RR (para mayor información ver el apéndice D).

6.2. Trabajos futuros

Durante el desarrollo de este tema de tesis se enfrentaron con diversos problemas

en la implementación de programas que puedan ser un caso de estudio más. El pro-

blema principal de todo algoritmo de optimización es el valor inicial para realizar

una estimación favorable.

El uso de las redes neuronales se ha vuelto fundamental en el area de control des-

de hace décadas. Las aplicaciones, como se mencionó con anterioridad, son extensas

y diversas. Otro estudio que ha sido de interés para la comunidad cient́ıfica en los

últimos años es el cálculo fraccionario cuya definición precisa no existe. Se propo-

ne diseñar redes neuronales artificiales de orden fraccionario ya sea aplicado sobre

la estructura de la red neuronal haciéndola dinámica o en el algoritmo de optimiza-

ción con el fin abrir aún más la perspectiva del uso de las redes neuronales artificiales.
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Otro caso de estudio es la selección de los ordenes na, nb y nk mediante la imple-

mentación de un algoritmo genético. En el caṕıtulo cuatro se explicó la metodoloǵıa

que se implementó para seleccionar estos valores pero seŕıa más eficiente si se ideara

una forma más eficaz de realizar este proceso.

Por otro lado, existen estimadores M de orden fraccionario cuya principal ventaja

es la de reducir el orden de la estimación [23] y con el fin de poder estimar sistemas

de cualquier tipo de distribución.

Como se mostró en el caṕıtulo tres, el estimador M de Huber cuenta un factor (κ)

que es modificable, este valor se torna importante porque es el encargado de saber la

cantidad de información que se procesará con el estimador de L2 y de L1. En Huber

[36], Huber et al. [37] y Zhang [73] se propone que el valor de κ debe ser igual a 1.345

para incluir dentro de la estimación por lo menos el 95 % de los datos. Se trató de

utilizar este valor y funcionó en algunos casos pero en otros casos resultaba ser in-

eficiente el valor de 1.345. En el caṕıtulo cuatro se propone una metodoloǵıa para

la selección de este parámetro que en algunas ocasiones resulta eficaz pero se pro-

pone la implementación de un algoritmo genético para estimar el valor óptimo para κ.

En este trabajo de tesis se realizó la estimación de sistemas SISO por lo que

se propone en expandir las fronteras con la estimación de sistemas MIMO (para

procesos qúımicos) y a la estimación de sistemas biológicos.



Apéndice A

Funciones de activación

Una función de activación es una regla de correspondencia que induce una modi-

ficación en la salida de la red neuronal según el argumento de la función.
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(f) Función sinusoidal

Figura A.1: Funciones de activación más comunes

El proceso de selección de las funciones de activación es de suma importancia

para la metodoloǵıa aplicada (enfoque de reducción) donde restringe la selección;

la suposición uno establece que forzosamente las funciones de activación de por lo

menos una capa de la red debe ser lineal (figura A.1(a)) para poder reducir el número

de parámetros de la red neuronal 2nn− 2− 1.
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Apéndice B

Modelo NLARX

El NLARX es un modelo ARX no lineal que se encarga de ajustar datos de

estimación utilizando un número de ordenes (na, nb y nk). La estructura de la RNA

puede verse en la figura B.1. El modelo de la red neuronal se muestra en (B.1).

Figura B.1: Estructura de RNA NLARX.
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ŷ = yNL + yL

yNL = tanh(yNL1aV ec)

yNL1 = yNL2bMat+ cV ec

yNL2 = UNQ

yL = yL1 + d

yL1 = UNP

(B.1)

donde UN ∈ <N×(na+nb), N ∈ <n, Q ∈ <(na+nb)(na+nb), bMat ∈ <(na+nb)nn, aV ec ∈
<nn×1, cV ec ∈ <1×nn, P ∈ <(na+nb)(na+nb), L ∈ <(na+nb)×1, d ∈ <.



Apéndice C

Pesos sinápticos para estimación y

optimización de pesos sinápticos

Se realizó la estimación de tres sistemas diferentes (brazo robot, sistema Wiener-

Hammerstein y ducto acústico). Cada sistema se estimó mediante estructuras neuro-

nales diferentes por lo que vaŕıa el número de parámetros estimados (pesos sinápti-

cos), la forma del entrenamiento, etc.

C.1. Brazo Robot

El sistema se estimó mediante la implementación de la red neuronal (C.1). Cabe

mencionar que el modelo neuronal mostrado en (C.1) ha sido reducido utilizando la

suposición uno y dos.

rb =
nn∑

i=1

Vbi tanh(JuWbi)

ra =
nn∑

i=1

Vai tanh(JyWai)

T = Zb(rb) + Za(ra)

ŷ(k) = X tanh(T )

(C.1)
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Al sustituir rb y ra en T , y T en ŷ(k) se tiene el modelo neuronal mostrado en

C.2.

ŷ(k) = X tanh

(
nn∑

i=1

(ZbVbi tanh(JuWbi) + ZaVai tanh(JyWai))

)
(C.2)

donde:

Ju =
[
u(k − 2) u(k − 3) · · · u(k − 8)

]

Jy =
[
y(k − 1) y(k − 2) · · · y(k − 8)

]

C.1.1. Entrenamiento de la red neuronal

Optimización de X

X(k + 1) = X(k)−
[
J(X)TJ(X)− µI

]
J(X)T

J(X) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂X

(C.3)

Utilizando el estimador M de Huber, la Jacobiana del parámetro X puede tener

tres diferentes casos.

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ

J(X) = −e(k) tanh(T )

Caso 2: Si e(k) > γ

J(X) = −γ tanh(T )

Caso 3: Si e(k) < −γ
J(X) = γ tanh(T )

Optimización de Za

Za(k + 1) = Za(k)−
[
J(Za)

TJ(Za)− µI
]
J(Za)

T

J(Za) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂Za

(C.4)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Za) = −e(k)Xsech(T )2ra

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Za) = −γXsech(T )2ra

Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Za) = γXsech(T )2ra
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Optimización de Zb

Zb(k + 1) = Zb(k)−
[
J(Zb)

TJ(Zb)− µI
]
J(Zb)

T

J(Zb) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂Zb

(C.5)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Zb) = −e(k)Xsech(T )2rb

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Zb) = −γXsech(T )2rb

Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Zb) = γXsech(T )2rb

Optimización de Va

Va(k + 1) = Va(k)−
[
J(Va)

TJ(Va)− µI
]
J(Va)

T

J(Va) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂ra

∂ra
∂Va

(C.6)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Va) = −e(k)Xsech(T )2Za
∑nn

i=1 tanh(JyWai)

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Va) = −γXsech(T )2Za
∑nn

i=1 tanh(JyWai)

Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Va) = γXsech(T )2Za
∑nn

i=1 tanh(JyWai)

Optimización de Vb

Vb(k + 1) = Vb(k)−
[
J(Vb)

TJ(Vb)− µI
]
J(Vb)

T

J(Vb) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂rb

∂rb
∂Vb

(C.7)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Vb) = −e(k)Xsech(T )2Zb
∑nn

i=1 tanh(JuWbi)

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Vb) = −γXsech(T )2Za
∑nn

i=1 tanh(JuWbi)

Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Vb) = γXsech(T )2Za
∑nn

i=1 tanh(JuWbi)
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Optimización de Wa

Wa(k + 1) = Wa(k)−
[
J(Wa)

TJ(Wa)− µI
]
J(Wa)

T

J(Wa) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂ra

∂ra
∂Wa

(C.8)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Wa) = −e(k)Xsech(T )2Za
∑nn

i=1 Vaisech2(JyWai)J
T
y

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Wa) = −γXsech(T )2Za
∑nn

i=1 Vaisech2(JyWai)J
T
y

Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Wa) = γXsech(T )2Za
∑nn

i=1 Vaisech2(JyWai)J
T
y

Optimización de Wb

Wb(k + 1) = Wb(k)−
[
J(Wb)

TJ(Wb)− µI
]
J(Wb)

T

J(Wb) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂rb

∂rb
∂Wb

(C.9)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Wb) = −e(k)Xsech(T )2Zb
∑nn

i=1 Vbisech2(JuWbi)J
T
u

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Wb) = −γXsech(T )2Zb
∑nn

i=1 Vbisech2(JuWbi)J
T
u

Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Wb) = γXsech(T )2Zb
∑nn

i=1 Vbisech2(JuWbi)J
T
u

C.1.2. Reducción del modelo y valores de pesos sinápticos

Si se aplican la suposición uno y dos se puede reducir el número de parámetros

del modelo neuronal mostrado en (C.1 y C.2) tal como se muestra en C.10.

ŷ(k) = X tanh
(
Z̃b tanh(JuWb) + Z̃a tanh(JyWa)

)
(C.10)

Se debe recordar que se realizaron dos estimaciones; la primera se realizó sin

outliers mientras que la segunda se realizó con valores at́ıpicos.

También se debe considerar que debido a que solamente se seleccionó una función

de activación lineal, la reducción de la red neuronal no se realizó completamente, es

decir, Wa ∈ Rna×nn y Wb ∈ Rnb×nn
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Valor de pesos sinápticos con la estimación con valores at́ıpicos.

X = 1.0194

Z̃a = nn× Va × Za = 10.8611

Z̃b = nn× Vb × Zb = −7.5284

Wa =




0.1148 · · · 0.1148

−0.0134 · · · −0.0134

−0.0536 · · · −0.0536

0.0012 · · · 0.0012

0.0003 · · · 0.0003

0.0251 · · · 0.0251

−0.0004 · · · −0.0004

−0.0310 · · · −0.0310




Wb =




−0.0327 · · · −0.0327

0.0388 · · · 0.0388

0.0030 · · · 0.0030

−0.0218 · · · −0.0218

0.0086 · · · 0.0086

0.0326 · · · 0.0326

−0.0331 · · · −0.0331




Valor de pesos sinápticos con la estimación sin valores at́ıpicos.

X = 5.7576

Z̃a = nn× Va × Za = 13.3308

Z̃b = nn× Vb × Zb = −0.0487

Wa =




0.0104 · · · 0.0104

0.0095 · · · 0.0095

−0.0113 · · · −0.0113

−0.0089 · · · −0.0089

0.0072 · · · 0.0072

0.0045 · · · 0.0045

−0.0014 · · · −0.0014

−0.0055 · · · −0.0055




Wb =




1.8606 · · · 1.8606

−2.7369 · · · −2.7369

0.8408 · · · 0.8408

0.9364 · · · 0.9364

−1.1876 · · · −1.1876

−0.5440 · · · −0.5440

1.0827 · · · 1.0827
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C.2. Sistema Wiener-Hammerstein

El sistema Wiener-Hammerstein se identificó mediante el modelo neuronal mos-

trado en 2.28. Debe considerarse que para este experimento se agregaron umbrales

en cada neurona de capa de entrada, oculta y salida; el modelo neuronal reducido de

2.28 se muestra en 5.7. Por fines prácticos el modelo 5.7 se muestra a continuación:

ŷ(k) = ṼB tanh(JuW̃B + W̃BH) + ṼA tanh(JyW̃A + W̃AH) + H̃

donde:

Ju =
[
u(k − 4) u(k − 5) · · · u(k − 11)

]

Jy =
[
y(k − 1) y(k − 2) · · · y(k − 4)

]

C.2.1. Entrenamiento de la red neuronal

Optimización de Wa

Wa(k + 1) = Wa(k)−
[
J(Wa)

TJ(Wa) + µI
]−1

J(Wa)
T

J(Wa) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂ra

∂ra
∂Wa

(C.11)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Wa) = −e(k)XZaVasech2(JyWa +Wah)J
T
y

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Wa) = −γXZaVasech2(JyWa +Wah)J
T
y

Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Wa) = γXZaVasech2(JyWa +Wah)J
T
y

Optimización de Wah

Wah(k + 1) = Wah(k)−
[
J(Wah)

TJ(Wah) + µI
]−1

J(Wah)
T

J(Wah) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂ra

∂ra
∂Wah

(C.12)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Wah) = −e(k)XZaVasech2(JyWa +Wah)

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Wah) = −γXZaVasech2(JyWa +Wah)

Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Wah) = γXZaVasech2(JyWa +Wah)
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Optimización de Wb

Wb(k + 1) = Wb(k)−
[
J(Wb)

TJ(Wb) + µI
]−1

J(Wb)
T

J(Wb) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂rb

∂rb
∂Wb

(C.13)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Wb) = −e(k)XZbVbsech2(JuWb)J
T
u

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Wb) = −γXZbVbsech2(JuWb)J
T
u

Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Wb) = γXZbVbsech2(JuWb)J
T
u

Optimización de Wbh

Wbh(k + 1) = Wbh(k)−
[
J(Wbh)

TJ(Wbh) + µI
]−1

J(Wbh)
T

J(Wbh) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂rb

∂rb
∂Wbh

(C.14)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Wbh) = −e(k)XZbVbsech2(JuWb +Wbh)

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Wbh) = −γXZbVbsech2(JuWb +Wbh)

Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Wbh) = γXZbVbsech2(JuWb +Wbh)

Optimización de Va

Va(k + 1) = Va(k)−
[
J(Va)

TJ(Va) + µI
]−1

J(Va)
T

J(Va) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂ra

∂ra
∂Va

(C.15)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Va) = −e(k)XZa tanh(JyWa +Wah)

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Va) = −γXZa tanh(JyWa +Wah)

Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Va) = γXZa tanh2(JyWa +Wah)
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Optimización de Vah

Vah(k + 1) = Vah(k)−
[
J(Vah)

TJ(Vah) + µI
]−1

J(Vah)
T

J(Vah) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂ra

∂ra
∂Vah

(C.16)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Vah) = −e(k)XZa

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Vah) = −γXZa
Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Vah) = γXZa

Optimización de Vb

Vb(k + 1) = Vb(k)−
[
J(Vb)

TJ(Vb) + µI
]−1

J(Vb)
T

J(Vb) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂rb

∂rb
∂Vb

(C.17)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Vb) = −e(k)XZb tanh(JuWb +Wbh)

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Vb) = −γXZb tanh(JuWb +Wbh)

Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Vb) = γXZb tanh2(JuWb +Wbh)

Optimización de Vbh

Vbh(k + 1) = Vbh(k)−
[
J(Vbh)

TJ(Vbh) + µI
]−1

J(Vbh)
T

J(Vbh) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂rb

∂rb
∂Vbh

(C.18)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Vbh) = −e(k)XZb

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Vbh) = −γXZb
Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Vbh) = γXZb
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Optimización de Za

Za(k + 1) = Za(k)−
[
J(Za)

TJ(Za) + µI
]−1

J(Za)
T

J(Za) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂Za

(C.19)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Zb) = −e(k)Xra

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Zb) = −γXra
Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Zb) = γXra

Optimización de Zb

Zb(k + 1) = Zb(k)−
[
J(Zb)

TJ(Zb) + µI
]−1

J(Zb)
T

J(Zb) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂Zb

(C.20)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Zb) = −e(k)Xrb

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Zb) = −γXrb
Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Zb) = γXrb

Optimización de Zbh

Zbh(k + 1) = Zbh(k)−
[
J(Zbh)

TJ(Zbh) + µI
]−1

J(Zbh)
T

J(Zbh) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂Zbh

(C.21)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Zbh) = −e(k)X

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Zbh) = −γX
Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Zbh) = γX
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Optimización de X

X(k + 1) = X(k)−
[
J(X)TJ(X) + µI

]−1
J(X)T

J(X) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂X

(C.22)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(X) = −e(k)T

Caso 2: Si e(k) > γ, J(X) = −γT
Caso 3: Si e(k) < −γ, J(X) = γT

Valor de pesos sinápticos de la estimación con valores at́ıpicos.

ṼA = −61.7852

ṼB = −0.4379

H̃ = 0.9645

W̃ah = 0.0383

W̃bh = 0.0507

W̃A =
[
0.0171 0.0577 −0.0202 −0.0493

]T

W̃B =
[
0.0091 0.0415 0.0466 0.0379 0.0225 0.0330 0.0988

]T

Valor de pesos sinápticos con la estimación sin valores at́ıpicos.

ṼA = −25.0730

ṼB = 0.0142

H̃ = −0.0787

W̃ah = 0.003

W̃bh = 0.3344

W̃A =
[
0.0859 −0.0497 −0.0048 0.0079

]T

W̃B =
[
0.4679 −0.0754 −0.3893 0.6033 0.4790 −0.7535 0.5499

]T
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C.3. Ducto acústico

El modelo neuronal que se utilizó para la identificación el sistema se muestra en

(C.23). El modelo (C.23) corresponde a la reducción bajo la suposiciones uno y dos

del modelo neuronal mostrado en (5.9).

ŷ(k) = ṼB tanh(JuW̃B) + ṼA tanh(JyW̃A) (C.23)

donde:

Ju =
[
u(k − 7) u(k − 8) · · · u(k − 25)

]

Jy =
[
y(k − 1) y(k − 2) · · · y(k − 15)

]

C.3.1. Entrenamiento de la red neuronal

Optimización de Wa

Wa(k + 1) = Wa(k)−
[
J(Wa)

TJ(Wa)− µI
]
J(Wa)

T

J(Wa) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂ra

∂ra
∂Wa

(C.24)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Wa) = −e(k)Vasech2(JyWa)J
T
y

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Wa) = −γVasech2(JyWa)J
T
y

Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Wa) = γVasech2(JyWa)J
T
y

Optimización de Wb

Wb(k + 1) = Wb(k)−
[
J(Wb)

TJ(Wb)− µI
]
J(Wb)

T

J(Wb) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂rb

∂rb
∂Wb

(C.25)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Wb) = −e(k)Vbsech2(JuWb)J
T
u

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Wb) = −γVbsech2(JuWb)J
T
u

Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Wb) = γVbsech2(JuWb)J
T
u
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Optimización de Va

Va(k + 1) = Va(k)−
[
J(Va)

TJ(Va)− µI
]
J(Va)

T

J(Va) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂ra

∂ra
∂Va

(C.26)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Va) = −e(k) tanh(JyWa)

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Va) = −γ tanh(JyWa)

Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Va) = γ tanh(JyWa)

Optimización de Vb

Vb(k + 1) = Vb(k)−
[
J(Vb)

TJ(Vb)− µI
]
J(Vb)

T

J(Vb) =
∂E

∂e

∂e

∂ŷ(k)

∂ŷ(k)

∂T

∂T

∂rb

∂rb
∂Vb

(C.27)

Caso 1: Si |e(k)| ≥ γ, J(Vb) = −e(k) tanh(JyWb)

Caso 2: Si e(k) > γ, J(Vb) = −γ tanh(JyWb)

Caso 3: Si e(k) < −γ, J(Vb) = γ tanh(JyWb)

Valor de pesos sinápticos de la estimación con valores at́ıpicos.

ṼA = 3.2548 ṼB = 3.7876
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W̃A =




−0.1608

0.1680

−0.0346

−0.1040

0.0025

−0.0095

0.0067

−0.0151

0.0078

−0.0089

−0.0030

−0.0012

−0.0031

0.0145

−0.0016




W̃B =




−0.0288

−0.0498

0.0288

0.0455

0.0234

0.0286

−0.0162

0.0029

0.0020

−0.0062

−0.0064

−0.0168

0.0058

−0.0194

−0.0039

−0.0122

0.0050

−0.0016




Valor de pesos sinápticos de la estimación sin valores at́ıpicos.

ṼA = 6.4375 ṼB = 3.3585
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W̃A =




−0.0779

0.0742

−0.0860

−0.1231

0.0074

−0.0091

−0.0563

−0.0478

0.0076

−0.0175

−0.0420

−0.0130

−0.0028

−0.0150

−0.0140




W̃B =




−0.0334

−0.0569

0.0312

0.0390

−0.0028

0.0299

0.0099

0.0199

0.0127

−0.0008

0.0063

−0.0163

0.0049

−0.0177

−0.0089

−0.0105

0.0014

−0.0075






Apéndice D

Estancia

Se realizó una estancia en la ciudad de Rennes, Francia con el fin de aumentar

habilidades y comprobar que los algoritmos desarrollados hasta el momento funcio-

naran adecuadamente.

Durante la estancia se manejaron herramientas que para este tema de tesis pod́ıan

ser de utilidad como estructuras de redes neuronales diferentes a las antes vistas,

clasificación de patrones mediante el uso de redes neuronales, entre otros.
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1. INTRODUCTION
Patern infants (born before 37 weeks of gestation) exhibit a very unstable breathing, typi-

fied by apneas or pauses in ventilation that may be accompanied by bradycardia, a decrease
of the heart beat rythm. This phenomenon is called as apnea of prematurity (AOP) and is
consequence for a underdeveloped brain and lungs. The AOP may appear spontaneosly, but
it can also be provoked or become more severe when other pathologies (specially spesis) are
present.

The continuous monitoring of breathing and cardiac frequencies are of crucial importance
to an early intervention and avoid or palliate the associated risks with recurrent apnea-
bradycardia. We can see our contribution classifying and diagnosticating using the breathing
signal and RR signal acquired in neonatal intensive care units (NICUs).

2. RESAMPLE

2.1. Electrocardiogram and R wave

The QRS complex is a name for the combination of three of the graphical deflections seen
on a typical electrocardiogram (ECG). It is usually the central and most visually obvious
part of the tracing. It corresponds to the depolarization of the right and left ventricles of the
human heart. In adults, it normally lasts 0.06–0.10 s; in children and during physical activity,
it may be shorter.

Typically an ECG has five deflections, arbitrarily named "P"to "T"waves. The Q, R, and
S waves occur in rapid succession, do not all appear in all leads, and reflect a single event,
and thus are usually considered together. A Q wave is any downward deflection after the P
wave. An R wave follows as an upward deflection, and the S wave is any downward deflection
after the R wave. The T wave follows the S wave, and in some cases an additional U wave
follows the T wave. The R wave is the largest wave in the QRS complex (see Fig. 1).

Fig. 1: Schematic representation of normal ECG
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2.2. RR interval

The time intervals between consecutive heart beats are customarily measured in the elec-
trocardiogram from the beginning of a QRS complex to the beginning of the next QRS
complex, so these intervals might be called QQ intervals, but they are conventionally named
RR intervals (see Fig. 2).

Fig. 2: Representation of the RR interval

As we said before, we used the rr and respiratory signal to make a classifier. First, we
used an algortihm to detect the R wave (see Fig. 3) and then we made a difference between
an actual R wave and the future R wave to create the RR interval (see Fig. 4). We did a
resample because the sample frequencies was different. For the ECG signal was 1kHz and
for the respiration signal was 62,5Hz. To fix the above, we found a relation between the
frequency of the ECG signal and the respiration signal and that is 16. After, I made the
resample of the respiratory signal rising the sample frequency 16 times. Then, we took the
instant of time of the R wave to make a sample with the amplitude of the respiratory signal.
This allows us have the same lengths of data of the RR signal and the respiratory signal.

Fig. 3: R wave detector.
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Fig. 4: RR interval.

3. ARX modeles
We can express an ARX model as:

y(t)+a1y(t−1)+· · ·+anay(t−na) = u(t−nk)+b1u(t−1−nk)+· · ·+bnbu(t−nb−nk)+v(t) (1)

where, an and bn are a coefficients, y(t) is the output signal, u(t) is the input signal and
v(t) is the disturbance. Using a q−1 transformation we can represent the arx model in a
compact form like (2)

y(t) =
B(q−1)

A(q−1)
u(t− nk) +

1

A(q−1)
v(t) (2)

to select the values of na, nb and nk, we set the value of nb and nk and we change the
value of na 15 times. After the 15 times we change the value of nb and so on with nk. After
that process we choose just one model of 2250 using the final prediction error criterion. We
can see the results on the Fig. 5.

Becaouse we did not have good results with the linear ARX model we proposed a Non-
Linear ARX model. This type model uses and neural network architecture (see Fig. 6). We
show in (3) the model for this architecure.

ŷ = yNL + yL
yNL = tanh(yNL1) ∗ aV ec
yNL1 = yNL2 ∗ bMat+ cV ec

yNL2 = UNQ
yL = YL1 ∗ L+ d
YL1 = UN ∗ P

(3)

5



Fig. 5: Results of the Linear ARX Model.

Fig. 6: Non-Linear ARX architecture
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where UN ∈ <na+nb , Q ∈ <(na+nb)(na+nb), P ∈ <(na+nb)(na+nb), L ∈ <na+nb , aV ec ∈ <nn,
bMat ∈ <(na+nb)nn, cV ec ∈ <nn, d ∈ < and nn is the number of neurons.

We did the same selection process of na, nb and nk. The results of this model are shown
on Fig. 6.

Fig. 7: Results of the non-linear ARX

The results are promising but the problem of this type of model is the number of parame-
ters that we need to estimate. Becaouse of that, we proposed another architecture of neural
network.

4. Extreme Learning Machine Classifier
The learning speed of feedforward neural network is in general far slower than required

and it has been a major bottleneck in their application. In this case we proposed the extre-
me learning machine algorithm for a single-hidden layer feedforward neural networks which
randomly chooses hidden nodes and analytaclly determines the output weights. The Fig. 7
shows the architecture for the past neural network and in (4) the neuromodel of that neural
network.

Ŷ =

[
ŷ0
ŷ1

]
= V ∗ ϕ(W ∗XT + θ) (4)

where W ∈ <HN(N+M), V ∈ <2HN , θ ∈ <(HN)S and X ∈ <S(N+M).

The input of the neural network was dynamical windows with five minutes of RR interval
at 4Hz and the respiration signal. The output was one (if the baby has sepsis) and zero (if
the baby has not sepsis). We can see the results of this metodology in the table 1 and table
2.

7



Fig. 8: Extreme Learning Machine Neural Network structure
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Table 1: Classifier results for the patient one to nine.
PATIENT 1 2 3 4 5 6 7 8 9
SEPSIS 1 0 0 1 1 1 1 1 1

Classifier mean 0.7 0.1 0.001 0.4 0.97 0.95 0.69 0.89 0.75

Table 2: Classifier results for the patient ten to eighteen.
PATIENT 10 11 12 13 14 15 16 17 18
SEPSIS 0 1 1 1 1 1 0 1 0

Classifier mean 0.38 0.72 0.6 0.97 0.65 0.68 0.1 0.03 0.002

5. CONCLUSION
They wanted to get the mathematical model to describe the behavior of the RR-interval

in order to know what the behavior of patients with sepsis and without sepsis. In order to
diagnose patients with sepsis . The results of this methodology were not efficient so we made
mobile windows in order to extend the information captured and have a better training in
the ELM neural network. This methodology was efficient and the results can be seen in Table
1 and Table 2 where we compute the mean of the outpur for the neural network. If the mean
of the output of the RNA exceeds the value of 0.5 meant that the patient has sepsis.

I am very grateful to the LTSI for the opportunity given to me as Dr. Hector Romero
and Dr. Alfredo Hernandez for allowing me to work with them.
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