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Tn Temperatura nominal de las celdas FV.
Gn Irradiancia nominal.
isc,n Corriente en corto circuito.
voc,n Voltaje en circuito abierto.
ki,v coeficientes de temperatura de corriente y voltaje de las celdas FV.
i01,02 Son las corrientes de saturación inversa de los diodos del modelo de las celdas.
k Constante de Boltzmann.
A1,2 Coeficientes de idealidad de los diodos.
Ppv Potencia de las celdas FV.
vpv Voltaje de las celdas FV.
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Nomenclaturas
∆P Cambio en el valor de la potencia actual y

el anterior de los paneles FV.
∆v Cambio en el valor del voltaje actual y

el anterior de los paneles FV.
Lm Inductancia de magnetización.
a Relación del número de vultas del devanado primario y

el secundario de un transformador.
vo Voltaje de salida.
io Corriente de salida.
d Ciclo de trabajo.
vg Voltaje del generador.
nsinc Velocidad de sincronismo del MI.
fs Frecuencia de las corrientes del estator.
np Número de pares de polos.
eind Voltaje inducido en los devanados del rotor.
τind Par inducido.
Br Campo magnético en el rotor.
Bs Campo magnético en el estator.
ndes Velocidad de deslizamiento del motor.
ωdes Velocidad de deslizamiento del motor en radianes sobre segundo.
Es,r Voltaje inducido en el estator y el rotor.
Xls Reactancia de dispersión del estator.
Lls Inductancia de dispersión del estator.
rs Resistencia del estator.
rr Resistencia del rotor.
Xlr Reactancia de dispersión del rotor.
Llr Inductancia de dispersión del rotor.
s Deslizamiento del motor.
ωsinc Velocidad de sincronismo del motor en radianes sobre segundo.
Er Voltaje inducido en el motor.
Er0 Voltaje inducido cuando el rotor del motor esta en estado bloqueado.
Ir Corrientes del rotor.
r′r Resistencia del rotor referida al estator.
γ Peso específico del fluido.
hL Pérdidas de energía.
q1, q2, q3 Cargas eléctricas en las mallas del convertidor boost.
RL Pérdidas en el inductor del convertidor boost.
vc1 Voltaje de las celdas FV.
C1 Capacitor de los paneles FV.
L Inductor del convertidor boost.
C2 Bus de CD.
vc2 Voltaje en el bus de CD.
RCD Carga adicional.
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Nomenclaturas
vRL Voltaje en la resistencia RL del convertidor boost.
VL Voltaje en el inductor del convertidor boost.
ic1 Corriente en el capacitor C1 de los paneles FV.
iRL Corriente en la resistencia RL del convertidor boost.
iL Corriente en el inductor del convertidor boost.
ic2 Corriente en el bus de CD.
vL Voltaje en el inductor del convertidor boost.
λL Enlaces de flujo magnético del inductor del convertidor boost.
qc1 Carga eléctrica en el capacitor de los paneles FV.
qc2 Carga eléctrica en el bus de CD.
Q1−6 Interruptores del inversor trifásico.
iabc,s Corrientes en coordenadas abc del estator.
qabc,s Cargas eléctricas en coordenadas abc del estator.
vCD Voltaje de CD.
iCD Corriente de CD.
qCD Carga eléctrica de CD.
S1−6 Señales de conmutación del inversor.
v2,4,6 Voltajes en las ramas del inversor.
iQ1,3,5 corrientes que circulan en los interruptores del inversor.
qQ1,3,5 Cargas eléctricas que circulan en los interruptores del inversor.
vabs Voltaje línea-línea entre la fase a y b del estator.
vbcs Voltaje línea-línea entre la fase b y c del estator.
vcas Voltaje línea-línea entre la fase c y a del estator.
v{2,4,6}−g Voltaje de línea a tierra.
vn−g Voltaje neutro a tierra.
λ′
abc,r Enlaces de flujo magnético abc del rotor referidos al estator.

λabc,s Enlaces de flujo magnético abc del estator.
i′abc,r Corrientes abc del rotor referidas al estator.
vabc,s Voltajes abc del estator.
Ls Inductancias del estator.
L′
r Inductancias del rotor referidas al estator.

Lsr Inductancia de magnetización.
θr Ángulo electromagnético.
L Matriz de inductancias.
θrm Ángulo mecánico.
ωr Velocidad angular electromagnética.
ωrm Velocidad angular mecánica.
J Coeficiente de inercia del MI.
τe Par electromagnético.
B Coeficiente de fricción del MI.
qm Coordenada generalizada mecánica.
qe Coordenada generalizada eléctrica.
Ks,r Matrices de transformación a qd0 para el estator y el rotor.
θ Ángulo de transformación a qd0 para el estator.
β Ángulo de transformación a qd0 para el rotor.
fabc Función de coordenadas abc.
fqd0 Función de coordenadas qd0.
ω Velocidad angular de transformación a qd0 para el estator.
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Nomenclaturas
ω1,2 Velocidad del motor nominal y velocidad nueva del motor.
τL1,L2 Par nominal y par ante una nueva velocidad.
Pm1,m2 Potencia mecánica nominal y potencia mecánica ante una nueva velocidad.
µb Eficiencia de la bomba centrífuga.
imi Corriente de CD demandada por el inversor y el motor.
Kp Ganancia proporcional del control vF.
Ki Ganancia integral del control VF.
Pin Potencia de entrada en el convertidor elevador.
Po Potencia de salida del convertidor.
vmp Punto de máximo voltaje de las celdas FV.
zFV Impedancia de los paneles FV.
zo Resistencia en la salida del convertidor.
Pmp Punto de máxima potencia de los paneles FV.
Pmotor Potencia del motor.
PRCD

Potencia en la carga adicional del convertidor.
µmotor Eficiencia del motor.
∆iL Valor del 1 % de la corriente en el inductor del convertidor.
fs Frecuencia del convertidor boost.
∆vo Valor del 1 % del voltaje de salida del convertidor boost.
∆vmp Valor del 1 % del voltaje máximo de las celdas FV.
Lh Inductancia hidráulica.
vrms Voltaje cuadrático medio.
vmax Voltaje máximo la onda senoidal.
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Resumen
En esta tesis se presenta el modelado matemático de un sistema de bombeo alimentado por un

sistema de potencia fotovoltaico, con el propósito de analizar y comprender su funcionamiento y
la interacción entre los distintos subsistemas que lo componen. En el presente trabajo se proponen
dos metodologías de modelado matemático: 1) Metodología tradicional, que utilizan las leyes físicas
que gobiernan a los subsistemas. 2) Metodología Euler-Lagrange, que utiliza funciones de energía.

El caso de estudio es un sistema de bombeo fotovoltaico aislado que no considera el uso de fuentes
de almacenamiento y se aplica para el suministro de agua de un hogar en una comunidad rural. Es
importante mencionar que al no considerar una fuente de almacenamiento la potencia requerida
por el motores limitada y va a variar en función de la irradiancia solar, la cual es variable. Por
lo anterior es necesario aprovechar la máxima energía posible obtenida de las celdas fotovoltaicas
aplicando un seguimiento del punto de máxima potencia y alargando el tiempo de funcionamiento
del sistema de bombeo por día. De igual manera, para satisfacer la demanda hidráulica y reducir
el consumo eléctrico del motor se utiliza una estrategia de control V/F para regular la velocidad
del motor y al ir variando esta velocidad en función de la potencia eléctrica disponible, reducir la
demanda de potencia generada por la bomba.

El sistema propuesto se compone por una fuente fotovoltaica, un convertidor CD/CD, un con-
vertidor CD/CA (inversor), un motor de inducción trifásico y una bomba centrífuga, los cuales se
modelan por separado para fines de modelado tradicional para analizar su interacción física entre
estos. Mientras que el el enfoque energético Euler-Lagrange utiliza una función de energía general
conocida como lagrangiano que describe la interacción energética entre estos, lo que permite obte-
ner el comportamiento dinámico de todo el sistema simplificando el desarrollo matemático.

Cabe mencionar que actualmente en la literatura existen modelos matemáticos de sistemas de
bombeo alimentados por sistemas fotovoltaicos mediante la metodología tradicional, las cuales se
obtienen por separado y se analiza su interacción física, sin embargo, no hay algún modelo completo
utilizando el enfoque energético Euler-Lagrange que considere la interacción energética de todos los
subsistemas en conjunto. Por lo tanto, se realiza el modelado matemático tanto por la metodología
tradicional como el enfoque energético Euler-Lagrange y se valida mediante simulaciones dentro
del entorno Matlab/Simulink.
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Abstract
This tesis presents the mathematical modeling of a pumping system powered by a photovoltaic

power system, in order to analyze and understand the operation of the system and the interaction
between the various subsystems that comprise it. The present work proposes 2 modeling metho-
dologies: 1) The conventional method, which employs the use of the physical laws that govern the
system. 2) Using the Euler-Lagrange methodology, which uses energy and coenergy functions.

The case study is a pumping system for the supply of water to a household in a rural community.

The proposed system consists of a photovoltaic source, a boost DC/DC converter, a DC/AC
converter (inverter), a three-phase induction motor and a centrifugal pump, which for conventional
modeling purposes must be set individually in order to characterize their physical interaction with
each other while the Euler-Lagrange energy model describes the energy interaction between the
different subsystems by means of a general coenergy function known as colagrangian, allowing to
obtain the dynamics of the whole system simplifying the mathematical development, applying a
maximum power point tracking control (MPPT) for the photovoltaic cells and a V/F control for
the induction motor.



Capítulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes

La tecnología fotovoltaica (FV) es un campo muy estudiado actualmente, debido al crecimiento en
las aplicaciones a las que esta tecnología se ha implementado, usando los sistemas electrónicos de
potencia. Esta combinación proporciona las siguientes ventajas: en el aspecto ambiental reemplaza
a las fuentes de energía no renovables ayudando a mitigar los gases de efecto invernadero que pro-
vienen de las fuentes de energía convencionales. En el aspecto social provee una alternativa para
producir la energía eléctrica para las comunidades rurales a las cuales no llega la red pública y las
comunidades urbanas que dependen de recursos no renovables para generarla. De igual manera,
en el punto de vista económico la reducción de la demanda a la red pública reduce los costos de
operación, debido a que la producción de energía por medio de recursos fósiles es muy costosa
[Creutzig et al. (2017); Kabir et al. (2018)].

Una configuración muy utilizada en los sistemas electrónicos de potencia tanto a nivel residen-
cial, comercial e industrial es la utilización de un motor junto con un inversor con la finalidad de
generar acciones de control para diferentes procesos como lo son: sistemas de bombeo de agua,
sistemas de aire acondicionado, vehículos eléctricos, entre otros. Por lo anterior el motor más uti-
lizado es el motor de inducción (MI) tipo jaula de ardilla, debido a su amplia disponibilidad en
el mercado, su robustez y fiabilidad y sus bajos costos de mantenimiento [Marfoli et al. (2021);
Paramo-Balsa et al. (2022)].

Por otra parte, los sistemas de bombeo de agua son muy utilizados y demandan mucha ener-
gía eléctrica, principalmente en aplicaciones industriales donde la demanda de agua bombeada es
mayor. De igual manera, en las regiones rurales donde no llega el suministro de la red eléctrica
se opta por tomar una fuente de energía eléctrica mediante diesel o fuentes renovables como la
tecnología fotovoltaica con el objetivo de poder bombear agua [Mahjoubi et al. (2010)].

Por lo anterior, la integración de la tecnología FV a los sistemas de bombeo propone una aporta-
ción para el ámbito ambiental, económico y social aprovechando las ventajas de la energía FV.

La Figura 1.1 muestra las dos configuraciones posibles de un sistema de bombeo con un siste-
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ma fotovoltaico [Acosta Calderon (2020); Abella and Romero (2009)].

Interconectado a la red: Es un sistema interconectado a la red eléctrica para compensar
la falta de potencia de la fuente fotovoltaica y satisfacer la demanda requerida por la carga.

Aislado: Donde la fuente principal son únicamente las celdas fotovoltaicas, buscando obtener
el equilibrio de potencias entre la potencia fotovoltaica y la demandada por la carga.

Figura 1.1: Clasificación de los sistemas de bombeo fotovoltaicos.

Por lo anterior, muchos investigadores han abordado a los sistemas de bombeo fotovoltaicos desde
distintas configuraciones. En Muralidhar and Rajasekar (2021) se presenta un estudio comparativo
de varios autores acerca de las configuraciones, características y el rendimiento que tienen los
diferentes sistemas de bombeo alimentados por paneles solares, mostrando una aplicación viable
en comunidades rurales como en industriales.

1.2. Estado del arte

1.2.1. Configuraciones de los sistemas de bombeo FV

El análisis del estado del arte se enfoca en la comparación de diversas configuraciones y estrategias
de control utilizadas en sistemas de bombeo alimentados por energía solar fotovoltaica. Los tra-
bajos revisados abordan dos tipos de estructuras, las de etapa simple que utilizan un inversor sin
necesidad de un convertidor CD/CD. Y las de etapa múltiple que emplean un convertidor CD/CD
y un inversor. La estructura más general es la de etapa múltiple que incluye generador fotovoltai-
cos, convertidor CD/CD, inversor, motor de inducción y bomba centrífuga, debido a que se dividen
las tareas de control en cada convertidor, simplificando la complejidad del sistema. Entre las estra-
tegias de control, se destacan el seguimiento del punto de máxima potencia (MPPT, por sus siglas
en inglés) basado en lógica difusa y el uso de convertidores CD/CD (SEPIC) en combinación con
inversores, a pesar de esto, se observa una preferencia por el convertidor boost tradicional debido
a su diseño simplificado y su adaptabilidad para operar bajo diversas condiciones de irradiancia,
así como, el MPPT P&O debido a su fácil implementación. Además, se respalda que los sistemas
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de etapa simple tienden a ofrecer un rendimiento más eficiente en comparación con los sistemas
de etapa múltiple, que pueden resultar en una mayor complejidad debido a la combinación de
estrategias de control en un solo convertidor. Entre los estudios revisados se encuentran los de
Othomani et al. (2017) que se centra en el modelado de un sistema de bombeo fotovoltaico, así
como los trabajos de Elgharbi et al. (2019); Muralidhar and Rajasekar (2021); Angadi et al. (2021),
que ofrecen perspectivas y comparativas adicionales en la temática.

1.2.2. Celdas FV y convertidor CD/CD (boost)

Para analizar la interacción entre las celdas fotovoltaicas y el convertidor CD/CD y facilitar el
control MPPT, se realizó una revisión de los trabajos relacionados. En cuanto al modelado de las
celdas FV, se ha observado una preferencia por el modelo de 5 parámetros en trabajos como Abella
and Romero (2009); Ishaque et al. (2011); Ibrahim and Anani (2017); Batzelis and Papathanassiou
(2015), a pesar de que se menciona que el modelo de doble diodo es más preciso, ya que proporciona
una curva V-I más precisa al considerar el fenómeno de recombinación. Sin embargo, este enfoque,
aunque es más preciso, resulta matemáticamente complejo y requiere un mayor tiempo de cálculo,
como se señala en Ortiz et al. (2020). Por otro lado, en lo que respecta al convertidor CD/CD
boost, es la elección más común en la literatura. Esto motivó una búsqueda sobre su modelado y
su interacción con los paneles FV.

Uno de los trabajos revisados, Martínez (2020), abordó el modelado de diversas topologías de
convertidores CD/CD utilizando la metodología de Euler-Lagrange con una fuente convencional.
Además, se encontraron otros estudios, mencionados en Rafika et al. (2018); Lescas (2017); Farhat
et al. (2016); Ouachani et al. (2013), donde se desarrollaron modelos matemáticos para el converti-
dor boost, tomando en cuenta su interacción con las celdas FV y aplicando técnicas de MPPT. Sin
embargo, estos modelos se basan en el enfoque tradicional de Kirchhoff, que se apoya en la suma
de voltajes y corrientes. Esto plantea la necesidad de definir un modelo que describa la interacción
de este subsistema mediante el enfoque energético de Euler-Lagrange.

1.2.3. Convertidor CD/CA (Inversor)

En la búsqueda de trabajos relacionados con el modelado de inversores, se ha encontrado el en-
foque propuesto por Beristáin and Pérez (2022), quien presenta un modelo matemático para un
inversor trifásico bidireccional utilizando las señales de conmutación. Así mismo, Martinez et al.
(2023) emplea una metodología de modelado similar para un sistema fotovoltaico interconectado a
la red, utilizando un inversor tanto para la interconexión con la red eléctrica como para controlar
un motor de inducción.

Estos modelos se desarrollan a través de un enfoque tradicional que se basa en variables fun-
damentales, como corrientes y voltajes. Además, otras investigaciones, como las presentadas en
Lee (2004); Wang et al. (2008), aplican el enfoque de Euler-Lagrange al modelado de convertidores
CA/CD trifásicos, mostrando una metodología que se puede aplicar al modelado de los convertido-
res CD/CA, lo que permite obtener la dinámica de las corrientes en cada fase y el comportamiento
del voltaje en el bus de CD, considerando las señales de conmutación de los interruptores. En resu-
men, estos enfoques de modelado han demostrado ser efectivos en la descripción de los inversores.
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1.2.4. Motores

En el análisis de literatura, se ha identificado una serie de investigaciones que abordan el modelado
y comportamiento de sistemas de bombeo alimentados por celdas fotovoltaicas (FV), considerando
diferentes tipos de motores y sistemas de conversión. Por ejemplo, Farhat et al. (2016) se enfoca
en un motor de imanes permanentes de corriente alterna (CA), destacando su eficiencia, particu-
larmente en aplicaciones de sistemas de bombeo. Por otro lado, Valenzuela (2020) se centra en un
sistema de bombeo con un motor de CD, desarrollando su modelo matemático y aplicando un algo-
ritmo de control P&O para el seguimiento del punto de máxima potencia (MPPT). Por otro lado,
Hamrouni et al. (2009) modela un sistema de bombeo fotovoltaico de corriente alterna, utilizando
un convertidor CD/CD buck y un motor de inducción trifásico, mientras que Malla et al. (2011)
considera un convertidor CD/CD boost en un sistema de bombeo con dos motores de inducción
trifásicos como carga del inversor. Por último, Periasamy et al. (2015) explora dos estructuras de
sistemas de bombeo: una de etapa múltiple, que integra celdas FV, un convertidor CD/CD, un
inversor trifásico y un motor de inducción junto con la bomba centrífuga; y una estructura de etapa
simple, que emplea celdas FV, un inversor trifásico y un motor de inducción para la bomba. Estas
investigaciones ofrecen un panorama diverso de topologías y soluciones para sistemas de bombeo
fotovoltaico, teniendo en cuenta la elección del motor y la configuración del sistema de conversión.

Todos estos trabajos mencionados obtienen su modelo matemático utilizando la metodología tra-
dicional, no obstante en Hernández et al. (2019) se desarrolla el modelo matemático del motor
de inducción trifásico utilizando el enfoque energético de Euler-Lagrange con una fuente trifásica
convencional sin utilizar ninguna estrategia de control.

1.2.5. Sistema de bombeo

En esta revisión se buscaron sistemas de bombeo alimentados por celdas fotovoltaicas que emplean
diferentes tipos de motores junto con sistemas CD/CD o CD/CA. Se identificó que la bomba
centrífuga es el tipo más comúnmente utilizado en la literatura, lo que motivó el desarrollo de un
modelo completo que considera la interacción de las celdas FV con componentes como el convertidor
boost, inversor trifásico, motor de inducción y la bomba centrífuga, siguiendo una metodología
similar a la investigación de Muralidhar and Rajasekar (2021). Además, se encontró que Agnello
(2021) aborda un modelo matemático estático mostrado en el conjunto de Ecs.(1.1)-(1.3) para
sistemas de bombeo convencionales en aplicaciones de separación de hidrocarburos, calculando
coeficientes para las curvas características de las bombas y empleando las leyes de afinidad.

H = a0Q
4
b + a1Q

3
b + a2Q

2
b + a3Qb + a4 (1.1)

Qb1

Qb2

=
N1

N2

(1.2)

Hb1

Hb2

=

(
N1

N2

)2

(1.3)

Donde:
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H es la altura de bombeo obtenida por polinomios de aproximación, Qb1,b2 son el caudal de bombeo
en la velocidad 1 y la velocidad 2 de rotación, N1,2 son las velocidades de rotación 1 y 2, Hb1,b2 son
las alturas 1 y 2 correspondientes a las velocidades de rotación.

En Errouha et al. (2020) se enfoca en un control óptimo para motores de inducción en siste-
mas de bombeo FV, utilizando control MPPT basado en lógica difusa y modelos matemáticos
para inversores, motores y para el modelo de la bomba, aplica un modelo estático basado en leyes
de afinidad, mostrado en el conjunto de ecuaciones (1.4)-(1.6).

Qb2 = Qb1

(
N2

N1

)
(1.4)

Hb2 = Hb1

(
N2

N1

)2

(1.5)

Pb2 = Pb1

(
N2

N1

)3

(1.6)

Por otro lado, Hamad et al. (2016) desarrolla un modelo para sistemas de bombeo de CA, invo-
lucrando componentes como fuente de CA, rectificador, inversor trifásico, motor de inducción y
bomba centrífuga, manteniendo el enfoque en las leyes de afinidad para modelar la bomba expre-
sado en (1.7)-(1.9).

Qb1

Qb2

=
N1

N2

(1.7)

Hb1

Hb2

=

(
N1

N2

)2

(1.8)

Pb1

Pb2

=

(
N1

N2

)3

(1.9)

Sepúlveda (2022) investiga el punto de operación de la bomba en sistemas de bombeo FV, incor-
porando leyes de afinidad previamente mostrado en (1.10) y considerando alturas del sistema de
bombeo mediante la ecuación de Bernoulli mostrado en (1.11). Posteriormente calcula las pérdidas
de energía hf en la expresión (1.12), calculando valores de velocidad del fluido en (1.13), el número
de Reynolds (1.14) y la viscosidad del fluido en (1.15), para poder obtener una altura que considera
las pérdidas en la Ec. (1.16). De igual manera, mediante una aproximación polinomial desarrolla
la curva característica de la bomba mostrado en la Ec. (1.17), con los valores de altura y caudal,
obtiene la potencia hidráulica en (1.18).
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Qb2 = Qb1
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)
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(
N2
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hs − hf =

(
P2

ρg
+

v2
2

2g
+ z2

)
−
(
P1

ρg
+

v1
2

2g
+ z1

)
(1.11)

hf =
v2

2g

(
fr

l

D
+ Σkh

)
(1.12)

v =
Qb

A
(1.13)

Re =
vD

v
(1.14)

fr = fcn
(
Re,

ε

D

)
(1.15)

hs (Q) =
Q2

b

2gA2

(
fr

l

D
+ Σk +∆z1−2

)
(1.16)

hb = a0Q
3
b + a1Q

2
b + a2Qb + a3 (1.17)
Ph = ρgHQb (1.18)

Donde:

P1,2 son las presiones del lado de succión y de descarga en el sistema de tuberías, z1,2 son las
alturas de succión y de descarga, fr es el coeficiente de viscosidad del fluido, k, ε son coeficientes
del sistema, Re es el número de Reynolds, l, D y v son la longitud de la tubería, el diametro de la
tubería y la velocidad del fluido.

García et al. (2013) aborda el modelado de sistemas de bombeo convencionales con motores de in-
ducción monofásicos, centrándose en el diseño de modelos para los motores y obteniendo mediante
un modelo estático el par de la bomba y la altura de bombeo para la parte de la bomba centrífuga
mostrados en las Ecs. (1.19)-(1.20).

TL = at2Q
2
b + at1Qbωrm + at0ω

2
m (1.19)

H = −ah2Q
2
b − ah1Qbωrm + ah0ω

2
m (1.20)

Donde:

TL es el par de la bomba, H es la altura de bombeo y ωrm,m son las velocidades angulares eléctrica
y mecánica del motor.

Finalmente, ŁUKASIK (2018) presenta un modelo dinámico de sistemas de bombeo convencio-
nales con fuente de CA, con enfoque en motores de inducción trifásicos y bombas centrífugas,
utilizando la formulación Euler-Lagrange para representar la relación implícita entre los compo-
nentes del sistema con el sistema de tuberías el cual se presenta en la Ec. (1.21).
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d

dt
(Qb) =

1

Lh

(
ρg (H2 −H1) + Patm −RhQ

2
b

)
(1.21)

El término ρg (H1 −H2) + Patm representa la presión hidrostática del sistema de bombeo en tér-
minos de las alturas de succión y descarga H1,2, Patm es la presión atmosferica y RhQ

2
b representa

las pérdidas de energía en el sistema, donde Rh es la resistencia hidráulica.

También, Goppelt et al. (2018) obtiene un modelo dinámico del caudal expresado en (1.22) y
de la presión en la Ec. (1.23) de una bomba centrífuga utilizando una analogía electro hidráulica
donde considera una inductancia hidráulica Lh, una capacitancia hidráulica Ch y una resistencia
hidráulica Rh considerando una altura estática expresada en (1.24).

d

dt
(Qb) =

1

Lh

(
Koω

2 − p−R1ωQb −R2Q
2
b

)
(1.22)

d

dt
(p) =

1

Ch

(Qb −QA) (1.23)

H = aF Q̇b + hπQ
2
b +Hestatica (1.24)

Donde Qb, p,H son las variables hidráulicas de caudal, presión y altura, ko es el factor de ganancia
del sistema, R1,2 son las resistencias del sistema, QA es el caudal del sistema de tuberías y af y hπ

son constantes del sistema de tuberías.

Otro trabajo que maneja un modelo dinámico de la bomba es el de Korsell and Ydén (2021),
donde para fines de control obtiene el modelo del caudal de la bomba Qb expresado en (1.25), así
como el modelo dinámico del caudal que circula por la válvula Qv mostrado en (1.26).

d

dt
(Qb) =

Kpub −Qb

Tb

(1.25)

d

dt
(Qv) =

Kvuv −Qv

Tv

(1.26)

Donde Kb y Kv son las ganancias de la bomba y de la válvula, Tb y Tv son las constantes de tiempo
para la bomba y la válvula.
Por último, en el trabajo de Yeşil and Şahin (2022) se obtiene las dinámicas de las alturas ht1 y ht2

para controlar el caudal de una bomba centrífuga con un tanque de agua tal como se describe en
la Ec.(1.27) y (1.28). El valor de las alturas, repercute en los valores del caudal como se visualiza
en las Ecs. (1.29)-(1.32).
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d

dt
(ht1) =

Q1 −Q2

A1

(1.27)

d

dt
(ht2) =

Q2 −Q3 −KbvQ4

A2

(1.28)

Q1 = kPWMWmax (1.29)
Q2 = s2a2

√
2g(ht1 − ht2) (1.30)

Q3 = s3a3
√
2gh2 (1.31)

Q4 = Kbvs4a4
√
2ght2 (1.32)

Para este caso Q1−4 son los caudales presentes en el sistema. ht1−t2 son las alturas de los 2 tanques
del sistema kPWM y Kbv son ganancias del PWM y de la válvula.

1.2.6. Aspectos relevantes de la revisión del estado del arte

Dentro de los aspectos más relevantes de la revisión del estado del arte son:

En este trabajo de tesis se trabaja con un sistema de etapa múltiple conformado por el
sistema FV, el convertidor elevador, el inversor trifásico, el motor de inducción trifásico y la
bomba centrífuga, ya que es el más utilizado en la literatura y simplifica las tareas de control
al dividir las tareas para el MPPT y la velocidad del motor. De igual manera, se pretende
aplicar la estrategia de control P&O para el MPPT ya que es el más utilizado por los autores
debido a su fácil implementación y una estrategia de control V/F para el control del motor.

Hasta el momento no se ha encontrado en la literatura un modelo por Euler-Lagrange que
represente al convertidor elevador junto con los paneles FV, por lo tanto en el presente trabajo
se considera un modelo por Euler-Lagrange que considere ambos subsistemas en conjunto.

Para el modelado del inversor se diseña un modelo por funciones de conmutación desde el
enfoque energético Euler-Lagrange tomando ambas ideas de la revisión bibliográfica de este
subsistema.

Se han encontrado modelos por separado del motor de inducción, el convertidor elevador y
la bomba centrífuga utilizando el enfoque Euler-Lagrange, demostrando que al utilizar esta
metodología se simplifica el desarrollo matemático.

De la revisión bibliografica presentada, se presentan modelos matemáticos integrados de
un sistema de bombeo FV utilizando la metodología tradicional, sin embargo, no se ha
encontrado algún trabajo que presente un modelo completo utilizando el enfoque energético
Euler-Lagrange que describa a un sistema de bombeo FV.

1.3. Planteamiento del problema
La creciente demanda de energía eléctrica y el interés en fuentes renovables han impulsado la
investigación en sistemas sostenibles. La energía fotovoltaica destaca como fuente prometedora,
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permitiendo implementarse en los sistemas eléctricos convencionales, tal es el caso del sistema de
bombeo. Para lograr una mayor comprensión del sistema, es esencial modelar, simular y analizar
cada componente del sistema de bombeo, así como su integración en un sistema completo.

Este sistema requiere dos acciones de control: 1) un control del seguimiento del punto de má-
xima potencia para aprovechar la máxima energía posible obtenida de las celdas FV ya que no
cuenta con un sistema de almacenamiento, por lo cual, el tiempo de funcionamiento del sistema
se ve limitado. 2) un control de velocidad para arranque suave del motor y ajustar la velocidad
requerida por la bomba. Por ello es necesario el diseño de un modelo matemático que integre los
diferentes subsistemas, esta integración conlleva a varios desafíos, 1) El enfoque de modelado que
se requiere analizar: leyes físicas, enfoque energético y no linealidades. 2) Características propias
del sistema que incluye la variabilidad de la irradiancia solar, la eficiencia de los convertidores y
la sincronización de los elementos del sistema. Como se ha visto en la literatura existen modelos
completos empleando leyes físicas y diferentes estrategias de control. En este trabajo se propone
modelar matemáticamente utilizando dos enfoques: el primero es un enfoque tradicional en donde
se utilizan las leyes físicas. El segundo es el enfoque energético de Euler-Lagrange.

1.4. Hipótesis
Es posible obtener el modelo matemático mediante enfoque energético que represente el compor-
tamiento de un sistema de bombeo alimentado por un sistema de potencia fotovoltaico.

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo General

Modelar, simular y analizar un sistema de potencia fotovoltaico aplicado a un sistema de bombeo
ante diferentes condiciones de operación.

1.5.2. Objetivos Particulares

Modelar, simular y analizar el funcionamiento de las celdas fotovoltaicas.
Modelar, simular y analizar el funcionamiento del convertidor CD/CD elevador (Boost).
Modelar, simular y analizar el funcionamiento del convertidor CD/CA trifásico.
Modelar, simular y analizar el funcionamiento del motor de inducción trifásico.
Modelar, simular y analizar el funcionamiento del sistema de bombeo.
Modelar, simular y analizar el funcionamiento del sistema de bombeo alimentado por el
sistema de potencia fotovoltaico.

1.6. Justificación
Debido a la creciente demanda de fuentes de energía sostenible y la imperante necesidad de reducir
los costos asociados con la energía eléctrica, los sistemas de energía solar fotovoltaica han emergido
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como una solución altamente solicitada en la actualidad. Esta tendencia se ve respaldada por la
constante disminución de los precios de las celdas FV, lo que hace que los sistemas de bombeo
alimentados por energía solar sean cada vez más adecuados para su implementación, cobrando una
importancia significativa al abordar la problemática de la falta de suministro de energía y agua
que enfrentan numerosas comunidades rurales. La aplicación de sistemas de bombeo fotovoltaicos
se presenta como una solución, ya sea para satisfacer las necesidades de suministro de agua en
los hogares o para respaldar los sistemas de riego agrícola [Franco et al. (2020); Mahjoubi et al.
(2010); Chy et al. (2015); Villegas et al. (2018)].

Este trabajo de investigación se centra en el modelado matemático de un sistema de bombeo
alimentado por energía solar, empleando dos enfoques de modelado diferentes, a pesar de que am-
bos modelos muestran la misma dinámica, la diferencia es que el primero describe a los subsistemas
por separado y así buscar la relación física entre las distintas leyes que se rigen, mientras que el
segundo enfoque muestra una metodología en donde no es necesario dividir en diferentes subsis-
temas, ya que implícitamente mediante una función de energía se puede obtener la dinámica del
sistema completo, además de que sus propiedades estructurales facilitan el análisis de estabilidad
y el diseño de controladores. Estos modelos se presentan con el objetivo de analizar su viabilidad,
eficiencia y potencial para brindar soluciones a desafíos cruciales en comunidades rurales, donde el
acceso a energía y agua es fundamental para el bienestar y el desarrollo sostenible.

1.7. Metodología

1.7.1. Descripción del sistema de bombeo

Los sistemas de bombeo son un conjunto de subsistemas que interactúan en conjunto con la fina-
lidad de mover un líquido, generalmente desde un punto más abajo hasta una ubicación más alta.
Estos sistemas son esenciales en cualquier sector como la industria, la agricultura, entre otros. La
estructura general de un sistema de bombeo se conforma por una fuente de alimentación eléctrica,
un motor, una bomba, un punto de succión y un punto de descarga y un sistema de tuberías.
En este trabajo de tesis, se plantea abordar el sistema de bombeo desde la fuente de alimentación,
la cual es una fuente fotovoltaica hasta la parte de la bomba, debido a que es el elemento principal
que genera el par necesario para transportar el fluido.

La metodología utilizada en el desarrollo de este trabajo se llevó a cabo de la siguiente mane-
ra: Se realizó una búsqueda del estado del arte acerca de las topologías utilizadas en los sistemas
de bombeo fotovoltaicos con el objetivo de identificar los elementos que conforman al sistema.
Posteriormente se obtuvieron los modelos generales de cada subsistema por separado para validar
su funcionamiento con escenarios de simulación particulares para cada uno, los cuales se clasifi-
caron en el siguiente secciones: 1) Las celdas fotovoltaicas con el convertidor CD/CD elevador, 2)
el convertidor CD/CA trifásico 3) el motor de inducción trifásico, 4) bomba centrífuga, como se
visualiza en la Fig. 1.2.
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Figura 1.2: Secciones de modelado.

Posteriormente se integraron los modelos obtenidos y se hizo un dimensionamiento para la obten-
ción de los parámetros correspondientes al caso de estudio tal como se visualiza en la metodología
de la figura 1.3.

Figura 1.3: Metodología de trabajo.

1.8. Aportación
El presente trabajo busca la obtención de dos modelos completos que describan adecuadamente el
comportamiento de un sistema de bombeo alimentado por celdas FV, uno mediante la metodología
tradicional que involucra a las leyes físicas y otro utilizando el enfoque energético Euler-Lagrange,
así como la implementación de estrategias de control para las variables involucradas de los modelos.

Aportación 1:Obtener el modelo matemático tradicional y Euler-Lagrange de las celdas
fotovoltaicas con el convertidor boost.
Aportación 2: Obtener el modelo matemático tradicional y Euler-Lagrange del convertidor
CD/CA.
Aportación 3: Obtener el modelo matemático tradicional y Euler-Lagrange del motor de
inducción trifásico.
Aportación 4:Obtener el modelo de la bomba centrífuga.
Aportación 5:Integrar los modelos matemáticos que describan el sistema completo.
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1.9. Contenido del documento de tesis
Lo siguiente del contenido de la tesis se organiza de la siguiente manera: El segundo capítulo
presenta el principio de funcionamiento de los diferentes subsistemas de un sistema de bombeo
alimentado por paneles solares, así como su correspondiente marco teórico.

En el tercer capítulo se muestra el desarrollo de las dos metodologías de modelado (Euler-Lagrange
y Leyes físicas) para los diferentes susbsistemas y las acciones de control utilizadas en este trabajo.

En el cuarto capítulo se presentan los resultados obtenidos de cada escenario de simulación.

Finalmente, en el quinto capítulo se muestran las conclusiones obtenidas de este trabajo de tesis.



Capítulo 2

Marco teórico

2.1. Sistemas de bombeo fotovoltaicos

2.1.1. Descripción de los sistemas de bombeo alimentados por sistemas
fotovoltaicos

El sistema de bombeo alimentado por energía solar fotovoltaica es un sistema que consta de
varios subsistemas interconectados que aprovechan la energía solar para proporcionar un suministro
de agua. Se puede hacer uso de un sistema de acondicionamiento de potencia (Convertidores
electrónicos CD/CD y CD/CA) que ayudan a operar al motor de la bomba ya sea de CD o CA
y sacar el mayor aprovechamiento de la tecnología FV. mediante controladores MPPT. De igual
manera, se puede optar por el uso de sistemas de almacenamiento que proporcionan energía al
sistema en caso de que la energía proporcionada por los paneles solares no sea la suficiente.

2.1.2. Clasificación de los sistemas de bombeo alimentados por celdas
fotovoltaicas

Existen varias configuraciones dentro de un sistema de bombeo fotovoltaico, las cuales se determi-
nan tomando en cuenta los siguientes requerimientos necesarios del sistema [Abella and Romero
(2009); Chilundo et al. (2018)]:

Requerimientos hidráulicos:

Profundidad del nivel de succión del agua.
Altura geométrica o de descarga del agua por la bomba.
Altura dinámica en donde se presentan las pérdidas por fricción en el sistema de tuberías

y accesorios.
Caudal requerido.
Sistema de almacenamiento de agua.

La energía suministrada por la fuente fotovoltaica:

Irradiancia solar
Condiciones climatológicas

13
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Con base a los requerimientos anteriores, se definen las siguientes configuraciones para los sistemas
de bombeo [Abella and Romero (2009); Franco et al. (2020)]:

Sistema de bombeo interconectado a la red
Es aquel sistema el cual la fuente fotovoltaica va interconectado a la red eléctrica para
compensar la falta de energía cuando la fuente fotovoltaica no puede proveer la suficiente.

Figura 2.1: Sistema de bombeo interconectado a la red.

Sistema de bombeo aislado
Es aquel sistema que no cuenta con el suministro de la red eléctrica como en comunidades
rurales y la fuente fotovoltaica por si sola tiene que proveer la energía demandada por el
sistema. Por lo anterior, existen varios tipos de configuraciones en un sistema aislado.

Sistema de bombeo con motores CD.
Sistema de bombeo con motores CA.
Sistema de bombeo con baterías.

(a) Sistema de bombeo de CD aislado. (b) Sistema de bombeo de CA aislado.

(c) Sistema de bombeo con baterías.

Figura 2.2: Tipos de sistemas de bombeo aislados.

En el presente trabajo se utilizará un sistema de bombeo aislado con un motor de CA.
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2.1.3. Principio de funcionamiento del sistema de bombeo alimentado
por sistema FV propuesto.

Para este trabajo se pretende utilizar un sistema de bombeo fotovoltaico aislado sin sistema de
almacenamiento y utilizando un motor de CA. El principio de funcionamiento de este sistema
consiste en la transportación de un líquido de un punto a otro mediante la alimentación eléctrica de
un motor de CA por medio de paneles FV. Este proceso consta de la obtención de energía eléctrica
por captación de energía solar, esta energía obtenida por los paneles FV se regula mediante un
convertidor CD/CD, y posteriormente se transforma la energía de CD a CA por medio de un
inversor, el cual activa el motor para mover a la bomba centrífuga y bombear el agua tal como se
visualiza en la Fig. 2.3.

Figura 2.3: Principio de funcionamiento del sistema de bombeo alimentado por paneles FV aislado.

2.2. Modelado y caracterización de los paneles fotovoltaicos

Para analizar el comportamiento de las celdas, se estudian comúnmente 3 arreglos: El modelo de
5 parámetros, el modelo simplificado de un diodo y el modelo de doble diodo, los cuales sus circui-
tos equivalentes se muestran en la Fig. 2.4. Cada modelo se caracteriza mediante sus ecuaciones
correspondientes (2.1)-(2.3).

(a) Modelo simplificado un diodo
y una resistencia

(b) Modelo de cinco parámetros (c) Modelo de doble diodo

Figura 2.4: Tipos de modelos de los módulos FV.
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Modelo matemático simplificado de un diodo y una resistencia.

i = Np (ipv − iD)

ipv = (ipv,n +Ki(T − Tn))
G

Gn

iD = i01

(
e

q

(
V
Ns

+ iRs
Np

)
AKT − 1

)

i01 =
isc,n +Ki (T − Tn)

e

q (Voc,n +Kv (T − Tn))

NsAKT − 1

(2.1)

Modelo matemático de 5 parámetros.

i = Np

(
ipv − iD − 1

Rp

(
V

Ns

+
iRs

Np

))
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(2.2)

Modelo matemático de doble diodo.

i = Np

(
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1
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(
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(2.3)
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Donde i es la corriente de salida, Np y Ns son el número de celdas en paralelo y en serie, Ipv es la
fotocorriente, T es la temperatura y G se refiere a la irradiancia.

ipv,n, Tn, Gn, isc,n y voc,n son valores nominales, ki y kv son coeficientes de temperatura de la
corriente y el voltaje, i01 e i02 son las corrientes de saturación inversa de los diodos, q es la carga
del electrón, k es la constante de Boltzmann con un valor de 1.38 × 10−23 J/K. A1 y A2 son los
coeficientes de idealidad de los diodos.

Los paneles fotovoltaicos cuentan con dos curvas características, una que representa la relación
entre la corriente y el voltaje y la otra que muestra la relación entre la potencia y voltaje. Estas
curvas son fundamentales para visualizar el punto de máxima potencia, es importante señalar que
estas curvas se ven afectadas ante cambios en la temperatura y la irradiancia, como se muestra en
las Fig. 2.5.

Figura 2.5: Curvas características ante cambios en la irradiancia y la temperatura.

2.2.1. Punto de máxima potencia

El punto de máxima potencia (MPP, por sus siglas en inglés) se refiere al punto de operación en
donde la potencia eléctrica de las celdas fotovoltaicas es maximizada, de tal forma que se aprovecha
la mayor cantidad de energía producida por el arreglo fotovoltaico.

El término de seguimiento del punto de máxima potencia (MPPT, por sus siglas en inglés), es
el control automático que se encarga de ajustar el MPP mediante algoritmos aplicados en la parte
del acondicionamiento de potencia [Chy et al. (2015)], los cuales se encargan de ajustar el ciclo de
trabajo adecuado para el MPP de las celdas fotovoltaicas.

Por lo anterior, existen varios algoritmos MPPT basados en diferentes estrategias (Inteligencia
artificial, Perturbación, Conductancia, entre otros). En el presente trabajo, el algoritmo MPPT
utilizado es el Perturbar y Observar (P&O) visualizado en la Fig. 2.6, debido a su fácil implemen-
tación.
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Figura 2.6: Algoritmo P&O para el seguimiento del punto de máxima potencia.

El principio de funcionamiento de este algoritmo consiste en comparaciones de voltaje ∆v y de
potencia ∆P entre el valor en el instante k y el valor anterior, buscando la región de operación del
MPP, tal como se visualiza en la Fig. 2.7.



2.3. CONVERTIDORES ELECTRÓNICOS DE POTENCIA 19

Figura 2.7: Funcionamiento del algoritmo PO en los sistemas fotovoltaicos.

2.3. Convertidores electrónicos de potencia

Los convertidores electrónicos son sistemas de acondicionamiento de potencia que ajustan el vol-
taje y la corriente de salida con respecto al de entrada en función de las necesidades específicas
demandadas por la carga. Se clasifican en distintas categorías, como: CD/CD, CD/CA, CA/CD
y CA/CA, como se muestran a continuación en la Fig. 2.8., según se detalla en [Trzynadlowski
(2016); Hart and Barrado (2001)].
En este trabajo, se usaron convertidores CD/CD y CD/CA con el propósito de implementar un
control del seguimiento del punto de máxima potencia (MPPT, por sus siglas en inglés) para las
celdas fotovoltaicas, ajustando el ciclo de trabajo del convertidor CD/CD. Además, se requiere un
control de velocidad que ajuste el voltaje de salida del convertidor CD/CA mediante modulación
de ancho de pulso (PWM, por sus siglas en inglés).

Figura 2.8: Clasificación de los convertidores electrónicos de potencia por conversión de energía.

2.3.1. Descripción de los convertidores CD/CD

Estos convertidores desempeñan una función de transformar un voltaje de entrada continuo a otro
voltaje de salida distinto pero de igual manera de naturaleza continua. En el caso de aplicación
con paneles FV, se utilizan para determinar el punto de máxima potencia mediante el ajuste del
ciclo de trabajo, en caso de que la aplicación lo requiera [González et al. (2019); Gónzalez (2008);
Abella and Romero (2009)].



20 CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO

2.3.2. Clasificación de los convertidores CD/CD

Los convertidores CD-CD se clasifican en aislados y no aislados. Los convertidores aislados propor-
cionan un aislamiento eléctrico entre la fuente de alimentación y la carga, mientras que los no aisla-
dos se conectan de manera directa. Algunas topologías comúnmente utilizadas de los convertidores
aislados son los convertidores flyback y forward y dentro de las topologías de los convertidores
no aislados están los convertidores elevador,reductor y reductor-elevador [Pantaleo (2007)],
tal como se visualiza en la Fig. 2.9.

Figura 2.9: Clasificación de los convertidores CD-CD

Para el presente trabajo, se utiliza un convertidor CD-CD elevador el cual permite elevar el voltaje
de CD cuando el voltaje de los paneles FV es bajo debido a los cambios de irradiancia.

2.3.3. Principio de funcionamiento de los convertidores CD-CD

Topologías básicas de los convertidores CD-CD aislados

Convertidores flyback

El convertidor Flyback utiliza un transformador para almacenar la energía y posteriormente
liberarla. Su circuito equivalente se describe por la Fig. 2.10, donde La energía proporcionada
por vg es almacenada en la inductancia Lm cuando el interruptor d se encuentra cerrado y
libera la energía a la carga cuando el interruptor se encuentra abierto [Giménez Pérez (2016);
Pantaleo (2007)].
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Figura 2.10: Circuito equivalente del convertidor flyback.

La ecuación característica que describe al convertidor flyback en modo de conducción con-
tinua (MCC) tal como lo menciona en [Giménez Pérez (2016); Pantaleo (2007); Hart and
Barrado (2001)] y se visualiza en la expresión (2.4).

vo = vg

(
d

1− d

)
a (2.4)

Donde vo es el voltaje de salida y a es la relación del número de vueltas del devanado primario
y el secundario del transformador.

Convertidores forward

Otra topología de los convertidores aislados son los convertidores Forward, estos conver-
tidores necesitan de un tercer embobinado para descargar la energía hacia la carga, tal como
se visualiza en su circuito equivalente de la Fig. 2.11.

Figura 2.11: Circuito equivalente del convertidor forward.

Cuando el interruptor esta cerrado los devanados 1 y 2 transfieren la energía de la fuente del
generador vg a la carga; El devanado 3 se utiliza para regular la corriente del transformador
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entre cada periodo de conmutación. La ecuación que caracteriza a este convertidor se muestra
en la Ec. (2.5) obtenida de [Pantaleo (2007); Hart and Barrado (2001)].

vo = vg da (2.5)

Topologías básicas de los convertidores CD-CD no aislados

Las topologías básicas de los convertidores CD-CD no aislados son [Durango et al. (2017); Arteaga
(2019); Abella and Romero (2009)]:

Convertidor CD/CD reductor (Buck)

El convertidor Buck reduce la salida de voltaje con respecto al voltaje de entrada, el cual su
circuito equivalente se describe por la Fig. 2.12, donde vg es el voltaje del generador, d es el
ciclo de trabajo del convertidor, iD es la corriente del diodo, iL es la corriente del inductor,
C es el bus de CD y vo e io es el voltaje y la corriente de la carga.

Figura 2.12: Circuito equivalente del convertidor Buck.

La Fig. 2.12 describe el circuito equivalente del convertidor Buck. Cuando el interruptor esta
cerrado, entonces la corriente circula en dirección a la carga y cuando el interruptor se abre,
el diodo se polariza inversamente, permitiendo la circulación de la corriente solamente en la
malla del inductor y de la carga.

La ecuación característica del convertidor Buck está dada por la Ec. (2.6).

vo = vgd (2.6)

Convertidor CD/CD elevador (Boost)

El convertidor Boost aumenta la tensión de salida con respecto a la tensión de entrada,
el cual el circuito equivalente se visualiza en la Fig. 2.13, donde vg es el voltaje del generador,
iL es la corriente del inductor, d es el ciclo de trabajo, iD es la corriente del diodo, C es el
bus de CD y vo e io es el voltaje y la corriente de salida.
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Figura 2.13: Circuito equivalente del convertidor Boost.

En la Fig. 2.13 describe el circuito equivalente del convertidor Boost. Cuando el interruptor
esta cerrado, entonces el diodo se polariza inversamente dejando la circulación únicamente
en la malla del generador, mientras que cuando el interruptor está abierto la corriente circula
en dirección a la carga.

La ecuación característica del convertidor boost está dada por la Ec. (2.7).

vo =
vg

1− d
(2.7)

Convertidor CD/CD Reductor-Elevador (Buck-Boost)

El convertidor Buck-Boost se utiliza para controlar la tensión de salida, en donde su principio
de funcionamiento se basa en la conmutación de un interruptor y la acción de un inductor,
cuando la tensión de salida es mayor que la deseada el convertidor trabaja como convertidor
reductor y cuando la tensión de salida es menor, el convertidor trabaja como convertidor ele-
vador. Su circuito equivalente se visualiza en la Fig. 2.14, donde nuevamente vg es el voltaje
de entrada, d es el ciclo de trabajo del interruptor, iL es la corriente del inductor, iD es la
corriente del diodo, C es el bus de CD y vo e io son el voltaje y la corriente de salida.

Figura 2.14: Circuito equivalente del convertidor Boost.

La ecuación característica del convertidor buck-boost esta dada por la expresión (2.8).

vgd

1− d
(2.8)
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2.3.4. Descripción de los Convertidores CD/CA

Los convertidores electrónicos de CD/CA, también conocidos como inversores, son sistemas de
acondicionamiento de potencia en donde se convierte una energía eléctrica de corriente directa
(CD) en energía de corriente alterna (CA) mediante señales de conmutación en los interruptores
del inversor [Abella and Romero (2009)]. Los inversores son comúnmente utilizados en diversos
sistemas industriales por ejemplo: Activación de motores de CA, transporte, sistemas de
respaldo de energía, entre otros.

2.3.5. Clasificación de los inversores

En la literatura se reportan dos clasificaciones para los inversores: el inversor monofásico en donde
las salidas de voltaje monofásicas regulares son: 120 V , 220 V y 115 V . Mientras que el inversor
trifásico tiene salidas de 220 V , 380 V y 400 V y la elección depende de la demanda de la carga y
la frecuencia requerida [Lescas (2017); Trujillo et al. (2012); Hart and Barrado (2001)].

Estas clasificaciones se observan en la Fig. 2.15 con sus respectivos niveles de voltaje y frecuencia.

Figura 2.15: Clasificación de los inversores.

En el contexto de este trabajo, se optó por utilizar un convertidor trifásico debido a la potencia
requerida y el tipo de motor seleccionado, como se detalla en el capítulo correspondiente al caso
de estudio.

2.3.6. Principio de funcionamiento de los inversores

El principio de funcionamiento de los inversores es variar la frecuencia de la señal de salida en CA
con respecto a la señal de entrada, aplicando una técnica de control denominada modulación por
ancho de pulsos (PWM, por sus siglas en inglés) [Lescas (2017)]. Esta modulación es la que cierra
y abre los interruptores del inversor para así generar una señal cuadrada de los voltajes tal y como
se visualiza en las Figs. 2.16 y 2.17

Inversor monofásico de puente completo
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Figura 2.16: Circuito equivalente del inversor monofásico con esquema de voltajes PWM.

Inversor trifásico de puente completo

Figura 2.17: Circuito equivalente del inversor trifásico con esquema de voltajes PWM.

2.3.7. Modulación por ancho de pulso PWM

Existen varios tipos de PWM, sin embargo, dos enfoques más comunes son [Medina (2018)]:

Modulación PWM basada en portadora.
Las señales de conmutación de los interruptores provienen de la comparación entre una
señal sinusoidal de referencia y otra señal portadora triangular, las cuales con base a esa
comparación va definiendo el ancho de los pulsos y controlan las salidas del inversor como
se muestra en la Fig. 2.18. La frecuencia de la señal portadora debe ser un múltiplo de
tres impar, esto con la finalidad de reducir los armónicos [Hart and Barrado (2001); Rashid
(2015); Medina (2018)].
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Figura 2.18: Modulación por ancho de pulso con señal de referencia triangular y portadora senoidal.

Modulación PWM basada en vectores espaciales.

Esta estrategia se fundamenta en la manipulación de los vectores tridimensionales de tensión
con el propósito de regular tanto la velocidad como el par del motor, logrando una aproxi-
mación al vector de tensión de referencia mediante la combinación eficiente de los vectores
generados por el inversor.

Este tipo de control, se utiliza principalmente en motores debido a que considera la posición
relativa de las bobinas del motor en función del flujo magnético generado por el estator, don-
de mediante una representación geométrica de los estados de voltaje posibles denominado
como campo vectorial de la Fig. 2.19, los diferentes estados se representan como vectores y
el controlador selecciona el vector apropiado para producir la tensión de salida necesaria.

Figura 2.19: Representación del espacio vectorial.
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Donde cada sector representa un estado de conmutación diferente para el inversor trifásico. v1−6

son los vectores activos del inversor, mientras que, v7−8 son los vectores nulos. θ y ω son el ángulo
de referencia y la velocidad angular de referencia. Por último v̂c es el vector de referencia de tensión
en el plano α− β.

Para este trabajo se utiliza un PWM basada en portadora, debido a que es comúnmente utili-
zado y es más sencillo de implementar, de tal forma que el objetivo es generar los pulsos adecuados
parar el inversor.

2.4. Motores
Los motores son máquinas que transforman la energía eléctrica en energía mecánica. Se conforma
por dos partes principales: una parte fija denominado estator, y otra parte giratoria conocida como
rotor [Krause et al. (2013); Abella and Romero (2009)]. Ambas partes cuentan con embobinados
que generan un campo magnético entre los devanados del estator y el rotor, que resulta en el
accionamiento mecánico para transmitir potencia a la bomba [Páramo (2010); Abella and Romero
(2009)].

2.4.1. Clasificación de los motores

Los motores se clasifican en tres tipos de acuerdo con [Hassan et al. (2019)] los cuales se muestran
en la Fig. 2.20.

Los motores de CD se emplean para bajas y medianas potencias desde 50 a 1500 W. y las ventajas
que conllevan es que tienen un alto rendimiento y se aplica directamente un control mediante un
convertidor CD/CD sin necesidad de implementar un inversor (CD/CA).

Mientras que los motores de CA, son utilizados para medianas y altas potencias y requieren de un
convertidor CD/CA y son controlados por un PWM.

Existen algunos motores especiales que también se utilizan en los sistemas de bombeo como el
motor de imanes permanentes de CD, utilizados en sistemas de baja potencia.
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Figura 2.20: Clasificación de los motores.

Para este trabajo se utilizará un motor de inducción trifásico (MI), debido a que es el más utilizado
y cuenta con una construcción sencilla y robustez [Muralidhar and Rajasekar (2021); Marfoli et al.
(2021); Paramo-Balsa et al. (2022)].

2.4.2. Construcción física del motor de inducción

Como ya se mencionó anteriormente, los motores se conforman por un estator y un rotor. Para el
caso del presente trabajo, se optó por un motor de inducción trifásico tipo jaula de ardilla, donde
el estator es una estructura metálica formado por una carcasa, un núcleo y los devanados para las
tres fases, que están desplazados a 120 entre sí y son alimentados por una red eléctrica trifásica
[Páramo (2010)] tal como se visualiza en la imagen 2.21(a).

El rotor es la parte electromecánica y esta formado por unas ranuras rellenadas por varias laminas
delgadas apiladas, en estas ranuras se colocan barras conductoras de aluminio u otro material
conductor en donde se encuentran los devanados y se unen mediante unos anillos de cortocircuito
dando la forma de una jaula de ardilla, tal como se visualiza en la Fig. 2.21(b).

(a) (b)

Figura 2.21: Construcción física del motor de inducción tipo jaula de ardilla: a) estator, y b) rotor.
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2.4.3. Principio de funcionamiento del motor de inducción

El principio de funcionamiento del motor de inducción analiza primero en la parte del estator. Las
bobinas del estator están desfasadas a 120 grados entre sí. Según el teorema de Ferraris aplicado a
los motores, cuando circula un sistema de corrientes trifásicas balanceadas sobres estos devanados,
se produce un campo magnético Bs que gira en sentido contrario de las manecillas del reloj. Este
campo magnético produce una tensión en el rotor de acuerdo con la ley de Faraday. La velocidad de
rotación de este campo magnético gira a una velocidad denominada como velocidad de sincronismo
nsinc y se calcula mediante la expresión (2.9) en revoluciones por minuto (RPM), fs es la frecuencia
de las corrientes del estator y np es el número de pares de polos [Pardo and Tobón (2004); Páramo
(2010); Martinez (2023)].

nsinc =
60fs
np

(2.9)

El voltaje inducido en los devanados del rotor eind esta dado por la ecuación (2.10).

eind = (v x B) l (2.10)

Donde:

v Velocidad de la barra en relación con el campo magnético.

B Vector de densidad del flujo magnético.

l Longitud de la barra en el campo magnético.

El voltaje inducido en el rotor produce un flujo de corriente en este mismo y genera un campo
magnético en el rotor Br. La interacción entre los campos magnéticos del estator Bs y del rotor
Br causan que la parte del rotor comience a girar. Esta interacción también induce un par τind en
sentido contrario de las manecillas del reloj en la máquina [Chapman (2012)], el cual es calculado
por la expresión (2.11) y se visualiza en la Fig. 2.22.

τind = kBrxBs (2.11)

Este par proporciona la fuerza necesaria para que el motor gire, sin embargo, debido a que este
par va en sentido contrario de las manecillas, el rotor acelera. Existe un limite para la velocidad
del motor. Si el motor gira a la velocidad de sincronismo, entonces las barras del rotor estarán
fijas con respecto al campo magnético del estator y no se induce ningún voltaje en el rotor, por
lo tanto, eind = 0, entonces no habría corriente en el rotor y no se genera un campo magnético
[Martinez (2023)]. Sin el campo magnético en el rotor, el par inducido τind sería cero reduciendo la
velocidad del rotor debido a las pérdidas por fricción [Chapman (2012)]. Por lo anterior, el rotor
gira más despacio debido a la diferencia entre la velocidad de sincronismo nsinc y la velocidad del
rotor nrm a esta diferencia se le conoce como velocidad de deslizamiento ndes. Esta velocidad ndes

se calcula mediante la expresión (2.12) y se puede expresar en rad
s

representándose en la ecuación
(2.13).
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(a) (b) (c)

Figura 2.22: Desarrollo del par inducido en el motor de inducción: a) Campo magnético giratorio
del estator, b) Voltaje y corriente inducido máximo, y c) Interacción de los campos magnéticos del
estator y el rotor.

ndes = nsinc − nrm (2.12)
ωdes = ωsinc − ωrm (2.13)

Además, también se puede calcular mediante la expresión (2.14) otro término utilizado para des-
cribir el movimiento relativo denominado como deslizamiento s, el cual es igual a la velocidad
relativa expresada en porcentaje.

s =
nsinc − nrm

nsinc

(x100%) (2.14)

2.4.4. Circuito equivalente del motor de inducción

La Fig. 2.23 muestra el circuito equivalente del motor de inducción de una sola fase, en este trabajo
de tesis se plantea utilizar un motor de inducción trifásico balanceado, por lo que con el circuito
equivalente del motor de inducción de una fase es suficiente.

El circuito equivalente del motor de inducción es similar al de un transformador tal como se
visualiza en la Fig. 2.23 debido a la inducción de voltaje Es desde el devanado primario (Estator)
al del rotor mediante un transformador ideal rotativo donde Er es el voltaje inducido mediante
una relación de vueltas a el cual es difícil de calcular con un rotor tipo jaula de ardilla porque no
es sencillo identificar los devanados en el rotor. La generación del campo magnético que genera
la inducción de voltaje se produce con la reactancia de magnetización XM con las pérdidas por
efectos de histéresis rc.
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Figura 2.23: Circuito equivalente de un motor de inducción tipo jaula de ardilla con el estator y
rotor conectados por un transformador ideal.

El devanado del estator se conforma por una resistencia rs y una reactancia de dispersión Xls que
están conectados en serie y se calcula por la ecuación (2.15) donde ωsinc es la velocidad síncrona y
Lls es la inductancia de dispersión correspondiente al estator [Martinez (2023)].

Xls = ωsincLls (2.15)

El voltaje inducido Er produce un flujo de corriente en el devanado del rotor, y el devanado del
rotor se conforma por una resistencia rr y una reactancia de dispersión Xlr dada por la ecuación
(2.16), donde de en términos similares en la parte del rotor, ωdes obtenido en la ecuación (2.17) es
la velocidad de desplazamiento y Llr es la inductancia de dispersión correspondiente al rotor.

Xlr = ωdesLlr (2.16)
ωdes = s ωsinc (2.17)

Debido a que es muy difícil determinar directamente los valores de la reactancia de dispersión
Xlr, la resistencia del rotor rr y la relación de vueltas del transformador a, es necesario referir el
devanado secundario (rotor) al devanado primario (estator), simplificando las ecuaciones y análisis
del motor, obteniendo el circuito equivalente de la Fig. 2.24.

Figura 2.24: Circuito equivalente del motor de inducción referido al estator.
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Cuando la velocidad de sincronismo y la velocidad del rotor son iguales, ocurre un efecto denomi-
nado como rotor bloqueado, por lo anterior, se conoce que el voltaje inducido Er es una fracción del
voltaje inducido cuando el rotor está bloqueado Er0, proporcional al deslizamiento, de tal manera
que se muestra la ecuación (2.18).

Er = s Er0 (2.18)

De una manera similar ocurre con la reactancia de dispersión Xlr del rotor varía según la velocidad
del rotor y la frecuencia de la fuente de alimentación. Cuando la velocidad del rotor va la velocidad
de sincronismo, la reactancia de dispersión Xlr se calcula por la Ec. (2.19) en relación con el
deslizamiento s y se sustituye como la reactancia a la velocidad de sincronismo Xlr,sincr el cual se
expresa en la ecuación (2.20) [Martinez (2023); Chapman (2012)].

Xlr = s ωsincLlr (2.19)
Xlr = s Xlr,rincr (2.20)

Aplicando la de voltajes de Kirchhoff en la Ec. (2.18) se obtiene:

Er = Ir (rr + jsXlr,sincr) (2.21)

Se sustituye la Ec. (2.21) en (2.18) y se despeja el voltaje del rotor en estado bloqueado dando la
Ec. (2.22).

Er0 =
Ir (rr + jsXlr)

s
(2.22)

Despejando la corriente Ir.

Ir =
Er0

rr
s
+ jXlr0

(2.23)

Utilizando la relación de vueltas del transformador, se pueden referir la corriente, voltaje e im-
pedancia del devanado del rotor (secundario) al devanado del estator (primario) mediante las
expresiones (2.24)-(2.26) donde el superíndice prima muestra los valores referidos.

Vp = aVs = V ′
s (2.24)

Ip =
Is
a

= I ′s (2.25)

Zp = a2Zs = Z ′
s (2.26)

Por último, es necesario separar la resistencia referida del rotor en dos partes, una parte representa
la resistencia eléctrica r′r y la otra parte representa la potencia electromecánica (1−s

s
) ya que

considera el deslizamiento como en la Ec. (2.27) [Martinez (2023)].

r′r
s

= r′r +

(
1− s

s

)
r′r (2.27)
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2.5. Bombas

2.5.1. Descripción de las bombas y el sistema de tuberías

El desplazamiento de líquidos, gases o fluidos generalmente conllevan a un sistema de flujo largo
y que involucra conducciones rectas, variedad en el diámetro de la tubería, pérdidas por fricción
debido a accesorios como codos, uniones y válvulas, etc. Las bombas se utilizan para impulsar los
líquidos a través de estos sistemas de flujo, transformando la energía mecánica en energía hidráu-
lica [Agnello (2021)].

Un sistema de bombeo convencional se conforma por dos partes: 1) El lado de aspiración y 2)
El lado de succión tal como se visualiza en la Fig. 2.25. Para transportar el líquido de un punto
a otro es necesario considerar un balance de energía entre la carga de aspiración y la carga de
succión [Martin et al. (2011)]. Este balance de energía se calcula utilizando la ecuación general de
la energía (Ecuación de Bernoulli) mostrada en la expresión (2.28) [Mott (2006)].

Figura 2.25: Partes de un sistema de bombeo.

H =
P2 − P1

γ
+ (z2 − z1) +

v22 − v21
2g

+ hL (2.28)

Esta ecuación menciona que se debe elevar la presión del fluido desde la carga de succión P1 hasta
la que tendría en la carga de aspiración P2, debe subir el fluido al nivel de la parte de succión
z1 hasta la parte de descarga z2, tiene que incrementar la velocidad del punto de succión v1 a
la velocidad del punto de descarga v2 y considerar pérdidas de energía hL. de igual manera es
importante considerar el peso específico del fluido γ y la aceleración debido a la gravedad.

Si no se consideran las pérdidas de energía y no se considera la energía del sistema de tuberías, la
altura ho permanecerá constante [Crane (2009)].
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2.5.2. Clasificación de las bombas

La clasificación de las bombas se divide en dos categorías: bombas de desplazamiento positivo y
bombas rotodinámicas [Mott (2006); Abella and Romero (2009); Blanco et al. (1994)]. Estas a su
vez, abarcan varios tipos de bombas que se describen en la Fig. 2.26.

Las bombas de desplazamiento positivo, producen un flujo de fluido de manera volumétrica a
través de un espacio estrecho, moviendo una cantidad específica de fluido debido a la presión.

Las bombas rotodinámicas operan mediante la conversión de la energía cinética del fluido en
energía de presión gracias a su diseño mecánico, lo que se traduce en un incremento del caudal que
pueden proporcionar [Abella and Romero (2009); Blanco et al. (1994)].

Figura 2.26: Clasificación de las bombas según su principio de funcionamiento.

En este trabajo, se optó por el uso de la bomba centrífuga debido a que es las más utilizada en la
literatura, la cual se caracteriza por curvas que describen la relación entre sus principales variables:
altura de bombeo Hb, caudal bombeado Qb, potencia hidráulica Ph y eficiencia de la bomba µb.
Estas relaciones, junto con sus ecuaciones características, se describen en la siguiente sección.

2.5.3. Curvas características de la bomba centrífuga

Las bombas centrífugas tienen una curva que caracteriza su principio de funcionamiento con base
a sus dos variables generalizadas, es decir, poseen una curva que describe la relación del caudal
bombeado (Qb) con la altura bombeada (Hb) en función de una velocidad mecánica (ω1), tal como
se puede visualizar en la Fig. 2.27.
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Figura 2.27: Esquema de la curva característica de la bomba centrífuga ante una velocidad nominal.

Cabe mencionar que la curva mostrada previamente, se presenta ante un valor nominal en la ve-
locidad (ω1) y normalmente es dada por el fabricante de la bomba.

Se puede observar que, a mayor caudal, es menor la altura que se puede bombear, por lo que
es necesario definir el punto de operación que se requiere, estableciendo una altura constante.

La curva característica mostrada previamente, se puede obtener mediante una aproximación poli-
nomial mostrado en la Ec. (2.29).

H = a4Q
4
b + a3Q

3
b + a2Q

2
b + a1Qb + a0 (2.29)

En donde mediante aproximaciones visualizadas en la curva, se obtienen varios puntos de altu-
ras y caudales y con ellos estimar los valores (a4, a3, a2, a1.a0) que son coeficientes de aproximación.

De igual manera que la altura, hay otras dos variables que se analizan en los sistemas de bombeo
que son dependientes del caudal de la bomba la eficiencia de la bomba (µb) y la potencia hidráulica
(Pb), las cuales sus curvas características se muestran a continuación en las Figs. 2.28-2.29.

Figura 2.28: Esquema de la curva característica de la bomba potencia hidráulica contra caudal
ante velocidad nominal.
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Una forma de validar matemáticamente la curva característica es mediante la expresión (2.30), la
cual se conoce que la potencia hidráulica se obtiene en función del caudal y la altura, obtenidas
en la curva característica principal, así mismo como la densidad del líquido a bombear (ρ) y la
gravedad (g).

En este trabajo se consideró una densidad de 1000 kg
m3 y la gravedad de 9.81m

s2
.

Ph = ρgQbH (2.30)

De igual manera, para validar la eficiencia de la bomba dada por la curva característica de la Fig.
2.29. Se utiliza la expresión (2.31), en donde se conoce que la eficiencia de la bomba es la división
entre la potencia hidráulica de la bomba y la potencia mecánica del motor, esto proporciona
información de que tanto la bomba convierte la potencia mecánica en potencia hidráulica.

Figura 2.29: Curva característica de la bomba eficiencia contra caudal ante una velocidad
nominal.

µb =
Ph

Pm

(2.31)

Curvas características ante variaciones en la velocidad
Las curvas características de la bomba pueden variar desde dos puntos de estudios diferentes, uno
en donde el disco de la bomba cambie de tamaño y otro en donde la velocidad del motor
va variando, dependiendo del estudio que se quiera realizar, se opta por agregar variaciones de
tamaño de disco o variaciones en la velocidad. Además, la variación de velocidad se utiliza como
un método alternativo de regulación de caudal, la ventaja de esto conlleva a un ahorro de energía y
ayuda a operar en distintos puntos de operación de la bomba [Ahonen (2011); Mott (2006); Blanco
et al. (1994)].
En este trabajo se optó por variar la velocidad, atendiendo a los bajos niveles de potencia que se
puedan producir debido a las celdas FV., es por ello que es necesario conocer el comportamiento
de la bomba centrífuga ante diferentes velocidades, lo que genera varias curvas características en
función de la velocidad, como se visualiza en la Fig. 2.30, donde se muestra la relación entre el
caudal con la altura generada, la potencia absorbida y eficiencia. Por lo anterior cuando la bomba
centrífuga trabaja por debajo de una determinada velocidad, la bomba no podría suministrar la
altura de bombeo [Abella and Romero (2009)].
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(a) Caudal vs Altura (b) Caudal vs Eficiencia (c) Caudal vs Potencia

Figura 2.30: Curvas características de la bomba ante variaciones de velocidad.

La curva característica de la bomba se puede obtener mediante el polinomio expresado en (2.32),
cabe mencionar que cuando la velocidad del motor cambia, la curva característica de la bomba
cambia y una forma para poder obtener los valores de caudal, altura, potencia y eficiencia, es
utilizando las leyes de afinidad las cuales estiman los valores mencionados en relación con la
variación de velocidad del motor expresadas en (2.33)-(2.35).

H = a0Q
3
b + a1Q

2
b + a2Qb + a3 (2.32)

ω2

ω1

=
Qb2

Qb1

(2.33)(
ω2

ω1

)2

=
Hb2

Hb1

=
τL2
τL1

(2.34)(
ω2

ω1

)3

=
Pb2

Pb1

(2.35)

Debido a que se busca mantener una altura de bombeo constante, estas curvas proporcionan una
visión más clara a que velocidades puede operar el motor para mantener una altura constante, sin
embargo, eso implicaría que el caudal cambiará para mantener la misma altura.

Para una descripción más clara, se utiliza la figura 2.31, en donde se visualizan los puntos de
operación de la bomba para asegurar una altura constante.

Figura 2.31: Esquema de los puntos de operación de una bomba.
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Nótese que en la Figura 2.31, el motor puede operar en tres velocidades diferentes (ω1, ω2, ω3) y
para mantener una altura constante, se varía el caudal de bombeo el cual es correspondiente al
punto de operación señalado.



Capítulo 3

Modelado y control del sistema de bombeo
fotovoltaico

En esta sección se presentan dos formas de modelado de una fuente fotovoltaica conectada al
convertidor tipo boost utilizando la metodología E-L y también una metodología tradicional con el
propósito de analizar y simular el comportamiento dinámico del convertidor boost y su interacción
con la fuente fotovoltaica.

3.1. Modelado matemático del convertidor boost con las cel-
das FV.

Partiendo de la Fig. 3.1, se visualiza en rojo las variables calculadas por el modelo tradicional y
en azul las variables calculadas por el modelo Euler-Lagrange.

Figura 3.1: Circuito equivalente del convertidor boost con fuente fotovoltaica.

Donde las celdas fotovoltaicas se toman como una fuente de corriente variable representado co-
mo ipv, C1 es el capacitor de los paneles fotovoltaicos, RL representa pérdidas en el inductor el
cual también está representado como L, C2 representa el bus de CD y RCD representa la carga.
Para obtener el desarrollo de los modelos es necesario obtener el modelo promediado de cada me-
todología, para el caso de encendido y apagado del interruptor mostrado en las Figs. 3.2(a) y 3.2(b).

39
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(a) Circuito equivalente del convertidor boost con d=1. (b) Circuito equivalente del convertidor boost con d=0.

Figura 3.2: Circuito equivalente del convertidor boost en caso de encendido y apagado.

3.1.1. Método tradicional

Utilizando la suma de voltajes y corrientes de Kirchhoff, la relación dinámica de los elementos
almacenadores y la relación constitutiva, expresados en la tabla 3.1, se obtienen un conjunto de
ecuaciones para desarrollar el modelo tradicional.

Tabla 3.1: Tabla de relaciones de los elementos del sistema FV/boost.

Suma de voltajes de kirchhoff vc1 = vRL + vL
vc2 = vRCD

Suma de corrientes de kirchhoff
ipv = ic1 + iRL

iRL = iL
ic2 = −iR

Relación dinámica
ic1 = ˙qc1
ic2 = ˙qc2
vL = λ̇L

Relación constitutiva

qc1 = C1vc1
qc2 = c2vc2
vRL = iRLRL

vR = iRRcd

λL = LiL

Para el caso d=1.
Partiendo del circuito equivalente 3.2(a) se busca obtener las ecuaciones dinámicas en términos de
vc1 , iL, vc2 , ipv, utilizando la suma de corrientes de Kirchhoff se tiene la siguiente expresión:

iL = iRL (3.1)

De acuerdo con la tabla 3.1 se sustituye iRL de la expresión (3.1) en (3.2) obteniendo la Ec. (3.3).

iRL = ipv − ic1 (3.2)
iL = ipv − ic1 (3.3)

Utilizando la relación dinámica de la tabla 3.1 se sustituye la Ec. (3.4) en (3.3) quedando la Ec.
(3.5).
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ic1 = q̇c1 (3.4)
iL = ipv − q̇c1 (3.5)

Empleando la relación constitutiva de la ecuación (3.6) en (3.5) y despejando v̇c1 se obtiene la
ecuación (3.7) que describe la dinámica del voltaje de las celdas FV.

q̇c1 = C1v̇c1 (3.6)

v̇c1 =
ipv − iL

C1

(3.7)

Para el desarrollo de la segunda ecuación se parte de la suma de voltajes de Kirchhoff de la Ec.
(3.8) y despejando vL tal como se ve en la Ec. (3.9).

vc1 = vRL + vL (3.8)
vL = vc1 − vRL (3.9)

Utilizando la relación constitutiva se sustituye vL en términos de los enlaces de flujo magnético λL

como se muestra en la Ec. (3.10).

λ̇L = vc1 − vRL (3.10)

Para la Ec. (3.10) se sustituye vRL con la relación constitutiva de la Ec. (3.11) para obtener la Ec.
(3.12).

vRL = iRLRL (3.11)
λ̇L = vc1 − (iRLRL) (3.12)

Mediante la relación constitutiva de la ecuación (3.13), nuevamente se sustituye λL para dejarlo en
términos de las corrientes en el inductor, quedando como en la Ec.(3.14) y despejando la corriente
se obtiene la ecuación dinámica (3.15) final que describe a iL.

λ̇ = Li̇L (3.13)
Li̇L = vc1 − (iLRL) (3.14)

i̇L =
vc1 − iLRL

L
(3.15)

Para finalizar, se desarrolla la ecuación dinámica que describe el voltaje en la salida del convertidor,
por el cual se comienza por la sumatoria de voltajes de Kirchhoff de la Ec. (3.16).

vc2 = vRCD
(3.16)
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Utilizando la relación constitutiva de la Ec. (3.17), se sustituye vR, obteniendo la Ec. (3.18).

vR = iRRCD (3.17)
vc2 = iRRCD (3.18)

Se conoce que la corriente en la resistencia iR tiene una polaridad inversa a la de la corriente
en el capacitor dos ic2 , lo que demuestra un flujo de sentido contrario en la malla 3 del circuito
equivalente 3.2(a). Por esta razón, se sustituye la corriente iR por ic2 tal como se muestra en la
Ec. (3.19).

vc2 = −ic2RCD (3.19)

Utilizando la relación dinámica mostrado en la expresión (3.20), se sustituye ic2 quedando la Ec.
(3.21).

ic2 = q̇c2 (3.20)
vc2 = q̇c2RCD (3.21)

Finalmente utilizando la relación constitutiva de la expresión (3.22), de sustituye qc2 dejando en
términos de vc2 , despejando v̇c2 y obteniendo la ecuación (3.23) que representa la dinámica del
voltaje en la salida del convertidor.

q̇c2 = C2v̇c2 (3.22)

v̇c2 = − vc2
RCDC2

(3.23)

Para el caso d=0.
Partiendo del circuito equivalente 3.2(b) nuevamente se busca obtener las ecuaciones dinámicas
en términos de vc1 , iL, vc2 , ipv, utilizando la suma de corrientes de Kirchhoff se tiene la siguiente
expresión:

ipv = ic1 + iRL (3.24)

Empleando la relación dinámica (3.25), se sustituye ic1 para obtener la Ec. (3.26).

ic1 = q̇c1 (3.25)
ipv = q̇c1 + iL (3.26)

Nuevamente se reemplaza q̇c1 con la relación constitutiva mostrada en (3.27) para obtener la Ec.
(3.28), despejando la dinámica del voltaje de las celdas FV, v̇c1 se obtiene la Ec. (3.29).
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q̇c1 = C1v̇c1 (3.27)
ipv = C1v̇c1 + iL (3.28)

v̇c1 =
ipv − iL

C1

(3.29)

Para calcular la corriente en el inductor iL se parte de la suma de voltajes de Kirchhoff mostrado
por la expresión (3.30).

vc1 = vRL + vL + vc2 (3.30)

Utilizando relación constitutiva en (3.31) y la relación dinámica en (3.32), se sustituyen vRL y vL
y se obtiene la Ec. (3.33).

vRL = iRLRL (3.31)
vL = λ̇L (3.32)

vc1 = iRLRL + λ̇L + vc2 (3.33)

Para la parte correspondiente al voltaje del inductor expresado por los enlaces de flujo magnético
λL se sustituye utilizando la relación constitutiva (3.34), dejando el voltaje en términos de la
corriente iL, obteniendo la Ec. (3.35) y despejando la dinámica de la corriente i̇L se llega a la
ecuación final (3.36).

λ̇ = Li̇L (3.34)
vc1 = iLRL + Li̇L + vc2 (3.35)

i̇L =
vc1 − iLRL − vc2

L
(3.36)

Para calcular el voltaje de salida del convertidor, se parte desde la sumatoria de voltajes de
Kirchhoff donde se obtiene la expresión (3.37).

vc2 = vRCD
(3.37)

Aplicando la ley de ohm en vR y sustituyendo (3.38) en (3.37) para dejar en términos de las
corrientes como se visualiza en la Ec. (3.39) y (3.40).

vR = iRRCD (3.38)
vc2 = iRRCD (3.39)

vc2 = (iL − ic2)RCD (3.40)
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Posteriormente se sustituye la corriente ic2 en términos de la carga eléctrica qc2 de la relación
dinámica (3.41), para obtener la Ec. (3.42).

ic2 = q̇c2 (3.41)
vc2 = iLRCD − q̇c2RCD (3.42)

Es conveniente dejar la ecuación con la carga eléctrica qc2 debido a la relación constitutiva (3.43)
para obtener el término de v̇c2 que se busca, tal como se visualiza en el siguiente desarrollo mate-
mático de la Ec.(3.44)-(3.45).

q̇c2 = C2v̇c2 (3.43)
vc2 = iLRCD − C2v̇c2RCD (3.44)

v̇c2 =
iL
C2

− vc2
RCDC2

(3.45)

Modelo promediado
Para analizar el comportamiento dinámico del convertidor boost, se emplea un modelo promediado
que considera el ciclo de trabajo d como el promedio ponderado de los casos d=1 y d=0. Donde
mediante manipulaciones algebraicas se obtiene el modelo promediado tradicional del convertidor
boost en conjunto con los paneles FV, expresados en las Ec. (3.46)-(3.48).

v̇c1 = − iL
C1

+
ipv
C1

(3.46)

i̇L =
vc1
L

− RLiL
L

− (1− d)vc2
L

(3.47)

v̇c2 =
(1− d)iL

C2

− vc2
RCDC2

(3.48)

En este modelo se puede verificar que cuando d=1 y d=0 se recuperan las ecuaciones dinámicas
correspondientes a cada caso.

3.1.2. Método Euler-Lagrange

Para el desarrollo del modelo energético, se utiliza la el procedimiento sistemático mostrado en
la Fig. 3.3, en donde se plantea un análisis por mallas para cada caso. Por lo tanto, continuando
con el procedimiento, las coordenadas generalizadas para la obtención del modelo Euler-Lagrange
son q1, q2 y q3, que representan las cargas eléctricas en las mallas de cada circuito equivalente
visualizado en la Fig. 3.1.
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Figura 3.3: Procedimiento sistemático para modelado por Euler-Lagrange.

Para el caso d=1
Se calculan las funciones de energía UT1 , TT1

∗, GT1 en las ecuaciones (3.49)-(3.51), partiendo del
circuito equivalente 3.2(a) para el caso cuando el ciclo de trabajo d=1.

UT1 =
(q1 − q2)

2

2C1

+
q3

2

2C2

(3.49)

TT1

∗ =
Lq̇22
2

(3.50)

GT1 =
RLq̇

2
2

2
+

RCDq̇
2
3

2
(3.51)

Una vez definidas las funciones de energía para el caso donde d=1, se calcula la función de co-
energía conocida como co-lagrangiano expresado en la Ec. (3.52) y al sustituir las funciones se
obtiene la Ec. (3.53).

L∗
T1

= T ∗
T1

− UT1 (3.52)

Lq̇22
2

− (q1 − q2)
2

2C1

− q23
2C2

(3.53)

Ya teniendo el lagrangiano, se desarrolla la ecuación de Euler-Lagrange para las coordenadas
q1, q2, q3 mostrado en (3.54).

d

dt

(
∂L∗

∂q̇

)
−
(
∂L∗

∂q

)
+

∂GT

∂q̇
= v (3.54)

De esta forma se obtienen las ecuaciones para cada una de las coordenadas generalizadas, ex-
presadas a continuación en (3.55)-(3.57). Cabe mencionar que la Ec. (3.55) correspondiente a la
coordenada 1 se presenta una restricción.
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q̇1 = ipv (3.55)

q̈2 =
(q1 − q2)

LC1

(3.56)

q̇3 = − q3
RCDC2

(3.57)

Para el caso d=0
Nuevamente se obtienen las funciones de energía UT2 , T

∗
T2
, GT2 para el caso d=0 las cuales se

visualizan en las Ecs. (3.58)-(3.60).

UT2 =
(q1 − q2)

2

2C1

+
(q2 − q3)

2

2C2

(3.58)

T ∗
T2

=
Lq̇22
2

(3.59)

GT2 =
RLq̇

2
2

2
+

RCDq̇
2
3

2
(3.60)

Se define nuevamente el co-lagrangiano, obteniendo la expresión (3.61).

Lq̇22
2

− (q1 − q2)
2

2C1

− (q2 − q3)
2

2C2

(3.61)

Se desarrolla la ecuación de Euler-Lagrange para las coordenadas q1, q2, q3 obteniendo el conjunto
de Ecs. (3.62)-(3.64). Nuevamente la Ec. (3.62) es una restricción del sistema.

q̇1 = ipv (3.62)

q̈2 =
(q1 − q2)

LC1

− (q2 − q3)

LC2

− RLq̇2
L

(3.63)

q̇3 =
(q2 − q3)

RCDC2

(3.64)

Modelo promediado
Ya teniendo las funciones de energía de cada caso UT , TT∗, GT , se obtienen las funciones de energía
promediada descritas por las Ecs. (3.65)-(3.67) para obtener posteriormente el modelo promediado.

UT =
(q1 − q2)

2C1

+
((1− d) q2 − q3)

2

2C2

(3.65)

T ∗
T =

Lq̇22
2

(3.66)

GT =
RLq̇

2
2

2
+

RCDq̇
2
3

2
(3.67)



3.2. MODELADO MATEMÁTICO DEL INVERSOR TRIFÁSICO TRADICIONAL 47

Con estas funciones se define el co-lagrangiano visualizado en (3.68).

L∗
T =

Lq̇22
2

− (q1 − q2)
2

2C1

− ((1− d) q2 − q3)
2

2C2

(3.68)

Con esta función de co-energía, se desarrolla la ecuación de Euler-Lagrange previamente mostrada
y se obtiene el modelo promediado por Euler-Lagrange mostrado en las Ecs. (3.69)-(3.71) que
describe la dinámica del convertidor boost con las celdas FV.

q̇1 = ipv (3.69)

q̈2 =
(q1 − q2)

LC1

− ((1− d) q2 − q3) (1− d)

LC2

− RLq̇2
L

(3.70)

q̇3 =
(1− d) q2 − q3

RCDC2

(3.71)

Cuando este modelo presentado toma valores en el ciclo de trabajo d=1 y d=0, se obtienen las
repuestas de los modelos obtenidos para estos casos presentados previamente.

Además, con el objetivo de aprovechar la mayor cantidad de energía generada por los paneles
FV, se implemento un algoritmo de control del seguimiento del punto de máxima potencia P&O
explicado anteriormente, el cual ajusta el ciclo de trabajo del convertidor aumentando el valor del
voltaje dependiendo del punto de operación en donde se encuentre, este algoritmo se configuro y
se programo en el entorno de simulink, tal como se visualiza en la Fig. 3.4.

Figura 3.4: Esquema en simulink del control MPPT P&O.

3.2. Modelado matemático del inversor trifásico tradicional
Partiendo del circuito equivalente de la Fig. 3.5 y las funciones de conmutación se obtiene el voltaje
cada fase empleando la metodología tradicional y la perspectiva Euler-Lagrange, como se muestra
a continuación.
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Figura 3.5: Circuito equivalente del inversor trifásico conectado a un motor de inducción.

Utilizando las funciones de conmutación expresadas en las tablas 3.2, 3.3 y 3.4, se obtienen las ecua-
ciones expresadas en (3.72) donde se puede visualizar las corrientes y voltajes en los interruptores,
así como las cargas eléctricas abordadas por el modelo energético.

Tabla 3.2: Corriente y voltaje en la rama 1 en base a las funciones de conmutación.

S1 S2 iQ1 v2 qQ1

0 1 0 0 0
1 0 ias vCD qas

Tabla 3.3: Corriente y voltaje en la rama 2 en base a las funciones de conmutación.

S3 S4 iQ3 v4 qQ3

0 1 0 0 0
1 0 ibs vCD qbs

Tabla 3.4: Corriente y voltaje en la rama 3 en base a las funciones de conmutación.

S5 S6 iQ5 v6 qQ5

0 1 0 0 0
1 0 ics vCD qQ5

iQ1 = S1ias qQ1 = S1qas v2 = S1vCD

iQ3 = S3ibs qQ3 = S3qbs v4 = S3vCD

iQ5 = S5ics qQ5 = S5qcs v6 = S5vCD

(3.72)

Al sumar todas las corrientes y cargas que circulan a través de los interruptores, obtenemos la
corriente y la carga eléctrica de CD del inversor como se muestra a continuación.

iCD = S1ias + S3ibs + S5ics
qCD = S1qas + S3qbs + S5qcs

(3.73)
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Para cada voltaje línea-línea se representa matemáticamente como el conjunto de ecuaciones (3.74)-
(3.76), sustituyendo v2,v4 y v6 por los valores de voltaje en función de la conmutación de los
interruptores obtenidas en(3.72) de tal manera que se obtenga las Ec. (3.77)-(3.79).

vabs = v2 − v4 (3.74)

vbcs = v4 − v6 (3.75)

vcas = v6 − v2 (3.76)

vabs = S1vCD − S3vCD (3.77)

vbcs = S3vCD − S5vCD (3.78)

vcas = S5vCD − S1vCD (3.79)

Retomando la Fig. 3.5, la expresión matemática para los voltajes línea-tierra, se representan por
el conjunto de ecuaciones (3.80)-(3.82).

v2−g = vas−n + vn−g (3.80)

v4−g = vbs−n + vn−g (3.81)

v6−g = vcs−n + vn−t (3.82)

Sumando los tres voltajes línea-tierra mostrados en las ecuaciones anteriores y despejando el tér-
mino vn−g que representa el voltaje neutro-tierra, se obtiene la Ec. (3.83), de tal forma que se
sustituye posteriormente el valor de vn−g en las ecuaciones (3.80)-(3.82), resultando las ecuaciones
(3.84)-(3.86).

vn−g =
1

3
(v2−g + v4−g + v6−g) (3.83)

v2 = vas +
1

3
v2 +

1

3
v4 +

1

3
v6 (3.84)

v4 = vbs +
1

3
v2 +

1

3
v4 +

1

3
v6 (3.85)

v6 = vcs +
1

3
v2 +

1

3
v4 +

1

3
v6 (3.86)

Finalmente, el modelo matemático de los voltajes de cada fase representado en (3.87) se obtiene
despejando los términos vas, vbs y vcs de las ecuaciones anteriores y sustituyendo los valores de v2,
v4 y v6 obtenidos en (3.72).

vas =
vCD

3
(2S1 − S3 − S5)

vbs =
vCD

3
(−S1 + 2S3 − S5)

vcs =
vCD

3
(−S1 − S3 + 2S5)

(3.87)

Para simular las señales de conmutación, se generó un PWM senoidal en lazo abierto, el cual se
visualiza en la Fig. 3.6 para generar los pulsos y validar el modelo matemático.
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Figura 3.6: Esquema de PWM en Simulink.

3.3. Modelado matemático del motor de inducción
El circuito equivalente, para el desarrollo del modelo se muestra en la Fig. 3.7, donde se considera
un motor de inducción tipo jaula de ardilla simétrico balanceado y rs y r′r son las resistencias
de los devanados del estator y rotor referidas al estator y se expresan por una matriz diagonalrs 0 0

0 rs 0
0 0 rs

 ,

r′r 0 0
0 r′r 0
0 0 r′r

 .

Figura 3.7: Circuito equivalente estator y rotor.

Con base a lo anterior, se desarrollan las ecuaciones de voltajes en cada devanado del rotor y
estator, mostradas a continuación:

vas =
d(λas)

dt
+ rsias

vbs =
d(λbs)
dt

+ rsibs
vcs =

d(λcs)
dt

+ rsics

(3.88)

0 = d(λ′
ar)

dt
+ r′ri

′
ar

0 =
d(λ′

br)
dt

+ r′ri
′
br

0 = d(λ′
cr)

dt
+ r′ri

′
cr

(3.89)

De las expresiones anteriores, se conoce que los enlaces de flujo magnético expresados como λ,
desde el punto de vista eléctrico λ = Li y por lo anterior se calculan los enlaces de flujo para
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cada devanado formando la matriz de inductancias representada en (3.90), cabe mencionar que
para simplificar el desarrollo las ecuaciones se arreglaron de manera matricial, dividido entre las
ecuaciones del estator y las ecuaciones del rotor.[

λs

λ′
r

]
=

[
Ls L′

sr

(L′
sr)

T L′
r

] [
is
i′r

]
(3.90)

Donde:(Lls + Lms) −1
2
Lms −1

2
Lms

−1
2
Lms (Lls + Lms) −1

2
Lms

−1
2
Lms −1

2
Lms (Lls + Lms)

 = Ls

 Lsrcos (θr) Lsrcos
(
2π
3
+ θr

)
Lsrcos

(
4π
3
+ θr

)
Lsrcos

(
4π
3
+ θr

)
Lsrcos (θr) Lsrcos

(
2π
3
+ θr

)
Lsrcos

(
2π
3
+ θr

)
Lsrcos

(
4π
3
+ θr

)
Lsrcos (θr)

 = L′
sr

(L′
lr + Lmr) −1

2
Lmr −1

2
Lmr

−1
2
Lmr (L′

lr + Lmr) −1
2
Lmr

−1
2
Lmr −1

2
Lmr (L′

lr + Lmr)

 = L′
r

Ya definida la matriz de inductancias, las cuales tienen una dependencia de un ángulo eléctrico
θr que representa la separación entre los ejes magnéticos del rotor y estator, se puede realizar el
modelo matemático tradicional y el de Euler-Lagrange, explicados a continuación.

3.3.1. Método tradicional

Para la realización del modelado tradicional, al trabajar con un sistema que tiene dos naturalezas
distintas es necesario dividirlo y aplicar las leyes físicas que aborda cada uno. El motor tiene una
parte eléctrica y otra parte mecánica, por lo cual el modelado tradicional se divide en estos dos
tipos, mostrados adelante.

Parte eléctrica
Continuando con el desarrollo de las ecuaciones (3.88) y (3.89), el término Li contiene dos varia-
bles que dependen del tiempo, debido a la dependencia del ángulo eléctrico que tiene la matriz
de inductancias L y por otro lado las corrientes en los devanados del motor i, es por esto, que
se aplica la regla de la derivada del producto mostrado en (3.91) y de esta manera desarrollar
completamente las ecuaciones anteriores.

d(Li)

dt
= L

d(i)

dt
+

∂(L)

∂θr
θ̇ri (3.91)

Donde ∂(L)
∂θr

es la matriz mostrada en (3.92).

d

dt
(L (θr)) =

[
03x3 ∆L′

sr

∆(L′
sr)

T 03x3

]
np

˙θrm (3.92)

∆L′
sr =

∂(L′
sr)

∂θr



52CAPÍTULO 3. MODELADO Y CONTROL DEL SISTEMA DE BOMBEO FOTOVOLTAICO

∆L′
sr =

 −Lsrsin (θr) −Lsrsin
(
2π
3
+ θr

)
−Lsrsin

(
4π
3
+ θr

)
−Lsrsin

(
4π
3
+ θr

)
−Lsrsin (θr) −Lsrsin

(
2π
3
+ θr

)
−Lsrsin

(
2π
3
+ θr

)
−Lsrsin

(
4π
3
+ θr

)
−Lsrsin (θr)

 (3.93)

Las variables que se buscan calcular en la parte eléctrica, son las corrientes que pasan a través de
los devanados del estator y rotor, por esta razón se despejan las corrientes de la Ec. (3.91) para
obtener la expresión (3.94).

d(i)

dt
= L−1

[
v − ∂(L)

∂(θr)
np

˙θrm + ri

]
(3.94)

El término npθ̇rm es debido a la conversión del ángulo de la parte mecánica a un ángulo eléctrico
el cual se muestra en la Ec. (3.95).

θr = npθrm (3.95)

ωr =
d

dt
θr (3.96)

ωrm =
d

dt
θrm (3.97)

Despejando de la ecuación (3.94) se obtiene el modelo matemático final para la parte eléctrica
(3.98).

[
d(is)
dt

d(i′r)
dt

]
=

[
Ls L′

sr

(L′
sr)

T L′
r

]−1 [[
vs
v′r

]
−
[

03x3 ∆L′
sr

∆(L′
sr)

T 03x3

]
npθ̇rm

[
is
i′r

]
−
[
rs 03x3
03x3 r′r

] [
is
i′r

]]
(3.98)

Parte mecánica
La ecuación que caracteriza a la parte mecánica del motor está dada por la Ec. (3.99).

J
d(ωrm)

dt
+Bωrm = τe − τL (3.99)

Donde τe representa el par electromagnético generado por el motor y τL es el par de la carga aco-
plada a la flecha del motor,β es el coeficiente de fricción, J es la inercia y también ωrm representa
la velocidad mecánica de la flecha del motor, el cual se pude representar como d(θrm)

dt
.

Una vez definida la ecuación característica de la parte mecánica, se despeja para así obtener
la ecuación dinámica del motor de inducción representada en (3.100).

d(ωrm)

dt
=

τe
J

− τL
J

− Bωrm

J
(3.100)

τe = np(iabcs)
T (

d

dθr
Lsr)(iabcr) (3.101)
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3.3.2. Método Euler-Lagrange

En esta sección, de igual manera se aborda primero la parte eléctrica del modelado E-L y poste-
riormente se aborda la parte mecánica, esto con la finalidad de llevar un orden y un desarrollo más
claro del modelo.

Al ser un sistema que se conforma por diferentes naturalezas, las coordenadas se dividen tan-
to en coordenadas eléctricas, que representan las cargas eléctricas en los ejes magnéticos qe y la
coordenada mecánica, que representa el ángulo mecánico qm, se obtienen las funciones de energía
(3.102), (3.103), (3.104) y (3.105) para la parte eléctrica como la parte mecánica y se obtienen las
funciones de energía totales (3.106) y (3.107).
qe =

[
qas qbs qcs qar qbr qcr

]T
qm = θrm

T ∗
e =

1

2
q̇Te L (qm) q̇e (3.102)

T ∗
m =

1

2
Jq̇2m (3.103)

Ge =
1

2
q̇Te rq̇e (3.104)

Gm =
1

2
Bq̇2m (3.105)

T ∗
T =

1

2
q̇Te L (qm) q̇e +

1

2
Jq̇2m (3.106)

GT =
1

2
q̇Te rq̇e +

1

2
Bq̇2m (3.107)

A continuación, se enlistan los elementos de las funciones de energía:
qe Coordenadas eléctricas.
L (qm) Matriz de inductancias.
R Matriz de resistencias del estator y del rotor.
J Momento de inercia.
qm Coordenada mecánica.
B Coeficiente de fricción.
En este modelo se obtiene de manera implícita la dinámica del motor tanto como la parte eléc-
trica, como la parte mecánica, partiendo de las funciones de energía (3.106) y (3.107) se define el
Lagrangiano mostrado en (3.108).

L∗ =
1

2
q̇Te L (qm) q̇e +

1

2
J ˙q2m (3.108)

Continuando con el procedimiento sistemático, se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange para
la parte eléctrica y la parte mecánica.

d

dt

(
∂L∗

∂q̇e

)
−
(
∂L∗

∂qe

)
+

∂Gtotal

∂q̇e
= v (3.109)
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d

dt

(
∂ L∗

∂ ˙qm

)
−
(
∂ L∗

∂ qm

)
+

∂ Gtotal

∂ ˙qm
= −τL (3.110)

Donde, qe son las coordenadas generalizadas de la parte eléctrica, las cuales corresponden a
qe = [qas, qbs, qcs, qar, qbr, qcr]

T y qm es la coordenada generalizada para la parte mecánica el cual
se representa como qm = θm que es el ángulo mecánico del motor. Con los elementos que ya se
conocen, es posible solucionar las ecuaciones E-L (3.109) y (3.110) explicándose a continuación.

Parte eléctrica
Una vez definidas las funciones de energía y el Lagrangiano, es posible solucionar la ecuación de
E-L mostrada en (3.109), desarrollando y sustituyendo los valores a continuación:

∂L∗

∂q̇e
= L (qm) q̇e (3.111)

Debido a que L (qm) y q̇e son términos que dependen del tiempo se aplica la regla de la derivada
de un producto, obteniendo la expresión (3.112).

d

dt
(L (qm) q̇e) = L (qm) q̈e +

∂L (qm)

∂qm
q̇e (3.112)

Recordando que según la expresión (3.95) θr = npθrm podemos afirmar que ∆L′
sr se puede expresar

como:

θr = npθrm (3.113)
θr = npqm (3.114)

Por esta razón la derivada de la matriz de inductancias se representa como en la expresión (3.115).

∂L (qm)

∂qm
= ∆L′

sr =
∂ (Lsr)

∂θr
(3.115)

Desarrollando la derivada se obtiene la expresión (3.118).

∆L′
sr =

 −Lsrsin (θr) −Lsrsin
(
2π
3
+ θr

)
−Lsrsin

(
4π
3
+ θr

)
−Lsrsin

(
4π
3
+ θr

)
−Lsrsin (θr) −Lsrsin

(
2π
3
+ θr

)
−Lsrsin

(
2π
3
+ θr

)
−Lsrsin

(
4π
3
+ θr

)
−Lsrsin (θr)

 (3.116)

d

dt
(L (qm)) =

[
03x3 ∆L′

sr

∆(L′
sr)

T 03x3

]
θ̇r (3.117)

d

dt
(L (qm)) =

[
03x3 ∆L′

sr

∆(L′
sr)

T 03x3

]
npq̇m (3.118)

Donde np es el número de pares de polos.

La función de disipación eléctrica para la ecuación de Euler-Lagrange, se expresa en (3.119).

∂Gtotal

∂q̇e
= rq̇e (3.119)
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r es una matriz que representa las resistencias parásitas en el estator y el rotor referidas al estator.

r =


rs 0 0 0 0 0
0 rs 0 0 0 0
0 0 rs 0 0 0
0 0 0 r′r 0 0
0 0 0 0 r′r 0
0 0 0 0 0 r′r

 (3.120)

Ya resolviendo la ecuación de E-L y simplificando el modelo eléctrico en términos del estator y del
rotor referido al estator, el modelo dinámico que se obtuvo se muestra en la Ec. (3.121):

L (qm) q̈e +
∂L (qm)

∂qm
npq̇mq̇e +Rq̇e = v (3.121)

Sustituyendo en forma matricial:

[
Ls Lsr

LT
sr Lr

] [
q̈es
q̈′er

]
+

[
03x3 ∆Lsr

∆LT
sr 03x3

]
npq̇m

[
q̇es
q̇′er

]
+

[
rs 03x3

03x3 r′r

] [
˙qes
q̇′er

]
=

[
vs
v′r

]
(3.122)

Parte mecánica
Así mismo con la función de energía (3.108) y de disipación (3.107), se calcula la parte mecánica
explicada en el desarrollo de Ecs. (3.123)-(3.125):

d

dt

(
∂L∗

∂q̇m

)
= Jq̈m (3.123)

∂L∗

∂qm
=

1

2
q̇e

T

(
∂L (qm)

∂qm

)
q̇e (3.124)

∂Gtotal

∂ ˙qm
= B ˙qm (3.125)

De las expresiones (3.123), (3.124) y (3.125) se sustituyen en la ecuación E-L obteniendo la (3.126)-
(3.127):

Jq̈m − 1

2
q̇Te

(
∂L (qm)

∂qm

)
q̇e +Bq̇m = −τL (3.126)

Jq̈m − 1

2

[
q̇es q̇′er

] [ 03x3 ∆Lsr

∆LT
sr 03x3

] [
q̇es
q̇′er

]
+Bq̇m = τL (3.127)

3.3.3. Transformación al marco de referencia qd0

Los modelos obtenidos del motor de inducción se encuentran dentro del marco de referencia abc,
no obstante, para enfoques de control normalmente se emplea el marco de referencia qd0.
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Utilizando las matrices de transformación en (3.128), como se puede observar cada matriz po-
see un ángulo diferente porque en este caso se considera la parte en movimiento del rotor el cual
está representado como β y para el ángulo de transformación del estator se utiliza el ángulo θ.
Con estos datos, se realiza el desarrollo mostrado a continuación para finalmente llegar a los dos
modelos en coordenadas qd0.

Matriz de transformación aplicada al estator: Matriz de transformación aplicada al rotor:

Ks =
2

3

 cos θ cos
(
θ − 2

3
π
)

cos
(
θ + 2

3
π
)

sen θ sen
(
θ − 2

3
π
)

sen
(
θ + 2

3
π
)

1
2

1
2

1
2

 Kr =
2

3

 cos β cos
(
β − 2

3
π
)

cos
(
β + 2

3
π
)

sen β sen
(
β − 2

3
π
)

sen
(
β + 2

3
π
)

1
2

1
2

1
2


θ β = θ − θr

(3.128)

Para realizar la trasformación qd0, se utilizan las matrices de transformación en (3.128), esto
debido a que cada matriz es correspondiente al estator y al rotor, por lo cual aplicando la función
mostrada en (3.129), se realiza la transformación en las variables eléctricas de los modelos, como
se aborda en las siguientes secciones [Krause et al. (2013)].

fabc = K−1fqd0 (3.129)
Transformación qd0 en el modelo tradicional

Elementos resistivos del motor.
En primer lugar se toma la parte resistiva del modelo tradicional, el cual se muestra a continuación:

vabc,R = Riabc (3.130)

Donde:

R =

[
rs 03×3

03×3 r′r

]
(3.131)

iabc =

[
iabcs
i′abcr

]
(3.132)

Aplicando las matrices de transformación.

K−1vqd0,R = R
(
K−1iqd0

)
(3.133)

vqd0,R = KR
(
K−1iqd0

)
(3.134)

Donde K es una matriz que conlleva dentro las dos matrices de transformación Ks y Kr.

K =

 Ks 03×3

03×3 Kr

 (3.135)
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Si los elementos no cero de la matriz diagonal son iguales (tal es este caso) entonces:

KR
(
K−1

)
= R (3.136)

Sustituyendo:
vqd0,R = Riqd0 (3.137)

Elementos inductivos del motor.
Utilizando una metodología similar que en la parte resistiva partiendo de la equivalencia del voltaje
en el inductor:

vabc,L =
d

dt
(λabc) (3.138)

Se aplica la transformación:

K−1vqd0,L =
d

dt

(
K−1λqd0

)
(3.139)

vqd0,L = K
d

dt

(
K−1λqd0

)
(3.140)

Se aplica la regla de la cadena, debido a que se están derivando dos variables que dependen del
tiempo, a lo que se llega:

vqd0,L = K
d

dt

(
K−1

)
λqd0 +KK−1 d

dt
(λqd0) (3.141)

En donde se sabe que [Krause et al. (2013); Martinez (2023)]:

K
d

dt

(
K−1

)
=


ω

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 03×3

03×3 (ω − ωr)

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0




(3.142)

Para simplificar el modelo se renombran las siguientes matrices:

ω

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 = k11 y (ω − ωr)

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 = k22

Donde:
d

dt
(β) =

d

dt
(θ − θr) = ω − ωr (3.143)

De la expresión (3.141) se sustituye el término λ por su equivalencia desde el punto de vista
eléctrico Li, aplicando nuevamente la transformación en el orden siguiente:

λabc = Liabc (3.144)
K−1λqd0 = K−1 (Liqd0) (3.145)

λqd0 = KLK−1 (iqd0) (3.146)
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Se tiene que la representación de la matriz KLK−1 en su arreglo matricial, se expresa como:[
KsLs(K

−1
s ) KsL

′
sr (K

−1
r )

Kr (L
′
sr)

T (K−1
s ) KrL

′
r (K

−1
r )

]
(3.147)

Donde:

KsLs

(
K−1

s

)
=

 Lls + LM 0 0
0 Lls + LM 0
0 0 Lls

 = L11 (3.148)

KrLr

(
K−1

r

)
=

 Llr + LM 0 0
0 Llr + LM 0
0 0 Llr

 = L22 (3.149)

KrLsr

(
K−1

r

)
= KrLsr

(
K−1

r

)
=

 LM 0 0
0 LM 0
0 0 0

 = L12 = L21 (3.150)

LM =
3

2
Lms (3.151)

Sustituyendo lo que ya se tiene, para dejar el modelo en términos de las corrientes, se obtiene el
modelo tradicional en coordenadas qd0, expresado a continuación:[

L11 L12

L21 L22

] [
d
dt
(iqd0s)

d
dt

(
i′qd0r

) ] =[ vqd0s
v′qd0r

]
−
[

rs 03×3

03×3 r′r

] [
iqd0s
i′qd0r

]
+

[
K11 03×3

03×3 K22

] [
L11 L12

L21 L22

] [
iqd0s
i′qd0r

] (3.152)

Transformación qd0 en el modelo Euler-Lagrange
Utilizando un procedimiento similar al modelo tradicional, se utilizan las matrices de transforma-
ción (3.128) para las variables eléctricas:

d

dt
(L (qm) q̇e) +Rq̇e = vabc (3.153)

Aplicando la transformación a las partes eléctricas del modelo se obtiene la expresión (3.154),
donde el súper índice r son las variables transformadas en el marco qd0.

d
dt
(L (qm) k

−1q̇re) +RK−1q̇re = K−1vr (3.154)
L (qm) k

−1q̈re +
d
dt
(L (qm) k

−1) q̇re +RK−1q̇re = K−1vr (3.155)

Resolviendo la derivada involucrada en la ecuación y aplicando la regla de la cadena se obtiene lo
siguiente:

L (qm) k
−1q̈re +

∂L (qm)

∂qm
˙qmK

−1q̇re + L (qm)
d

dt

(
K−1

)
q̇re +RK−1q̇re = K−1vr (3.156)

Despejando los voltajes en qd0:

KL (qm) k
−1q̈re +

∂L (qm)

∂qm
˙qmK

−1q̇re + L (qm)
d

dt

(
K−1

)
q̇re +KRK−1q̇re = vr (3.157)
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Sustituyendo KL (qm) k
−1 y KRK−1, los cuales ya se obtuvieron en (3.147) y (3.136) y desarro-

llando las parte matemática faltante se obtiene el siguiente modelo de Euler-Lagrange final:

[
KsLsK

−1
s KsLsrK

−1
r

KrL
T
srK

−1
s KrLrK

−1
r

] [
q̈res
q̈r

′
er

]
+

[
03×3 Ks

d
dqm

(Lsr)K
−1
r

Kr
d

dqm

(
LT
sr

)
K−1

B 03×3

] [
q̇res
q̇r

′
er

]
+

[
KsLs

d
dθ
(K−1

s ) θ̇ KsLsr
d
dβ

(K−1
r ) β̇

KrL
T
sr

d
dθ
(K−1

s ) θ̇ KrLr
d
dβ

(K−1
r ) β̇

] [
q̇res
q̇r

′
er

]
+

[
KsRsK

−1
s 03X3

03X3 KrRrK
−1
r

] [
q̇res
q̇r

′
er

]
=

[
vrs
vr

′
r

]
(3.158)

Para simplificar el modelo final obtenido, se sabe que:

∂L (qm)

∂qm
˙qmK

−1q̇re + L (qm)
d

dt

(
K−1

)
q̇re =

[
K11 03×3

03×3 K22

] [
L11 L12

L21 L22

]
(3.159)

Por lo anterior, sustituyendo se obtiene el modelo final simplificado:[
L11 L12

L21 L22

] [
q̈res
q̈r

′
er

]
=

[
vrs
vr

′
r

]
−
[

rs 03×3

03×3 r′r

] [
q̇res
q̇r

′
er

]
+

[
K11 03×3

03×3 K22

] [
L11 L12

L21 L22

] [
q̇res
q̇r

′
er

] (3.160)

3.4. Modelado matemático de la bomba centrífuga

3.4.1. Curvas características de la bomba centrífuga

Como primer paso para un buen desarrollo de modelado de la bomba, es necesario determinar las
curvas características de la bomba. Estas curvas características van a cambiar en relación con la
velocidad, es por ello que es necesario determinar los valores de Caudal, Altura y Potencia que se
dan ante diferentes velocidades, ya que, estos datos sirven para determinar un polinomio y deter-
minar las curvas características.

Las leyes de afinidad rigen el funcionamiento de las bombas centrífugas. Estas leyes proporcio-
nan una visión profunda del comportamiento de la bomba en función a la velocidad del motor,
permitiendo predecir como las variables comúnmente analizadas en bombas, como el caudal (Qb),
la altura de bombeo (H) y la potencia mecánica (Pm), responden a cambios en la velocidad del
motor. Este enfoque es esencial para comprender y mejorar el rendimiento de las bombas centrí-
fugas en diversas condiciones operativas.

Con base a lo anterior, debido a que normalmente los fabricantes de bombas solo otorgan una
curva característica mediante los valores nominales, es necesario estimar los valores ante las otras
velocidades y por ello, utilizando las leyes de afinidad de (3.161)-(3.163), se estiman los valores
para producir el polinomio de las otras curvas características.
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ω2

ω1

=
Qb2

Qb1

(3.161)

(
ω2

ω1

)2 =
Hb2

Hb1

=
τL2
τL1

(3.162)

(
ω2

ω1

)3 =
Pm2

Pm1

(3.163)

En este caso la bomba centrífuga utilizada es una bomba de 3HP marca EVANS y sus valores
nominales son los siguientes:

Voltaje: 220 v

Velocidad: 1750 RPM

Potencia: 3HP

Altura máxima: 14.9 m

Caudal óptimo: 0.003 m3

s

Partiendo de estos valores nominales y la curva característica proporcionada por el fabricante, se
obtiene la tabla 3.5, donde se visualiza los valores de caudal y altura, potencia y eficiencia obtenidos
por las leyes de afinidad.
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Tabla 3.5: Valores de la bomba ante diferentes velocidades.

Datos para ω = 1725

Qb

(
m3

s

)
H(m) ω(RPM) Ph(W ) Pm(W ) µb τL(Nm)

0.003 14.9 1725 438.507 859.8176 0.51 0.498445
0.006 13 1725 765.18 1457.486 0.525 0.844919
0.009 12 1725 1059.48 1926.327 0.55 1.116711
0.012 10 1725 1177.2 2180 0.54 1.263768
0.015 7.8 1725 1147.8 2186.229 0.525 1.267379
0.018 6.33 1725 1117.7514 2235.503 0.5 1.295944

Datos para w = 1600

Qb

(
m3

s

)
H(m) ω(RPM) Ph(W ) Pm(W ) µb τL(Nm)

0.002783 12.81882 1600 349.9203 686.1183 0.51 0.428824
0.005565 11. 1842 1600 610.5992 1163.046 0.525 0.726904
0.008348 10.32 1600 845.44 1537.173 0.55 0.960733
0.01113 8.60 1600 939.38 1739.599 0.54 1.087249
0.013913 6.71 1600 915.8989 1744.569 0.525 1.090356
0.016696 5.445848 1600 891.9446 1783.889 0.5 1.114931

Datos para w = 1400

Qb

(
m3

s

)
H(m) ω(RPM) Ph(W ) Pm(W ) µb τL(Nm)

0.002435 9.814409 1400 234.4193 459.6457 0.51 0.328318
0.00487 8.562907 1400 409.05 779.1501 0.525 0.556536
0.007304 7.90 1400 566 1029.786 0.55 0.735561
0.009739 6.586852 1400 629.3135 1165.395 0.54 0.832425
0.012174 5.137744 1400 613.5807 1168.725 0.525 0.834804
0.014609 4.169477 1400 597.5332 1195.066 0.5 0.853619

Datos para w = 1200

Qb

(
m3

s

)
H(m) ω(RPM) Ph(W ) Pm(W ) µb τL(Nm)

0.002087 7.210586 1200 147.6226 289.4562 0.51 0.241213
0.004174 6.291115 1200 257.59 490.6601 0.525 0.408883
0.006261 5.807183 1200 356.6722 648.4948 0.55 0.540412
0.008348 4.839319 1200 396.3024 733.8933 0.54 0.611578
0.010435 3.774669 1200 386.3948 735.9902 0.525 0.613325
0.012522 3.063289 1200 376.2891 752.5782 0.5 0.6271

Datos para w = 1000

Qb

(
m3

s

)
H(m) ω(RPM) Ph(W ) Pm(W ) µb τL(Nm)

0.001739 5.007351 1000 85.42977 167.5094 0.51 0.167509
0.003478 4.36883 1000 149.0721 283.9468 0.525 0.283947
0.005217 4.032766 1000 206.4075 375.2864 0.55 0.37528
0.006957 3.360639 1000 229.3417 424.7068 0.54 0.424707
0.008696 2.621298 1000 223.6081 425.9202 0.525 0.42592
0.010435 2.127284 1000 217.7599 435.5198 0.5 0.43552
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Una vez obtenidos los valores ante diferentes velocidades, utilizando el software Matlab, se calcula
el polinomio expresado en (3.164) utilizando los datos de cada velocidad para obtener las curvas
características que se muestran en las Figs. 3.8-3.10 las cuales tienen un error que oscila entre -0.1
y 0.1 con respecto a la curva real.

H = a4Q
4
b + a3Q

3
b + a2Q

2
b + a14Qb + a0 (3.164)

Figura 3.8: Curva característica de la bomba caudal vs altura.

Figura 3.9: Curva característica de la bomba caudal vs potencia.
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Figura 3.10: Curva característica de la bomba caudal vs eficiencia.

Parametrización
Para fines de parametrización del bloque de bomba centrífuga proporcionado por Matlab/Simulink,
es necesario calcular el polinomio, en este caso como resultado, el valor de cada coeficiente es el
siguiente:

a4=727880658.4362

a3=-30039437.5857

a2=415038.5802

a1=-2750.5908

a0=20.16

Punto de operación de la bomba
Una vez que la bomba ha sido parametrizada y se han obtenido las curvas características, se
definen los puntos de operación de la bomba. Estos puntos son determinados en función de los
requerimientos hidráulicos específicos. En este escenario particular, se busca mantener una altura
constante de 8 m. Para lograr esta altura constante frente a variaciones en la velocidad del motor,
es necesario ajustar el caudal definiendo así un nuevo punto de operación en cada cambio.

Para calcular el caudal requerido ante cambios en la velocidad y mantener una altura constante
se comienza con el cálculo de la potencia mecánica requerida la cual está dada por la siguiente
expresión:

Pm = τLωrm (3.165)

Donde Pm es la potencia mecánica del motor en W , τL es el par externo aplicado en Nm y ωrm es
la velocidad angular dada en rad

s
.
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Cabe mencionar que el par externo aplicado τL, se calcula por la ley de afinidad de la ecua-
ción (3.162).

Asumiendo una eficiencia de la bomba µb constante del 52%, se utiliza la ecuación (3.166) pa-
ra calcular la potencia hidráulica de la bomba Ph.

Ph = Pmµb (3.166)

Ya conociendo el valor de la potencia hidráulica producida, utilizando la ecuación (3.167), la cual
de igual manera sirve para determinar la potencia hidráulica, se hace un despeje de tal manera
que se obtenga el caudal requerido tal como se visualiza en la ecuación (3.168) donde los valores
de ρ, g y H son constantes.

Ph = ρgHQb (3.167)

Qb =
Ph

ρgH
(3.168)

De esta forma se encuentran los caudales correspondientes a cada velocidad para obtener una
altura de 8 m.

3.5. Caso de estudio e integración de los modelos
Una vez teniendo los modelos generales es necesario realizar un dimensionamiento para determinar
la potencia requerida por el motor dependiendo de la potencia demandada por la bomba, el voltaje
de CD mínimo requerido por el inversor, así como el dimensionamiento para determinar el número
de módulos fotovoltaicos a emplear en el sistema.

Por último, ya obtenidas las consideraciones de diseño se ajustan los parámetros necesarios al
modelo y se integran para formar un modelo matemático completo del sistema el cual se visualiza
en la Fig.3.11.

Figura 3.11: Esquema del sistema de bombeo completo con los parámetros de diseño.
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3.5.1. Dimensionamiento y consideraciones de diseño

La forma sistemática que se siguió para el desarrollo del dimensionamiento fue la siguiente:

Determinación de las necesidades hidráulicas (Potencia hidráulica, Caudal y Altura)
Determinación de la potencia requerida por el motor
Determinación del voltaje requerido en el bus de CD
Determinación del número de paneles fotovoltaicos

Determinación de las necesidades hidráulicas
En el presente caso de estudio, se analiza un sistema de bombeo que enfrenta el reto de mantener
una altura constante de 8 m. Dado que la potencia disponible para el motor varía en función
de la irradiancia solar, se producen cambios en la velocidad del motor. Debido a ello, es esencial
redefinir el punto de operación de la bomba a un nuevo caudal para mantener la misma altura.
Esto se debe a que la bomba rinde mejor a ciertas velocidades en específico, ya que no todas las
velocidades producen la altura deseada. Los valores de caudal se calculan utilizando las leyes de
afinidad descritas anteriormente.

El valor del caudal se obtiene de la curva característica de altura contra caudal proporcionada
por el fabricante, donde para una altura de 8 m, el valor de caudal en condiciones nominales es
Qb = 0.014m3

s
. Para este trabajo se utilizó una bomba de la marca EVANS, el cual su ficha técnica

se describe en el anexo B.2.

Dado que ya se conoce la altura y el caudal, es necesario calcular la potencia hidráulica utili-
zando la Ec. (3.167) previamente mencionada, donde sustituyendo numéricamente se obtiene la
expresión (3.169) dando una potencia hidráulica de 1155.3W .

Ph =

(
1000

kg

m3

)
(8m)

(
9.81

m

s2

)(
0.014

m3

s

)
= 1155.3W (3.169)

Bajo las consideraciones de ρ = 1000m3

s
, g = 9.81m

s2
, Qb = 0.014m3

s
y H = 8m se calcula la potencia

hidráulica requerida.
Determinación de la potencia requerida por el motor
Conociendo las necesidades hidráulicas, se determina la potencia mecánica necesaria para satisfacer
a la bomba mediante utilizando la Ec. (3.170), en este caso se planea trabajar la bomba a una
eficiencia del 52% constantes. Esta eficiencia es la correspondiente a la del caudal de 0.014m3

s
de

la curva característica nominal de eficiencia contra caudal proporcionada por el fabricante.

Pm =
Ph

µb

(3.170)

Pm =
1155.3W

0.52
= 2221.8W (3.171)

Pm =
2221.8W

746
= 2.97HP (3.172)

Pm=Potencia mecánica (W)
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µb=Eficiencia de la bomba (%)

Una vez calculada la potencia mecánica se transforma a caballos de fuerza (HP, por sus siglas en
inglés), en donde se seleccionó un motor de 3HP debido a la potencia requerida y las capacidades
estándar de los motores comerciales, siendo el motor de 3 HP el más adecuado. En este trabajo el
motor de 3 HP utilizado se obtuvo de [Krause et al. (2013)].
Determinación del voltaje requerido en el bus de CD
Es necesario conocer el voltaje requerido en el bus de CD para poder obtener un dimensionamiento
del sistema FV adecuado, además, para saber cual es el voltaje mínimo requerido que genere un
voltaje línea-línea adecuado por parte del inversor. Para este caso el motor utilizado requiere un
voltaje línea a línea de 220V. El voltaje de CD en la entrada del inversor se determina de la
siguiente manera:

VCD =
VLL

√
2 ∗ 2√
3

(3.173)

VCD =
220

√
2 ∗ 2√
3

= 359.25V (3.174)

VCD= Voltaje en el bus de CD.
VLL= Voltaje de línea a línea CA.

Determinación del número de paneles FV
Para determinar la cantidad de paneles FV se calcula el consumo de energía requerido por el motor,
el cual se expresa a continuación:

Ce = Pmotor ∗ t (3.175)
Ce = (2237.1W )(4hrs) = 8948.4Whr (3.176)

Ce= Consumo de energía.
Pmotor=Potencia del motor.
t=Horas de funcionamiento de la bomba.

Con el propósito de aprovechar la energía solar generada durante el día, es necesario que el tiempo
de funcionamiento de la bomba (t), sea igual o menor a las horas solares pico. Cuando se ajusta
al mismo período (como es el caso), se logra consumir la totalidad de la energía generada durante
las horas de mayor radiación solar, y al reducir el tiempo de operación, se disminuye la cantidad
de energía extraída de los paneles fotovoltaicos.

El módulo FV seleccionado para este trabajo es el módulo ISF-255, cuyos datos se muestran
en la ficha técnica de la Fig. B.1. del anexo B.1. Teniendo el consumo de energía, se utiliza la
Ec. (3.177) para calcular el número de módulos (mod) FV en relación con los datos del panel y
el consumo. Cabe mencionar que para el dimensionamiento es necesario considerar los efectos que
tiene la irradiancia en los paneles, por lo cual es necesario hacer un dimensionamiento para el peor
escenario, tomando el valor de horas solares pico (HSP) mensual más bajo. Es importante tener
en cuenta las pérdidas causadas por sombreado, acumulación de suciedad y degradación de los
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paneles y determinar la capacidad de energía real, cada uno de estos tiene un valor de porcentaje,
para este trabajo se utilizaron porcentajes tomados de [Villegas et al. (2018)]. Este factor se conoce
como coeficiente de rendimiento (PR) y representa la eficiencia del sistema.

Las horas solares pico mostrados en la tabla C.1 mostrado en el anexo C, son de la localidad
de Cuernavaca Morelos y se obtuvieron de la pagina de la NASA POWER.

Nmod =
Ce

Pmp ∗HSP ∗ PR
(3.177)

Nmod =
8948.4Whr

(255W ) (4.38hrs) (0.7)
= 11.44 → 12 (3.178)

Nmd= Número total de módulos fotovoltaicos.
Pmp= Punto de máxima potencia del módulo FV.
HSP= Horas solares pico.
PR= Factor de rendimiento del módulo.

Para calcular el número de módulos en serie y en paralelo se utilizan las expresiones (3.179) y
(3.180).

Ns =
vCD

vmp

(3.179)

Np =
Nmod

Ns

(3.180)

Ns= Número de módulos en serie.
Np= Número de módulos en paralelo.
vCD= Voltaje requerido en el bus de CD.
vmp= Punto de máximo voltaje del módulo.

Debido a que se considera que el convertidor este operando al 50% el número de módulos en serie
se redefine como la expresión (3.181), esto con la finalidad de que el ciclo de trabajo del convertidor
no opere en los limites de 1 y 0, obteniendo el arreglo fotovoltaico en serie y paralelo como las Ecs.
(3.182) y (3.183).

Ns =
vCD

2

vmp

(3.181)

Ns =
180v

30.9v
= 5.82 → 6 (3.182)

Np =
12 mod

6 mod
= 2 (3.183)

Finalizando con el dimensionamiento del sistema completo para el presente caso de estudio.
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Integración de los modelos
En esta sección, se integraron todos los modelos obtenidos anteriormente considerando la bomba
centrífuga para validar el modelado mediante simulación. La Figura 3.13 muestra el circuito equi-
valente del sistema completo.

Además, se implemento un control v/f para la regulación de la velocidad mostrado en la Fig.
3.12 con unas ganancias mostradas en la tabla 3.6, esto con el objetivo de regular el caudal de la
bomba por variación de velocidad, sin necesidad de una válvula.

Las variables de interés para el modelado tradicional incluyen la corriente de las celdas ipv, el
voltaje de las celdas vc1, el voltaje en el bus de cd vc2, la corriente demandada por el inversor imi,
las corrientes en abc del estator iabcs, la velocidad mecánica wrm y el caudal bombeado Qb.

En el modelo E-L, las variables son la carga eléctrica en la malla 1 de las celdas con el con-
vertidor boost q1, la carga eléctrica en la malla 2 q2, la carga eléctrica de la malla 3 q3, la carga
eléctrica demandada por el inversor qmi, las cargas eléctricas en abc del estator qabcs, el ángulo
mecánico del motor qrm y el caudal bombeado Qb.
Esquema de control

Figura 3.12: Esquema de control V/F [Martinez (2023)].

Tabla 3.6: Ganancias del controlador proporcional-integral [Martinez (2023)]

Parámetro Nomenclatura Valor
Ganancia proporcional Kp 50
Ganancia integral Ki 60
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Figura 3.13: Circuito equivalente del sistema completo.

Para el calculo de la resistencia RCD, se planteo el uso de una resistencia variable ya que se consi-
dera el equilibrio de potencias del convertidor con la interacción de las corrientes demandadas por
el inversor imi, descrito en el anexo D.

Los parámetros de los elementos que conforman al convertidor elevador, se calcularon con base a la
metodología utilizada en [Singh and Singh (2015); Singh et al. (2013)], el desarrollo matemático se
describe en el anexo E, donde se obtuvieron los valores para el capacitor de entrada del convertidor
C1, el inductor del convertidor iL y el bus de CD C2.



Capítulo 4

Resultados

En este capítulo se muestran los resultados obtenidos de cada escenario de simulación específico
con el objetivo de validar cada modelo y posteriormente integrar los modelos y adaptarlos al caso
de estudio.

4.1. Simulación del Generador FV con el convertidor boost
Primer escenario de simulación
En este escenario de simulación, se utilizó una irradiancia variable escalonada para ver como se
comporta el convertidor elevador ante diferentes niveles de potencia producidos por los paneles
FV. con un control MPPT descrito en el capítulo anterior. El MPPT ajusta el ciclo de trabajo d
en función de un ajuste de impedancias entre las celdas FV y la impedancia de salida Rcd descrito
en el anexo A. Esta variación del ciclo de trabajo y la irradiancia se muestra en la Fig. 4.1 durante
un tiempo de simulación de 4 segundos. Se espera mantener el voltaje máximo de las celdas FV.
el cual toma un valor de 185− 186 V y se espera que al momento de que la irradiancia llegue a un
valor de 1000 W

m2 el voltaje de salida del convertidor tome un valor de 360 V .

Las variaciones de los valores de entrada se producen en el siguiente orden:

En t=0 la irradiancia es de 400 W
m2 ,lo que produce un MPPT de 1231.24W , un voltaje má-

ximo de 185.5v y una corriente máxima de 6.63A. Bajo estas condiciones se determina una
impedancia por parte de las celdas de 27.98Ω dando un ciclo de trabajo de 0.18.

En t=1 la irradiancia es de 600 W
m2 ,lo que produce un MPPT de 1853.33W , un voltaje máxi-

mo de 186.22v y una corriente máxima de 9.95A. Bajo estas condiciones se determina una
impedancia por parte de las celdas de 18.71Ω dando un ciclo de trabajo de 0.33.

En t=2 la irradiancia es de 800 W
m2 ,lo que produce un MPPT de 2465.88W , un voltaje má-

ximo de 186v y una corriente máxima de 13.27A. Bajo estas condiciones se determina una
impedancia por parte de las celdas de 14Ω dando un ciclo de trabajo de 0.42.

En t=3 la irradiancia es de 1000 W
m2 ,lo que produce un MPPT de 3066.52W , un voltaje

máximo de 185.54v y una corriente máxima de 16.54A. Bajo estas condiciones se determina
una impedancia por parte de las celdas de 11.2Ω dando un ciclo de trabajo de 0.48.

70
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Figura 4.1: Cambios en la irradiancia y el ciclo de trabajo.

Simulación y resultados
Para validar el comportamiento de los dos modelos matemáticos obtenidos, se programaron en
el entorno Matlab/Simulink y se comparó con un modelo a bloques del Simulink el cual se tomó
como referencia para los modelos matemáticos, mostrando la comparativa en la Fig. 4.2.

Figura 4.2: Comparación de los modelos.

Utilizando los parámetros de simulación mostrados en la tabla 4.1, se obtiene como resultado las
Figs. 4.3,4.4 y 4.5 que representan la dinámica del voltaje FV (vC1), la corriente en el inductor (iL)
y el voltaje en el bus de cd (vC2). Los incisos b y c de cada figura representan: b) Las señales de error
de las respuestas del modelo de bloques de Simulink vs el modelo matemático tradicional, c) Las
señales de error entre las repuestas del modelo de bloques de Simulink vs el modelo Euler-Lagrange.
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Tabla 4.1: Datos de simulación.
Parámetro Nomenclatura Valor
Módulos en paralelo Np 2
Módulos en serie Ns 6
Voltaje en circuito abierto Voc 37.9 V
Corriente en corto circuito Isc 8.86 A
Punto de máximo voltaje Vmp 30.9 V
Punto de máxima corriente Imp 8.27 A
Capacitor de entrada C1 200× 10−6 F
Inductor L 3× 10−3H
Resistencia parásita del inductor RL 0.001Ω
Capacitor del bus de CD C2 200× 10−6 F
Carga R 42.26Ω

Como se puede apreciar en las Figs. 4.3 - 4.5, se muestra la comparativa de los modelos matemáticos
con respecto a un modelo de bloques, incisos a). Además, se muestran el error entre el modelo
tradicional con respecto al modelo de bloques (et), incisos b). Finalmente en los incisos c) se
visualiza el error entre el modelo E-L con respecto al modelo de bloques (eEL), representando
adecuadamente la interacción entre las celdas fotovoltaicas con el convertidor, además, se corrobora
que el convertidor elevador está funcionando de la manera correcta debido a que los voltajes
producidos en el bus de cd son los correspondientes al cambio del ciclo de trabajo mostrado
previamente en el escenario de simulación.

Figura 4.3: a) Comparación de los voltajes FV vc1 de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.

Figura 4.4: a) Comparación de las corrientes iL de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.
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Figura 4.5: a) Comparación de los voltajes del bus vc2 de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.

4.2. Simulación del Inversor trifásico
Segundo escenario de simulación
En este escenario de simulación, se utilizó un PWM en lazo abierto descrito en el capítulo ante-
rior, con un voltaje de CD constante de 360 v. Debido a la gran cantidad de pulsos generados en
intervalos pequeños de tiempo se simuló durante 0.5 segundos para poder visualizar los voltajes
línea-línea de las fases del inversor.

Simulación y resultados
Para validar el modelo del inversor, se programó utilizando el entorno de Matlab/Simulink y se
comparó con un modelo a bloques el cual se visualiza en la Fig. 4.6. con un voltaje de entrada de
360vcd, esperando un voltaje línea-línea de salida de 360vLL. El PWM utilizado en este trabajo se
visualiza en la Fig. 4.7.

Figura 4.6: Esquema de la comparativa del modelo matemático y el modelo a bloques.
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Figura 4.7: Esquema en simulink del PWM en lazo abierto.

La Fig. 4.8, representa la comparación de los voltajes línea-línea del inversor del modelo Simulink,
comparado con los voltajes línea-línea del modelo. Con los resultados obtenidos de esta simulación,
se corrobora que el modelo en función de las señales de conmutación describe adecuadamente el
comportamiento del inversor al compararse con el modelo de bloques, generando un voltaje línea-
línea de la misma magnitud que el voltaje de CD, con un valor de 360V .

Figura 4.8: Comparación de los voltajes línea-línea entre el modelo matemático y el modelo a
bloques.

También se aplicó un análisis por transformada de Fourier rápida utilizando la herramienta de
Simulink llamada FFT (Por sus siglas en inglés) siguiendo la metodología aplicada en [Vargas
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et al. (2019)] con el objetivo de validar que el sistema este operando a 60 Hz y además verificar si
el valor rms del armónico fundamental sea el requerido de 220vrms.

Figura 4.9: Resultados del FFT.

La Fig. 4.9 muestra el análisis del voltaje línea a línea a un ciclo con una frecuencia fundamental
de 60 Hz el cual se visualiza en el inciso a) y una distorsión armónica total (THD, por sus siglas en
inglés) de 0.23% con un armónico fundamental de 311.8v como se observa en el inciso b), lo que
corrobora que el sistema esta operando a la frecuencia correcta según el inciso c) y como se consi-
dera un sistema trifásico balanceado se considera el mismo THD para las otras dos fases del sistema.

Para validar el voltaje rms visualizado en la Fig. anterior, se utilizo la Ec. (4.1) donde el va-
lor del armónico fundamental es el valor máximo del voltaje vmax, al susituir numéricamente se
valida que con los 311.8vmax se produce un valor rms de 220vrms, por lo cual es el esperado.
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vrms =
vmax√

2
(4.1)

vrms =
311.8v√

2
= 220vrms (4.2)

4.3. Simulación del Motor de inducción trifásico
En este tercer escenario de simulación se utilizó un motor de inducción tipo jaula de ardilla de
200W tomado de [Hernández et al. (2019)] con el objetivo de validar el modelo matemático del
motor de inducción en coordenadas abc y qd0, como entradas al sistema se tienen valores nomina-
les del par de carga externo τL = 1.25Nm y voltaje línea-línea del estator vLLs = 220v desde T=0.

Simulación y resultados
Para validar el comportamiento dinámico de los modelos matemáticos, se comparan los modelos
con un modelo a bloques realizado en Simulink, el cual aborda una fuente de CA trifásica y el
motor de inducción, tal como se visualiza en la Fig. 4.10 utilizando los parámetros de la tabla 4.2.
El tiempo de simulación es de 4 segundos.

Figura 4.10: Diagrama de la comparativa entre los modelos.
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Tabla 4.2: Datos del motor de inducción [Hernández et al. (2019)].
Parámetro Nomenclatura Valor
Potencia nominal Pnom 200 W
Voltaje rms nominal línea a línea VrmsLL 220 V
Corriente rms nominal irms 0.95 A
Número de pares de polos np 2
Velocidad nominal ωrm,nom 1625rpm
Frecuencia nominal fs,nom 60 Hz
Resistencia del estator rs 11.995Ω
Resistencia del rotor referida al estator r′r 15.25Ω
Reactancia del estator Xls 12.19Ω
Reactancia del rotor referida al estator X ′

lr 12.19Ω
Reactancia de magnetización XM 209.74Ω

Momento de inercia J 4.6423× 10−4 kg
m2

Coeficiente de fricción viscosa B 0
Par aplicado τL 1.25 N ·m

Las gráficas de las figuras 4.11-4.13, muestran la comparativa de las corrientes en el estator y el
error entre los modelos matemáticos con respecto al modelo de bloques, de lo cual, se observa
que los modelos matemáticos describen adecuadamente al sistema, además, las oscilaciones de las
corrientes disminuyen en cuanto llega al estado estacionario y su amplitud es igual al de la fuente.

Figura 4.11: a) Comparación de las corrientes ias de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.
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Figura 4.12: a) Comparación de las corrientes ibs de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.

Figura 4.13: a) Comparación de las corrientes ics de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.

Para validar las magnitudes de las corrientes obtenidas en el estator, se utiliza la expresión (4.3)
la cual calcula el valor vrms de la corriente, para ello es necesario conocer el valor de la corriente
máxima obtenida, en este caso es 1.29A, al sustituir númericamente se obtiene la Ec. (4.4).

irms =
imax√

2
(4.3)

1.29 A√
2

= 0.91 A (4.4)

Se valida que el resultado obtenido es aproximado al valor de corriente rms de la tabla 4.2.

Las figuras 4.14-4.16 muestran en los incisos a) la comparación de los comportamientos de los tres
modelos de las corrientes del rotor referidas al estator, en los incisos b) muestra las discrepancias
de los resultados del modelo a bloques contra los resultados del modelo tradicional y en los incisos
c) nuevamente muestran las discrepancias entre el modelo de bloques contra el modelo Euler-
Lagrange. Los modelos se comportan bien y el error entre los modelos matemáticos y el error
del modelo de bloques es muy pequeño, cuando se alcanza el estado estacionario del sistema la
magnitud de las oscilaciones disminuyen tomando valores de 0.99 y -0.99 A.
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Figura 4.14: a) Comparación de las corrientes iar de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.

Figura 4.15: a) Comparación de las corrientes ibr de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.

Figura 4.16: a) Comparación de las corrientes icr de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.

En la gráfica de la Fig. 4.17, se visualiza la comparación del comportamiento de la velocidad mecá-
nica del motor obtenida por los modelos. Las señales de error entre los modelos matemáticos y el de
bloques, notándose que los modelos se siguen adecuadamente a la velocidad del modelo de bloques,
tomando un valor de 1702 RPM, el cual es el esperado debido a que el motor opera en condiciones
nominales. Finalmente, la Fig. 4.18 representa el par electromagnético generado por el motor y el
error de los modelos, comparando el comportamiento de los modelos matemáticos con respecto al
modelo de bloques, además se alcanza a apreciar que ante condiciones nominales el motor genera
el par suficiente para satisfacer el par externo de 1.25Nm, describiendo el funcionamiento correcto
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del MI y mostrando un error muy pequeño entre los modelos matemáticos y el de bloques.

Figura 4.17: a) Comparación de la velocidad mecánica ωrm de los modelos, b) Error et, c) Error
eEL.

Figura 4.18: a) Comparación del par electromagnético τe de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.

Transformación al marco de referencia qd0
En esta parte se mantiene el mismo escenario de simulación para simular y analizar el comporta-
miento dinámico de los modelos matemáticos transformados en coordenadas qd0.

Simulación y resultados

Las Figuras 4.19 y 4.20 muestran la dinámica de las corrientes en coordenadas qd0 del estator. En
el inciso a), se compara la dinámica entre los dos modelos matemáticos y el modelo de bloques,
revelando un comportamiento similar. Las Figuras b) y c) ilustran las señales de error et y eEL. Es
relevante resaltar que las corrientes se vuelven constantes e invariantes en el tiempo.
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Figura 4.19: a) Comparación de las corrientes iqs de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.

Figura 4.20: a) Comparación de las corrientes ids de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.

Las Figuras 4.21 y 4.22 muestran el comportamiento dinámico de las corrientes en coordenadas
qd0 del rotor. En el inciso a), se compara los resultados de los modelos matemáticos con el modelo
a bloques. En los incisos b) y c) se ilustra la señal de error de los modelos matemáticos con respecto
al de bloques. Se observa que al eliminar la dependencia del ángulo θr, se logra un comportamiento
constante cuando se alcanza la parte estacionaria, lo que simplifica las futuras tareas de control.

Figura 4.21: a) Comparación de las corrientes iqr de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.
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Figura 4.22: a) Comparación de las corrientes idr de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.

La Fig. 4.23 representa la dinámica de la velocidad mecánica del motor de los tres modelos en
el inciso a), mientras que en el inciso b) y c) nuevamente son las señales de error de los mode-
los matemáticos con respecto al modelo de bloques, oscilando con picos desde -0.01 hasta 0.02 lo
cual es relativamente pequeño y llegando rápidamente a cero ya cuando la señal de la velocidad
se encuentra en la parte estacionaria, por lo cual los modelos describen adecuadamente todas las
variables calculadas en el marco de referencia qd0.

La última variable por analizar, es el del par electromagnético, el cual se presenta en la Fig.
4.24, donde la dinámica de los modelos se presenta en el inciso a) y los errores entre estos se
visualizan en los incisos b) y c), en este caso el par está llegando al valor de 1.25, debido a que
al motor se le está aplicando un par de carga externo de ese valor, por lo cual el par generado
por el motor debe ser diferente de cero, comprobándose además del correcto funcionamiento de
los modelos matemáticos, que el motor es capaz de generar los 1.25Nm de par de carga que se le
están aplicando.

Figura 4.23: a) Comparación de la velocidad mecánica ωrm de los modelos, b) Error et, c) Error
eEL.
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Figura 4.24: a) Comparación del par electromagnético τe de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.

4.4. Simulación de la Bomba centrífuga
Escenario de simulación
En el cuarto escenario de simulación, se simula la bomba centrífuga y se introducen variaciones en
la velocidad mecánica como se muestra en la Fig. 4.25, lo que produce cambios en el par mecánico
ya que depende de la velocidad. Estas variaciones en las señales de entrada se producen de la
siguiente manera:

En t=1 la velocidad mecánica toma la velocidad nominal que es de 1725RPM con un par
externo nominal de 12.31Nm.

En t=2 la velocidad disminuye a 1600RPM y produce un par de 10.6Nm.

Por último, en t=3 la velocidad baja hasta 1400RPM produciendo un par de 8.11Nm.

Además de estas variaciones en la parte mecánica de la bomba, se considera una altura constante
H = 8 m y una eficiencia constante µb = 50% que es la nominal según la curva característica
mostrada en previamente en la Fig. 3.10.

Figura 4.25: Variaciones en a) velocidad mecánica de la bomba y b) par mecánico.
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Resultados y simulación
Para validar el modelo matemático de la bomba centrífuga, se programó el modelo en el entorno de
MATLAB/SIMULINK como se visualiza en la Fig. 4.26 y se comparó con las curvas características
mencionadas en el capítulo anterior, las cuales fueron programadas y estimadas en Matlab.

Figura 4.26: Modelo matemático de la bomba centrífuga en simulink.

Los parámetros de simulación utilizados para la bomba se visualizan en la tabla 4.3.
Tabla 4.3: Parámetros de la bomba centrífuga.

Parámetro Nomenclatura Valor
Primer coeficiente de aproximación a4 727880658.4362
Segundo coeficiente de aproximación a3 -30039437.5857
Tercer coeficiente de aproximación a2 415038.5802
Cuarto coeficiente de aproximación a1 -2750.5908
Caudal nominal Qn 0.018m3

s
Velocidad de referencia ωrm,ref 1725RPM

Densidad del agua ρ 1000 kg
m3

La Fig. 4.27 muestra las tres variables principales en un sistema de bombeo (caudal,potencia
hidráulica y potencia mecánica), ante variaciones en la velocidad. Para mantener una altura cons-
tante, es necesario conocer el caudal correspondiente a cada velocidad, dando como resultado:
0.014m3

s
para 1725RPM , 0.011m3

s
para 1600RPM y 0.007m3

s
para 1400RPM . Estos valores de

caudal mantienen una altura constante disminuyendo la potencia requerida como se aprecia en el
inciso b) y el inciso c) de la Fig. 4.27.

Figura 4.27: a) Caudal bombeado, b) Potencia hidráulica, c) Potencia mecánica.
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En la Fig. 4.28 se visualiza el resultado arrojado por el sistema de bombeo comparándolo con las
curvas características, donde el caudal calculado coincide con las curvas correspondientes. También
se observa que entre mayor sea la velocidad, la altura que puede producir el sistema también
incrementa.

Figura 4.28: Puntos de operación de los caudales para una altura de 8m.

De igual manera en la Fig. 4.29, se visualiza que a mayor velocidad, la potencia mecánica deman-
dada por el sistema de bombeo aumenta, en el caso del punto de operación de la bomba para
una altura de 8 metros, se visualiza que la precisión de los datos de las curvas características con
respecto a los obtenidos del sistema se separan un poco con un error de hasta 74W debido a la
aproximación del polinomio de las curvas, demostrando un comportamiento correcto del sistema.

Figura 4.29: Potencias mecánicas correspondientes a las velocidades de 1725, 1600 y 1400 RPM.

Es esencial considerar que no todas las velocidades pueden producir la altura de 8 m, por lo que
para fines de diseño es necesario considerar ambas gráficas presentadas en esta sección para definir
bien los puntos de operación de la bomba centrífuga.
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4.5. Simulación del modelo completo y caso de estudio
Escenario de simulación
Se considera un arreglo de 12 paneles, 6 en serie y 2 en paralelo ante variaciones en las entradas
del modelo mostrados en la Fig. 4.30, que se presentan de la siguiente manera:

En t=0 la irradiancia mantiene un valor ideal de 1000 W
m2 , con un ciclo de trabajo de 0.48 y

la velocidad de referencia del controlador es de 0 rad
s

, al igual que el par mecánico y la carga
adicional RCD = 42.26.

En t=7 la irradiancia sigue manteniendo su valor de 1000 W
m2 , el ciclo de trabajo vuelve a

mantener un valor de 0.48, la velocidad llega al valor deseado de 180.64 rad
s

, el par mecánico
toma un valor de 12.3Nm y la carga adicional RCD = 207.

En t=10 la irradiancia baja a 800 W
m2 , el ciclo de trabajo baja a 0.22, la velocidad angular

baja a 170.48 rad
s

y el par mecánico 10.9Nm y la carga adicional RCD = 207.

Finalmente, en t=14 la irradiancia baja a 700 W
m2 , el ciclo de trabajo sube a 0.54, la velocidad

de referencia baja a 150 rad
s

y el par mecánico a 8.5 y la carga adicional RCD = 207.

Figura 4.30: Cambios de las señales de entrada de los modelos.

Resultados y simulación
La comparativa de los modelos matemáticos se presenta en la Fig. 4.31, programando en código
los modelos matemáticos y comparándose con un modelo a bloques de Simulink y los controles del
MPPT y v/f.
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Figura 4.31: Diagrama de la comparativa entre los modelos matemáticos y el modelo de bloques.

Los parámetros de simulación se muestran en las tablas 4.3,4.4,4.5 y 4.6.

Tabla 4.4: Parámetros de las celdas fotovoltaicas.
Parámetro Nomenclatura Valor
Punto de máximo voltaje Vmp 30.9 V
Punto de máxima corriente Imp 8.27 A
Punto de máxima potencia Pmp 255.54 W
Voltaje en circuito abierto Voc 37.9 V
Corriente de corto circuito Isc 8.86 A

Tabla 4.5: Parámetros de diseño adicionales.
Parámetro Nomenclatura Valor
Capacitor de entrada C1 1.086× 10−4 F
Inductor L 0.0136H
Resistencia parásita del inductor RL 0.001Omega
Capacitor del bus de CD C2 1.21× 10−3 F
Frecuencia de conmutación de los convertidores f 60kHz
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Tabla 4.6: Parámetros del motor de inducción trifásico [Krause et al. (2013)].
Parámetro Nomenclatura Valor
Potencia nominal Pnom 2237.1 W
Voltaje rms nominal línea a línea VrmsLL 220 V
Número de pares de polos np 2
Velocidad nominal ωrm,nom 1710rpm
Frecuencia nominal fs,nom 60 Hz
Resistencia del estator rs 0.435Ω
Resistencia del rotor referida al estator r′r 0.816Ω
Reactancia del estator Xls 0.754Ω
Reactancia del rotor referida al estator X ′

lr 0.754Ω
Reactancia de magnetización XM 26.13Ω

Momento de inercia J 0.089 kg
m2

Coeficiente de fricción viscosa B 0
Par aplicado máximo τL 11.9 N ·m

En las figuras 4.32 y 4.33 se muestra el comportamiento dinámico del voltaje de las celdas FV y
el voltaje producido en el bus de CD, las cuales muestran el correcto funcionamiento del MPPT
manteniendo un voltaje aproximado de 185 v. De igual manera el cambio del valor de la carga
adicional Rcd funciona para regular el voltaje de cd a 360 v, el cual produce una elevación en el
voltaje en t=7 subiéndolo nuevamente a 360 el cual es el mínimo requerido por el motor.

En las figuras 4.34 y 4.35 se muestra la comparativa de las corrientes en coordenadas qd0 del
estator, en donde el sistema al llegar a la parte estacionaria mantiene un valor de corriente cons-
tante, las oscilaciones producidas se deben a la diferencia de velocidades angulares entre la parte
eléctrica y la parte mecánica del modelo.

Figura 4.32: a) Comparación de los voltajes FV vc1 de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.
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Figura 4.33: a) Comparación de los voltajes del bus vc2 de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.

Figura 4.34: a) Comparación de las corrientes iqs de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.

Figura 4.35: a) Comparación de las corrientes ids de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.
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En las figuras 4.36 y 4.37 se muestran las corrientes en coordenadas qd0 del rotor, el cual muestra
un comportamiento similar a las corrientes del estator llegando a un valor constante e invariante en
el tiempo. Cuando la irradiancia cambia en t=10 se produce un pico en la corriente y nuevamente
llega a un valor constante.

En la figura 4.38 se visualiza la dinámica de la velocidad mecánica del motor en la cual se ge-
neran tres cambios de velocidad debido a los cambios de irradiancia de 1000 W

m2 en t=0, 800 W
m2 en

t=10 y 700 W
m2 en t=14.5. Se demuestra que el comportamiento de la velocidad es el esperado, ya

que coincide con la velocidad de referencia del control v/f.

Figura 4.36: a) Comparación de las corrientes iqr de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.

Figura 4.37: a) Comparación de las corrientes idr de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.
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Figura 4.38: a) Comparación de la velocidad mecánica ωrm de los modelos, b) Error et, c) Error
eEL.

En la figura 4.39 se representa el comportamiento del par electromagnético generado por el motor,
el cual se demuestra que el par es el esperado ya que coincide con el par externo aplicado al motor
de inducción, además, se visualiza que ante cambios bruscos de irradiancia el par electromagnético
produce un pico bastante grande, sin embargo, después llega a su valor requerido.

En la figura 4.40 se muestra la dinámica del caudal bombeado, dando diferentes resultados ante
diferentes velocidades manteniendo una eficiencia constante del 52 % y una altura requerida de 8 m.

Finalmente en la figura 4.41 se muestra la variación de la potencia hidráulica producida por la
bomba y se valida que variando la velocidad la potencia demandada por el sistema es menor tal
como se visualiza en los valores de potencia de t=7, t=10 y t=14.5 se observa una gran disminución
de potencia debido a que se considera una eficiencia de la bomba del 52%.

Figura 4.39: a) Comparación del par electromagnético τe de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.
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Figura 4.40: a) Comparación del caudal bombeado Qb de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.

Figura 4.41: a) Comparación de la potencia hidráulica Ph de los modelos, b) Error et, c) Error eEL.



Capítulo 5

Conclusiones

Se llevaron a cabo dos técnicas de modelado matemático, una por método tradicional utilizando
las leyes físicas y otra por enfoque energético Euler-Lagrange para un sistema compuesto por una
bomba centrífuga, un motor de inducción trifásico tipo jaula de ardilla, un inversor, un conver-
tidor CD/CD boost y un sistema FV. Estos modelos se validaron por separado bajo simulación,
comparándolos contra un modelo a bloques de Simulink.

Los modelos de las celdas FV junto con el convertidor boost demuestran una descripción y fun-
cionamiento correcto del subsistema, al utilizar un MPPT y se demostró que el voltaje de las
celdas se mantiene en su nivel máximo correspondiente a cada nivel de irradiancia, lo que permite
un mayor aprovechamiento de la energía producida por los paneles, además las señales de error
entre los modelos matemáticos con el modelo a bloques toman valores cercanos a cero. Ante menor
irradiancia, el voltaje de las celdas va a ser menor, por lo anterior, el convertidor boost permite
que las celdas FV trabajen incluso con valores de irradiancia menores a 1000 debido a la elevación
que este produce.

El modelo matemático del inversor funciona de manera correcta, creando un voltaje cuadrado
que oscila entre −360v y 360v el cual es el voltaje de CD que alimenta al inversor trifásico y un
vrms de 220v. De la misma manera el modelo describe adecuadamente al inversor, validando la
precisión del modelo matemático.

Los modelos matemáticos del motor de inducción tanto en coordenadas abc, como en coordenadas
qd0 generan el par de carga necesario para satisfacer la carga mecánica ante valores nominales del
motor, además de que la amplitud de las corrientes calculadas mediante los modelos son iguales
a las corrientes de la fuente de CA, validando el correcto funcionamiento de este subsistema y
una adecuada descripción por parte de los modelos matemáticos. De igual forma las corrientes
generadas por los modelos en qd0 se comportan conforme a lo esperado, quitando la dependencia
de la forma de onda senoidal y dejando valores de corrientes constantes.

Se diseñó un control voltaje/frecuencia, el cual regula la velocidad de manera adecuada, pro-
vocando un arranque suave al sistema y permitiendo un menor consumo de potencia por parte de
la bomba al variar la velocidad.
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Se validó una descripción correcta del modelo matemático de la bomba centrífuga, validándose
en una comparativa entre las curvas características obtenidas mediante aproximaciones polino-
miales y leyes de afinidad y el modelo matemático, dando como resultado un mismo caudal para
una altura de 8 m. Se observó que a mayor velocidad es mayor el caudal y la potencia hidráulica,
mientras que la eficiencia se mantiene constante en 52%.

La integración de los modelos matemáticos obtenidos en el presente trabajo muestra una correcta
descripción del sistema de bombeo alimentado por sistema FV, produciendo unas señales de error
muy pequeñas y obteniendo las respuestas esperadas de las variables controladas.

Se demostró que al variar la velocidad con el variador de frecuencia (VFD, por sus siglas en
inglés) permite al sistema trabajar hasta con una irradiancia de 700 W

m2 , debido a que la potencia
consumida por el sistema de bombeo es menor, lo que conlleva a un aprovechamiento mayor de la
tecnología FV en este tipo de sistemas de electrónica de potencia.

Por lo anterior sería interesante analizar los modelos obtenidos con un sistema de almacenamiento
y con el sistema de tuberías integrado.

Se sometió un artículo en el Congreso Nacional de Control Automático (CNCA 2023), en el cual
se abordó la integración de los modelos obtenidos limitados hasta la etapa del modelo del motor
de inducción, el cual fue aceptado y presentado.
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Apéndice A

Relación de impedancias

Partiendo del principio de la conservación de la potencia en el convertidor Pin=Po, donde Pin es el
punto de máxima potencia de los paneles FV. (MPP) y Po es la potencia de salida en el convertidor
elevador, se emplea la ley de ohm y se obtiene este principio de conservación en términos de las
impedancias como la expresión (A.1).

v2mp

zFV

=
v2o
zo

(A.1)

Donde:

vmp Es el voltaje máximo de las celdas FV.

vo Es el voltaje en la salida del convertidor.

zFV Representa una impedancia implícita producida por los paneles FV.

zo Es la resistencia de salida en el convertidor.

Despejando y dejando términos de voltajes de un lado y términos de impedancias por otro lado se
obtiene:

v2mp

v2o
=

zFV

zo
(A.2)

Retomando la ecuación característica del convertidor elevador (A.3) donde vin es el voltaje de las
celdas vmp y despejando el término (1-d) se puede notar una relación de impedancias con el ciclo
de trabajo al sustituir el término de voltajes de la Ec. (A.2) en (A.4) mostrado en la expresión
(A.5).

vo =
vin

1− d
(A.3)

(1− d) =
vin
vo

=
vmp

vo
(A.4)

(1− d)2 =
zFV

zo
(A.5)
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Finalmente al despejar la Ec. (A.5) se obtiene el ciclo de trabajo en función de las impedancias
visualizado en la Ec. (A.6).

d = 1−
√

zFV

zo
(A.6)

Cabe mencionar que la impedancia de las celdas FV. zFV depende de la máxima potencia disponible
de las celdas y se puede calcular utilizando la Ec. (A.7). Esta potencia varia en función de la
irradiancia solar, por lo que al cambiar el valor de zFV debido a la irradiancia, cambia el valor del
ciclo de trabajo del convertidor.

zFV =
vmp

imp

(A.7)

Donde imp y vmp son los valores máximos de corriente y voltaje de las celdas.
Cálculo del ciclo de trabajo para diferentes valores de irradiancia
En este apartado, se calculan algunos valores de la impedancia de los paneles, así como el ciclo de
trabajo obtenido utilizando los valores de la tabla 2.22(c) del escenario de simulación del convertidor
elevador con el arreglo FV..

Cuando la irradiancia es de 400 W
m2 , un voltaje máximo de 185.5v y una corriente máxima de

6.63A.

zFV =
vmp

imp

=
185.5

6.63
= 27.98Ω (A.8)

d = 1−
√

zFV

zo
= 1−

√
27.98

42.26
= 0.18 (A.9)

Cuando la irradiancia es de 600 W
m2 el voltaje máximo es de 186.22v y la corriente máxima de

9.95A.

zFV =
vmp

imp

=
186.22

9.95
= 18.71Ω (A.10)

d = 1−
√

zFV

zo
= 1−

√
18.71

42.26
= 0.33 (A.11)

Cuando la irradiancia es de 800 W
m2 , El voltaje máximo es de 186v y la corriente máxima de

13.27A.

zFV =
vmp

imp

=
186

13.27
= 14.01Ω (A.12)

d = 1−
√

zFV

zo
= 1−

√
14.01

42.26
= 0.42 (A.13)
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Finalmente, cuando la irradiancia alcanza los 1000 W
m2 , el voltaje máximo producido es de

185.54v y la corriente máxima de 16.54A.

zFV =
vmp

imp

=
185.54

16.54
= 11.2Ω (A.14)

d = 1−
√

zFV

zo
= 1−

√
11.2

42.26
= 0.48 (A.15)



Apéndice B

Fichas técnicas.

B.1. Fichas técnicas de los paneles FV

Figura B.1: Ficha Técnica Módulo ISF-255.
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B.2. Ficha técnica de la bomba centrífuga.

Figura B.2: Ficha Técnica Bomba Centrífuga EVANS



B.2. FICHA TÉCNICA DE LA BOMBA CENTRÍFUGA. 105

Figura B.3: Curva de rendimiento de la bomba proporcionada por el fabricante.



Apéndice C

Horas Solares Pico

Tabla C.1: Valores de HSP mensual.

Mes HSP
Enero 4.56
Febrero 5.24
Marzo 5.56
Abril 5.94
Mayo 5.54
Junio 4.99
Julio 4.63
Agosto 4.47
Septiembre 4.68
Octubre 4.49
Noviembre 4.62
Diciembre 4.38
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Apéndice D

Equilibrio de potencias

Una vez determinado el voltaje necesario en el bus de CD, es necesario calcular la resistencia de
CD rcd para obtener el voltaje requerido y generar un equilibrio entre la potencia de los paneles
FV y la potencia de la resistencia de CD con la potencia del motor. La expresión que describe al
equilibrio de potencias se muestra a continuación:

Pmp = Pmotor + PRCD
(D.1)

Donde:

Pmp Es el punto de máxima potencia de los paneles.

Pmotor Es la potencia eléctrica del motor.

PRCD
Es la potencia en la carga adicional.

Los valores que ya se conocen es la potencia de las celdas FV. (Pmp) y la potencia demandada por
el motor (Pmotor). La potencia de las celdas es el punto de máxima potencia debido al MPPT, el
cual tiene un valor de 3066.51W y se conoce que la potencia mecánica del motor es de 2237.1W
obtener la potencia eléctrica se utiliza la Ec. (D.2).

Pmotor =
Pm

µmotor

(D.2)

La eficiencia a la que opera el motor es del 95% por lo que al sustituir numéricamente se obtiene:

Pmotor =
2237.1W

0.95
= 2440W (D.3)

Sustituyendo por los valores conocidos y despejando la potencia en la resistencia de CD, se obtiene
lo siguiente:

3066.51 = 2440W + PRCD
(D.4)

3066.51W − 2440W = PRCD
(D.5)

PRCD
= 626.08W (D.6)
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Ya conociendo la potencia necesaria en la resistencia, con el objetivo de lograr un equilibrio de
potencias y mantener el voltaje de 360 V en el bus de CD, se utiliza la expresión (D.7), despejando
RCD y se reemplazando los valores conocidos se obtiene el resultado de la Ec. (D.9).

PRCD
=

v2CD

RCD

(D.7)

RCD =
v2CD

PRCD

(D.8)

RCD =
(360v)2

626.08W
= 207Ω (D.9)

Este es el valor de RCD cuando el motor opera en su velocidad nominal. Con este valor se calcula el
valor del ciclo de trabajo retomando la Ec. (A.6), obteniendo el resultado de la expresión (2.22(c)).

d = 1−
√

11.2

207
= 0.7 (D.10)



Apéndice E

Calculo de los parámetros del convertidor
elevador

Con la finalidad de mejorar la salida de la señal en el convertidor se calcularon los parámetros de
los capacitores C1,2 y del inductor L, donde se considera un rizo en la señal del 1% y un ciclo de
trabajo de d = 0.73 que viene con la relación de equilibrio de potencias entre las celdas FV y la
carga RCD con la potencia demandada por el motor.

Para calcular el valor del inductor se utiliza la Ec. (E.1), donde vin es el voltaje de las celdas,
d es el ciclo de trabajo, ∆iL es el valor de la corriente al porcentaje de rizado que se desea y fs es
la frecuencia a la que opera el convertidor.

L =
vind

∆iLfs
(E.1)

Se calcula ∆iL que es la corriente al 1%:

∆iL = (0.01) (16.54 A) = 0.1654 A (E.2)

La frecuencia a la que opera el convertidor es de 60 kHz, el voltaje de las celdas es el voltaje
máximo y la corriente iL es la corriente máxima de las celdas, conociendo todo esto se sustituyen
valores numéricos y se obtiene el valor del inductor:

L =
(185.4 v) (0.73)

(0.1654 A) (60, 000 Hz)
= 0.0136 H (E.3)

Para calcular el valor del bus de CD, se utiliza la expresión (E.4), donde vo es el voltaje de salida
del convertidor y ∆vo es el voltaje con un rizo del 1%.

C2 =
dvo

∆vofs
(E.4)
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Se calcula el voltaje con un rizo del 1%:

(0.01) (360 v) = 3.6 v (E.5)

Sustituyendo los valores numéricos se obtiene el valor del bus de CD:

C2 =
(0.73) (360 v)

(3.6 v) (60, 000 Hz)
= 1.21× 10−3 F (E.6)

Por último, para calcular el capacitor de las celdas FV se utiliza la Ec. (E.7), donde vmp es el
voltaje máximo de las celdas FV., ∆vmp es el voltaje a un rizo del 1%, la R es la impedancia de
las celdas y fs es la frecuencia del convertidor.

C1 =
dvmp

∆vmpzFV fs
(E.7)

Se calcula el voltaje a un rizo de 1%:

(0.01) (185.4 v) = 1.854 v (E.8)

Sustituyendo por sus valores, se obtiene:

C1 =
(0.73) (185.4 v)

(1.854 v) (11.2Ω) (60, 000 Hz)
= 1.086× 10−4 F (E.9)
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