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Resumen

En este trabajo de tesis se presenta el diseno de un esquema de control con el objetivo de estabili-
zar la posicién vertical de un péndulo H2AT (Head, 2 Arms and Trunk). Este sistema representa
la dinamica inestable de una persona con lesiéon en la médula espinal del tipo completo el cual
es una variacion del péndulo invertido. Dicha representacion no lineal del sistema se lleva a una

representacion Takagi-Sugeno (T-S) mediante el uso del enfoque de sector no lineal.

El esquema de control propuesto consta de dos etapas, la primera etapa aborda el diseno de un con-
trolador por retroalimentacion de estados mediante el uso de un observador proporcional integral
(PI), con el propésito de regular la posicién vertical del péndulo H2AT. Posteriormente se disend
un observador funcional dindmico generalizado (GDOF). Dicho observador se encuentra enfocado
en estimar una ley de control para sistemas Takagi-Sugeno con el fin de regular al sistema, con
la definicién de una ganancia deseada. Esto con el propésito de regular la posicion vertical del

péndulo H2AT.

Del mismo modo, se disena un observador funcional dindmico generalizado para sistemas con
entradas desconocidas (UIO), para estimar una entrada desconocida, dicha entrada desconocida

representa la ley de control que regula la posicion vertical del caso de estudio.

El anélisis de estabilidad de los observadores se lleva a cabo utilizando el enfoque de estabilidad de
Lyapunov mediante el uso de desigualdades matriciales lineales (LMI), ademds se utiliza el lema
de eliminacién con el fin de obtener una solucién factible que permita mantener la estructura del

observador funcional dindmico generalizado.
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Abstract

In this thesis paper presents the design of a control scheme aimed at stabilizing the vertical position
of an H2AT pendulum (Head, 2 Arms and Trunk). This system represents the unstable dynamics
of a person with complete spinal cord injury, which is a variation of the inverted pendulum. The
nonlinear representation of this system is transformed into a Takagi-Sugeno (T-S) representation

using the nonlinear sector approach.

The proposed control scheme consists of two stages. In the first stage, was design of a state feedback
controller using a proportional-integral (PI) observer to regulate the vertical position of the H2AT
pendulum. Subsequently, a generalized dynamic output feedback observer (GDOF) was designed.
This observer is focused on estimating a control law for Takagi-Sugeno systems, aiming to regulate
the system with a predefined gain. This is for the purpose of regulating the vertical position of the
H2AT pendulum.

In the same way a generalized dynamic output feedback observer for systems with unknown inputs
(UIO) was designed. However, in this case, the estimated unknown input represents the control

law that drives the vertical position of the study.

The stability analysis of the observers is carried out using the Lyapunov stability approach, emplo-
ying linear matrix inequalities (LMI). Additionally, the elimination lemma is utilized to obtain a

feasible solution that preserves the structure of the generalized dynamic output feedback observer.
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Capitulo 1

Introduccion

Las lesiones debido a accidentes o caidas pueden propiciar una lesiéon en la médula espinal, esta
clase de lesiones posee una clasificacién dependiendo el grado y tipo de lesién, una lesion del tipo

completo produce alteraciones tales como (Nayduch, 2011):

Parilisis flacida de todos los musculos voluntarios.

Desaparicion de todos los reflejos modulares.

= Pérdida de la percepcion dolorosa y la sensibilidad al roce ligero.

Pérdida de la capacidad de sudoracion.

Disfunciones intestinal y vesical.

Por ello, es que han surgido distintas metodologias para atacar este problema, desde la rama de
la medicina hasta la ingenieria. En la literatura se encuentran distintos trabajos abordando este
problema, Cholewicki et al. (1999) desarrollé6 un modelo de presién intra-abdominal para generar
estabilidad a la médula espinal, este modelo consiste en un péndulo invertido con resortes lineales
que representan al abdomen y grupos de musculos espinales; este sistema fue simulado con pistones
neuméticos. Otro trabajo que se encuentra en la literatura es el de Blandeau et al. (2016), el cual
nos introduce un modelo para poder estabilizar la posicion vertical para una persona con lesién
completa en la médula espinal, dicho modelo es la variacion de un péndulo invertido el cual lleva
por nombre péndulo H2AT (Head 2 Arms and Trunk). Un modelo no lineal singular es obteni-

do por el desarrollo de ecuaciones Lagrangianas las cuales son escritas como un modelo del tipo
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Takagi-Sugeno(T-S).

Del mismo modo, los observadores para sistemas de control son de gran importancia debido a que
en frecuentemente no se cuenta con todas las variables de estado disponible para su medicién, por
ello, es que se requiere la estimacion de las variables no disponibles. Sin embargo, el observador
funcional posee dos enfoques, el cual es la estimacion de estados o la estimacion de una funcién

lineal de los estados que representa la ley de control.

El trabajo de tesis se enfoca en el diseno de un observador funcional con estructura generalizada
para la estimacion de una ley de control y la estimacién de una entrada desconocida para sistemas
Takagi-Sugeno aplicado a un péndulo H2AT, el cual representa la dindmica de una persona con

lesién en la médula espinal.

1.1. Planteamiento del problema

Hoy en dia a nuestro alrededor existen una gama distinta de sistemas que se rigen por una dinamica
no lineal, ya sean sistemas fisicos, quimicos, bioldgicos, etc. Una de las estrategias exploradas para
tratar sistemas no lineales es el enfoque multi-modelos basado en la interpolaciéon de modelos loca-
les lineales. Esto debido a que los sistemas lineales estan compuestos por ecuaciones diferenciales

lineales y con ello es posible utilizar herramientas matematicas y de control lineal.

Por otro lado, la lesién de la médula espinal es una condicion que afecta a miles de personas en
todo el pais, limitando su movilidad y calidad de vida. La dinamica inestable de una persona con
una lesion del tipo completo en la médula espinal puede ser representada mediante un péndulo
H2AT. Por ello, el disefio de un sistema de control para este sistema debe ser capaz de englobar
las consideraciones fisicas que posee el cuerpo humano con el fin de regular el sistema bajo dichas

circunstancias.
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1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Diseniar un control basado en un observador funcional dindmico generalizado utilizando el enfoque
Takagi-Sugeno para estabilizar la posicién vertical de un péndulo H2AT.

1.2.2. Objetivos particulares

» Establecer el modelo Takagi-Sugeno del caso de estudio utilizando el enfoque del sector no

lineal.
= Disenar control basado en un observador PI para estabilizar el péndulo H2AT.

= Disenar un observador funcional dindmico generalizado para estimar una ley de control que

estabilice el péndulo H2AT.

= Disenar un observador funcional dindmico generalizado para estimar una entrada desconoci-

da, la cual representa una ley de control que estabilice el péndulo H2AT.

1.3. Estudio del estado del arte

En esta seccién se detalla el estado del arte relacionado al tema de tesis, un campo que se ha
desarrollado en los ultimos anos. El objetivo principal es el ofrecer los distintos trabajos y avances

de la literatura existente.

1.3.1. Péndulo H2AT

Una lesion en la médula espinal del tipo completa produce alteraciones tales como (Nayduch, 2011):
Paralisis flacida de todos los miisculos voluntarios, desaparicion de todos los reflejos modulares,

pérdida de la percepcion dolorosa, de la sensibilidad al roce ligero y de la capacidad de sudoracion.

Por ello, es que han surgido distintas metodologias para atacar este problema, desde la rama de la
medicina hasta la ingenieria. En Cholewicki et al. (1999) se desarrollé una presion intra-abdominal
para generar estabilidad a la médula espinal, este modelo consiste en un péndulo invertido con

resortes lineales que representan al abdomen y grupos de musculos espinales. Otro trabajo que
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se encuentra en la literatura es el de Blandeau et al. (2016) el cual nos introduce un modelo
para poder estabilizar la posicién vertical para una persona con lesiéon completa en la médula es-

pinal, dicho modelo es la variacién de un péndulo invertido el cual lleva por nombre péndulo H2AT.

Algunos trabajos que han utilizado este tipo de sistema son: En Pan et al. (2021) se desarroll6
el diseno de un observador para la deteccién de fallas para el mismo sistema en el dominio de la
frecuencia. De igual forma, en Blandeau et al. (2017) se llevé a cabo un observador de entradas
desconocidas para estimar los estados y la ley de control, consideran el péndulo H2AT modelado

en tiempo discreto para abordar el problema.

1.3.2. Sistemas Takagi-Sugeno

Uno de los primeros articulos que se abordd para los sistemas T-S es el de Matyas and Lendek
(2021), en esté trabajo se llevé a cabo el diseno de un observador con retardo para sistemas difusos
Takagi-Sugeno, donde el tiempo de retardo y la derivada de este son conocidos. El caso de estudio
para Chiu et al. (2021) es el péndulo invertido omnidireccional, el cual es controlado en base a
un esquema difuso dual T-S. Este sistema cuenta con dos subsistemas, mecénico y eléctrico. Por
ultimo, en Nagy and Lendek (2019) se hace mencién sobre el diseno de un controlador, para ello

utilizan el modelo difuso Takagi-Sugeno para representar las no linealidades del sistema.

A su vez, las técnicas de sistemas Takagi-Sugeno también ha sido implementadas en sistemas
como el péndulo H2AT, algunos trabajos que abordan ambos temas son: En Guerra et al. (2018)
se desarroll6 la estimacion es estados no medibles para sistemas continuos no lineales, ademas se
llevé a cabo la observacion de sistemas con variables premisas no medibles, garantizando el nivel
de atenuacién ante perturbaciones. Por otro lado, en Blandeau et al. (2018) se abordé un sistema
de control para personas con lesiéon en la médula espinal, el cual permite utilizar la forma no
lineal singular y el modelado Takagi-Sugeno. Esto con el fin de estimar mediante un observador

de entradas desconocidas (UIO) la fuerza que regula la posicion del sistema.

1.3.3. Observador proporcional integral

Algunos trabajos que han abordado el observador proporcional integral se muestran a continuacion:

en Zhao et al. (2021) se llevé a cabo el desarrollo de un observador proporcional integral (P10O) para
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la estimacion de estados utilizando el enfoque Ho, con una red neuronal recurrente (RNN). En Wu
et al. (2020) se desarrollé una configuracién de un sistema de control lineal, el cual permite tener
un rendimiento capaz de rechazar perturbaciones, validado en un ejemplo numérico. Por tltimo, en
Jiménez-Gomez and Osorio-Gordillo (2022) se utilizé un observador proporcional integral de orden
completo con el objetivo de estimar los estados no medibles del sistema, aplicando este observador
a un robot rehabilitador de rodilla.

En Youssfi et al. (2019) se desarroll6 un control tolerante a fallas para un vehiculo lateral utilizando
la aproximacién por modelo Takagi-Sugeno, se abordé una falla en el actuador. Del mismo modo,
en You et al. (2020) se llevd a cabo el disefio de un observador proporcional integral para la
estimacion de fallas en el sensor y actuador, utilizando el enfoque de H,., esto aplicado a un
ejemplo numérico. Por ltimo, en Xinyan and Shiya (2019) se disefié6 un observador proporcional
integral para la estimacién robusta con intervalos de retardos, y fallas. Considerando fallas en el

sensor, en el actuador y perturbaciones externas.

1.3.4. Observador funcional

El observador funcional es una herramienta importante en el campo del control automatico. El
primer trabajo de Xie et al. (2020) se llevé a cabo el diseno de un control basado en el observador
funcional para sistemas T-S con variables premisas no medibles y ruido externo. Por otro lado en
Zhao et al. (2020) se presenté la estimacién de estados y entradas desconocidas de sistemas difusos
T-S. Utilizaron un vector aumentado conteniendo el vector de estados y la entrada desconocida y
utilizando el enfoque H,, para la deteccién de fallas aplicado a un circuito de diodo y la deteccion

de fallas para un reactor de tanques continuamente agitados.

En Khadhraoui and Messaoud (2020) se desarrollé el diseno de un observador funcional para sis-
temas singulares que cuenta con un retardo, este retardo se encuentra en el vector de estados y
en la entrada, la efectividad del observador se demuestra mediante un ejemplo numérico. De igual
manera en Naami et al. (2019) se present6 el disefio de un observador funcional para sistemas

difusos T-S con un tiempo de retardo constante y uno variante en el tiempo.

Por ltimo, en Flores-Martinez et al. (2019) se presenté un algoritmo para el diseno de un obser-

vador funcional dindmico generalizado para sistemas T-S, el ejemplo muestra la efectividad de lo




Diseno de un controlador basado en observador funcional

desarrollado es un sistema de glucosa-insulina. Mientras que en Guadarrama-Estrada and Osorio-
Gordillo (2019) se llev6 a cabo el diseno de una estrategia de control utilizando un observador
funcional discreto, el cual estima las variables de estados no medibles del sistema. El desarrollo

propuesto es evaluado en un brazo robético de 2 GDL (Grados De Libertad).

1.3.5. Observador funcional UIFO

En Naami et al. (2022) se desarrollé un observador funcional de entrada desconocida (UIFO) de
orden minimo para sistemas lineales invariantes en el tiempo (LTI), utilizando la ecuacién clésica
de Sylvester para obtener un observador de entrada desconocida de orden minimo y estable, el
cual fue aplicado en un ejemplo numérico. Por otro lado, en Tunga et al. (2023) se disené un
observador funcional de entradas desconocidas para sistemas singulares lineales invariantes en el
tiempo, esto fue aplicado a un circuito eléctrico con el fin de estimar el voltaje de entrada, el cual
es desconocido.

Del mismo modo, en Jiancheng Zhang and Wang (2022) se llevé a cabo el diseno de un observador
funcional de entradas desconocidas para sistemas lineales descriptor, esto fue aplicado a un cir-
cuito electrénico. En Mabrouki and Abbassi (2020) se disené un observador funcional de entradas
desconocidas para sistemas con retardo en presencia de perturbaciones. Se consideré un par de
retardos, uno constante y otro variable, ambos conocidos; la ganancia del observador es obtenida
implementando la técnica de H, esto se verifica en un ejemplo numérico. Por iltimo, en Hamzaoui
et al. (2020) se disené un observador funcional con entradas desconocidas para sistemas discretos,
con el fin de estimar una funciéon de los estados y la entrada desconocida, un ejemplo numeérico es

utilizado para validar lo obtenido.

1.4. Alcances

= La obtencion del disenio de un observador funcional dindmico generalizado para sistemas
Takagi-Sugeno con el objetivo de estimar una ley de control que regule la posicién vertical

del péndulo H2AT.

= La realizacion del diseio de un observador funcional dindmico generalizado para sistemas
Takagi-Sugeno con el propésito de estimar de un vector extendido una entrada desconocida

que regule la posiciéon vertical del péndulo H2AT.




Diseno de un controlador basado en observador funcional

= Evaluar el desempeno de los observadores funcionales dindmico generalizado mediante una

simulacién en base al programa Matlab version 2018b.

1.5. Originalidad

En el trabajo de tesis presentado se desarrolld un observador funcional dinamico generalizado apli-
cado a sistemas Takagi-Sugeno para la estimacion de una ley de control, evaluando dicha ley de

control ante una perturbaciéon en la entrada y una incertidumbre parametrica.

Del mismo modo, se desarrolld un observador funcional dindmico generalizado que estima una
entrada desconocida de un vector aumentado del vector de estados para sistemas Takagi-Sugeno,
con el propésito de que la entrada desconocida regule la posicion vertical de acuerdo a la estimacion

obtenida por el observador funcional.

1.6. Estructura del documento

El trabajo de investigacion se encuentra dividido en 6 capitulos:

El Capitulo 1 se establece el objetivo general y sus objetivos especificos para el tema de tesis, del
mismo modo se muestran los antecedentes, la justificaciéon y originalidad que se desarrollan en la

teoria de control y el estado del arte referente al tema de tesis.

En el Capitulo 2 se muestran los conceptos y definiciones importantes relacionados al caso de
estudio que es el péndulo H2AT y lesiones en la médula espinal. Ademas, se aborda la teoria del
modelado de sistemas Takagi-Sugeno, explicando sus dos enfoques que son la linealizaciéon y el sec-
tor no lineal, asi como las propiedades de los sistemas Takagi-Sugeno. A su vez se detalla la teoria
de observadores y sus clasificaciones. Posteriormente se explica la teoria del observador funcional

dindmico generalizado abordando los dos enfoques que posee esta clase de observador.

En el Capitulo 3, se muestra el desarrollo del modelo no lineal con el objetivo de identificar las no
linealidades del sistema. Una vez mostrado el comportamiento del sistema no lineal e identificado

sus no linealidades de este, se presenta el desarrollo del modelado de sistemas Takagi-Sugeno uti-
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lizando el enfoque del sector no lineal, evaluando asi el modelo T-S respecto al modelo no lineal

del caso de estudio.

En el Capitulo 4 se desarrolld6 un control basado en el observador proporcional integral para sis-
temas Takagi-Sugeno esto aplicado al péndulo H2AT para verificar la estabilidad del sistema se

contempla una perturbacion a la entrada del sistema.

En el Capitulo 5 se presenta el disenio de observador funcional para sistemas Takagi-Sugeno, esto
aplicado al péndulo H2AT. El diseno del observador se utilizan los dos enfoques de éste, por que se
presenta la estimaciéon de una ley de control que regule el sistema y la estimacion de una entrada

desconocida del vector de estados extendido.

Por tdltimo, en el Capitulo 6 se presentan las conclusiones generales y particulares del trabajo
de tesis, asi como los trabajos futuros que se pueden llevar a cabo a partir de este trabajo de

investigacion.




Capitulo 2

Marco Teodrico

2.1. Clasificacion de péndulo

2.1.1. Péndulo simple

El péndulo es un cuerpo suspendido desde un punto fijo con el propdsito de que éste pueda oscilar
de acuerdo a la influencia de la gravedad. Esta clase de sistemas es uno de los mas bésicos y ttiles
en la fisica debido a que introducen conceptos de dinamica, energia y movimiento simple armoénico.

En la Figura 2.1 se muestra el diagrama de un péndulo simple.

Fig. 2.1. Diagrama de un péndulo simple.
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Para llevar acabo el andlisis del movimiento del péndulo, se considera que las fuerzas actiian sobre
la masa (m), estas fuerzas que interactiian son la tension del hilo y el peso (mg) (Tipler and Mosca,
2006). En este caso z es la direccién del movimiento y esta en tangente con el circulo sobre el cual
transcurre la trayectoria del péndulo.

El peso del péndulo se descompone en dos vectores, que es la direccién tangencial y la direccién

normal del péndulo:

P, = mgsin(0) (2.1)
P, = mgcos(0) (2.2)

El componente x del peso apunta en direccion opuesta al sentido positivo del angulo 6. Por lo que,

considerando la segunda ley de Newton correspondiente al eje  puede escribirse como:
F = —mgsin(0) (2.3)

Considerando las ecuaciones del movimiento circular uniformemente acelerado que la aceleracién

tangencial, a se reescribe a partir de la aceleracién angular como:
a=0L (2.4)
Sustituyendo estas expresiones se obtiene la ecuacién diferencial:

mlL = —mgsin(6) (2.5)
b+ %sm(e) =0 (2.6)

Para valores muy pequenios del angulo 6, la siguiente aproximacién es valida:

sin(0) ~ 6 (2.7)
al contemplar esta consideracion en la ecuacién (2.6) simplifica la ecuacion diferencial a:

b+ %9 —0 (2.8)

La solucion de la ecuacién diferencial de un oscilador arménico simple es:

0(t) = Hocos(\/?t + ¢) (2.9)

10
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siendo:
Oy es el angulo maximo inicial.

¢ es la fase inicial.

Analizando el desplazamiento del arco, se observa que la fuerza neta sobre la masa es tangente
al arco y estd es equivalente a —mgsin(f). Para corroborar que si se tiene un oscilador arménico
simple se debe considerar que los dngulos pequenos de 6 sean sin(f) ~ 6 . Por lo que a dngulos

pequenos se considera que la fuerza es:

F ~ —mg0 (2.10)

L
T = 27r\/; (2.11)

donde L es la longitud del péndulo, mientras g denota la aceleracion debido a la gravedad.

El periodo T" de un péndulo es:

A partir del péndulo simple han surgido variantes, como es el péndulo invertido, dicho sistema es
muy utilizado para aplicar teoria de modelado y control automatico. En la seccion 2.1.2 se aborda

de este sistema.

Por otro lado, la energia en el péndulo simple tiene dos enfoques principales que son: la energia

cinética y la energia potencial.

La energia cinética del péndulo simple estd compuesta por:

1
K = 5mzﬂ (2.12)
donde: v es la velocidad de la masa m.
La energia potencial del péndulo simple es:
U = mgh (2.13)

donde: h es la altura de masa m respecto a la posicién de equilibrio.

11
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2.1.2. Péndulo invertido

El péndulo invertido es una variante del péndulo simple, este sistema es utilizado principalmente

para aplicacion de un sistema de control debido a la inestabilidad de este sistema.

El objetivo del sistema de control es el equilibrar al péndulo en unos de sus puntos de equilibrio
(Ogata, 2010). Asumiendo que que la barra del péndulo tiene una masa despreciable en compara-
ci6n con la masa (m) ubicada en el extremo del brazo. Bajo esta suposicion, la fuerza gravitacional

que actiia sobre la masa (m) es:

F =mgsin(6) (2.14)
F ~ mgf (2.15)

donde F' es el componente gravitacional de la fuerza perpendicular del brazo, mientras que m es

la masa al final del brazo.

En este caso la fuerza es positiva, asi que la gravedad genera que el péndulo invertido sufra una
caida. Este tipo de péndulo es por lo general montado a un carro manejado por un actuador, tal
como se muestra en la Figura 2.2.

A

Y

3 4

@) )

Fig. 2.2. Péndulo invertido.

12
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Por otro lado, el diagrama de cuerpo libre donde interactian las distintas fuerzas del péndulo

invertido se muestra en la Figura 2.3.

A

Y

XY

() ()

Fig. 2.3. Diagrama cuerpo libre del péndulo invertido.

En este caso, el movimiento rotacional de la barra del péndulo alrededor de su centro de gravedad

se define como:
16 = Visin(h) — Hlcos() (2.16)

donde I es el momento de inercia de la barra alrededor de su centro de gravedad.

Por otro lado, el movimiento horizontal del centro de gravedad de la barra del péndulo se obtienen

como: ,

m;;(x +lsin(0) = H (2.17)

Del mismo modo, el movimiento vertical del control de gravedad de la barra del péndulo se muestra
como: 2

mﬁ(lcos(ﬁ)) =V —mg (2.18)

Mientras que el movimiento horizontal se describe como:

d?x

13
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Debido a que se busca mantener la posicién vertical del péndulo invertido se realizan un par de
suposiciones, la primera de estas es que 6(t) y 0(t) son pequefios, de tal forma que sin(f) ~ 0,

cos(f) =1y 00 = 0. Por lo que las ecuaciones (2.16)-(2.18) se linealizan como:

16 = V16 — HI (2.20)
m(i +10) = H (2.21)
mg—V =0 (2.22)

A partir de estas ecuaciones (2.19)-(2.21) se obtiene:
(M +m)i +mlf = u (2.23)

Mientras que considerando las ecuaciones (2.20)-(2.22) se obtiene:

16 = mglf — HI (2.24)
16 = mgld — l(mi + mib) (2.25)

Reescribiendo como:
(I +mi*)0 +mli = mglo (2.26)

Las ecuaciones que representan la dindmica del péndulo invertido se muestran de (2.23)-(2.26).

Una de las variantes del péndulo invertido es el péndulo H2AT, el cual representa la dindmica de
una persona con lesion en la médula espinal, este tipo de lesiones y en especifico el péndulo H2AT

se mostrara mas a detalle en las siguientes secciones.

2.2. Lesién en la médula espinal

Al final de la década 60 surgié la necesidad de establecer una nomenclatura del examen neurol6-
gico de pacientes con lesion medular espinal (SCI) (Kirshblum et al., 2011). Se define a la lesién
modular como el resultado de una agresion de la médula espinal que produce una alteracion de
forma temporal o permanente (Tornero Dacasa and Sotorres Gonzélez, 2015). Con esta definicién

se distingue principalmente si se trata de una lesiéon completa o incompleta.

14
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La lesiéon medular completa corresponde a la pérdida total de las funciones sensitivas y motoras
a partir del nivel de la lesiéon. Mientras que la lesion medular incompleta es aquella en la que se

conservan parcialmente las funciones sensitivas o motoras.

Las lesiones en la médula espinal se clasifican de la siguiente manera:

Tabla 2.1. Clasificacién de lesiones.

Niveles Tipos

Cervical | Completa

Torécica | Incompleta
Sacro

Tipos. Actualmente es de gran ayuda el uso de la escala de la ASTA (American Spinal Injury

Association), la cual nos permite clasificar las lesiones en 5 categorias.

Tabla 2.2. Escala ASIA

Tipo Descripcion
Lesién completa. Paralisis sensitivo motora completa por debajo de la lesion
Paralisis motora completa. Paralisis sensitiva incompleta
Pardlisis motora incompleta con fuerza muscular < 3
Pardlisis motora incompleta con fuerza muscular 3
Sin alteraciones sensitivo-motoras

oliwli@]lvel g

Del mismo modo, se puede clasificar la lesion acorde al nivel de ésta.

Niveles.
» Cervical

o Lesién cervical alta (C1-C4)

o Lesion cervical baja (C5-C8)
» Toracica

« Nivel toréacico alto (T1-T6)

« Nivel toracico bajo (T6-T12)

15
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s Lumbar.

= Sacro.

2.2.1. Formulacion Euler-Lagrange

La derivacion de la dindmica de un modelo manipulador juega un rol importante para la simulacion
de movimiento, analisis de estructuras manipuladoras y diseno de algoritmos de control. La simu-
lacion del movimiento del manipulador permite estrategias de control para ser verificadas sin la
necesidad de utilizar un sistema fisicamente disponible. Un método para llegar a obtener el modelo
dindmico de un robot es mediante el uso de las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange Craig

(2005).

El modelo dindmico de un manipulador da una descripcion de la relacion entre la unién del ac-
tuador y el movimiento de la estructura. Con la formulacién de Euler-Lagrange, las ecuaciones
de movimiento pueden ser derivadas en una forma sistematica del sistema de coordenadas de
referencias. Fl lagrangiano de un sistema mecanico puede ser definido como una funcién de las

coordenadas generalizadas ¢(t) y sus derivadas con respecto al tiempo ¢(t):

L(q(t), 4(t)) = T(q(t),4(t)) — U(q(t)) (2.27)

donde T (¢(t),q(t)) y U(q(t)) denotan la energia cinética y potencial del sistema, respectivamente,

ambas dependiendo explicitamente del tiempo. Las ecuaciones del lagrangiano son expresadas

d oL oL
— — = =12 ... 2.2
dt <8q¢(t>> og(r) 0 T hEen (2:28)

El lagrangiano £(q(t),q(t)) de un robot de n grados de libertad se define como la diferencia que

CO1mo:

existe entre la energia cinética K (q(t),q(t)) y la energia potencial U(q(t)), para llevar a cabo el
modelado dindmico de un sistema se deben llevar a cabo los siguientes pasos:

1. Se debe obtener la energia cinética total del sistema:

K(q(t),4(t)) = Ki(q(t), 4(t)) + Ka(g(t), 4(1)) + ... + Kilq(t), ¢(1)) (2.29)

2. Se debe obtener la energia potencial total del sistema:

Ulq(t)) = Ur(a(t)) + U2(q(t)) + .. + Ui(q(t)) (2.30)

16
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3. Se obtiene el lagrangiano del sistema:

L(q(t),4(t)) = K(q(t),4(t)) — Uq(t)) (2.31)

4. Se desarrolla la ecuacién de movimiento de Euler-Lagrange:

d [ oC oL
- (8%(0) = 90l = 0 V,i=1,2,...,n (2.32)

donde las n ecuaciones dindmicas obtenidas representan el modelo dinamico del sistema.

2.3. Teoria de sistemas Takagi-Sugeno

Una de las estrategias para poder trabajar sistemas no lineales ya sean sistemas fisicos, quimi-
cos, biomecanicos o de cualquier otra indole es el utilizar herramientas de modelado de sistemas

Takagi-Sugeno, las cuales se describen a continuacion.

Los sistemas Takagi-Sugeno son modelos matematicos que poseen la propiedad de representar o
aproximar sistemas no lineales en un compacto espacio de estados. Un ejemplo de un sistema no

lineal es el péndulo H2AT.

El modelo difuso T-S fue propuesto por Takagi y Sugeno en el ano 1985. La propiedad mas
importante del modelado Takagi-Sugeno es el poder expresar la dindamica local de cada regla
difusa por cada modelo perteneciente a este, el cual se encuentra validado en una regién localmente
acotada. Es por ello, que el modelo difuso global se obtiene mediante una interpolacion de modelos
locales lineales. La regla antecedente particiona un conjunto de las variables de los modelos en
conjuntos difusos. De tal forma, que cada regla es una expresiéon matematica, la regla i-ésima es
descrita como:

5 es A y---,y 6, es A entonces y = F;(6(t)) (2.33)

donde el vector §(t) contiene p componentes, d;, j = 1,2,...,p, y se utiliza como un vector de
las variables pasadas; estas variables también se denominan variables de programacion, ya que los
valores determinan el grado en que las reglas estdn presentes. Los conjuntos A;, 1=12..p, 1=

1,...,m, donde m es el nimero de reglas los cuales son llamados conjuntos difusos.

17



Diseno de un controlador basado en observador funcional

El valor de una variable de programacién d;(t) pertenece a un conjunto difuso A;'- con un valor
positivo dado por la funcién de pertenencia p;; : R — [0, 1]. El valor positivo de una regla completa
es determinado en funcién de las variables de premisa individuales, utilizando un operador de

conjuncion como el minimo.

wi(0(t)) = min(ui;(9;)) (2.34)
o el producto algebraico
pi(0(t)) = 1:[1,Uij(5j> (2.35)

El siguiente paso seria, normalizar el valor de verdad obtenido mediante:

wi(s) = 200 (2.36)
Z: ©;(6(t))

m

Asumiendo que Y ;(0(t)) # 0, es decir, que para cualquier combinacién permitida de variables
i—1

de programacién al menos una regla tiene un valor de verdad mayor que cero.

Concluyendo, el modelado de sistemas Takagi-Sugeno es un modelo lineal interpolado en espacio
de estados, el cual posee una regla base en SI-FENTONCES; cuya dinamica cambia en funcién de

las no linealidades que rigen al modelo (Lendek et al., 2011).

Se representa como:

x(t) = iui(é(t))(Aix(t) + Bju(t)) (2.37)
y(t) = Cx(t) (2.38)

donde: m es el nimero de modelos locales lineales, A;, B; y C' son matrices constantes conocidas
de dimensiones apropiadas y 0(t) es el vector de variables premisas , 1;(0(t)) son las funciones
de pertenencia normalizadas. Dichas funciones de pertenencia deben de cumplir con las siguientes
restricciones:
1> u0) >0 y 3 m(a(t) =1 (2.39)
i=1
Existen 2 enfoques para T-S, los cuales son los siguientes:

s Linealizacion.

18
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= Sector No Lineal.

Debido a que el enfoque de sector No Lineal representa de manera mas exacta la dinamica de los

sistemas no lineales, se describird méas a fondo a continuacién.

2.3.1. Enfoque del sector no lineal

El enfoque del sector no lineal es uno de los métodos més usados para construir modelos T-S,
ya que representa fielmente la dinamica del sistema no lineal en un compacto espacio de estados

(Flores-Hernandez et al., 2018).

Este método ha sido desarrollado originalmente para sistemas no lineales de la forma:

w(t) = f" (2 t), u(t))z + g™ (x(t), u(t))u (2.40)
y(t) = W (), u(t))o (2.41)
donde f™, g™, h"™ son funciones no lineales suaves, z(t) es el vector de estados, u(t) es un vector

de entrada, y(t) es el vector de salida.

Para llevar a cabo este enfoque se siguen los siguientes pasos:

1. Se reescribe el sistema en espacio de estados de la forma:
t(t) = A(z,u)x(t) + B(x,u)u(t)

donde algunos elementos de las matrices A(z,u) y B(z,u) pueden depender de estados o

entradas del sistema.
2. Identificar los términos no constantes del sistema.
nl;, j=1,2,...,m (2.42)
Estos términos no constantes se encuentran en las matrices A(x,u) y B(z,u) del sistema.

3. Definir el escenario de prueba.
Para definir el escenario de prueba, se debe de fijar un rango de variacién de la entrada y
con respecto a ese rango se determinan los limites superiores e inferiores de las variables de

programacion, las cuales son:

6; € [nlj,nl;) (2.43)
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4. Definir las funciones de ponderacion del sistema.

Por cada variable de programacion (0,) existen 2 funciones de ponderacién 7, nj las cuales

son:
. iy S
() = -4 %0 (2.44)
nlj —nl;
m(0;) =1 —m(d;) (2.45)
5. Definir las reglas difusas.
Cada regla difusa es definida por modelos locales como:
P
pa(0(t)) = 1 nis (5), (2.46)
j=1

donde 11;;(8;) es, ya sea 13(d;) o 171 (d;), esto dependiendo de cual sea la funcién de pondera-
cion utilizada en la regla difusa. Gracias a esto, la construcciéon de las funciones de pondera-

cién, el resultado de las funciones de pertenencia son normalizadas, es decir, p;(5(t)) > 0y
> mi(d(t) =1
i=1

6. Determinar los modelos locales.
Utilizando los valores maximos y minimos de variacién de z; ya que con ellas se definen las
combinaciones posibles, encontrando asi los modelos locales lineales.

La ecuacion que define el nimero de modelos locales lineales es:
m = 2° (2.47)
La ecuacion en espacio de estados en TS es:
z(t) = Ajx(t) + Bu(t) (2.48)

Generando asi el modelo TS completo se encuentra dado por la interpolacién de modelos

locales:

i(t) = im<6<t>><Aix<t>>+Bu<t>
y(t) = Cux(t) (2.49)
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2.3.2. Enfoque por linealizacion

El enfoque por linealizacion de los sistemas Takagi-Sugeno consiste en una expansion de series de
Taylor en diferentes puntos representativos, los cuales podrian ser o no puntos de equilibrio.

Considerando el siguiente sistema dindmico no lineal:

donde z(t) € R™ es el vector de variables de estado, y(t) € R™ es el vector de variables medidas,

u(t) € R™ es el vector de entrada, f y h son funciones suaves no lineales.

El objetivo es obtener una aproximacién del sistema no lineal de la ecuacién (2.51) como un con-

junto de m reglas difusas de la siguiente forma:

Regla del i-ésimo modelo:

Si 81 es AL...Ay es A} entonces:

o de manera equivalentemente a un modelo Takagi-Sugeno de la forma:

m

(0) = 3 (0) () + Ban) +.) (2.54)
y(t) = ﬁ;m(é)(aw(w re) (2.55)

donde A;, B;, C;, a; v ¢; son las matrices y sesgos de los modelos locales lineales, § es el vector de pro-
gramacion que determina cudles de las reglas estan activas en cierto momento, p;(d), i = 1,2, ...,m

son las funciones de pertenencia normalizadas.

El primer paso a desarrollas es decidir cuales variables describen las no linealidades, es decir, qué
variables seran las variables de programacion. Por lo que § es una seleccién de entradas, estados

y salidas. Lo siguiente a considerar es el nimero de puntos de linealizacion dg,;, 7 = 1,2, ...,m que
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son elegidos, junto con una particion del espacio en el que se define las variables, y las funciones

de pertenencia correspondientes y;(9;), ¢ = 1,2,...,m.

Al incrementar el nimero de puntos de aproximacién, la exactitud en la aproximaciéon de los
modelos difusos aumenta. No obstante, al incrementar el niimero de los puntos de linealizacion,
los costos computacionales aumentan. Por tultimo, las matrices obtenidas son:

L0 0 o

" Ox "7 T O (2.56)

d0,i,0 00,:,0 30,:,0

donde |5, , 0 indica la evaluacién de las derivadas parciales en el valor correspondiente de dy; para
las variables de estado y de entrada, que son las variables programadas y 0 corresponde a las
variables que no estan en d. Generalmente la linealizacién no esta en los puntos de equilibrio, los

términos afines deben ser agregados de la siguiente manera:

a; = f(x,u)]s,..0 — (Air)|s0,50 — (Bit)]s0..0 (2.57)
Ci = h<x)|50,i70 - (Cix)|50,1'70 (258)

Para obtener el sistema Takagi-Sugeno de la forma (2.54) y (2.55), las funciones de pertenencia
de cada regla se calculan con (2.35) y se normalizan con (2.36). Con el miembro normalizado, el

modelo difuso Takagi-Sugeno se expresa como (2.54) y (2.55).

2.3.3. Observabilidad en los sistemas Takagi-Sugeno

La observabilidad en los sistemas Takagi-Sugeno se refiere a la capacidad de reconstruir el vector
de estados a partir de las entradas y salidas del sistema que se encuentran disponibles. Dado que los
sistemas Takagi-Sugeno son no lineales, pareceria que los criterios de observabilidad para sistemas
no lineales podrian aplicarse facilmente. No obstante, los observadores se disenan de manera que
cada regla posee una ganancia local especifica, lo que implica que es necesario asegurar la obser-
vabilidad de los modelos locales individuales en lugar de considerar la observabilidad del sistema

no lineal en su totalidad (Zaidi et al., 2013).

Para el disenio se supone implicitamente que los modelos locales, es decir, los pares (A;, C;), Vi =
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1,2,...,m, son observables. La matriz de observabilidad para el sistema (2.49).
C
CA;
rango . =n,, VYi=1,...,m. (2.59)
CAM—1

donde n, es la dimensién del vector de estados del sistema.

2.4. Observadores

Un observador estima las variables de estado basandose en las mediciones de las variables de salida
y de entrada, por ello es que los observadores pueden disenarse si y sélo si se satisface la condicion
de observabilidad (Ogata, 2010).

Sea el sistema definido por:
x(t) = ;m@(t))(fh:r(t) + Biu(t))
y(t) = Cz(t) (2.60)

El modelo matemético del observador mostrado en la ecuaciéon (2.61) incluye un término adicional
que contiene el error de estimacion para compensar las imprecisiones en las matrices Ay B y la
falta del error inicial. Por otro lado, el error inicial es la diferencia entre el estado inicial y el estado

estimado inicial.

De esta forma, se define el modelo matematico del observador como:

Z(t) = Az(t) + Bu(t) + K.(y — CZ(t)) (2.61)

donde:
z(t) es el estado estimado.
CZz(t) es la salida estimada.

K. es la matriz de ganancia del observador.
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En la Figura 2.4 se puede observar de manera general el diagrama de un observador.

Fig. 2.4. Diagrama general de un observador.

Clasificacion de observadores

= Orden completo: Son aquellos que estiman todas las variables del sistema, sin importar si

algunas estan disponibles por medicién directa.

» Orden reducido: Es aquel donde el observador estima menos de n variables de estado, donde

n es la dimensiéon del vector de estado.

= Orden minimo: Por tltimo, es el observador de estado de orden reducido es el orden minimo
posible, es decir, si n es la dimension del vector de estado y m es la dimension de salidas,

entonces n — m variables observables.

2.5. Observador funcional

Los observadores son algoritmos matematicos que nos ayudan a estimar variables del vector de
estados del sistema (Herndndez and Gavino, 2010). Los observadores funcionales poseen dos enfo-
ques, el primero de ellos es el estimar una ley de control que estabilice el sistema, mientras que el
segundo enfoque aborda la estimacion de un conjunto especifico del vector de variables de estado

(Hieu and Tyrone, 2012), esto se puede ver reflejado en la Figura 2.5.
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Considerando un sistema bajo la representacién Takagi-Sugeno como:

m

f@%ZZ?MﬂﬂﬂAﬂ@%+BMUD
y(t) = Cx(t)
z(t) = Lx(t)

donde z(t) es el vector de n estados, u(t) es el vector de [ entradas del sistema, y(t) representa
el vector de las p variables de salida medidas. 4; € R™" B ¢ R™*! C € RP*" y L € R”" son
matrices conocidas, d(t) € R” es el vector de variables premisas, p;(J) son las funciones i-ésimas
de ponderacién y m es el nimero de modelos locales lineales, el cual es determinado por m = 27,

siendo p el nimero de no linealidades en el sistema.

Funcion estimada Salida ref T Controlador Entrade Sistema Salida R
»| Sistema > —> >
A - x
, [Observador | Observador |
” funcional N Estados estimados [fUNCIiONAl

b) Observador funcional para estimar un

a) Observador funcional como ley de control subconjunto de las variables de estados

Fig. 2.5. Enfoques del observador funcional.

Por otro lado, la observabilidad en un observador funcional es evaluar si las funciones lineales de

los estados se pueden conocer mediante las salidas y entradas del sistema (Trinh and Fernando,

2012).

Lema 1: Existe un observador funcional lineal con polos arbitrarios de tal forma que 2(t) converge

asintéticamente a z(t) si las siguientes dos condiciones son cumplidas:

1. La matriz L debe cumplir lo siguiente:

LA; CA,
,Vi=1,...m

rango = rango

=~ Q

A
C
L;
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2. La matriz L debe cumplirse para todo s € C

sL — LA, CA;
rango CA; = rango
C

=~ Q

2.5.1. Regiones LMI

El objetivo de la aplicacion de una region LMI es definir una regiéon mas detallada en el semiplano

complejo izquierdo para la obtencion de los eigenvalores del sistema.

De acuerdo con Reza et al. (2018), un subconjunto D del plano complejo es llamada regién LMI

si existe un par de matrices tal que § = 67 y 3 es dimensiones adecuadas, con el fin de que:
D={z€C:fp(z) <0} (2.62)
donde la funcién fp(z) = § + 28 + 2*37 es llamada funcién caracteristica de D.

Se establece que una matriz A € R™*" es D estable, es decir, tiene todos los eigenvalores en la

regién D si y siempre exista una matriz P = PT € R™*", tal que:
§@P+B®(AP)+ " @ (AP)" <0, P >0 (2.63)

Regiéon LMI vertical

Una regiéon LMI vertical toma todo el semiplano complejo izquierdo de un valor fijo «, tal como

se muestra en la Figura 2.6
Di={z€C:Re(z) < —a plz)=0+2+2"<0 (2.64)
dicha regién LMI implica que 6 = 2y = 1, entonces la ecuacién (2.63) es:

20 P +1® (AP) +1® (AP)T =2aP + AP + PAT <0 (2.65)
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Alm(s)

Fig. 2.6. Region LMI vertical Dy

Region LMI circular

Una regién circular de radio R y centrado en (—gq,0), tal como se muestra en la Figura 2.7, esta

representada como:

DQ:{ZEC:\2+QI<R<:>FD2(,Z): l_R z—{—q} <0}

Z4+q —R

La LMI que garantiza la estabilidad se construye con:

[ 3] o

Por lo que se expresa como:

0 0

lq _R1®X+l0 0]@(/1)(”[1 0]®(XA)
Obteniendo ast:

[ —RX AX +¢X 0. X0

XAT +¢X  —RX

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)
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Alm(s)

Re(s)

Fig. 2.7. Regién LMI circular D,

2.6. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se mostré la clasificacion y tipos de péndulos que existen y el analisis del sistema
fisico de estos mismos. Del mismo modo, se present6 informacion acerca de las lesiones en la médula
espinal que existen, asi como su clasificacién de acuerdo a la escala ASIA. A su vez se presento la
formulacién del modelado de sistemas Euler-Lagrange, asi como los distintos métodos que existen
para la formulaciéon de sistemas Takagi-Sugeno para un sistema no lineal. Ademés se proporciono
una explicacion acerca de los observadores, su clasificacién y objetivos. Por ultimo, se menciona la
teoria de los observadores funcionales, su clasificacion de acuerdo al enfoque que se busca obtener

y lemas a cumplir para la utilizacién de esta clase de observadores.
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Capitulo 3

Representacion T-S del péndulo H2AT

3.1. Descripcion del caso de estudio

El péndulo H2AT (Head 2 Arms and Trunk) es una variacién del péndulo doble invertido en el
plano sagital (Srihi et al., 2022), esto para considerar el desplazamiento de la cabeza y partes
superiores del cuerpo humano. Se encuentra formado por dos segmentos articulados, el primero de
estos (marcado con el nimero 1) representa el tronco el cual se encuentra enlazado a un soporte
marcado con el nimero y una articulacién giratoria que representa la articulacién lumbrasacra (re-
presentada por el 4ngulo ). El segundo soporte (marcado con el niimero 2) se encuentra enlazado
al primer segmento y a una articulacion, el desplazamiento de este segmento esta representado por

la variable z.

En la Figura 3.1 se muestra el péndulo H2AT.

Fig. 3.1. Diagrama del péndulo H2AT.
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El estudio establece un sujeto con lesion en la médula espinal del tipo completa por encima del nivel
abdominal, debido a esto no existe torsiéon muscular alrededor del eje rotacional. Las ecuaciones
que describen la dindmica del péndulo H2AT se muestran a continuaciéon (Pan et al., 2021):
0 = myi(t) — malof(t) — mya(t)0%(t) + mygsin(A(t)) — u(t) (3.1)
0 = —maloi(t) + J(z(2)0(t) + 2myz(t)(t)0(t) — (myly + male)gsin(0(t)) + mygz(t)cos(6(t))
(3.2)
donde u(t) es la senal de entrada del sistema, es decir, es la fuerza controlada (N) que regulard la
posicién vertical del péndulo H2AT, el cual representa la dinamica de una persona con lesion en
la médula espinal del tipo completo, en el Anexo A se muestra algunas de las caracteristicas del
actuador. Del mismo modo se tiene a J(x(t)) = my(I2 + %) + myl?. Por otro lado, los parametros
del sistema son: m; y mso que representan los centros de masa del segmento superior (cabeza y
brazos) y del segmento del tronco respectivamente, Iy y . representan las longitudes del tronco y
la longitud del centro de masa del tronco, x(t) es la distancia que existe en la flexién completa
del cuello con ambos brazos estirados y finalmente 6(¢) es una articulacién giratoria (articulacion

lumbrasacra).

El modelo del caso de estudio es el péndulo H2AT, el cual es una variante del péndulo invertido.
Se encuentra constituido por dos segmentos rigidos, el primero de ellos representa el tronco o torso
del cuerpo humano, mientras que el segundo segmento representa a la cabeza y brazos. Este siste-

ma representa la dindmica de inestabilidad una persona con lesiéon completa en la médula espinal
(Srihi et al., 2021).

Los parametros resultantes de este modelo se pueden observar la Tabla 3.1, los cuales representan

a una persona de sexo masculino de 80kg, dichos pardmetros se obtuvieron de Blandeau et al.

(2018).
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Tabla 3.1. Pardmetros del sistema.

Parametros Valores Unidades Definicién
m1 16.1 kg Masa segmento superior
mo 26.64 kg Masa del tronco
lo 0.477 m Longitud del tronco
le 0.2766 m Longitud del centro de masa
g 9.81 m/ s> Gravedad
J 5.79 Kgm? Inercia

Debido a que el péndulo H2AT representa a un sistema fisico-humano, este posee restricciones

fisicas para representar de manera real el movimiento humano, dichas restricciones fisicas se pueden
observar en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2. Restricciones del sistema.
Parametros Valores Unidades Definicién
Tmax 0.105 m Flexién completa del cuello con ambos brazos estirados
Tmin -0.075 m Extensién de cuello y brazos
0 [-0.174,0.35] rad

Angulo de movimiento

Mientras que en la Figura 3.2 se observa fisicamente que representa cuando x(t) y 6(t) poseen
valores positivos o negativos.

Fig. 3.2. Restricciones del péndulo H2AT

3.1.1. Formulacion Euler-Lagrange

Para llevar a cabo el modelado dindmico, el péndulo H2AT mediante el uso de Euler-Lagrange se
desarrollo lo siguiente:
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1. Se debe obtener la energia cinética total del sistema:
K(q(t),4(t)) = Ki(q(t), 4(t) + Ka(q(t), 4(1)) + ... + Kiq(t), ¢(t))
2. Se debe de obtener la energia potencial total del sistema:

U(q(t)) = Ur(q(t)) + Ua(q(t)) + ... + Us(q(1))

3. Se obtiene el Lagrangiano del sistema:

4. Se desarrolla la ecuacién de movimiento de Euler-Lagrange:

jt (aﬁ(q(tm(t))> _OLW®-4M) ey ), 7 (1)

d4(t) dq(t)

donde:

q(t) = [q1(t), ga(1), ..., g (t)]T € R™ representa el vector de coordenadas generalizadas.
(t)
(t)
(4(t)

q [G1(t), Ga(t), ..., G (t)]T € R™ es el vector de velocidades articulares.

[T1(t), To(t), ..., Ta(t)]T € R™ representa el vector de pares aplicados.

\]

v 7(t)) € R™ el es vector de fuerzas o pares de friccién del sistema.

Modelado dinamico de robots manipuladores

Se deben de obtener las ecuaciones de la energia cinética y potencial para cada eslabon del péndulo

H2AT.
= La ecuacion de la energia cinética para cada eslabon:
Ki(q(t),4(t)) = 5mv* (3-3)
= La energia potencial para cada eslabdn:

Uila(t)) = mgh (3.4)

Eslabén 1: La energia cinética y potencial del eslabén 1 son:
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» Energia cinética:

1 . . .
K, = §m1(l39(t)2 + () + 220(t)* — 212 (1)0(t))
= Energia potencial:

Uy = my(locos(8)(t) + z(t)sin(6(t)))

Eslabén 2: La energia cinética y potencial del eslabén 2 son:

= Energia cinética:
1 A
Kz = imglCQ(t)Q

= Energia potencial:
Uy = magl.cos(6(t))

Realizado lo anterior planteamos la energia cinética total del sistema son:
K = K1 + K2

K= ;ml(l?)éQ(t) +i(t)? + 220(t)? — 2002 (t)0(t)) + ;mzlcé

Del mismo modo, la energia potencial total del sistema son:
U=U, +U,
U = my(lgcos(6(t)) + x(t)sin(0(t))) + magl.cos(6(t))

Obtenido lo anterior, se plantea el Lagrangiano del sistema

L(q(t),q(t)) = K(q(t), (1)) — U(q(t))

L= ;ml(lgé(t)g + &(t)2 4+ 220(t)? — 2oz (t)0(t)) + 1mgzcé

2

— my(locos(0(t)) + x(t)sin(0(t))) — magl.cos(6(t))

donde las coordenadas generalizadas son:

(3.7)

(3.8)

(3.9)
(3.10)

(3.13)

Desarrollando la ecuacién del Lagrangiano para cada coordenada generalizada, obtenemos lo si-

guiente:
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Primer eslabén
La ecuacién general para obtener el Lagrangiano del sistema es:

d (9L oL
dt(t) <8s'c(t)) Cox(t) F(t) (3.16)

Posteriormente se desarrolla la ecuacion de movimiento del Euler-Lagrange

0

O myd — myld(t) (3.17)
— dtc(lt) (aié) = my@(t) — milof(t) (3.18)
aiﬁ ;= maaf(t)? — migsin(6(t)) (3.19)
Reorganizando obtenemos:
ma(t) — malo(t) — muz(£)0(t)? + migsin(6(t)) = F(t) (3.20)

myi(t) — maloB(t) — myz(t)0(t)? + mygsin(0(t)) — F(t) =0 (3.21)

Segundo eslabén

Del mismo modo, para el eslabon 2 se plantea la ecuacién general para obtener el Lagrangiano del

sistema es:
d ( o€ oL
il ! _ =0 3.22
dt (89(15)) 00(t) (322)
Posteriormente se desarrolla la ecuaciéon de movimiento del Euler-Lagrange
oL - ) ‘ .
20 =malg0(t) + mix(t)°0(t) — mylox(t) + mal.O(t) (3.23)
d [ oC . . o ) .
= o % = mylg0(t) + miz(t)°0(t) + 2max(t)x(t)0(t) — milo@(t) + mal0(t) (3.24)
oL , : .
901) = myglosin(0(t))0(t) — mygx(t)cos(0(t)) + magl.sin(0(t)) (3.25)

Reorganizando obtenemos:

0 = —maloi(t) + J(z(2))0(t) + 2myz(t)i()0(t) — (myly + mal.)gsin(f) + mygz(t)cos(6) (3.26)

donde:
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F(t) es la fuerza controlada.

my es la masa del segmento superior.

mo es la masa del tronco.

lp es la longitud del tronco.

l. es la longitud del centro de masa del tronco.

x(t) representa a la flexién completa del cuello con ambos brazos estirados.

0(t) representa una articulacién giratoria(articulacién Lumbosacra)

3.2. Modelo no lineal del péndulo H2AT

Para llevar a cabo la representacion matricial del sistema no lineal del caso de estudio en variables
de estado, las ecuaciones (3.1) y (3.2). Se obtiene el modelo no lineal para el péndulo H2AT:
E(x(t)i(t) = A(z(t))2(t) + Blx(t))u(t)

3.27
y(t) = Ca(t) 20

donde z(t) es el vector de estados del sistema que esta formado por z(t) = [a:l (t) wa(t) x3(t) x4 (t)} g
{a:(t) (t) 6(t) H(t)}T Mientras que el vector de salida dado por y(t). Las matrices A, B, C'y

FE se definen como:

1 0 0 0 z1(t) 0 1 0 0 z1(t) 0
0 mi 0 —ml | |za(t)] 0 0 mmgsin(rs) gy | (1) Y e
0o 0 1 0 z3(t)| ~ 0 0 0 1 z5(t) ol
0 —maly 0 J(z1(¢))]| [za(t) —mygcos(x3) —2mixi2y (m1l°+mil:)98l”($3) 0 x4(t) 0
E N B
(3.28)
1 (t)
10 0 0] |2t
y(t)_[o 0 1 o] z3(t) (3:29)
—— " [@4(t)

C
Una vez llevado a representacion en espacio de estados se realiza el despeje de la matriz F/, ubicada

en la ecuacién (3.28). Considerando que la matriz E es de rango completo, se puede reescribir el

sistema (3.28) y (3.29) de la siguiente forma:

8
—
~
N—
I
~~
ey
~
S
~
~
N—
N—
N—
L
h
—
S
~
o~
N——
N——
3
S
~
S—
+
~~
=
~—~
&
~~
~
N——
N——
SN—
L
|
L
oy
~—~
&
~~
~
N——
N——
S
~~
~
S——
~~
w
(O8]
o
SN——
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donde :
0 1 0 0
— G21 Q22 (23 A24
(Bla() A= |2 G 0o
A41 Q42 Q43 Q44
_ —maglocos(z3(t)) _ —2malozi(t)xa(t) _ logsin(z3(t))(milo+malc) J(z1(¢))gsin(z3(t)) _
d21 = J(;ﬁ({;))—lg?nl ) 022 = J(xll((l)f))l—lgril ; Ggg = o I xi@) Ay =
sin(xg(t
J(z1(t)z1 (t)za(t) —migeos(z3(t)) —2myx1 (H)z4(t) lcm?g% _ lomizi (H)z4 ()

T (®)—Bmy 0 M= T @)—2my 0 M2 T T @)—Bm 0 M3 T T @) —2mr 0 4T T (6)—2m

J( O(t)) xl(t)

Tl

1 p | U@ o) -Bm) _ (1000 _ | z2(t)

(B(a(t)) B el [0 0o o=
lo I4<t)

J (a1 () —1gma
De acuerdo con Blandeau et al. (2018) se considera que la variable z(t) esta restringida entre
los valores [—0.075,0.105]m, por lo que el término J(z;(t)) = my (I3 + x1(t)?) + mal? opera entre
los valores [5.71,5.88], entonces el promedio de J(z(t)) = 5.79kgm? y es considerada como el

momento de inercia del sujeto.

En Blandeau et al. (2018) menciona que las restricciones fisicas en x3(t) — [—0.174,0.35]rad, en-

sen(z3(t))
x3(t)

sen(z3(t))

g;(g(t) — cos(x3(t))] < 4% y el término

tonces | es remplazado por cos(z3(t)).

Teniendo en cuenta las suposiciones anteriores, el modelo (3.30) puede reescribirse como:

0 1 0 0
j"l(t) —m1iglgcos(x —2milox T Jx x 331(15)
io(t)| ng]Elgm(lS(t)) f]fl(zjl,(,:z a(t) logeos(zs(t))(malo + male) — Jgeos(zs(t)) 7;_(%"‘1‘1@) o (t)
as(t)| ~ 0 0 0 1 x3(t)
24(t) —mygcos(z3(t)) —2myx (B)za(t) lemageos(z3(t)) lomaizy (H)za (t) z4(t)
J—12m, J—12m; J—12m, J—12m,
0
%2
+ ml(‘]glﬂml) ut)  (3.32)

lo

J*lgml

3.2.1. Simulaciéon del sistema no lineal

Objetivo de la simulacion: El objetivo de la simulacion es el observar el comportamiento en lazo
abierto del péndulo H2AT en su representacion no lineal del sistema ante una entrada u(t) cons-
tante de 30N. Para llevar a cabo la simulacién se utilizan los pardmetros de la Tabla 3.1. El paso de

integracion utilizado en la configuracién de Matlab R2018b es T, = 0.001, las condiciones iniciales
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fueron z(0) = [0, 0,0.005, 0]

En la Figuras 3.3 y 3.4 se muestra el comportamiento de las variables de estado del sistema no
lineal, se observa la dindmica de la posiciéon x, la velocidad x5, la posicion angular x3 y la velocidad

angular z, ante una entrada wu(t) = 30N.

El péndulo H2AT es un sistema inestable con eigenvalores positivos, por lo cual la respuesta se
muestra saturada debido a las restricciones fisicas que se muestran en la Tabla 3.2 y no se muestren

respuestas indeterminadas del sistema por la naturaleza inestable del mismo.

Posicion
T T T T T T T T T
- 2, —Posicién »_
& 0.1 B
2
8
2 005 .
K
o
2]
<
=
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo (segundos)
Velocidad
T T T T T T T T T
1r x,—Velocidad
g
o
<
5 05 -
3
2
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo (segundos)

Fig. 3.3. Respuesta de la posicion y velocidad no lineal
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Posicién angular
0.15 T T T T T T T T T

0.05 [ T

z3—Posicién angular

Desplazamiento angular (rad)

0 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo (segundos)

Velocidad angular
T T T T T T T T T

rad
s

0.2 A

Velocidad angular (

z,—Velocidad angular

O 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo (segundos)

Fig. 3.4. Respuesta de la posicion y velocidad angular no lineal

3.3. Representacion Takagi-Sugeno del péndulo H2AT

Un sistema T-S en su forma continua es representado de la forma general como:

i(t) = im@(t})(&x(ﬂ) + Bu(t) (3.33)
y(t) = Cx(t) (3.34)

donde x(t) es el vector de estados, u(t) es el vector de entradas, y(t) es el vector de salidas. Las
matrices A;, B y C son matrices conocidas y de dimensiones apropiadas.
Tomando en cuenta las consideraciones de la Tabla 3.2, las no linealidades del modelo se encuentra

en los términos de:

d1(t) = cos(x3(t)) (3.35)
0a(t) = w1 (t)za(t) (3.36)

El par de matrices A;,C es observable. m es el nimero de modelos locales lineales. §(t) = [01(t), d2(t)

-+ 0k (t)] es el vector de k = 1,--- ,m no linealidades, los cuales se encuentran acotados dentro de

los intervalos [d(t),d(t)] de la Tabla 3.3.
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Tabla 3.3. Valores maximos y minimos.

Or(1) Ok OF
() 1 09926
ds(t) 0.0526 -0.0526

donde [0y, dx] son los valores méximos y minimos de la no linealidad. La matriz A; depende de las
no linealidades del sistema generando asi que las matrices locales se obtienen contemplando los
valores maximos y minimos de d(t).

Posteriormente, se definen las funciones de ponderacion para cada no linealidad Lendek et al.

(2011), las cuales son: —
mo(01) = $=55, mi(d1) =1 -y

0
m3(02) = £, mi(02) = 1 -3

A partir de las funciones de ponderacion construimos 2° = 4 reglas difusas, donde p representa el

(3.37)

numero de locales lineales.
pa(6(2)) = ngmg,  pa2(6(t)) = ngni

ps(6(t)) = mng, wa(o(t)) = ning

De modo que la representacion del sistema Takagi-Sugeno contemplando la matriz A;, se obtiene
a partir de la sustituciéon de los valores maximos y minimos de cada parametro variable que

corresponde a cada término con el fin de construir los modelos locales lineales.

B(8) = 3 m(8(0)(Ai(t)) + Bu(t) (3.38)
y(t) = Cz(t) (3.39)

donde las matrices A; representan las 4 matrices locales que se muestran a continuacion:

0 1 0 0

—m1glodi(t) —2m1loda(t) Ja(t) 0 1 0 0
A — | T T Zmy loghO0malo tmale) = Jg0i(t)  F=E 1 | 351613  0.3799  6.3586  —0.1432
1= 0 0 0 1 - 0 0 0 1
—m1g81(t)  _amya(t)6(t) lemagéy (1) lomaz(£)6(t) —73.7133  0.7964 33.7443 —0.1899
J*lgml J*lgml J*lgml J*lg‘lnl

(3.40)

—4.9703 + 0.0000:
| 0.0000 + 5.1035¢
Polos del modelo local 1: 0.0000 — 5.1035

4.9703 + 0.0000¢
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0 1 0
—m1glody (t) —2m1lgds
A | TR looh®(milo + male) = Jebi(1)
2= 0 0 0
—m1g91(t) —2myz(t)6(t) lemagdy (t)
J—12m, J—12m, J—12m,

—4.9703 + 0.0000¢

| 0.0000 + 5.1035¢
Polos del modelo local 2: 0.0000 — 5.1035i

4.9703 + 0.00002
0 1 0
i alode —2m1lda(t — —
walobi () 2200 g5 () (malo + male) — Jgdi (1)
A . J l0m1 J l0m1
3 — 0 0 0
—mig8i(t)  —2mya(t)o(t) lem2g8y (t)
J*lgml J*lgml J*ngl

—4.9785 + 0.00007
1 —0.0845 + 5.1047:
Polos del modelo local 3: 00845 — 51047

4.9585 + 0.0000¢

0 1 0
— 1037 —2m1lgda — —
A, — mJiglgo7,L11(t> ﬁllgo7,Li<t) logd1(t)(milo + male) — Jgor(t)
4= 0 0 0
—m1 931 (t) —2m;2(1)0(t) lemagdy (t)
J*lg'ml J*lg'ml J*lg’ml
—4.9785 + 0.0000z

1 —0.0845 + 5.1047:
Polos del modelo local 4: 00845 — 51047

4.9585 + 0.0000z

0
J82(t)
J—loéml

1

lomaz(t)6(t)

J7l0m1

0
0
J*lgml

1

lomiz(t)0(t)

J*lgml

0
Joa(t)
J*lg‘lnl

1

lomiz(t)0(t)

J*l%ﬂll

0
—35.1613
0
—73.7133

0
—35.4234
0
—74.2629

0
—35.4234
0
—73.2629

1 0 0
—0.3799 6.3586  0.1432
0 0 1
—0.7964 33.7443 0.1899

(3.41)

1 0 0
0.3799  6.4060 —0.1432

0 0 1
0.7964 33.9959 —0.1899
(3.42)

1 0 0
—0.3799 6.4060 0.1432

0 0 1
—0.7964 33.9959 0.1899
(3.43)

Como se puede observar, los polos de los modelos locales lineales del modelo por Takagi-Sugeno

del péndulo H2AT son inestables.

En la siguiente seccion se muestra la comparativa del sistema no lineal respecto al sistema Takagi-

Sugeno.
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3.3.1. Simulacién del sistema no lineal y del sistema Takagi-Sugeno

Objetivo de la simulacion: El objetivo de la simulacién es el observar el comportamiento del péndu-
lo H2AT en su representacion no lineal y el sistema Takagi-Sugeno ante una entrada wu(t) constante
de 30N. Para llevar a cabo la simulacion se utilizan los parametros de la Tabla 3.1. El paso de
integracion utilizado en la configuracion de Matlab R2018b es T, = 0.001s, las condiciones iniciales

fueron z(0) = [0, 0,0.005, 0]

En las Figuras 3.5 y 3.6 se muestra el comportamiento de las variables de estado del sistema no
lineal y del sistema Takagi-Sugeno, es decir se observa la dindmica que experimenta la posicion
x1(t), la velocidad x4(t), la posicién angular x3(t) y la velocidad angular x4(t). Se puede observar
que el sistema Takagi-Sugeno sigue fielmente al sistema no lineal considerando los parametros
establecidos de las no linealidades. La respuesta se ve saturada debido a las restricciones fisicas

que se muestran en la Tabla 3.2.
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= o1 -
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b=
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&
5’ x; —Posicién
— — — - x;—Posicién TS
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo (segundos)
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T T T T T T T T T
1r 2
& —
P
gl
<
5 051 -
3
<
25— Velocidad
— — — -1y—Velocidad TS
0 1 1 1 1 1 1 1 T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo (segundos)

Fig. 3.5. Respuesta de la posicion y velocidad NL y T-S
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< Posiciéon angular
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Fig. 3.6. Respuesta de la posicion y velocidad angular NL y T-S

En la Figura 3.7 se muestran las funciones de pertenencia del sistema Takagi-Sugeno ante una
entrada constante de 30/N. El comportamiento de las funciones de pertenencia se debe a la entrada

constante del sistema.

12 *

Hi
1223
Hs
fa
Sumatoria

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fig. 3.7. Funciones de pertenencia del sistema Takagi-Sugeno
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3.4. Conclusiones del capitulo

A lo largo de este capitulo se presento el caso de estudio para el tema de tesis, el cual es un péndulo
H2AT que representa la dindmica de una persona con lesion en la médula espinal. Dicho péndulo
representa un sistema biomecanico que posee restricciones fisicas con el proposito de acercarse a
un sentido fisico. Ademas considerando dichas restricciones propicio la reduccion de no linealidades

que posee el sistema al momento de aplicar el modelado Takagi-Sugeno.

Dicho modelado se llevé a cabo en lazo abierto colocando una entrada constante de 30N para
observar la dindmica de las variables de estado ante dicha entrada, considerando que las variables
de estado se encuentran saturadas por las restricciones fisicas anteriormente mencionadas. La
comparacion entre el sistema no lineal y el sistema Takagi-Sugeno utilizando el enfoque de sector

no lineal muestra que el sistema T-S sigue fielmente la dinamica del sistema no lineal contemplado.
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Capitulo 4

Control basado en el observador

proporcional integral para sistemas
Takagi-Sugeno del péndulo H2AT

4.1. Objetivo de diseno

Como se ha mencionado, el péndulo H2AT es un sistema inestable, este sistema posee 4 variables
de estado, las cuales son la posicién lineal z(t), velocidad lineal x5(t), la posicién angular x3(t)
y la velocidad angular x4(¢). Sin embargo, a la salida solo se tiene disponible la posicién lineal
z1(t) y la posicién angular z3(t), es por ello que con ayuda del observador proporcional integral se
estimaran las 4 variables de estado con el fin de aplicar un controlador por retro-alimentacién de

estados utilizando las estimaciones del observador proporcional integral.

4.2. Observador Proporcional integral

Considerando el sistema Takagi-Sugeno

(t) = ;m@(t))(fhx(t)) + Bu(t)

y(t) = Ca(t) (4.1)
donde z(t) es el vector de n estados, u(t) es el vector de [ entradas del sistema, y(t) representa
el vector de las p variables de salida medidas, las matrices A; € R, B € R y C' € RP*" son

matrices conocidas, d(t) € R es el vector de variables premisas y p es el niimero de no linealidades

del sistema.
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Se asume que este sistema cumple con la propiedad de observabilidad:
n—1 T
rango[ € CA; ... CAPTU [ =n¥i=1, 4 (4.2)
De igual forma se asume que el sistema (4.1) es estabilizable si:

rango[)\I—Ai B}:n, YAeCh,V;=1,--- .4 (4.3)

donde [ es una matriz identidad y A es un escalar complejo.

Para este sistema Takagi-Sugeno se disené un PIO debido a que en el vector de salida del sistema
no se cuenta con todas las variables de estado disponibles, por lo que con ayuda del observador
se estimaran todas las variables de estado del sistema. Las ecuaciones que describen al PIO se

muestran a continuacion:

o) = S mBO)NCE) + Hivle) + Fiyle) + Ju(t) (1.4
o) = i) - Ci ) (45)
B0 = <)+ Qu() (1.6)

donde ((t) € R% representa el vector auxiliar de estado del observador proporcional integral,
v(t) € R es un vector auxiliar y Z(t) que son los estados estimados de z(t) obtenidos por la
ecuacion algebraica (4.6) la cual es el vector de estimacién del observador. N;, H;, F;, Jy @ son

matrices desconocidas de dimensiones apropiadas a determinar.

El error de estimacion se define como:

e(t) = &(t) — x(t) 4.7
e(t) = ((t) = [In — QClx(t) (4.8)

donde [I,, — QC| se define como una matriz T € R%*"™ para definir el vector de error. De esta

manera, la dindmica de error de estimacion se puede expresar como:

ét) = (1) = Ta(t) (4.9)
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Sustituyendo la ecuacion (4.4) y el sistema (4.1) se obtiene:

é(t) =D wi(6(2))[NiC(t) + Hyo(t) + Fyy(t) + Ju(t) — T (A;z(t) + Bu(t))] (4.10)
i=1
é(t) = wi(8(2))[N:[e(t) + Tz(t)] + Hw(t) + Fy(t) + Ju(t) — TAz(t) — T Bu(t)] (4.11)
i=1
é(t) =>_ wi(8(2))[Nie(t) + [N;T + F,C — T A;)x(t) + Hy(t) + [J — TBlu(t)] (4.12)
=1 N;T+F,C—TA;=0 J=TB
De tal forma, la dindmica de error de estimacion es expresada como:
6(t) = 3 (31 [Nelt) + Hiv()] (4.13)
i=1
Del mismo modo, la ecuacién (4.5) puede ser reescrita como:
0(t) = y(t) — Cz(t) (4.14)
0(t) = Cz(t) — Cz(t) (4.15)
0(t) = Clz(t) — 2(t)] (4.16)
Utilizando la ecuacién (4.6) y la ecuacién (4.8) se obtiene:
2(t) = ¢(t) + Qy(?) (4.17)
z(t) =e(t) + [T+ QClx(t) (4.18)
———
T+QC=In
de donde #(t) — x(t) = e(t), por lo que la ecuacién (4.16) puede expresarse como:
0(t) = —Ce(t) (4.19)
Suponiendo que las siguientes condiciones se cumplen
J=TB (4.21)
T+QC=1, (4.22)

La dindmica de error de estimacién formada por las ecuaciones (4.13) y (4.19) se reescribe como:

]Sl 458

@(t)
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si y solo si la matriz A; es estable, entonces 1im;_,, e(t) = 0, por lo que Z(t) = z(¢) en un tiempo
finito. Concluyendo asi que la problemética a resolver es el determinar las matrices N;, H;, F;, J

y (@ cumpliéndose las condiciones de Sylvester mostradas en la ecuaciones (4.20)-(4.22)

4.2.1. Parametrizacion de las matrices del observador proporcional in-
tegral

En esta seccién se expone la parametrizacion de las matrices del observador proporcional integral,
empleando las condiciones algebraicas (4.20)-(4.22). A continuacién se muestra el desarrollo de la

condicién (4.22).
K Q}l?ﬂ =1, (4.24)

~——
P

La solucién particular de la ecuacion (4.24) para obtener T'y @ es:

r—xt|nl. g=xnr|? (4.25)
0 I,
—— ———’
T Q1

Partiendo de la condicién (4.20) y considerando los valores de 7'y ) obtenidas en (4.25).
NT + F,C —TA; =0 (4.26)

NI, = QCl+ F,C —TA; =0 (4.27)

Ni — NiQC + F,C' —TA; =0 (4.28)

Ni+[Fi = N,QIC —=TA; =0 (4.29)

de donde se obtiene:

K;
N; = K;C + TA; (4.31)

Por lo que, la dinamica de error de estimacion puede ser reescrita sustituyendo los valores de N;
en la ecuacion (4.23):
i) = Statan [T o (4.32)

~—— ——
$(t) Ay e(t)
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Agrupando las variables conocidas y desconocidas se obtiene la siguiente ecuacién donde €2 = [ ”] ;

0
o) = SSeon | [0 o) +afmn] |5 7] (433

4.2.2. Andlisis de estabilidad del observador

En esta secciéon se aborda el andlisis de estabilidad basado en el método de Lyapunov. Para lo-
grarlo, se propone resolver un conjunto de desigualdades matriciales lineales (LMI) con el fin de

obtener la matriz Y;.

Se propone la siguiente funcién candidata de Lyapunov:

V() = o(t) Xep(t) > 0 (4.34)

X, 0

0 X >OYX1:X1‘F con X; € R0o*0 y X, € Rn>a,
2

donde X = [

Derivando la ecuacién (4.34) se tiene:

V(e(t)) = @(1)"Xep(t) + () Xe(t) < 0 (4.35)

sustituyendo el valor de (4.33) se obtiene:
V(p(t) = )" [(AT + ATY)X + X(Ay + Yio)| ¢(t) < 0 (4.36)
V(1)) = o(t)" [ATX + ATYTX + XAy + XYiAs| o(t) < 0 (4.37)

En este caso la desigualdad V(p(t)) < 0 es valida siempre que () # 0, siempre y cuando la
siguiente desigualdad se cumpla

ATX + ATYTX + XAy + XY;A; <0 (4.38)

Las matrices desconocidas de la ecuacion (4.38) son X y Y;, donde se puede observar que existe
una bilinealidad. Por lo que se hace un arreglo, el cual consiste en agrupar R; = XY:

ATX + AJRT + XAy, + R;A; <0 (4.39)

Expresado en forma matricial queda de la siguiente manera:

ATTT T [X, 0 cr ol . [xi o]l[AT o C 0
[0 OHO X2]+[0 In]Rﬁ[O DA RS M <o
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Para la obtencién de las matrices desconocidas se tiene que :
Y, =X'R;
Se despeja Y; para obtener las matrices K; y H;, de tal forma se obtiene:
[K; H|=0"X'R,
donde:

K, = Q"X 'R, m

H; = Q"X 'R; m

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

La desigualdad (4.40) es programada en Matlab 2018b utilizando la herramienta Yalmip versién

R20190425.

4.2.3. Validacion del observador proporcional integral

A continuacién se muestra la validacion del observador proporcional integral para sistemas Takagi-

Sugeno aplicado al caso de estudio.

[ﬂ
30N 3
N

| e
u(t;

YVY

7

Y'Y

o

_> —>
>

—> —>
—>

Fig. 4.1. Diagrama del observador PI.
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En la Figura 4.1 se muestra el esquema de simulacién donde se valorard el funcionamiento de
este observador en lazo abierto con una entrada constante de 30N, esto debido a la capacidad de
par maximo que algunos actuadores pueden generar, cabe recalcar que los estados se encuentran
saturados debido a las restricciones fisicas que se establecieron en la secciéon anterior y la naturaleza
inestable del sistema. Los estados disponibles del sistema son x1(t) y x3(t), lo que se busca estimar

las cuatro variables del sistema.

4.2.4. Simulacién del observador proporcional integral

Objetivo de la simulacion: El objetivo de simulacion es verificar que la estimacion de las 4 variables
de estado del modelo del péndulo H2AT ante una entrada u(t) constante de 30N. Para llevar a cabo
la simulacién se utilizan los parametros de la Tabla 3.1. El paso de integraciéon utilizado en la confi-
guracién de Matlab R2018b es T, = 0.001s, las condiciones iniciales fueron x(0) = [0,0,0.005, 0],
#(0) = [0,0,0.005,0]" con una entrada constante de 30N .

Las ganancias obtenidas se muestran a continuacion:

[ 135.8998 0.2258 [ 135.8998 0.2248
P 22123 % 10 29.2137 oo 22123 % 10 29.0640
71 —0.5804 136.2143 |’ "% | —0.5885 136.2143
| —171.6419  2.2260 x 10%) | —171.4921  2.2260 x 10%)
[ 136.1213 0.6906 [ 136.1213 0.6907
o |2:2167 % 10 122.1748 o |2:2167 x 104 122.1968
571 —0.6728 136.1033 |’ ~* 7 | —0.6729 136.1033
| —188.3321  2.2237 x 10*] | —188.3541  2.2237 x 10*]
[ 0.6274 9.1885 x 107 0.8458 6.7259 x 107
5o_ | 102.3045 —0.0144 5 _ | 137.9246 —0.0105
17 18.4576 x 107 0.6815 ©2 7 11,1402 x 1074 0.4989
—0.0132 111.1925 | —0.0178 81.3913 |
1.1727 1.0507 x 1074 1.3405 1.6309 x 1074
g | 1912334 —0.0164 go_ | 218.5938 —0.0255
37 11.5809 x 1074 0.7793 » T 11,8071 x 1074 1.2097
—0.0247 127.1418 —0.0282 197.3636
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—9271.7995 —0.4515 [ —271.7995 —0.4497
o —4.4279 x 104 —52.4122 o —4.4279 x 104 —52.1127
r= 1.1789 —9272.4287 | T 1.1770 —9272.4287
273.5509 —4.4487 x 104 | 273.2514 —4.4487 x 104
—9272.2426 —1.3812 [ —272.2426 —1.3814
o — —4.4367 x 10*  —238.3344 K — —4.4367 x 104 —238.3784
3= 1.3456 —9272.2067 |’ 4T 1.3458 —9272.2067
306.9313 —4.4443 x 104 | 306.9754 —4.4443 x 104
[ —271.7995 0.5 —0.4515 0
N —4.4312 x 10* 0.0390  —46.3969  —0.0147
t= 1.1789 0 —272.4287 0.5
203.8181 0.0818 —4.4455 x 10* —0.0195]
[ —271.7995 0.5 —0.4497 0
N —4.4312 x 10* 0.0390  —46.0975  —0.0147
2 1.1770 0 —9272.4287 0.5
203.5185 0.0818 —4.4455 x 10* —0.0195]
—92792.2429 0.5 —1.3812 0
N —4.4401 x 10* —0.0614  —232.3191 0.0231
3 1.3456 0 —9272.2067 0.5
237.1985 —0.1287 —4.4411 x 10* —0.0307]
[ —272.2426 0.5 —1.3814 0
N —4.4401 x 10* —0.0614  —232.3632 0.0231
4= 1.3458 0 —9272.2067 0.5
237.2426 —0.1287 —4.4411 x 10* —0.0307]
0 05 0 05 0 0 0]
0.1691 0 0 0 1 0 0
J = 0 , @= 0 0.5’T— 0 0 05 0
0.2243 0 0 0 0 0 1]
[871.0560 —4.3559 —0.6218 0.0025 0 0 1
—4.3559 0.0267 0.0025 —8.4575 x 1076 0 0
X — —0.6218 0.0025 871.8118 —4.3580 0 0
| 0.0025 —8.4575 x 10° —4.3580 0.0267 0 0
0 0 0 0 355.0789 —6.7761 x 10728
0 0 0 0 —6.7761 x 10728 355.0789

La respuesta del sistema se muestra saturada debido a las restricciones fisicas que se muestran en
la Tabla 3.2.

En la Figura 4.2 se muestra el comportamiento de las variables de estado del sistema T-S, es decir,
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Diseno de un controlador basado en observador funcional

se observa la dindmica que experimenta la posicién lineal x; () y la velocidad lineal x4 (?).

Posicién

S
S 0.1r 3
=
g

% 0.05 - 1
5
= x1Posicién Estimada
) — — — -z1Posicién TS
Q O 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo (segundos)
Velocidad
T T

— ir ==

gl =

e}

<

T 05 h

3]

=

§ xz9Velocidad estimada

0 ‘ ‘ — — —-x9Velocidad TS

1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo (segundos)

Fig. 4.2. Estimacién de la posicion y velocidad NL y T-S
En la Figura 4.3 se muestra la posicién angular x3(t) y la velocidad angular x,(t)

Posicién angular
0 . 15 T T T

0.05 4

z3Posicién angular estimada

— — — - z3Posicién angular TS

O 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo (segundos)

Desplazamiento angular (rad)

Velocidad angular

< 0.6 T T T
8-
g
= 04 b
b
3
To2f .
=]
g x4 Velocidad angular estimada
< — — — -z, Velocidad angular TS
> O 1 1 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo (segundos)

Fig. 4.3. Estimacion de la posicién y velocidad angular NL y T-S
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Diseno de un controlador basado en observador funcional

Se puede observar que existe una ligera diferencia en el transitorio de la senal, sin embargo, la senal
en estado estable del sistema Takagi-Sugeno y la estimacion del observador proporcional integral

convergen considerando los parametros establecidos de las no linealidades.

4.3. Diseno del controlador

4.3.1. Objetivo del diseno del controlador

De momento, se ha abordado el caso de estudio del péndulo H2AT en lazo abierto el sistema,
debido a esto se desarrollara un controlador por retro-alimentacién de estados para cerrar el lazo

del sistema. Esto con el objetivo de regular la posicién vertical del péndulo H2AT.

El objetivo de control es el de regulacion del sistema, es decir, regular la posicion vertical del
péndulo H2AT, generando asi que las cuatro variables del sistema se estabilicen en el valor de
cero para lograr la regulacién del sistema; esto mediante el disefio de un controlador por retro-
alimentacion de estados utilizando la estimacion del vector de estados con ayuda del observador

proporcional integral con el propédsito de regular al sistema.

4.3.2. Controlador por retroalimentaciéon de estados

En esta seccion se lleva a cabo el disenio de un controlador por retro-alimentacién de estados. El

sistema Takagi-Sugeno que describe la dindmica del péndulo H2AT es:

(0) = 30 (5(0)) (A (1)) + Bu(t) (4.45)
y(t) = Ca(t) (4.46)

La ecuacién de la ley de control posee la siguiente forma:
u(t) = —Kx(t) (4.47)

donde K € R" es una matriz de ganancia. Utilizando el esquema de control propuesto se tiene
como objetivo la regulacién del sistema, en la cual podemos utilizar una entrada u(t), esto se

describe en la ecuacién (4.47).
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La dindmica en lazo cerrado del sistema es:

i(t) = f:luxa(t))(Aix(t)) ~ BKu(t)

(4.48)
y(t) = Ca(t)
Al agrupar la ecuacién (4.48) se obtiene la expresion en lazo cerrado:
(t) = Z;/Li(é(t))(/li — BK)z(t) (4.49)

Analisis de estabilidad del controlador

Para el controlador se considera la siguiente funcién de Lyapunov para realizar el andlisis de
estabilidad:
V(z(t)) = z(t)"Sz(t) > 0 (4.50)
donde S > 0. La derivada de V(z(t)) a lo largo de la solucién de (4.49) es:
Vip(t)) = x(t)TSz(t) + (t)" Sz(t) < 0 (4.51)

sustituyendo valores se obtiene que:

V() = ()" [S(Ai = BK) + (A] = B'K")S| () < 0 (4.52)

En este caso, la desigualdad V(t) < 0 es valida siempre que z(t) # 0, siempre que la siguiente LMI

se cumpla:

A;S — BK'S + SAT — SKTBT <0 (4.53)

Finalmente, en la ecuacién (4.53) se obtiene la desigualdad matricial lineal a resolver para el con-

trolador.

La ecuacién (4.53) es programada en Matlab 2018b utilizando la herramienta Yalmip versién

R20190425.

4.3.3. Validacion del controlador basado en el observador PI

A continuacién se muestra la validacién del controlador basado en el observador PI para sistemas

Takagi-Sugeno aplicado al caso de estudio del péndulo H2AT.

En la Figura 4.4 se muestra el esquema de simulacién donde se valora la ley de control ante una

perturbacion en la entrada.
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Disefio de un controlador basado en observador funcional

Pl + Control

Retroalimentacion
. de estados

Fig. 4.4. Diagrama del controlador.

4.3.4. Simulacién del controlador basado en el observador proporcional
integral

Objetivo de la simulacion: El objetivo de la simulacién es demostrar que la ley de control obtenida
a partir de los estados estimados mediante el uso del observador proporcional integral regule el
comportamiento del caso de estudio el cual es el péndulo H2AT. Para llevar a cabo la simulacién
se utilizan los parametros de la Tabla 3.1. El paso de integracién utilizado en la configuracion de
Matlab R2018b es T, = 0.001s, las condiciones iniciales fueron z(0) = [0,0,0.005, 0], z75(0) =
[0,0,0.005,0]" y 2(0) = [0,0,0,0].

Las ganancias obtenidas del controlador se muestran a continuacion:

K = |2.7863 x 10* 6.3511 x 103 —2.4611 x 10* 4.997 x 103}

1.9857  0.4503 —1.7741 —0.3528
0.4503  0.1028 —0.4028 —0.0805
—1.7741 —0.4028 1.5866  0.3156
—0.3528 —0.0805 0.3156  0.0631

S:

Para la simulacion, se considera una perturbacién externa en la entrada la cual altera el péndulo

H2AT, con una magnitud de —2N y —4N. Tal como se muestra en la Figura 4.5.
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Senal de Perturbacion

—h

Fuerza(N)

_5 Il Il Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo (segundos)

Fig. 4.5. Senal de perturbacion a la entrada

En la Figura 4.6 se observa el comportamiento de la posicién x; () y la velocidad z5(t) considerando
el control por retro-alimentacién con el fin de regular el sistema, se observa una variacion de

desplazamiento (m) y velocidad (%) debido a que existe una perturbacién tal como se muestra en

la Figura 4.5.
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Fig. 4.6. Respuesta de la posicion y velocidad

En la Figura 4.7 se muestra el comportamiento de la posiciéon angular z3(t) y la velocidad angular

x4(t) considerando el control por retro-alimentacién con el fin de regular el sistema, se observa
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una variacion de desplazamiento angular (rad) y velocidad angular (%4) debido a que existe una

perturbaciéon mostrada en la Figura 4.5.

%1073 Posicién angular
5 T T T T T T T
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— — — - x3Posicién angular TS
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Fig. 4.7. Respuesta de la posicion y velocidad angular

En la Figura 4.8 se puede observar la grafica de la ley del control del sistema ante una perturbacion.

Esta ley de control regula el comportamiento del péndulo H2AT.

Ley de control
T

6 T
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2+ i
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g
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Fig. 4.8. Respuesta de la ley del control
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Se nota una variacion en la ley de control, esto debido a la perturbaciéon que se genera en la Figura
4.5 la cual perturbe la senal de control, sin embargo, la senial de control regula nuevamente al

sistema.

Una vez que se concluy6 las simulaciones del controlador basado en el observador proporcional
integral se concluye que la ley de control regula a las cuatro variables de estados aiin cuando se

contempld una perturbacion en la entrada del sistema.

4.4. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se presento el disenio de un controlador basado en el observador PI para sistemas
Takagi-Sugeno, aplicado al péndulo H2AT que representa la dindmica de una persona con lesion
en la médula, esto con el objetivo de regular el sistema, es decir, regular el comportamiento en un

punto de equilibrio de manera vertical.

En la primera parte se desarroll6 un observador proporcional integral con el fin de estimar las
variables no medibles del sistema que en este caso son la velocidad lineal z5(t) y la velocidad
angular x4(t). Para el diseio se mostrd la parametrizacién, anélisis de estabilidad y validacién
del observador proporcional integral. La comprobacion del analisis de estabilidad se llevé a cabo
utilizando la solucién de las LMIs. Por otra parte, la validacion se realizo en lazo abierto con una

entrada constante de 30N con el propdésito de verificar el resultad obtenido.

Para el diseno del controlador por retro-alimentacién de estados se muestra el anélisis de estabilidad
del controlador, donde el objetivo de control es la regulacion. Para verificar la ley de control, en
simulacién se anade una perturbacién a la entrada y ver como afecta a la ley de control y a los
estados del sistema. se comprob¢ la estabilidad del controlador mediante el uso de LMIs por medio

de una funcién candidata de Lyapunov.

o8



Capitulo 5

Diseno del observador funcional para
sistemas Takagi-Sugeno del péndulo

H2AT

En este capitulo se presenta el disefio de un observador funcional dindmico generalizado bajo la
representacion de sistemas Takagi-Sugeno. Este tipo de observador posee dos enfoques, uno de
ellos es la estimacion de una ley de control en términos de los estados para regular el sistema. En
esta primera parte se lleva a cabo la estimacion de una ley de control para lograr estabilizar el

péndulo H2AT.

En la Figura 5.1 se muestra este primer enfoque.

Observador
funcional

Fig. 5.1. Primer enfoque del observador funcional.
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5.1. Observador funcional (Estimacién de una ley de con-
trol)

Considere un sistema no lineal bajo la representacién Takagi-Sugeno como:

1) = 3 p(6(0) (Aa(t) + D)
y(t) = Ca(t) 51)
z(t) = Lx(t)

donde z(t) es el vector de n estados, u(t) es el vector de [ entradas del sistema, y(t) representa
el vector de las p variables de salida medidas. A; € R™" B € R™*! C € RP*" y [, € R”™ son
matrices conocidas, d(t) € R” es el vector de variables premisas, p;(J) son las funciones i-ésimas
de ponderacién y m es el niimero de modelos locales lineales, el cual es determinado por m = 27,

siendo p el nimero de no linealidades en el sistema.

Para llevar a cabo el desarrollo del observador funcional dindmico generalizado es necesario verificar

la propiedad de observabilidad funcional, la cual es:

LA;
CA,; CA
rango C = rango C NVi=1,...,m (5.2)
I L
Considerando el observador funcional dindmico generalizado :
C(t) = D ml(8(1)) (Ni() + Ho(t) + Fiy(t) + Jul(t)) (5.3)
i=1
o(t) = D pi(0(t) (SiC(t) + Giv(t) + My (t)) (5-4)
i=1
2(t) = PCt) + Qu(t) (5.5)

donde ((t) € R%® representa el vector de estado del observador proporcional integral, v(t) € R? es
un vector auxiliar y 2(t) es la funcion de estimacién del observador. N;, H;, F;, S;, G;, M;, Py

(2 son matrices desconocidas de dimensiones apropiadas a determinar.
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Siendo T" € R%*™ una matriz para obtener:

e(t) = ¢(t) — Tx(t) (5.6)

Desarrollando la ecuacién de la dindmica del error (5.6) se obtiene:
(t) = ((t) — Ta(t) (5.7)
£(t) = im(é(t))Nie(t) + N, T + F,C — TA;xz(t) + Hyv(t) + J — T Bu(t)] (5.8)

Sustituyendo la ecuacién del error de estimacion (5.6) en las ecuaciones (5.4) y (5.5), se reescribe

o(t) = f: wi(6(t))Sie(t) + S;T + M;Cx(t) + Gyv(t) (5.9)
2(t) = I;g(t) + PT + QCxz(t) (5.10)

suponiendo que las siguientes condiciones se cumplen

NT + F,C —TA; =0 (5.11)
J=TB (5.12)

ST + M;C =0 (5.13)
PT+QC =1L (5.14)

por lo que, la dindmica de error de estimacion formada por las ecuaciones (5.8) y (5.9) se reescribe

como:
) = [§ | (5.15)
B S ——
Ay
Del mismo modo, utilizando la condicién d), la ecuaciéon (5.10) es expresada como:

5(t) — 2(t) = e.(t) = Pe(t) (5.16)

donde en este caso, las matrices A; son estables si y solo si lim; ,o e,(t) =0, V;=1,....m

5.1.1. Parametrizacion del observador funcional

En esta seccion se expone la parametrizacion de las matrices del observador funcional. Considere

E
una matriz cualquiera de rango fila completo £ € R?*" tal que X = [ C ] es una matriz de rango
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, . . I
columna completo, ademas se considera una matriz 2 = [ g .

Las ecuaciones (5.13)-(5.14) pueden ser descritas como:

S, M [T] o
ol -1 o2
la ecuacién (5.17) debe cumplir lo siguiente para tener una solucién:
T [T
rango ([CD =rango | |C'| | =n (5.18)
L

Al cumplirse esta condicién, existen dos matrices de dimensiones T' € R%® y K € R% tal que:

T+KC=F (5.19)
la cual se reescribe como:
L,
T K] lC] —F (5.20)
——
Q
Resolviendo la ecuacién (5.20) se obtiene:
T K|=EQ" (5.21)
la cual se descompone obteniendo:
+ |1 +10
T = EQ . K = EQ (5.22)
0 I,

Considerando a la matriz T de la ecuacién (5.19) en la ecuacién (5.11) se puede reescribir como:

donde K; = F; — N;K, la ecuacion (5.23) se puede escribir como:

N: K] [ﬂ = T4, (5.24)

~——
P

La solucion general de la ecuacién (5.24) esta dada por:

(Ni Ki| = TAS" = Zi(Iny, — £57) (5.25)
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donde Z; es una matriz de dimensiones apropiadas con elementos arbitrarios.

La ecuacion (5.25) puede ser reescrita como:

N; = TAX" Ig ~Z;i [Inyp — T57] I;] (5.26)
Ny, No
L [0] 1]o
K; = TAY —Zi [Ingp — B57] (5.27)
]p ]p
Ki; Ko

Del mismo modo, utilizando la ecuacién (5.19) en la ecuacién (5.17) obtenemos lo siguiente:

S, M [r] o
» alld- 62
reescribiendo la ecuacion (5.19) se obtiene:
[, -K
AR o
Sustituyendo la ecuacién (5.29) en (5.28) se obtiene:
Si M [, —K] o
oalls el =

aplicando la solucion general

G [

donde Wy; v W5 son matrices de dimensiones apropiadas con elementos arbitrarios. Encontrando

asi las matrices S;, M;, Py @

S = ~ Wi [Inyy — B3] []O"] (5.32)
M; = =Wy Iy — S57] lg ] (5.33)
pP—rxt m Wl - £5] m (5.34)
Q=1Ls* m Wl - 5] Vf( ] (5.35)
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Se asume que Wy = 0 por simplicidad. Al usar la ecuacion (5.26) y (5.32) la dindmica de error del

observador (5.15) se reescribe como:

A1) = ﬁlm(a@))(m —Yiho)p(t) (5.36)
donde Ay; — []\8 8] Ay = ﬁ)& _OIJ Y, = lWZ/& g] v o= Lfgg]

El siguiente paso es encontrar la matriz Y; que asegure la estabilidad del observador (5.36).
En la siguiente seccién, se aborda el andlisis de estabilidad basado en el método de Lyapunov. Para
lograrlo, se propone resolver un conjunto de desigualdades matriciales lineales (LMI) con el fin de

obtener la matriz Y;.
5.1.2. Analisis de estabilidad del observador funcional

En esta seccidén se lleva a cabo el analisis de estabilidad de la dindmica del error de estimacién de

la Ecuacion (5.36). Se propone la siguiente funcién candidata de Lyapunov:

V(g(t) = o(t) Xa(t) > 0 (5.37)

X; 0

>0y X; =X{ con X; € RO*® vy X, € Ri>a,
0 X

donde X = [

Derivando la ecuacion (5.37) se tiene:
V(p(t) = () Xep(t) + (1) Xep(t) < 0 (5.38)
sustituyendo el valor de (5.36) se obtiene:
Vip(t) = o)" [ALX = AJYIX + XAy — XYihs| o(t) < 0 (5.39)

En este caso la desigualdad V(¢(t)) < 0 es valida siempre que o(t) # 0, siempre y cuando la

siguiente desigualdad se cumpla
ATX — AJYX + XAy — XVAy <0 (5.40)

Las matrices desconocidas de la ecuacién (5.40) son X y Y;, por lo cual la ecuacién (5.40) puede

ser reescrita como:

BX; + (BX)" +D; <0 (5.41)
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donde B = —Al X, = YI'X, D; = ATX + XA,;. Posteriormente, utilizando el lema de
eliminacién (Skelton et al., 2017), la desigualdad (5.41) es equivalente a:

B*D;B" <0, BB' >0 (5.42)

Finalmente en la ecuacién (5.42) se obtiene la desigualdad matricial lineal a resolver. Donde las

matrices Y; son parametrizadas de la siguiente manera:
Y, =X (~oB" + VoLr?)" (5.43)
donde £ es cualquier matriz tal que ||£|| < 1y o > 0 es cualquier escalar tal que:
I =0BB" —D; >0 (5.44)

Finalmente se muestra una secuencia de pasos a seguir para desarrollar el disefio de un observador

funcional:

1. Elegir una matriz £ € R%*" tal que la matriz X sea de rango completo.
2. Calcular las matrices Ny;, No, T, K, Py Q.

3. Resolver las LMIs de la ecuacién (5.42).

4. Mediante la ecuacion (5.43) obtener las matrices Y.

5. Calcular las demds matrices del observador funcional dindmico generalizado utilizando (5.27)
y (5.26) para obtener N; y K; para calcular S;, M;, Py @, donde la ecuacién (5.31) tomando

la matriz Wo; =0

5.1.3. Validacién del observador funcional

A continuacion se muestra la validacién del controlador basado en el observador funcional dinamico
generalizado para sistemas Takagi-Sugeno aplicado al caso de estudio del péndulo H2AT. En
la Figura 5.9 se muestra el esquema de simulacién donde se valora la ley de control ante una

perturbacion en la entrada.
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Observador
funcional

Fig. 5.2. Diagrama del primer enfoque observador funcional.

5.1.4. Simulacién del observador funcional

Objetivo de simulacion: En esta seccién se muestra la estimacion de una ley de control que regule
el sistema, es decir, regular la posicion vertical del péndulo H2AT, generando asi que las cuatro
variables del sistema se estabilicen en el valor de cero para lograr la regulacion del sistema. Los paré-

metros para la validacion del observador funcional se utilizé un paso de integracion de T, = 0.001s.

Para obtener las matrices del observador funcional se considera el sistema Takagi-Sugeno de la

seccion anterior, donde siento entonces:

2(t) = [2.7863 x 101 6.3511 x 10° —2.4611 x 101 4.997 x 10%]

L IL‘4t

Siguiendo el algoritmo de la secciéon 5.1.2; tenemos que:

1. Se define la matriz E =

0
1 . E

1 , tal que la matriz ¥ = c| sea de rango columna
1

_ o O =

1
1
0
1

completo.
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2. Se obtienen las matrices:

[—1.7657 0.7869 —4.9619 1.7024]

Ny = —0.0844 0.09944 —2.0692 0.5572

0.2583 —1.5284 x 10715 —0.0565 0.2416

| —1.5257 0.2869 —4.9436 1.9623]

[—1.9274 —1.0008 —4.7388 1.9586]

Ny = —0.0195 —0.5201 —1.9956 0.6619

0.2583 —1.5284 x 1071 —0.0566 0.2417

| —1.3873 —1.5008 —4.7205 2.2186

[—2.1751 0.7870 —6.0891 2.1118]

Ny = —0.1617 0.0944 —2.5341 0.6345

0.2583 —1.5284 x 101> —0.0566 0.2417

|—1.9351 0.2870 —6.0708 2.3718]

[—2.0367 —1.0008 —5.8660 2.3680]

Ny = —0.0968 0.5201 —2.4605 0.7792

0.2583 —1.5284 x 1071 —0.0566 0.2417

| —1.7967 —1.5008 —5.8477 2.9279]
[ 0.4800 0 0.0366 —0.4800]

0 0 0 0 0.1500 0.3000 0 0.3000]

N, — 0.0366 0 0.8503 —0.0366 T_ 0.1500 0.3000 0.1500 0
2 —0.4800 0 —0.0366 0.4800 0.1500 0 0.1500 0

—0.0110 0 —-0.2551 0.0110 0.1500 0.3000 0.1500 0.3000
| 0.1330 0 —0.2441 —-0.1330

0.1500 0 7

K 0.1500 0.1500

0.1500 0.1500

0.1500 0.1500

pP= [—0.3646 3.7837 —0.2681 —1.3021} x 104, Q = [2.5090 —2.7931} x 10*

3. Resolviendo la LMI se obtiene:

(24100 —1.3728 0.2523 —1.2936 0 0 0 0
~1.3728 26536 —2.3715 0.3679 0 0 0 0
0.2523 —23715 7.2732 —0.5786 0 0 0 0
X _ |~1:2936 0.3679 —0.5786 11204 0 0 0 0
0 0 0 0 24480 0 0 0
0 0 0 0 0 24480 0 0
0 0 0 0 0 0 24480 0

0 0 0 0 0 0 0 2.4480]
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4. Considerando la matriz £ =onesiax14 X 1073 v el escalar ¢ = 200 para resolver las LMIs de

la ecuacién (5.44) se obtuvieron las siguientes matrices del observador:

—6.5846 36.5184 —6.4073  36.7156]

g | 80752 19.6434) . | 81328 19.7102
! 10.2379 11.4820| 2 10.2384 11.4822
—4.7071 52.1389 —4.5295 52.3363]
—13.2401 39.1399 —13.0628 39.3372]

g | 59410 20.1002) | 5.9986  20.1670
3 10.2379  11.4820| ~* 10.2384  11.4822
—11.3626 54.7604 —11.1850 54.9578]

—81.6183  0.0817 0.0817 0.0817 1
0.0817  —81.6183  0.0817 0.0817
0.0817 0.0817 —81.6183  0.0817
0.0817 0.0817 0.0817  —81.6183,

G =Gy =G3 =Gy =

70.2321 0.2321 0.2321 0.2321] [0.2659 0.2659 0.2659 0.2659]
" 0.1701 0.1701 0.1701 0.1701 . _ [0.1917 0.1917 0.1917 0.1917
17 10.0927 0.0927 0.0927 0.0927 27 10.1015 0.1015 0.1015 0.1015
10.2608 0.2608 0.2608 0.2608 10.2996  0.2996 0.2996 0.2996
[0.2335  0.2335 0.2335 0.2335] [0.2675 0.2675 0.2675 0.2675]

" 0.1708 0.1708 0.1708 0.1708| . _ 10.1926 0.1926 0.1926 0.1926
37 10.0929 0.0929 0.0929 0.0929 47 10.1017 0.1017 0.1017 0.1017
10.2624 0.2624 0.2624 0.2624 0.3015 0.3015 0.3015 0.3015,
0.1180 0.0043  0.0024

0.0507 0.0043 0.0024

J = 0 My = My = My = Moy = 0.0043 0.0024

0.1180 0.0043 0.0024,

—0.0130 0 —0.0287 0.0130]
—0.0130 0 —0.0287 0.0130
S1=5=05=25= —0.0130 0 —0.0287 0.0130
—0.0130 0 —0.0287 0.0130]

El desarrollo de la simulacién se llevo a cabo en Matlab R2018b, las condiciones del sistema fueron:

2(0) = [000.005 0], z75(0) = [000.005 0], v(0) = [00 0 0], ¢(0) = [000 0], £(0) = 0.

En simulacién se considera que existe una perturbacion externa en la entrada que altera la posicién

del péndulo H2AT, esto con el fin de validad la ley de control estimada por el observador funcional.
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Dicha perturbacién se muestra en la Figura 5.3.

Senal de perturbacién

—h

Fuerza(N)

_5 L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Tiempo (segundos)

Fig. 5.3. Senal de perturbacién

A su vez se considera una incertidumbre parametrica en la masa 1, con el propésito de un desgaste
a través del tiempo. Esto se puede observar en la Figura 5.19.

Variacion de la masa 1
T T T

16.2 ..
———-Variacién M1
\\\\
16 [ N h
\
\
\
\
15.8 [ ‘\ J
\
\
\
\
15.6 [ ‘\ J
\
\
\
\
AY
154 [ \\ .
152 Il Il Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Fig. 5.4. Incertidumbre en la masa 1.

En la Figura 5.12 se puede observar la gréafica de la ley del control del sistema ante una perturbacion

y una incertidumbre parametrica. Esta ley de control regula el comportamiento del péndulo H2AT.
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Ley de control

20

10|

A0}

Fuerza controlada (N)

201

Ley de control
— — — - Sefal de referencia

_30 L L
0 5 10

15 20 25 30 35 40
Tiempo (segundos)

Fig. 5.5. Respuesta de la ley de control.

En la Figura 5.6 se observa el comportamiento de la posicién lineal 1 (t) y la velocidad lineal z5(t)
considerando una incertidumbre de desgaste en la masa 1 la cual esta representada en la Figura

5.19 y una perturbacion en la entrada la cual el comportamiento se puede observar en la Figura

5.3. A pesar de esto, los estados z1(t) y x2(t) convergen a lo establecido.

Posicién

T T T T

z—Posicién NL
— — — . z—Posicién TS

1 1 1

15 20 25 30 35 40
Tiempo (segundos)
Velocidad

1 I T T T

&—Velocidad NL
— — — -¢—Velocidad TS

1 1 1

\E/ O [ T T
2 p
g /
g -0.02}F /
= /
N A
= |
o
5 -0.04 I I
0 5 10
T
.o
3
= -0.2
O
S
<
-0.4 ! !
0 5 10

15 20 25 30 35 40
Tiempo (segundos)

Fig. 5.6. Respuesta de los estados de posicion y velocidad.
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En la Figura 5.7 se muestra la posicion angular z3(t) y la velocidad angular x4(t) considerando
una incertidumbre de desgaste en la masa 1 la cual esta representada en la Figura 5.19 y una
perturbacién en la entrada la cual el comportamiento se puede observar en la Figura 5.3. A pesar
de esto, los estados x3(t) y x4(t) convergen a lo establecido debido la ley de control que se obtuvo

por el observador funcional.

§ Posicién angular

~— T T T T T T

5 0f

bgo -0.01 /7 B
© 4

o -0.02}F 4 7
=

5 i

é -0.03 |/ :
g 0.04 0—Posicién angular NL
< — — — -0—Posicién angular TS
94 1 1 1 1 1

é-’ 0 5 10 15 20 25 30 35 40

Tiempo (segundos)
Velocidad angular

)

E‘ " O T T' 1 L T T T
=
=S
:;—’D -0.2F 1
=]
<
ks
3 -04F A
g w—Velocidad angular NL
5 — — — -w—Velocidad angular TS
> 0.6 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Tiempo (s)

Fig. 5.7. Respuesta de los estados de posicion y velocidad angular.

5.2. Observador funcional (estimacién de entrada desco-
nocida)

Para el disefio de este observador se utiliza el segundo enfoque del observador funcional dinamico
generalizado el cual es el estimar una entrada desconocida, dicha entrada desconocida representa

a la ley de control de un sistema ya regulado. Esto se puede observar en la Figura 5.8.
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Observador

ST y(t) funcional

iy
'd

N

|
7

A

Y

Fig. 5.8. Segundo enfoque del observador funcional.

La ecuacién del sistema TS es la siguiente:

i(t) = Z (A;z(t)) + B @ (5.46)
- (1)
y(t) = Cz(t) (5.47)

Con el fin de recuperar la dinamica de esta entrada desconocida, se considera un comportamiento
de segundo orden, tal que las siguientes consideraciones se cumplen d(t) = u(t) y d(t) = 0, por lo
que obtiene:

- b 1)

El sistema aumentado implementado con el integrador queda de la siguiente forma:

(1) A, |B 0] [=(t)
{c{(t) =1, [01 [d(ﬂ] (5.49)
d(t) 0 0 d(t)
B Ay B(t)
5
y(t)=[C 0 0] |d(t) (5.50)
)
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()
s(t)=1[L 0 0] |d(t) (5.51)
L)

B(t) = AB(D) (5.52)
y(t) = CA() (5.53)
2(t) = LB(1) (5.54)

donde ((t) es el vector de n estados, y(t) representa el vector de las p variables de salida medidas.

A; e R C e R y L € RY*™ son matrices conocidas.

Para llevar a cabo el desarrollo del observador funcional dindmico generalizado es necesario verificar

la propiedad de observabilidad funcional, la cual es:

LA, ca,

rango ‘ =rango| C | ,V;=1,...m (5.55)
C
L L

Se considera un observador funcional para la estimacion de estados y la ley de control con estructura

tipo dindmico generalizado para sistemas Takagi-Sugeno.

() = 30 mF0) (NIG(H) + Hoolt) + Fay(1) (5.50)
o) = 30 m(5(6) (SiC(E) + Ganlt) + Miy(0) (5:57)
() = PAO)+Quld (5:59)

donde ((t) € R%® representa el vector auxiliar de estado del observador proporcional integral,
0(t) € R? es un vector auxiliar y la ecuacion algebraica (5.58) la cual es el vector de estimacién

del observador. N;, H;, F; y () son matrices desconocidas de dimensiones apropiadas a determinar.
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Siendo T" € R%*™ una matriz para obtener:
e(t) = ¢(t) = TH() (5.59)

Desarrollando la ecuacion de la dindmica del error (5.59) se obtiene:

E(t) = ((t) = TH(t) (5.60)
£(t) = i (8 Nie(t) + N,T + FC — TAB(t) + Huv(t) (5.61)

Sustituyendo la ecuacién del error de estimacion (5.59) en las ecuaciones (5.57) y (5.58) se obtiene:

2@):2%&)+}ﬂﬂ+@@6ﬁ) (5.63)

Suponiendo que las siguientes condiciones se cumplen

NT + F,C—TA; =0 (5.64)
S;T + M,C =0 (5.65)
PT+QC =L (5.66)

Por lo que, la dindmica de error de estimaciéon formada por las ecuaciones (5.61) y (5.62) se
reescribe como:
) e [l (5.67)
) A

Utilizando la condicién d), la ecuaciéon (5.63) es expresada como:

2(t) — 2(t) = e,(t) = Pe(t) (5.68)

donde en este caso, las matrices A; son estables si y solo si lim; o e.(t) =0, V; =1,...,m.

A partir de este punto se lleva a cabo el mismo desarrollo de la parametrizacién del observador
funcional dindmico generalizado realizado en la seccién (5.1) y el mismo anédlisis de estabilidad de
Lyapunov mostrado en la seccién (5.1.2). Sin embargo, lo que se busca con este sistema aumentado
es el estimar una entrada desconocida, dicha entrada desconocida regula la posicién vertical a cero.

El resultado obtenido de este desarrollo se muestra en la seccién (5.1.4).
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5.2.1. Validacion del observador funcional de entradas desconocidas

A continuacién se muestra la validacion del controlador basado en el observador funcional dindmico
generalizado de entradas desconocidas para sistemas Takagi-Sugeno aplicado al caso de estudio del
péndulo H2AT. En la Figura 5.9 se muestra el esquema de simulacién donde se valora la ley de

control ante una perturbacion en la entrada.

Observador
funcional

l+
_:® —> /| >

Fig. 5.9. Diagrama del primer enfoque observador funcional.

5.2.2. Simulacion del observador funcional de entradas desconocidas

Objetivo de simulacion: En esta seccién se muestra la estimacion de una ley de control que regule
el péndulo H2AT. Los parametros para la validacién del observador funcional se utilizé un paso

de integracion de T, = 0.001s.

Para obtener las matrices del observador funcional se considera el sistema Takagi-Sugeno de la

seccion anterior, donde siento entonces:

8 8 K
W N =
— — — —

~

At)=[0 000 1 1]

L

(5.69)

&
A

Q.
==
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Siguiendo el algoritmo de la seccién 5.1, tenemos que:

1. Se define la matriz £ =

completo.

11
0 1
0 1
11
10
10

2. Se obtienen las matrices:

N12

Niz =

Ny =

[—16.4065
—16.6732
—17.0065
—16.8065

—9.4880)

| —9.8213

—16.5623
—16.8290
—17.1623
—16.9623

—9.5952

| —9.9285

[—20.2384
—20.5050
—20.8384
—20.6384
—11.7150

|—12.0483

[—20.3942
—20.6609
—20.9942
—20.7942
—11.8222

|—12.1556

OO OO o

—_ = = = =
_ O == O

12,5117
12.2117
12.2117
12.3117
7.1991
7.1991

12.4744
12.1744
12.1744
12.2744
7.1687
7.1687

15.3857
15.0857
15.0857
15.1857
8.8694
8.8694

15.3484
15.0484
15.0484
15.1484

SO = = O = =

4.5052
4.0719
3.4052
3.6052
2.5673
1.9006

4.3900
3.9566
3.2900
3.4900
2.4832
1.8165

5.4632
2.0298
4.3632
4.5632
3.1240
2.4574

5.3479
4.9146
4.2479
4.4479

8.8389  3.0400
8.8389 2.3733

—0.1051
0.3949
1.3949
1.3949
0.2251
1.2251

—0.2270
0.2730
1.2730
1.2730
0.1557
1.1557

—0.1051
0.3949
1.3949
1.3949
0.2251
1.2251

—0.2270
0.2730
1.2730
1.2730
0.1557
1.1557

3.9999
4.0665
4.3999
4.0999
2.0637
2.3970

4.3148
4.3815
4.7148
4.4148
2.2709
2.6042

4.9578
5.0245
5.3578
2.0578
2.6204
2.9538

5.2728
5.3395
5.6728
5.3728
2.8276
3.1610

, tal que la matriz ¥ = [g} sea de rango columna

—4.0067]
—4.0734
—4.4067
—4.6067
—2.5681
—2.9015)

—3.7696]
—3.8363
—4.1696
—1.3696
—2.4146
—2.7479|

—4.9647]
—5.0313
—5.3647
—5.5647
—3.1249
—3.4582]

—4.7276]
—4.7943
—5.1276
—5.3276
—2.9714
—3.3047
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[ 0.2667 —0.2000 —0.0667 0 —0.0667 0.0667 |
—0.2000 0.4000 —0.2000 0 -—0.2000 0.2000
—0.0667 —0.2000 0.2667 0 0.2667 —0.2667
0 0 0 0 0 0
—0.0667 —0.2000 0.2667 0 0.2667 —0.2667
0.0667  0.2000 —0.2667 0 —0.2667 0.2667
—0.2667 0.2000  0.0667 0 0.0667 —0.0667
|—0.2667 0.2000  0.0667 0 0.0667 —0.0667 |

—0.4667 —0.4000 —0.1333 1.0000 —0.1333 0.1333 ]

Ny

P= —0.3333 0 —0.6667 1.0000 0.3333 —0.3333_
0- —0.2667 0.2333]
- 1—0.3333 0.1667_
[0.5000 1.0000 0.5000 1.0000 0 1.0000] [0.5000 0.5000]
0 1.0000 0 1.0000 0 1.0000 0 0
T 0 1.0000 0 1.0000 1.0000 0 K 0 0
~10.5000 1.0000 0 1.0000 1.0000 1.0000 ~10.5000 0
0.5000 0 0 1.0000 0 1.0000 0.5000 0
10.5000 0 0 1.0000 1.0000 0 | 10.5000 0 |
3. Resolviendo la LMI se obtiene:
Py Py
X —
[P 9 P 22]

donde:

[ 18.2171  —8.2717  0.2217 2.6057 —19.2596 —2.8501
—8.2717  17.3281 —18.4248 22.6671 —16.7435 —5.5448
0.2217  —18.4248 43.0596 —51.1009 34.2881  11.4056
2.6057 22.6671 —51.1009 73.4261 —55.6186 —26.8065
—19.2596 —16.7435 34.2881 —55.6186 74.5677  24.0996

| —2.8501 —5.5448 114056 —26.8065 24.0996  16.8187 |

P11:

7



Diseno de un controlador basado en observador funcional

Piy = Po; = Ogxe

[34.0339 0.3337 —0.4386 0.6026 —0.0447 0.3773 ]
0.3337  36.6756 —1.0576 —0.9231 —-0.0514 0.6116

Py = —0.4386 —1.0576 33.8952 —0.7327 —0.3471 —0.8788
0.6026 —0.9231 —0.7327 33.3979 —0.0476 1.0035
—0.0447 —0.0514 —0.3471 —0.0476 33.1398 0.0804

| 0.3773  0.6116 —0.8788 1.0035  0.0804  33.1721 |

4. Considerando la matriz £ = onesjaxis4 y €l escalar ¢ = 200 para resolver las LMIs de la

ecuacion (5.44) se obtuvieron las siguientes matrices del observador:

[—26.2920 107.6208] [—26.4753  107.6526]
—35.0505 99.1123 —35.2287 99.1491
py_ | 1695701 3042329\ . 1169.2552 3041330
189.9792  324.3920 189.6511 324.2789
—22.0651 74.4270 —22.1858  74.4520

| 182.5555  279.5476 | 182.2982  279.4359)
[—47.1377 117.9034] [—47.3227 117.9335]
—55.8948 109.3963 —56.0745 109.4316
[, _ 1480886 3144796 . | 1483667 3143728
169.0941 334.6351 168.7584  334.5145
—36.3616 82.5834 —36.4833  82.6073

| 168.2217  287.6667 | 167.9579  287.5485)
-1 0 0 0 0 0]

0 =1 0 0 0 0

Gi=G:=Gi=Gi=|g o 5 1 g o

0 0 0 0 =1 0

(0 0 0 0 0 -1

0.2853  0.2853 0.2853 0.2853 0.2853 0.2853]
0.2519 0.2519 0.2519 0.2519 0.2519 0.2519
f, — |11877 LISTT LISTT 11877 11877 11877
1.2778 1.2778 12778 1.2778 1.2778 1.2778|°
0.1785 0.1785 0.1785 0.1785 0.1785 0.1785
11144 11144 1.1144 1.1144 1.1144 1.1144]
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[0.4582 0.4582 0.4582 0.4582 0.4582 0.4582]
0.4059 0.4059 0.4059 0.4059 0.4059 0.4059
1.8543 1.8543 1.8543 1.8543 1.8543 1.8543
1.9939 1.9939 1.9939 1.9939 1.9939 1.9939
0.2858 0.2858 0.2858 0.2858 0.2858 0.2858

11.7342  1.7342 1.7342 1.7342 1.7342 1.7342]

[0.3329 0.3329 0.3329 0.3329 0.3329 0.3329]
0.2942 0.2942 0.2942 0.2942 0.2942 0.2942
1.3698 1.3698 1.3698 1.3698 1.3698 1.3698
1.4734 14734 1.4734 1.4734 14734 1.4734
0.2080 0.2080 0.2080 0.2080 0.2080 0.2080
11.2836 1.2836 1.2836 1.2836 1.2836 1.2836 ]

[0.5122 0.5122 0.5122 0.5122 0.5122 0.5122]
0.4539 0.4539 0.4539 0.4539 0.4539 0.4539
2.0626 2.0626 2.0626 2.0626 2.0626 2.0626
22177 22177 22177 22177 22177 2.2177
0.3193 0.3193 0.3193 0.3193 0.3193 0.3193
11.9280 1.9280 1.9280 1.9280 1.9280 1.9280]

[—2.6870 —2.6870]
—2.6870 —2.6870
—2.6870 —2.6870 _
My = My = M3 = My = —2.6870 —2.6870| © 107
—2.6870 —2.6870

|—2.6870 —2.6870]

0 —1.3435 1.3435]

0 —1.3435 1.3435

0 —1.3435 1.3435
—4.0306 —1.3435 0 —1.3435 1.3435

0

0

[5.3741 0 —4.0306 —1.3435
53741 0 —4.0306 —1.3435
5.3741 0 —4.0306 —1.3435 _8
x 10
5.3741 0
5.3741 0
0

15.3741

—4.0306 —1.3435 —1.3435 1.3435
—4.0306 —1.3435 —1.3435 1.3435]

Los polos de la dindmica del error de estimacion del sistema Takagi-Sugeno de la ecuacion (5.36)

se muestran en la Figura 5.10.
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Polos del sistema Takagi-Sugeno

ar O  Polos modelo local 1
X Polos modelo local 2
3 Polos modelo local 3 A
/A Polos modelo local 4 % O
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Parte Real

Fig. 5.10. Polos de la dinamica del error de estimacion.

6ig(A11 — YlAg) =

—3.0982
—0.2593
—0.1194
—1.8009
—1.8009
—1.8009
—1.8009
—1.8009
—1.8009
—1.8009

[—1.1698 + 2.77514]
—1.1698 — 2.7751i

; €i9(A12 - YzAz) =

—2.9668
—0.2074
—0.1300
—1.8009
—1.8009
—1.8009
—1.8009
—1.8009
—1.8009
—1.8009

30

[—1.2908 + 2.75704 |
—1.2908 — 2.7570i
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Gig(Alg — YgAz) =

[—1.4333 + 2.9680i |
—1.4333 — 2.9680i
—2.5712
—0.2590
—0.1197
—1.8009
—1.8009
—1.8009
—1.8009
—1.8009
—1.8009
—1.8009

[—1.5615 + 2.97157]
—1.5615 — 2.97153
—2.4255
—0.2072
—0.1302
—1.8009
—1.8009
—1.8009
—1.8009
—1.8009
—1.8009
—1.8009

) 6@9(A14 — Y4A2) =

Como se puede observar en la Figura 5.10 los polos del sistema Takagi-Sugeno para los 4 modelos

locales lineales se encuentran en el semiplano izquierdo garantizando la estabilidad del sistema.

Sin embargo, los polos se encuentran ubicados de manera arbitraria.

El desarrollo de la simulacién se llevo a cabo en Matlab R2018b, las condiciones del sistema fueron:
2(0) = [0 0 0.005 0 0 0], x75(0) = [0 00.0050 0 07, v(0) =[000000]7, ¢(0)=[000000]7,

2(0) = [0 0]T. A su vez se considera una incertidumbre parametrica en la masa 1, con el propésito

de un desgaste a través del tiempo. Esto se puede observar en la Figura 5.11.

16.2

16

15.8

15.6

15.4

Variacion de la masa 1
T T

~o

———-Variacion M1

~~

15.2

Fig. 5.11. Incertidumbre en la masa 1.
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En la Figura 5.12 se puede observar la grafica de la ley del control del sistema ante una incerti-
dumbre pardmetrica. Esta ley de control regula el comportamiento del péndulo H2AT, esto con el

proposito de regular a la senal de referencia marcada de interlineado de color rojo.

Ley de control

0.05

Ley de control
— — — - Senal de referencia

—

-0.05

-0.1

-0.15

Fuerza controlada (N

-0.2

-0.25

03 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

Tiempo (segundos)

Fig. 5.12. Respuesta de la ley de control.

En la Figura 5.13 se muestra la comparacion de las senales de control, una obtenida en el disefio
del controlador basado en el observador PI de la seccién 4.3 y la senal estima por el observador
funcional de entradas desconocidas tal como se ve en la seccion 5.2. Ademas, se muestra un zoom
respecto al eje de la fuerza controlada (V) en un rango de —0.5N a 0.1N

Comparacion de las leyes de control
T T

Sefial de control PIO
Sefial de control estimada UIO

20

60 | 0.1 i

ON
80} -0.1 |
-0.2

0.3
-100 04 1

05
420 | 0 1 2 3 4 5 6.

0 2 4 6 8 10
Tiempo (segundos)

Fuerza controlada (N)

Fig. 5.13. Comparacion de la ley de control con regiéon circular.
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5.2.3. Region LMI vertical aplicada al caso de estudio

Utilizando la ecuacién (5.40) la cual es de la desigualdad obtenida en el andlisis de estabilidad del
observador funcional, se le aplica una regién vertical D; para restringir los eigenvalores del sistema,

tal como se mostro en la seccion 2.5.1. La region vertical aplicada al caso de estudio queda como:
ATX — ATYIX + XA, — XV,Ay + 20X <0 (5.70)

En este caso, las matrices desconocidas de la ecuacion (5.70) son X y Y;, por lo cual la ecuacion

(5.40) puede ser reescrita como:

donde B = —AT X, = YI'X, D; = ATX + XA}; + 2aX Posteriormente, utilizando el lema de
eliminacién Skelton et al. (2017), la desigualdad (5.71) es equivalente a:

B*D;B*" <0, BB'>0 (5.72)

Del mismo modo, en la ecuacion (5.72) se obtiene la desigualdad matricial lineal a resolver. Donde

las matrices Y; son pardmetrizadas de la siguiente manera:
Y, =X (~oB" +aLri?)' (5.73)
donde £ es cualquier matriz tal que ||£|| < 1y o > 0 es cualquier escalar tal que:
[, =oBB" —D; >0 (5.74)

Finalmente, se muestra una secuencia de pasos a seguir para desarrollar el disefio de un observador

funcional:

Simulacién del observador funcional con regiéon vertical LMI

Objetivo de simulacion: En esta seccién se muestra la estimacion de una ley de control que regule
el péndulo H2AT. Los parametros para la validacién del observador funcional se utiliz6 un paso

de integracion de T, = 0.001s y una regién vertical con valor de a = 1.5.
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Para obtener las matrices del observador funcional se considera el sistema Takagi-Sugeno de la

seccion anterior, donde siento entonces:

8 8 &

w N =
TN N N TN
— N

~+

At)=[0 000 1 1]
L d

(5.75)

8
B

~— —
L

Siguiendo el algoritmo de la seccién 5.1, tenemos que:

01 0101
1 00111
. 110101 . E
1. Se define la matriz £ = 10101 1l tal que la matriz ¥ = l C’] sea de rango columna
1 11101
10110 1]

completo.

2. Se obtienen las matrices:

[3.1562 0.0000 —0.1186 0.0000 —3.0376 —0.0000]
5.1056 —0.0001 —0.2498 0.0001 —4.8558 0.0000
Ny = 3.1627  0.0000 —0.1215 0.0000 —3.0412 —0.0001 10
5.0141 —0.0001 —-0.2711 0.0001 —4.7430 0.0001
3.1664 0.0001 —0.1185 —0.0000 —3.0478 —0.0001

13.0724  0.0001 —0.1110 -0.0000 -2.9614 —0.0001]

[3.1562 0.0001 —0.1186 —0.0000 —3.0376 0.0000 ]
5.1056 —0.0001 —0.2498 0.0001 —4.8558 0.0001
Ny = 3.1627 0.0001  —0.1215 —0.0000 —3.0412 —0.0000 « 10°
5.0141 —-0.0001 —-0.2711 0.0001 —4.7430 0.0001
3.1664 0.0001 —0.1185 —0.0001 —3.0478 —0.0000

13.0724  0.0001 —0.1110 -0.0001 —2.9614 —0.0000]

[3.1569 0.0000 —0.1194 0.0000 —3.0376 —0.0000]
5.1061 —0.0001 —0.2504 0.0001 —4.8557 0.0000
N — 31635 0.0000 —0.1223 0.0000 —3.0411 —0.0001|
137 15.0141 —0.0001 —0.2711 0.0001 —4.7430 0.0001
3.1671 0.0001 —0.1193 —0.0000 —3.0478 —0.0001

13.0729  0.0001 —0.1116 —0.0000 —2.9613 —0.0001]
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3.1569 0.0001 —0.1194 —0.0000 —3.0376 0.0000 ]
5.1061 —0.0001 —0.2504 0.0001 —4.8557 0.0001
N 3.1635 0.0001 —0.1223 —0.0000 —3.0412 —0.0000 « 10"
47150141 —0.0001 —0.2711 0.0001 —4.7430 0.0001
3.1671  0.0001 —0.1193 —0.0001 —3.0478 —0.0000
13.0729 0.0001 —0.1116 —0.0001 —2.9613 —0.0000|
[0.3750 0 —0.2500 0 —0.1250 O]
0 0 0 0 0 0
—0.2500 0 0.5000 0 —0.2500 O
Ny — 0 0 0 0 0 0
271201250 0 —0.2500 0 0.3750 0
0 0 0 0 0 0
0.3750 0 —0.2500 0 —0.1250 0
| 0.1250 0 0.2500 0 —0.3750 0
[0 1.0000 0 1.0000 0 1.0000] T 0 0 ]
0.5000 0 0 1.0000 1.0000 1.0000 0.500 0
o _ [0-5000 1.0000 0 1.0000 0 1.0000| . |0.500 0
~ 105000 0 0.5000 0O 1.0000 1.0000 ~ 10.500 0.500
0.5000 1.0000 0.5000 1.0000 0O 1.0000 0.500 0.500
0.5000 0 0.5000 1.0000 0 1.0000 10.500 0.500]
p_ —0.1250 1.0000 —0.2500 0 0.3750  —1.0000]
~ 106250 —1.0000 0.2500 1.0000 —0.8750 1.0000 |
0= —0.0625 0.3125 |
~ | -0.1875 —0.5625
3. Resolviendo la LMI se obtiene:
Pll P12
X =
[Pm P22]
donde:
[0.9707 —0.0946 —1.2196 0.0977 0.3904 —0.1465]
—0.0946 0.0140  0.1594 —0.0144 —0.0805 0.0162
P —1.2196 0.1594  1.9492 —0.1646 —0.9107 0.1888
=1 00977 —0.0144 —0.1646 0.0148  0.0824 —0.0161
0.3904 —0.0805 —0.9107 0.0824  0.5925
| —0.1465 0.0162  0.1888 —0.0161 —0.0747 0.0325 |

Py = P51 = Ogx6
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[1.5068 0 0 0 0 0
0 15068 0 0 0 0
po_| 0 0 15068 0 0 0
27100 0 0 15068 0 0
0 0 0 0 15068 0

0 0 0 0 0  1.5068

4. Considerando el valor de ¢ = 200 para y una matriz £ = 012414 resolver las LMIs de la

ecuacion (5.74) se obtuvieron las siguientes matrices del observador:

11,5683 1.52247 11,5683 1.52247
92,5461 2.4309 925461 2.4308
15716 1.5242 L. 15716 1.5242 A
Fr= 195070 2.3715| X 10 2= |95070 2.3715| X 1©
1.5734 1.5276 15734 1.5276
1.5296 1.4838] 1.5206 1.4838]
11,5664 1.5232] 11,5664 1.5232]
95448 2.4315 95448 2.4315
15697 1.5251 . . |15697 1.5251 A
Fs= 195070 23715 <10 f1= 195070 2.3715] X 10
1.5715 1.5284 1.5715 1.5284
1.5283 1.4845) 1.5283  1.4845)
234038 0 0 0 0 0
0  —34038 0 0 0 0
0 0  —34038 0 0 0
G1=Gr=G3 =Gy = 0 0 0 —3.4038 0 0
0 0 0 0  —34038 0
0 0 0 0 0 —3.4038]

[0.1155 —0.2510 —0.2225 —0.0642 —0.2409 —0.0872]
0.1831 —0.4027 —0.3598 —0.1010 —0.3787 —0.1410
H = 0.1158 —0.2513 —0.2229 —-0.0644 —0.2413 —0.0874 % 103

0.1807 —0.3933 -0.3527 —-0.1011 -0.3718 —0.1377
0.1159 —0.2518 —0.2232 —0.0642 —0.2416 —0.0875

10.1128 —0.2447 —0.2168 —0.0624 —0.2352 —0.0847]
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[0.1165 —0.3226 —0.1562 —0.1079 —0.2702 —0.3016]
0.1846 —0.5171 —0.2540 —0.1710 —0.4254 —0.4834
H, — 0.1168 —0.3231 —0.1565 —0.1083 —0.2706 —0.3021 % 103

0.1821 —0.5055 —0.2490 —-0.1699 —-0.4177 —0.4736
0.1168 —0.3237 —0.1567 —0.1081 —0.2709 —0.3025

10.1137 —0.3146 —0.1521 -0.1051 —0.2637 —0.2937]

[0.1092 —0.2507 —0.2145 —0.1041 —0.2578 —0.1431]
0.1729 —0.4026 —0.3466 —0.1651 —0.4058 —0.2315
H, = 0.1094 —0.2510 —0.2148 —0.1044 —0.2582 —0.1433 < 103

0.1707 —0.3933 —0.3397 —0.1640 —-0.3984 —0.2267
0.1095 —0.2515 —-0.2151 —-0.1043 —0.2585 —0.1435

10.1066 —0.2443 —0.2090 —-0.1014 —-0.2516 —0.1391}]

[0.1027 —0.3171 —0.1472 —0.1305 —0.2807 —0.3343]
0.1625 —0.5087 —0.2393 —0.2074 —0.4423 —0.5369
Hy - 0.1029 -0.3175 —0.1474 —-0.1309 —0.2811 —0.3349 < 103

0.1604 —0.4973 —0.2344 —0.2056 —0.4342 —0.5264
0.1029 -0.3181 —0.1476 —0.1308 —0.2815 —0.3353

10.1002 —0.3091 —0.1434 —0.1271 —-0.2739 —0.3255]

[0.0096  0.0356 ]
—0.0161 —0.0146
0.0037  —0.0056
—0.0064 0.0018
0.0059  —0.0007
| 0.2007  0.0610 |

[ 0.0193 —0.0000 0.0519  0.0000 —0.0712 —0.00007
—0.0322 0.0000  0.0030 —0.0000 0.0293 —0.0000
e o o _|00074 —0.0000 —0.0185 —0.0000 0.0112 —0.0000 e
S1=25=05=>5;= —0.0128 —0.0000 0.0163  0.0000 —0.0035 0.0000 x 10
0.0118 —0.0000 —0.0132 0.0000  0.0014 —0.0000

| 0.4014 —0.0000 —0.2794 0.0000 —0.1220 0.0000 |

M1:M2:M3:M24: X10_7

Los polos de la dinamica del error de estimacién del sistema Takagi-Sugeno de la ecuacion (5.36)

con region vertical se muestran en la Figura 5.14.
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Polos del sistema Takagi-Sugeno con reg. vertical

@) Polos modelo local 1 &;
* Polos modelo local 2 @) |
1.5 Polos modelo local 3 |
: /A Polos modelo local 4 |
— — — - Region vertical |
|
1 [ Q|
© |
= |
S 0.5r \
£ \
% \
3 A 4
g 0 |
) |
= 05F |
< VY. |
o \
|
1rF U\
|
|
-15¢F }
R

-2 1 1 1 1 L1

-100 -80 -60 -40 -20 0

Parte Real

Fig. 5.14. Polos de la dindmica de error de estimaciéon con regiéon LMI vertical.

eig(AH — YlAg) =

—92.2881
—26.9604
—3.3570 + 1.7332¢
—3.3570 — 1.7332:
—3.2756 + 0.9439:
—3.2756 — 0.9439:
—3.4037
—3.4039
—3.4038
—3.4038
—3.4039
—3.4038

eig(A12 — Y2A2) =

—92.2723
—26.9651
—2.9768 + 1.8180:
—2.9768 — 1.8180:
—4.2091
—3.1831
—3.4037
—3.4039
—3.4038
—3.4038
—3.4039
—3.4038
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eig(Alg - YgAg) =

—92.2663
—26.9993
—3.3216 + 1.73361
—3.3216 — 1.73361
—3.3025 + 0.8937:
—3.3025 — 0.89377
—3.4037
—3.4039
—3.4038
—3.4038
—3.4039
—3.4038

eig(AM — Y4A2) =

—92.2504
—27.0042
—2.9648 + 1.8210¢
—2.9648 — 1.8210¢
—4.2902
—3.1090
—3.4037
—3.4039
—3.4038
—3.4038
—3.4039
—3.4038

Como se puede observar en la Figura 5.14 los polos del sistema Takagi-Sugeno para los 4 modelos

locales lineales se encuentran en el semiplano izquierdo garantizando la estabilidad del sistema esto

contemplando la regiéon LMI del tipo vertical, lo que se busco la re-colocaciéon de polos para una

estimacion mas rapida de la entrada desconocida.

El desarrollo de la simulacién se llevo a cabo en Matlab R2018b, las condiciones del sistema fueron:
2(0) = [0 0 0.005 0 0 0], xps(0) = [0 0 0.0050 0 07, (0) =[0000 0 0], ((0) =[000000]7,

2(0) = [0 0]T. A su vez se considera una incertidumbre parametrica en la masa 1, con el propésito

de un desgaste a través del tiempo. Esto se puede observar en la Figura 5.19.

Variacion de la masa 1
T T

16.2

16 1

15.8 -

15.6 [

15.4

15.2

T

Fig. 5.15. Incertidumbre en la masa 1.
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En la Figura 5.16 se puede observar la grafica de la ley del control del sistema ante una incertidum-
bre parametrica. Esta ley de control regula el comportamiento del péndulo H2AT, con el objetivo
de regular a la senal de referencia.

Ley de control

10

Ley de control
— — — - Senal de referencia

Fuerza controlada (N)

-35 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

Tiempo (segundos)

Fig. 5.16. Respuesta de la ley de control con region LMI vertical.

En la Figura 5.17 se muestra la comparacién de las senales de control, obtenida en el disefio del
controlador basado en el observador PI de la seccién 4.3 y la senal estimada por el observador
funcional de entradas desconocidas aplicando una region vertical de la seccién 5.2.3. Ademas, se
muestra un zoom respecto al eje de la fuerza controlada (V) en un rango de —5N a 6.

20 Comparacion de las leyes de control

Sefial de control PIO
Sefial de control estimada UIO reg. vertical

-60

80T

Fuerza controlada (N)

-100 |

TP WN—-O=NWA,OOD
———
I I

o

120 | ’ 1 2 3 4

0 1 2 3 4 5
Tiempo (segundos)

Fig. 5.17. Comparacion de la ley de control con region LMI vertical.
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5.2.4. Regiéon LMI circular aplicada al caso de estudio

Utilizando la ecuacién (5.40) la cual es de la desigualdad obtenida en el andlisis de estabilidad del
observador funcional, se le aplica una regién vertical D; para restringir los eigenvalores del sistema,
tal como se mostré en la seccion 2.5.1. La region circular aplicada al caso de estudio, queda como:

[ —RX XAy + ¢X — XY, A,

ATX +¢X — ATYIX _RX ] <0, X>0 (5.76)

En este caso, las matrices desconocidas de la ecuacion (5.40) son X y Y;, por lo cual la ecuacién

(5.40) puede ser reescrita como:

BX,C + (BX,C)T +D; <0 (5.77)
. . —1I - ‘ o —RX XAM + qX
donde.B[O],XZXYZ, DZ[A’{,-XJqu X ]

Posteriormente, utilizando el lema de eliminacién Skelton et al. (2017), la desigualdad (5.77) es

equivalente a:
B*D,B*T <0, BBT >0 (5.78)

ctp,ctt <0, ¢t >0 (5.79)
Las ecuaciones (5.78) y (5.79) se deben de cumplir para la aplicacién del lema de eliminacién. To-

mando en cuenta estas consideraciones, se tiene que C;,C, vy By, B, son factores de rango completo

de B y C respectivamente con el objetivo que se cumpla lo siguiente: B = B, B, y C = C;,C,.

Finalmente, en la ecuacién (5.72) se obtiene la desigualdad matricial lineal a resolver. Donde las

matrices A; son parametrizadas de la siguiente manera:
X, = BK.C + Z — BFB,2CCf (5.80)

donde las matrices Z, R y L son matrices con elementos arbitrarios y de dimensiones apropiadas

que satisfagan ||£|| < 1y R > 0. Las matrices K;, S; y V; se definen como:

K, = —RBIVCT(CV.LCT) ™ + S2L(CV,CT) (5.81)
Si=R'—-R'BI WV, - vcrcvehH e VIBR ™ (5.82)
Vi=BR'B —D;)"' >0 (5.83)
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Finalmente, se muestra una secuencia de pasos a seguir para desarrollar el disenio de un observador

funcional:

Simulacién del observador funcional con regiones LMI

Objetivo de simulacion: En esta seccién se muestra la estimacion de una ley de control que regule
el péndulo H2AT. Los parametros para la validacion del observador funcional se utilizdé un paso

de integracion de T, = 0.001s un radio de R =05y ¢ = 1.

1. Elegir una matriz £ € R%*" tal que la matriz X sea de rango completo.
2. Calcular las matrices Ny;, No, T, K, Py Q.

3. Resolver las LMIs de las ecuaciones (5.78) y (5.79).

4. Mediante la ecuacién (5.80) obtener las matrices Y.

5. Calcular las demds matrices del observador funcional dindmico generalizado utilizando (5.26)
y (5.27) para obtener N; y K; para calcular S;, M;, Py @, donde la ecuacién (5.31) tomando

la matriz Wy, =0

Para obtener las matrices del observador funcional se considera el sistema Takagi-Sugeno de la

seccion anterior, donde siento entonces:

8 8 K
w N —
AN TN TN TN
— N N

~

At)=10 000 1 1]
L d

(5.84)

&
N

~— —

Siguiendo el algoritmo de la seccién 5.1, tenemos que:

111111
01 0101
. 01 0110 . E
1. Se define la matriz £ = 11011 11 tal que la matriz 3 = l C’] sea de rango columna
1 01 101
1 0 01 1 0

completo.
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2. Se obtienen las matrices:

[—3.7882
—1.5657
—3.0627
—3.5990
—1.3838
| —2.6925

[—3.7732
—1.5595
—3.0506
—3.5848
—1.3783
| —2.6818

[—3.8028
—1.5718
—3.0745
—3.6129
—1.3891

| —2.7029

[—3.7791
—1.5620
—3.0553
—3.5903
—1.3804

| —2.6860

[0.3571
0.0714
—0.0714
—0.3571
—0.0714
0.0714
—0.0000
|—0.2857

—3.3969 3.3965 3.7891 3.3970 —3.3970]
—1.4043 1.4039 1.5661 1.4039 —1.4039
~2.7476 27462 3.0641 27472 —2.7472|
—3.2280 3.2280 3.6004 3.2285 —3.2290
~1.2301 1.2399 1.3835 1.2394 —1.2394
—2.4154 24147 2.6937 24152 —2.4157
—3.3848 3.3841 3.7740 3.3850 —3.3844]
~1.3994 1.3987 1.5598 1.3991 —1.3986
~2.7378 27361 3.0518 27375 —2.7370| .
—3.2174 3.2162 3.5860 3.2171 —3.2170
—1.2348 1.2353 1.3779 1.2351 —1.2348
—2.4068 2.4058 2.6830 2.4066 —2.4068]
—3.3880 3.3877 3.8037 3.3882 —3.3882]
—1.4006 1.4003 1.5722 1.4002 —1.4003
~2.7404 2.7390 3.0759 27400 —2.7400| s
—3.2205 3.2196 3.6143 3.2201 —3.2206
—1.2359 1.2367 1.3888 1.2362 —1.2362
—2.4091 2.4084 27041 2.4089 —2.4094]
—3.3684 3.3677 3.7799 3.3687 —3.3681]
~1.3926 1.3919 1.5623 1.3924 —1.3918
~2.7246 27229 3.0566 27243 —2.7238| g
—3.2018 3.2006 3.5916 3.2016 —3.2015
—1.228% 1.2294 1.3801 1.2292 —1.2288
—2.3952 2.3042 2.6872 2.3950 —2.3952]
0.0714 —0.0714 —0.3571 —0.0714 0.0714 |
0.2143 —0.2143 —0.0714 —0.2143 0.2143
—0.2143 02143  0.0714 0.2143 —0.2143
~0.0714 0.0714 03571  0.0714 —0.0714
~0.2143 02143 0.0714  0.2143 —0.2143
02143 —0.2143 —0.0714 —0.2143 0.2143
0.0000  0.0000 —0.0000 0.0000 —0.0000
0.1429 —0.1429 0.2857 —0.1429 0.1429 |
0.5 10 0.5 10 10 10] 0.5 0.5]
0 10 0 10 0 10 0 0
0 10 0 10 10 0 0 0
T=1os 10 0 10 10 10 *=]os 0
05 0 05 10 0 10 0.5 0.5
05 0 0 10 10 O] 05 0
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p_ 0.4286 —0.7143 —0.2857 0.5714 —0.2857 0.2857

~10.2857 —0.1429 —0.8571 0.7143 0.1429 —0.1429

Q= —-0.5 0.0714

- |—0.5 —0.2143

3. Resolviendo la LMI se obtiene:
Py Py
X =
[Pm P22‘|
donde:
[ 1.7383 —0.6146 —0.0817 —0.6238 —0.3449 —0.9836]
—0.6146 1.1767 —0.2128 0.1922 —0.2922 0.3156
P —0.0817 —-0.2128 0.8236 —0.3217 0.0832 —0.3109
7106238 0.1922 —0.3217 0.8675 0.1223 —0.0907
—0.3449 —0.2922 0.0832 0.1223 0.4921 0.1442

|—0.9836 0.3156 —0.3109 —0.0907 0.1442 1.6011 |
Piy = Py = Ogx6
1.2162 0 0 0 0 0 ]

0 1.2162 0 0 0 0

P 0 0 1.2162 0 0 0

2700 0 0 12162 0 0

0 0 0 0 1.2162 0
0 0 0 0 0 1.2162]

4. Considerando el valor de ¢ = 200 para y una matriz £ = 019414 resolver las LMIs de las

ecuaciones (5.78)-(5.79) se obtuvieron las siguientes matrices del observador:

[—98.3500 231.6428] [—98.5651 230.1719]
—98.1000 116.9784 —98.3151 116.2736

py_ | 986000 193.8024) . |-988151 1925812
—98.3500 221.2978 —98.5651 219.8916
—66.1474 102.5324 —66.2930 101.9244

| —66.6474 169.0114, |—66.7930 167.9518
[—121.0989  251.7563] [—121.3140 249.6616]
—120.8489 130.2073 —121.0640 129.2445

b | 1213480 2116715 . |-121.5640 209.94538
37 |-121.0989 240.8296| ! |—121.3140 238.8306
—81.5495 113.8667 —81.6951 113.0308

| —82.0495  184.4043) | —82.1951 182.9012)
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Gy =Gy =Gy =

H,

Hy

Hj

Hy

-1.0081 —0.0082 —0.0082 —0.0082 —0.0082 —0.0082
—0.0082 —1.0081 —0.0082 —0.0082 —0.0082 —0.0082
G, _ | 700082 —0.0082 —1.008L —0.0082 —0.0082 —0.0082
—0.0082 —0.0032 —0.0082 —1.0081 —0.0082 —0.0082
—0.0082 —0.0082 —0.0082 —0.0082 —1.0081 —0.0082
|0.0082 —0.0082 —0.0082 —0.0082 —0.0082 —1.0081]
62112 —6.2112 —6.2112 —6.2112 —6.2112 —6.2112]
_95671 —2.5671 —2.5671 —2.5671 —2.5671 —2.5671
50233 —5.0233 —5.0233 —50233 —5.0233 —5.0233|
_59034 —5.9034 —5.9034 —5.9034 —5.9034 —5.9034
_9.2675 —2.2675 —2.2675 —2.2675 —2.2675 —2.2675
44158 —4.4158 —4.4158 —4.4158 —4.4158 —4.4158)]
[_6.1879 —6.1879 —6.1879 —6.1879 —6.1879 —6.1879]
—95574 —2.5574 —25574 —2.5574 —25574 —2.5574
—5.0044 —5.0044 —5.0044 —5.0044 —5.0044 —5.0044|
_58812 —58812 —5.8812 —5.8812 —5.8812 —5.8812
—92500 —2.2590 —2.2590 —2.2590 —2.2590 —2.2590
43992 —4.3992 —4.3992 —4.3992 —4.3992 —4.3992]
62112 —6.2112 —6.2112 —6.2112 —6.2112 —6.2112]
—95671 —2.5671 —2.5671 —2.5671 —2.5671 —2.5671
50233 —5.0233 50233 —50233 —5.0233 —5.0233|
59034 —5.9034 —5.9034 —5.9034 —5.9034 —5.9034
_992675 —2.2675 —2.2675 —2.2675 —2.2675 —2.2675
44158 —4.4158 —4.4158 —4.4158 —4.4158 —4.4158)]
61740 —6.1740 —6.1740 —6.1740 —6.1740 —6.1740]
_95517 —2.5517 —2.5517 —2.5517 —2.5517 —2.5517
—4.9931 —4.9931 —4.9931 —4.9931 —4.9931 —4.9931|
_5.8680 —5.8680 —5.8680 —5.8680 —5.8680 —5.8680
—9.2539 —2.9539 —2.2530 —2.2539 —2.2539 —2.2539
| 4.3803 —4.3803 —4.3803 —4.3803 —4.3803 —4.3893]
C0.0000  0.24317 C0.0000  0.2423]
0.0000 0.2431 0.0000  0.2423
0.0000  0.2431 i 0.0000  0.2423 .
My=1 00000 0.2431] X107 M2=1 (0000 0.2423| % 10
0.0000 0.2431 0.0000  0.2423
|0.0000 0.2431] |0.0000 0.2423]
C0.0000  0.2586] £0.0000  0.2576]
0.0000  0.2586 0.0000 0.2576
0.0000  0.2586 » 0.0000  0.2576 »
Ms =1 _50000 02586 <10 Ma=1_p 0000 0.2576] 10
0.0000  0.2586 0.0000 0.2576
|0.0000 0.2586] |0.0000 0.2576]
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[—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045
—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045
g, _ 700050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045
—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045
—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045
|—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045]
[0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045]
—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045
g, _ | 700050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045
—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045
—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045
|—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045]
[—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045]
—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045
g, _ [ 700050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045
—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045
—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045
|—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045]
[—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045]
—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045
g, | 700050 ~0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045
—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045
—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045
|—0.0050 —0.0045 0.0045 0.0050 0.0045 —0.0045]

Los polos de la dindmica del error de estimacion del sistema Takagi-Sugeno de la ecuacion (5.36)

se muestran en la Figura 5.18.

eig(AH — YlAg) =

—1.3580
—0.7229 + 0.3821%
—0.7229 — 0.3821:
—0.4308 + 0.1392:
—0.4308 — 0.1392:

—1.0000

—1.0000

—1.0000

—1.0000

—1.0000

—1.0000

—1.0000

eig(Au — YQAQ) =

[—0.4481 + 0.18907 |
—0.4481 — 0.18903
—0.4298 + 0.0000:
—1.2031 4 0.08764
—1.2031 — 0.08767

—1.0000
—1.0000
—1.0000
—1.0000
—1.0000
—1.0000

—1.0000
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—1.3582
—0.7229 + 0.3821¢
—0.7229 — 0.38212
—0.4308 + 0.1392:
—0.4308 — 0.1392:

[—0.4481 + 0.18907 |
—0.4481 — 0.1890i
—0.4297
—1.2006 + 0.09013%
—1.2006 — 0.09013

cigtha =Vaha) = | Typg | ciolu-Yaad = | Ty
—1.0000 —1.0000
—1.0000 —1.0000
—1.0000 —1.0000
—1.0000 —1.0000
—1.0000 ~1.0000

Polos del sistema Takagi-Sugeno con reg. circular

@) Polos modelo local 1
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Fig. 5.18. Polos de la dindamica de error de estimacién con regiéon LMI circular.

Como se puede observar en la Figura 5.18 los polos del sistema Takagi-Sugeno para los 4 modelos

locales lineales se encuentran en el semiplano izquierdo garantizando la estabilidad del sistema

esto contemplando la regiéon LMI del tipo circular, con el proposito de la re-colocacion de polos

del sistema para una estimaciéon mas rapida y sin sobre tiros de la entrada desconocida.
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El desarrollo de la simulacién se llevo a cabo en Matlab R2018b, las condiciones del sistema fueron:
z(0) = [0 0 0.005 0 0 0]7, 275(0) = [0 0 0.005 0 0 0|7, #(0) =[0 0000 0], C(O) =[000000]7,
2(0) = [0 0]T. A su vez se considera una incertidumbre parametrica en la masa 1, con el propésito

de un desgaste a través del tiempo. Esto se puede observar en la Figura 5.19.

Variacion de la masa 1
16.2 T :

———-Variacion M1
16 .
\
\
\
\
\
\
15.8 N\ 1
\
A
\
\
\
\
15.6 [ \ J
\
A\
\
\
\\\

154 AN J

15.2 Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10

Fig. 5.19. Incertidumbre en la masa 1.

En la Figura 5.20 se puede observar la gréfica de la ley del control del sistema ante una perturbacion
y una incertidumbre parametrica. Esta ley de control regula el comportamiento del péndulo H2AT,

con el objetivo de regular a la senial de referencia.

Ley de control
07 T T

Ley de control
— — — - Sefal de referencia

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

Fuerza controlada (N)

0.1

0

01 : : : :
0 1 2 3 4 5
Tiempo (segundos)

Fig. 5.20. Respuesta de la ley de control con regiéon LMI circular.
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Por otro lado, en la Figura 5.21 se muestra la comparacion de las senales de control, una obtenida
en el disefio del controlador basado en el observador PI de la seccién 4.3 y la senal estima por el
observador funcional de entradas desconocidas aplicandole a este una region circular de la seccién
5.2.4. Ademds se muestra un zoom respecto al eje de la fuerza controlada (N) en un rango de —5N

a 3N y en un tiempo de Os a 4s.

A

o

Comparacion de las leyes de control
T T

Sefial de control PIO
Sefial de control estimada UIO reg. circular

A
o
I

o)
S

Fuerza controlada (N)
o
S

-100 |

-120 |

Tiempo (segundos)

Fig. 5.21. Comparacion de la ley de control con LMI region circular.
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Capitulo 6

Conclusiones generales

Llevando a cabo la buisqueda de revision bibliografica sobre sistemas biomecanicos que aborden las
lesiones en la médula espinal es una problematica a resolver debido a que afecta a la vida cotidiana
de una persona tras sufrir algiin accidente o caida que pueda provocar una lesién en la médula
espinal. Esta clase de lesiones se califican segin el origen y la gravedad de la lesion, la escala ASTA

clasifica la lesion su gravedad.

Para este trabajo de tesis se trabajé con el modelado de la dindmica de una persona con lesion del
tipo completa en la médula espinal, dicha representaciéon la aborda lo que es el péndulo H2AT, el
cual es el caso de estudio para este tema de tesis. Este sistema se encuentra compuesta por dos
ecuaciones diferenciales, en las cuales contempla cuatro variables de estado del sistema, las cuales
son la posiciéon lineal, velocidad lineal, posicion angular y la velocidad angular. en esta parte se

describi6 a fondo como funciona el modelo y algunas restricciones fisicas propias del sistema.

Debido a que el caso de estudio es un sistema no lineal, se llevd a cabo la representacion del
modelado por sistemas Takagi-Sugeno debido a que se puede abordar los modelos lineales de una
forma mas simple, para posteriormente aplicar teoria clasica de control. Para este trabajo de in-
vestigacion se presento lo que fue el modelado del péndulo H2AT el cual representa la dinamica
de una persona con lesién en la médula espinal esto mediante el enfoque del sector no lineal para
sistemas Takagi-Sugeno. En esta parte contemplando las restricciones fisicas que tiene el caso de
estudio se llevo a cabo una reduccion de las no linealidades del sistema generando asi una reduccién

en los modelos locales lineales del sistema. Comparando finalmente la representacién del sistema
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no lineal respecto al modelado por sistemas Takagi-Sugeno en lazo abierto del sistema y verificar
que el sistema Takagi-Sugeno represente fielmente la dinamica del sistema no lineal dentro de los

limites con los que se constituyo la representaciéon Takagi-Sugeno.

Una vez que se tiene el modelo no lineal en representacion de sistemas Takagi-Sugeno se disend
un observador para estimar las variables no medibles del caso de estudio, que en este caso son
la velocidad lineal y la velocidad angular. Para dicha estimacion se llevé a cabo el diseno de un
observador proporcional integral, el cual estimara las 4 variables de estado del sistema. Una vez
desarrollado el observador se utilizé lo que es un control por retro alimentacion de estados, este
con el fin de regular el sistema. El desarrollo de este control basado en el observador proporcio-

nal integral obtuvo una publicacién en el CNCA 2023 (Congreso Nacional de Control Automético).

En en el trabajo de tesis se presenté lo que fue el disefio de un observador funcional dindmico
generalizado (GDFO) para sistemas Takagi-Sugeno. Para ello se contemplan las consideraciones
suficientes y necesarias para que el observador sea utilizado. La condicion de estabilidad del ob-
servador estuvo establecida mediante desigualdades matriciales lineales. Ademas se implemento el
lema de eliminacion para asegurar que el solucionador encuentre una solucién para las LMIs con el
objetivo de obtener la representacion de la estructura generalizada del observador. El disefio de este
observador funcional dinamico generalizado fue con el enfoque de estima runa ley de control que
proporcione la regulacion del sistema. Del mismo modo, se llevo a cabo el disefio de un observador
funcional dindmico generalizado para sistemas Takagi-Sugeno. Ahora bajo el enfoque de estimar
una entrada desconocida, dicha entrada desconocida representa una ley de control que regula a
cero. A su vez se consider6 el uso de regiones LMI (vertical y circular) para asegurar la estabilidad

del sistema bajo la regién establecida.

Finalmente, se concluye que se cumplieron los objetivos establecidos para el tema de tesis, se mostré
distintos esquemas de control que puedan regular al péndulo H2AT contemplando las restricciones

fisica del modelo.
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6.1. Trabajos futuros

Tomando en cuenta este trabajo de investigacién se pueden derivar distintos trabajos, algunos de

ellos se mencionan a continuacion:

1. Aplicar un retardo al sistema (entrada, salida o estados) con el fin de abordar teoria de

control que aborden esta clase de retardos.

2. Utilizar un observador funcional dindmico generalizado para la estimacién de una entrada

desconocida que contemple un retardo en el sistema.

3. Abordar al péndulo H2AT con un grado de libertad extra que represente de manera mas

natural la dindmica de una persona con lesién en la médula espinal.
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Anexo A

Eleccién de actuador para el péndulo
H2AT

Para la eleccion del actuador, se tendra en cuenta los parametros del sistema y las unidades de
éste. Se conoce que u(t) es la senal de entrada del sistema, dicha entrada es la fuerza controlada
(N). Considerando que la fuerza controlada esta expresada en Newtons y contemplando un motor
de corriente continua (CD) puede ser una buena opcién. Para la eleccion del motor de CD, es
importante considerar los siguientes factores: el par o torque del motor, la velocidad y fuerza que

puede generar el motor de corriente continua.
Para calcular el par necesario es necesario considerar lo siguiente:
» La fuerza maxima(F') a considerar serd de 30N.

» Longitud de brazo (r) a considerar es de: 0.2766m

El torque o par (7) se estima como:

T=Fxr (A1)
7 = (30N)(0.2766m) (A.2)
T = 8.208Nm (A.3)

Por lo cual se necesita un motor capaz de generar al menos de 8.298 Nm de par.

Algunos motores sugeridos son los siguientes:
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= Maxon Motor EC-i 40.

Par maximo: 38.3Nm

Voltaje: 24V

Velocidad sin carga: 5480rpm

Corriente sin carga: 355mA

Controlador recomendado: EPOS2

= Pololu 37D Metal Gearmotor.

e Par maximo: 10Nm

Voltaje: 12V

Velocidad sin carga: 75rpm

Corriente sin carga: 300mA

Controlador recomendado: Simple Motor Controller 18v15
= Faulhaber 4490 DC Motor.

e Par maximo: 15.8Nm

Voltaje: 24V

Velocidad sin carga: 3800rpm

Corriente sin carga: 270mA

Controlador recomendado: MC 5005
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